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CALCUL DU FROBENIUS DIVISE MODULO p SUR LA
COHOMOLOGIE CRISTALLINE DE CERTAINS REVETEMENTS DE
LA DROITE PROJECTIVE

par

Amandine Pierrot

Résumé. — Dans cet article nous décrivons une famille de revétements modérément ramifiés de la
droite projective sur un corps fini, pour lesquels nous effectuons le calcul de la matrice du Frobenius
divisé cristallin. Les formules que nous obtenons généralisent les formules de Hasse—Witt classiques dans
le cas des courbes hyperelliptiques. Un des outils est un résultat récent de Huyghe—Wach qui démontre
que le Frobenius divisé cristallin coincide avec le morphisme explicite, construit par Deligne-Illusie en
1987, pour établir la dégénérescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham dans le cas algébrique.

Abstract. — In this paper we describe a family of tamely ramified coverings of the projective line over a
finite field, for which we compute the matrix of the divided crystalline Frobenius. The formulas we obtain
generalize the classical Hasse-Witt formulas in the case of hyperelliptic curves. Our result relies on a
result of Huyghe—Wach which shows that the divided crystalline Frobenius coincides with the explicit
morphism, constructed by Deligne-Illusie in 1987, for their proof of the degeneration of the Hodge—
de Rham spectral sequence in the algebraic case.

1. Introduction

Soit k un corps fini et X une courbe projective lisse sur Spec(k). Hasse a démontré [12] que le
rang de la matrice de Hasse-Witt est un invariant important de X, et donc de sa jacobienne.
Lorsque le rang est minimal, c¢’est-a-dire nul, on dit que la courbe est supersinguliere ; lorsqu’il
est maximal et donc égal a g, genre de la courbe, elle est dite ordinaire. Dans le cas d’une
courbe elliptique, définie par I’équation 32 = ¢(t — 1)(t — \), le calcul de cet invariant est déja
fait par Hasse en loc. cit. et il est donné, & un inversible modulo p pres. Dans le cas des courbes
hyperelliptiques et de certaines courbes de Fermat, le calcul a été fait par Gonzales [10].

Parallelement, Kedlaya [16] s’est rendu compte que, lorsque X est une courbe hyperellip-
tique, il est possible de calculer la cohomologie rigide de 'ouvert complémentaire des points
de ramification de Xy. On peut en déduire la fonction Zéta de cette courbe et donc le nombre
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62 Calcul du Frobenius divisé modulo p

de points de la courbe. Ce calcul a été généralisé par Tuitman dans le cas de revétements
séparables de degré n de la droite projective sur un corps fini [19, 20]. Enfin dans le cas des
courbes superelliptiques on peut citer l’algorithme de Gaudry—Giirel [8], amélioré récemment
par Gongalves [9] et enfin une version plus générale de Arul, Best, Costa, Magner, et Trian-
tafillou [1]. Par ailleurs, pour certaines courbes hyperelliptiques sur Q, on dispose depuis peu
d’un algorithme qui, grace a la réutilisation au fur et a mesure d’informations générées par
les calculs, permet de calculer la matrice de Hasse-Witt des réductions modulo une suite de
premiers p en temps polynomial en moyenne [11]. Méme si le contexte de notre travail est
différent de celui de ces algorithmes, nous avons réutilisé certaines idées de Kedlaya, notam-
ment celle qui consiste a se placer sur 'ouvert complémentaire du lieu de ramification pour
trouver un relevement explicite du Frobenius (cela sera explicité dans la section 5.2).

Considérons k un corps fini, W = W (k) '’anneau des vecteurs de Witt de k et K = Frac(W).
On se propose dans cet article de calculer un invariant plus complet que I'invariant de Hasse—
Witt pour une certaine classe de courbes projectives lisses qui sont des revétements séparables
de degré n de la droite projective sur k. Décrivons plus précisément ce dont il s’agit. Soit
X une courbe projective lisse sur Spec(W) qui est un revétement séparable de degré n de la
droite projective relative sur Spec(W), notons Xy sa fibre spéciale et X|) la courbe obtenue
aprés changement de base par le Frobenius sur k. Commencons par quelques rappels sur
I'invariant de X que nous souhaitons calculer. En 1987 Fontaine et Messing ont donné une
construction du Frobenius divisé cristallin ¥, qui est a valeurs dans le groupe de cohomolo-
gie cristalline, H clris(XO) [7]. Or il se trouve que pour les courbes que nous considérons ici,

H}..(Xp) est un W-module libre de rang fini égal & 2g. Sous nos hypothéses on sait, grace

au théoréme de comparaison de Berthelot [2], que le groupe H_ ;. (X() s’identifie & H}5(X),
et cet isomorphisme donne un isomorphisme modulo p

H_,is(X0) /pH is(X0) ~ Hpp(Xo).

cris cris

Finalement, modulo p, le Frobenius divisé ¥ donne un morphisme de k-espaces vectoriels
o' H(Xg, Q) & H' (X0, Ox;) — Hpp(Xo)

qui, sous nos hypotheses, est un isomorphisme. Par ailleurs, puisque le Frobenius sur k est
un isomorphisme, la projection X — Xy est un isomorphisme de schémas, et on en déduit
des isomorphismes semi-linéaires par rapport au Frobenius sur k

HO(XOaQ}(O)gHO(X(IMQ}X(’)) et Hl(XOaOXo):Hl(X(IbOX(’))'

En composant I’isomorphisme précédent avec ces isomorphismes semi-linéaires, on en déduit
un isomorphisme semi-linéaire de k- espaces vectoriels

@ : HO(Xo,0%,) ® H (X0, Ox,) — Hbp(Xo).

C’est cet isomorphisme dont on cherche a calculer la matrice dans une base adaptée au
scindage. Par définition, dans la base que nous avons choisie pour la représenter, le quart
inférieur droit de la matrice redonne la matrice de Hasse-Witt, tandis que le quart supérieur
gauche redonne la matrice de I'opérateur de Cartier [4]. Il était déja connu de Cartier que
ces deux opérateurs se correspondent par la dualité de Serre sur Xy. L’intérét de calculer ce
nouvel invariant (la matrice du Frobenius divisé) est que cela permet, apreés application de
lalgorithme de Wach [14, 21], de calculer le (¢, I')-module modulo p associé a la représentation
galoisienne HY (X, Q,), ot K est une cloture algébrique de K. Ce dernier point ne sera pas
abordé ici.
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A. Pierrot 63

Pour mener a bien le calcul de la matrice du Frobenius divisé, nous utilisons un résultat
récent de Huyghe-Wach [13] qui démontre que &’ coincide avec le morphisme construit par
Deligne-Illusie en 1987 [5] pour démontrer la dégénérescence de la suite spectrale de Hodge
vers de Rham. Le point remarquable de la construction de Deligne—Illusie est qu’elle est com-
plétement algorithmique, au moins dans certains cas, comme l’illustre notre travail. Signalons
enfin qu’il est standard que ® coincide avec le Frobenius divisé de Mazur modulo p [18], qui
est construit a partir d’'un scindage de la filtration de Hodge, donnant un isomorphisme

Hhp(X) ~ HY(X, Q%) @ H' (X, Ox).

Enfin nous obtenons au passage une formule générale pour calculer la matrice de Hasse—
Witt pour la famille de courbes considérée, formule analogue a celle obtenue par Elkin pour
lopérateur de Cartier [6].

Indiquons finalement quelles sont les différences avec les travaux antérieurs de Gaudry, Giirel,
Gongalves, etal. déja cités. Tous ces travaux fournissent un algorithme et ont pour but un
résultat de comptage de points. La matrice du Frobenius divisé mod p, n’est pas explicite dans
ces travaux. Dans notre article, la méthode est nouvelle et différente de celle de Kedlaya, et
permet de donner explicitement les coefficients de la matrice du Frobenius divisé mod p. Parmi
les différences entre ces méthodes, nous utilisons un calcul de la cohomologie de de Rham
de la courbe elle-méme alors que Gaudry—Giirel et al. utilisent un calcul de cohomologie de
de Rham sur l'ouvert des points de ramification.

Remerciements. — Je remercie Christine Huyghe et Nathalie Wach qui ont encadré la
theése dont est issue cet article. Je remercie également Annette Huber-Klawitter pour m’avoir
invitée a présenter mes premiers résultats en conférence. Je remercie chaleureusement Xavier
Caruso pour son astuce d’inversion qui a permis I'obtention de formules explicites. Enfin je
souhaite remercier le rapporteur qui a relu cet article pour ses suggestions bibliographiques,
entre autres, notamment pour l'article de Gongalves.

2. Définition de la courbe

2.1. Cadre de travail. — Dans ce texte on va considérer p un nombre premier, n un nombre
entier premier & p et k un corps fini de caractéristique p > 0. On notera W = W (k) ’anneau
des vecteurs de Witt de k, K = Frac(W) et Wi = W/p?W. On écrit la droite projective P},
comme P, = AU B avec A = Spec(W|t]) et B = Spec(W|s]) out s = 1/t.

Considérons [ un nombre entier congru a —1 modulo n tel que [ n’est pas multiple de p et un
polynéme f de W[t] de degré [ tel que f et f’ engendrent I'idéal unité de Wt]. On notera r
le nombre entier (I + 1)/n et f2(s) la fraction rationnelle

fa(s) = f(1/s)s™ = f(1/5)s""
qui est un polynéme de Ws] de degré [+ 1, grice a la condition posée sur [. Pour finir posons
z = s"y. Dans tout ce qui suit on notera f, f/, fo et f4 les classes de ces polyndémes modulo
p qui sont donc des éléments de k[t] et k[s] respectivement. Nous faisons enfin I’hypothese
que t A f(t) = 1 dans k[t]. Nous verrons au lemme 2.7 que cette hypothése n’est en fait pas
restrictive.

Remarque 2.1. — Remarquons qu’avec ces hypotheses les polynomes f(t) et f’(¢) sont
premiers entre eux dans kf[t].
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64 Calcul du Frobenius divisé modulo p

Définition 2.2. — Avec les notations précédentes, on définit un schéma affine U sur A par

U = Spec(Wt,yl/(y" — f(t)))
et
Wit] — Op(U), t—t

ainsi qu'un ouvert affine V' sur B par

V = Spec(W]s, 2]/ (2" — fa(s)))
et
Wls| — Ov(V), sr—s.

Proposition 2.3. — Les courbes U et V ainsi définies se recollent au dessus de AN B. Les
conditions de recollement sont données part = s~ et z = s"y.

Démonstration. — Montrons que 'on peut définir des isomorphismes

p: W[t,t_l] ®W[t] OU(U) — W[Sa 5_1] ®W[s] OV(V)

p:Wls, s~ Quig Ov(V) — Wt 17 @y Ou(U)

inverses 1'un de I’autre. Commengons par rappeler que W[t,¢7!] @w Ov(U) =~ WIt, t=1y]/
(y"—F (1)) et Ws, s @ Ov (V) = W(s,s71, 2] /(2" — fa(s)). Par ailleurs il existe un mor-
phisme d’algeébres W[t,t=1, 5] — W(s, s, z] qui envoie ¢ sur s~! et y sur s 7z = s~ (H1)/7,
Ce morphisme passe au quotient en un morphisme d’algebres

p: Wt t ™' @iy Ou(U) — Ws, s~ @wq Ov (V).

On définit de méme le morphisme p : W(s, s7!] Qwis) Ov(V) — Wt t71] @wi Ou(U) avec
p(s) =t et p(z) = t"y. Il est alors facile de vérifier que po p(t) = t, poply) = y
et pop(s) = s, pop(z) = z. Ainsi les ouverts U et V se recollent au dessus de 'ouvert
ANB. O

Définition 2.4. — En conservant les notations précédentes, on définit X comme le recol-
lement des deux schémas U et V. C’est une courbe relative sur Spec(W).

Proposition 2.5. — Par construction on a un morphisme de schémas I1 : X — Pl,,. Le
morphisme Il est fini et plat. De plus les applications induites par I1 sur les fibres, 11y : Xg —
IF",lC et g : X — IP’}(, sont des morphismes finis séparables de degré n. En particulier X est
propre sur Spec(W).

Démonstration. — Le fait que le morphisme II : X — IP’%/V soit fini et plat est une propriété
locale sur Py, il suffit de montrer que U — Spec(W[t]) et V — Spec(W|s]) sont finis et plats,
ce qui est équivalent & montrer que W[t] — Oy (U) et W|[s] — Oy (V) sont finis et plats. Or
Oy (U) est un W[t]-module libre de rang n et de base 1,y,...,y" 1. De méme Oy (V) est un
W [s]-module libre de rang n et de base 1,z,...,2" ! ce qui permet de conclure. En ce qui
concerne le morphisme sur la fibre générique c’est alors une conséquence de ce qui précede
puisque platitude et finitude sont stables par changement de base. L’argument est le méme
pour le morphisme sur la fibre spéciale car k est de caractéristique p et qu’on a pris soin que
n soit premier a p. O
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Notation 2.6. — Notons Xy la fibre spéciale de X, alors X est la courbe sur Spec(k)
définie comme étant le recollement des deux schémas U et V ou

U = Spec(kt,y]/(y" — f(t)))
et
V = Spec(kls, 2]/ (2" — fa(s)))

Lemme 2.7. — Supposons que X soit telle que t N\ f(t) = t, alors quitte d faire une
extension finie de k, il existe u dans W tel que g(t) = f(t + u) vérifie g(t) At =1 mod p.

Démonstration. — Considérons k' une extension finie de k de cardinal supérieur ou égal a
[ +1 telle que f est scindé (& racines simples) dans k". Notons 0, aa, . . ., a; les racines de f et
prenons v dans k’'\ {0, as, . .., oy }. Alors les racines de 7,(f) sont —v, ag —wv, ..., a;—v et donc
0 n’est pas racine de 7,(f). Considérons alors u un relevé de v dans W (k'), g(t) = f(t + u)
et Y la courbe sur W (k') correspondant a g, alors Yy ~ Spec(k’) X gpec(r) Xo- O

Ainsi quitte a faire une extension finie de k on suppose dans toute la suite que ¢ A f(t) = 1.

Notation. — Afin d’alléger les notations du faisceau des formes différentielles de degré 1 de
Xp sur IP’,lC on notera désormais Q}(O = Qﬁ(o/ Spec(k)" De méme on notera Q}(K = Qﬁ(K/Spec(K)

et Q%( = Q%(/ Spec(V)*

Conventions 2.8. — Soient C, une courbe lisse irréductible sur un corps L et () un point
de Cr. On suppose que () correspond a un idéal premier, encore noté (), d'un ouvert affine
Spec(D) C Cp, et on désigne par Dg = O¢, ¢ l'anneau local associé. Alors Dg est une
anneau de valuation discréte d’uniformisante £, un parametre local de Cf en ). Notons
L(Q) = Oc¢,.0/¢0¢, q le corps résiduel de Cr, en @, on a un morphisme canonique

Ao:D—D/Q — L(Q).

Soit f € D on utilisera le vocabulaire suivant

= f(Q) pour Aq(f)

— f est inversible au voisinage de @) pour f est inversible dans I’anneau local Dg
— vg pour la valuation {-adique de Dg

par ailleurs on peut étendre vg a Frac(D) le corps des fractions de la courbe Cp, et on
se permettra de la noter encore vg. Enfin on note Qch’Q le localisé en @ du module des

différentielles Q};L i.e. QlC’L,Q = O¢, @.d§ et siw € QlC’L,Q avec w = h.d§ on posera vg(w) =
vg(h).

Proposition 2.9. — La courbe relative X est un schéma lisse sur Spec(W). De plus U =
D(y) U D(f").
Démonstration. — La démonstration se réalise en deux temps. On vérifie d’abord la lissité

sur U puis sur V. Soit donc @ un idéal premier de Wt,y] contenant y™ — f(¢) et notons
L(Q) le corps résiduel de Q i.e. L(Q) = Frac(W{t,y]/Q). Considérons X\ : Wt,y] — L(Q),
définie via la surjection et 'injection canonique W[t,y] — Wt,y]/Q — L(Q). En vertu du
critere Jacobien (cf [3, II.2 prop. 7(d)]), pour vérifier que la courbe est lisse, il suffit de
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66 Calcul du Frobenius divisé modulo p

vérifier que A(ny™ 1) # 0 ou A(f/(t)) # 0. Comme n est inversible sur W il suffit donc de
vérifier que A(y) # 0 ou A(f’(t)) # 0. Supposons que A(y) = 0 alors A(f(t)) = 0. Or f et
f’ sont premiers entre eux dans Wt] par hypothése donc il existe a et b dans W t] tels que
af +bf’ =1 et alors on en déduit que A(f’(t)) # 0. En ce qui concerne la lissité sur V, il
suffit de la tester sur les points @ de 'ouvert V tels que s = 0. Soit L(Q) le corps résiduel de
V en Q, alors fa(s) = f(1/s)s't! = sg(s) ou g est un élément de W(s] qui vérifie g(0) # 0,
puisque f(0) est non nul, et donc la classe de g dans L(Q) est non nulle. D’autre part, on a
f5(s) = sg’(s) + g(s) € Ws] et donc dans le corps résiduel L(Q) la classe de f5 est égale a
la classe de g dans L(Q) et est non nulle. Ainsi la courbe V est lisse en tout point @ de V (s)
par le critere jacobien et V est lisse. O

Remarque 2.10. — Les polynémes en deux variables F(Y,T) et Fy(Y,T) définis par
F(T,Y)=Y"— f(T) et F»(Y,T) =Y" — fo(T), sont irréductibles.

Proposition 2.11. — Pour i inférieur ou égal a 2 on a

HZDR(X) = Héms(XO)

Démonstration. — Comme X est un schéma propre et lisse sur Spec(W) et que Xj est
sa fibre spéciale, ce résultat est une conséquence directe du théoréme de comparaison de
Berthelot [2]. O
Remarque 2.12. — La proposition 2.9 permet d’affirmer que la courbe X définie précé-

demment est lisse sur Spec(k) et que U = D(y)UD(f’). Par ailleurs la courbe X est ramifiées
en les [ + 1 points fermés correspondants aux idéaux maximaux

M; = (t — ;) Oy(U) + yOu(U) et oo = sOy(V) + 20 (V)

de degré de ramification n. De plus les corps résiduels k(M;) et k(co) sont égaux a k. Enfin
la courbe Xg est de genre g ou

g:(l—l)(n—l) _rn(n—l)_(n_l)'

2 2
Remarquons qu’en fixant n = 2 on retrouve bien r = g+ 1 valeur donnée par Liu ([17, 7.4.3]).

2.2. Une action sur la courbe Xj3. — On suppose dans cette partie que k contient les
racines n-iémes de l'unité de Fp, une cloture algébrique de Fy, i.e. u,(F,) est inclus dans k.
Sous cette hypothese, le polyndéme Q,(X) = X™ — 1 admet n racines distinctes dans k. Par
ailleurs puisqu’on a supposé que n et p étaient premiers entre eux, si Qp(a) est nul alors
Q' () = na™ ! est non nul. Enfin puisque k est un corps fini de caractéristique p, k est

isomorphe a F,, ou ¢ = p" pour un certain entier non nul m. Dans ce cas, p,(F,) est inclus

dans k si et seulement si n divise p™ — 1. Soit donc pu,(IF,) le groupe, cyclique, des racines
n-iémes de I'unité. Soit ¢ € py,(F,) une racine primitive n-iéme de 1'unité.
On définit 0 sur k[t,y] par

§:(ty) — (t,¢'y)

qui passe au quotient en

5. OuUd) — Ou)
t — t
y  — (Tl
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de méme on définit ¢ sur k[s, z] par
8¢ (s,2) = (5,¢7"2)
qui passe au quotient en
0: Ov(V) — Ov(V)
s — s
z — (12
et ces deux applications se recollent sur & N'V. Donc § induit un morphisme de X, dans Xo
qui décrit I'action de py, (IF,) sur Xg. Par fonctorialité ¢ induit un morphisme sur 04 ,» noté
6*. Cette action est déduite de la précédente par différentiation, on a donc la description
suivante

5k U) — QL W)

dt — dt
dy — C_ldy
o* . Q}(O(V) — Q}(O V)
ds — ds
dz —  (Tldz

3. Bases des différents espaces de cohomologie

Notation. — On appelle point a I'infini le point de V correspondant a ’idéal engendré par
s et z dans k[s, z] /(2™ — fa(s)). Ceci définit un diviseur que I’on notera oo

Définition 3.1. — Soit o le Frobenius sur k (i.e. élévation a la puissance p), alors o
induit un morphisme de schémas Spec(k) — Spec(k). Si Y est un schéma sur Spec(k) on
notera Y le schéma Spec(k) XSpec(k) Y, ou le produit fibré est pris au-dessus de oy.

Dans ce qui suit nous donnons une description de différents groupes de cohomologie attachés
a Xg et X(l)

3.1. Une base de HO(XO,Q}(O). —

Proposition 3.2. — Le k-espace vectoriel H(X, Qko) est de dimension g et admet pour

base la famille '

t
wij=— avecl<j<n—-1let0<i<rj—2
5] y]

ot pour mémoire r = (I +1)/n.

Démonstration. — Comme X est propre et lisse (proposition 2.9) alors le faisceau Qko est
localement libre et H°(Xj, Q}(O) est un k-espace vectoriel de dimension finie. Par ailleurs le
fait qu’il soit de dimension g est un résultat découlant directement du théoreme de Riemann—
Roch. Montrer que la famille w; ; considérée est une famille d’éléments de H° (X, Q}(O) revient
a montrer que pour tout @) point de Xy, vg(w; ;) > 0 (avec les conventions 2.8). Par ailleurs
on a vu que Y = D(y) U D(f") et donc qu'un point de X est soit un point de D(y), soit
un point de ramification (contenu dans D(f)). Il est clair que w;; € Q% (U N D(y)) (sans
condition sur j et avec i supérieur ou égal a 0) il n’y a donc plus qu’a considérer le cas ou @
est un point de ramification de la courbe. Si @ € W (y) C D(f’) est un point de ramification

Publications mathématiques de Besancon — 2020



68 Calcul du Frobenius divisé modulo p

de U, i.e. si II(Q) = (t — a;)k[t] avec o € {a1,...,qq}, alors un parametre local en @ est
y il faut donc commencer par exprimer w;; selon dy. Or on a la relation y" = f(¢) donc
ny" tdy = f'(t)dt et on peut exprimer w; ; sur D(f’) par la formule

tiyn—l—j

TR

ainsi vg(w; ;) = vg(t) + (n — 1 — jvg(y) — vo(f'(t)) = ivg(t) +n —1 — j. En effet ¢ =
t — o + a; donc f'(t) est inversible dans Ag. De plus a; est non nul donc vg(t) vaut 0 et
vg(wij;) = n —1—j qui est supérieur ou égal & 0 des que j est inférieur ou égal a n — 1.
Si maintenant @ est le point a l'infini défini précédemment, I1(Q) = sk[s] et un parameétre
local en @ est z. Il faut donc exprimer w; ; selon s, z et dz. On utilise les formules t = 1/s et
y = s "z ol pour mémoire r = (I +1)/n. On a alors

dy

gri—2—1 ) ) )
ds = —ns™@ 27 n 170,

Wi i = —
2y} ZJ

et vg(wij;) =n(rj —2—14) 4+ (n —1 — 7). Mais comme 7 est inférieur ou égal a rj — 2 et j
inférieur ou égal a n — 1 alors vg(w; ;) est supérieur ou égal a 0, ce qui achéve de montrer que
la famille considérée est une famille de HY(X, Q}(O). Pour montrer qu’elle est linéairement
indépendante sur k, il suffit de montrer qu’elle I'est en restriction a YN D(y). Or Q% ,UND(y))
est un Ox, (U N D(y))-module libre de base dt. Plus précisément

-1
Q, (U N D(y)) ~ P kly,y~"IHdt.
i=0
Alors en restriction a U N D(y) les w; ; forment un k-module libre et la famille est donc libre
dans H(X,, Q}(O) Pour conclure il suffit de montrer qu’elle contient g éléments pour montrer
que c’est une base de H%(Xj, QY,)- Or elle contient, :

n—1 ‘ n—1 ‘ (n - 1)77,

D i =r) j-(n-l=r—0p"-m-1)=g

j=1 J=1
éléments, c’est donc bien une base du k-espace vectoriel considéré. O
Lemme 3.3. — On conserve les notations du théoréme précédent. Alors

n—1 11—
1. Q, (U N D(y)) = H*(Xo,Qx,) & (@k tzdt@@@ky Itdte @ @ ky_]t’dt)

7>n =0 j=li=rj—1

n—1
2. O (V) = H(Xo0,0%,) @ [klsldso D P ks'zds
j=1i>rj—1
Démonstration. — A la fin de la démonstration de la proposition 3.2 on a établi que

-1

Ok, UND(y)) ~ Pkly,y~'t"dt
=0
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ce qui donne immédiatement la décomposition en somme directe du 1. En ce qui concerne le

résultat sur le faisceau QkO(V) commengcons par montrer qu’il est libre, engendré par
tr=D=2qt  ds
—Wr(n—-1)-2,n—1 = —W = n

la derni¢re égalité étant évidente au vu des conditions de recollement. Dans QY ,(V) on a
/

la relation nz""'dz — f}(s)ds = 0, de plus comme X est lisse on a V = D( ) U D(f5(s)).
Il est clair que wy(,—1)—2,,—1 est un élément de Q}(O(V N D(z)) et que QX (VN D(z)) est
engendré par

ds = z"‘l(—v%(n—1y—zn—1)

donc aussi par (—wy(n—1)—2,n—1) le faisceau Q}(O(V N D(f5(s))) est quant & lui engendré par

-1
z = 7fé(3)wr(nfl)72,n71
n
(ou la division par n est licite car n est premier a p) et donc aussi par (—wr(n,l),Q’n,l) ce
qui montre notre affirmation. De plus on a

n—1

Ox,(V) = kls, 2]/ (2" = f2(s)) = €D ks’

n—1 ; ds n—1 ds
Qx, (V) @k[s]z — = k:[s]—J
§=0 5 =0~

mais on a montré que

n—1rj—2 idt n—1rj—2 _gri—2—idg n—1rj—2 ZdS

HO(X0,0k,) = D D ko = D P+ -

j=1 i=0 j=1 i=0 j=1 i=0

ce qui donne bien la décomposition en somme directe annoncée. O

Proposition 3.4. — Une base de H°(X}, O} 6) est donnée par wz/‘,j =tly=Idt pour 1 < j <
n—1et0<1<rj—2.

Démonstration. — On dispose déja d’une base de H O(XO,Q}(O) donnée par la proposition
précédente, dont les éléments sont w; j = tlyJdtpour 1 <j<n—-1let0<i<rj—2. Auvu
de la démonstration et par définition de X|, il est clair que I'on obtient bien la base proposée
pour H°(X}, Q! 6)' O

3.2. Décomposition de H%(X, Q}(O) en composantes isotypiques. —

Théoréme 3.5. — Awvec les notations précédentes, on a

n—1rj—2
H(Xo,0k,) =P P &

J
j=1i=0 Y

tidt
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Supposons maintenant que ,un(Fp) C k, alors si on note D; = H°(X,, Q&U)j la j-iéme com-
posante isotypique associée a ’action § décrite dans le paragraphe 2.2 on a :
Dy=0
2 At

Dj:@kyj

=0

Vi<j<n-—1.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du théoréme 3.2 et de la définition de
Paction ¢ définie a la section 2.2. O

3.3. Une base de H'(Xy,Ox,). — On considére le complexe de Cech relatif au recouvre-
ment Xo=UUV.

0 — Ox, (U) x Ox, (V) 25 Ox, N V) — 0

ot 'application dp; est donnée par (a,b) — (a — b)yny. Comme H'(Xy, Ox,) est égal au
premier espace de cohomologie de ce complexe de Cech, il est égal & Ox, (U NV)/Im(dp1).

Proposition 3.6. — Le k-espace vectoriel H'(Xy,0Ox,) est de dimension g et admet pour
base les classes h; j des éléments h; j € Ox,(UNV) ou

oy A
2V t - gri—i’

h 1<7<n—-1,1<:<rj—1

Démonstration. — Comme X est propre on sait que H'(Xg, O X,) est un k-espace vectoriel
de dimension finie. Par ailleurs par dualité de Poincaré on a H'(Xo, Ox,) ~ H%(Xo, ).
Mais on a établi au théoreme 3.2 que ce dernier espace vectoriel était de dimension g ce
qui donne le résultat sur H(Xy, Ox,). De plus Ox,(U) = k[t,y]/(y™ — f(t)) et Ox,(V) =
kls, z]/(z"™ — fa(t)) et donc

Ox,(UNV) = k[t,y, t71]/(y" — f(1) = kls, 2,571/ (2" = fa(t)).

Une base de Ox, (U N'V) comme k-espace vectoriel est donc t'y/ aveci € Zet 0 <j<n—1
ou encore s'z/ avec i € Z et 0 < j < n — 1. De méme une base de Ox,(U) (respectivement
Ox,(V)) est t'yd aveci > 0et 0 < j < n—1 (respectivement s'z7 aveci > 0et 0 < j <n—1).
Par définition de dp 1, tout élément t'y/ avec i > 0 et 0 < j < n — 1 est dans I'image
de dp1. De la méme maniére tout élément du type stz aveci > 0et 0 < j < n—1est
dans I'image de dp;. Or sur YNV on a s = 1/t et z = sy d'on sizd = ¢~(4719)yi  Par
ailleurs lorsque j vaut 0, ¢ + rj prends toutes les valeurs entieres lorsque ¢ est dans N et
lorsque j est non nul, 7 + rj prend toutes les valeurs supérieures ou égales a rj. Posons donc
B={ktly), 0<j<n-—1,3€NU{kt'y/, 0<j<n-—1,i>rj},alorsIm(d) D B. Onsait
également grace a la description de O, (U NV) donnée plus haut que H' (X, Ox,) = 3 ktiyI
pour 0 < j < n—1etiélément de Z et les considérations précédentes permettent alors de
dire que

(1) HY(X0,0x,) = Y. ktiyl.

1<j<n—1
1<i<rj—1
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Notons e; ; = t7iypour 1 <j<n—-letl<i<rj—1,L= @ ke; j le k-espace vectoriel et
¢ L — HY (X, Ox,) lapplication qui envoie e; ; sur h; ;. Remarquons tout d’abord que L
est de dimension g puisque le nombre d’éléments e; ; est

n—1 . n—1‘ (n—l)n
Z(rj—1):7'23—(n—l):rT—(n—l):g.
j=1 j=1

On sait que ¢ est surjective grace a 1’égalité (1), c’est donc une application k-linéaire sur-
jective entre deux k-espaces vectoriels de méme dimension, et ¢ induit un isomorphisme
L ~ HY(Xo, Ox,). En particulier les éléments h; ; forment une base de H'(Xo,O0x,). O

Proposition 3.7. — Une base de Hl(X(’],(’)Xé) est donnée par m =ty pour 1 < j <
n—letl<i<rj—1.

Démonstration. — On dispose d’une base de H 1(X0,(’)XO) par la proposition précédente,
dont les éléments sont h” =ty pourl <j<n-—-1letl<i<rj—1 Auvudela
démonstration et par définition de X), il est clair que l’on obtient bien la base proposée pour

HY(X}, O ). O

3.4. Décomposition de H'(Xy, Ox,) en composantes isotypiques. —

Proposition 3.8. — Avec les notations précédentes, on a

n—1 rj—1 n—1 r(n—j)—1

H'(Xo,0x,) = @@kwyz @ @ ket =iy

Supposons maintenant que p,(F,) C k, alors si on note H*(Xo, Ox,); la j-iéme composante
isotypique associée a l’action de 6 on a :

H(X0,0x,)0 =0

r(n—j)—1
H'(X0,0x,);= € kt-iyni vi<j<n-L
i=1
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la proposition 3.6 et de la définition
de 'action ¢ définie a la section 2.2. O

4. Un scindage adapté de la filtration de Hodge

Remarque 4.1. — Au vu de la démonstration de la proposition 3.6, il y a une identi-
fication naturelle d’'un élément E de la base de H 1(XO,OXO) avec le représentant h; ;
élément de Oyny. Par la suite on notera simplement ¢~%y/ le représentant de la classe
t~iyl € H'(Xy, Ox,) lorsqu’on voudra le regarder comme élément de Oy .

Notons %, le complexe de de Rham associé a Q}(O et F le recouvrement de Xo par U et V
alors on note é(}" , (23(0) le complexe de Cech associé au complexe de de Rham. Il est donné
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par

0o—— Q}(O(u) X Q}(O(V) - Q}(O(L{QV) — 0

0 —— Ox,U) x Ox,(V) —— Ox,(UNV) —— 0

0 0

on peut lui associer le complexe simple
0 — Ox,(U) x Ox,(V) — Qk, (U) x U, (V) @ Ox,(UNV) — Q% (UNV) — 0
et le groupe de cohomologie H}j r(Xo) s’identifie alors aux classes des éléments
(wut, wy, h) € D, (U) & Q, (V) @ Ox,UN V)

tels que wy — wy + dh = 0, modulo les éléments de la forme (dhys, —dhy, h) ot h = hy + hy,
hy € Ox,(U), hy € Ox,(V). Dans la suite on notera H'(C(F,Q%,)) le premier espace de
cohomologie associé au complexe simple considéré ici.

Proposition 4.2. — On conserve les notations précédentes, alors :
1. L’image de w € H(X, Qﬁ(o) dans HY(C(F, Q%,)) est la classe de I’élément (w|y, w|y,0).

2. Soient 1 <j<n—1etl<i<rj—1. Notons \ le coefficient de t* dans f(t) et posons
aj = (n—j)r—2,

l . .
u _ gk = k(i | o1 dt
Qg = [ > Tt v
k=it+1

oV — [i in—jk)\ i+1+aj—k] j—1_ds
S = kS z

= n Zn 1
Alors o/{fj e O, M), a}fj € Q% (V), dhi; = ozzz{j +a,}fj et on a une application k-linéaire :
[r]: HY(Xo,0x,) — HYC(F,Q%,))
hij — [(a%’ —ay;, hij )}

qui est un scindage de la filtration de Hodge. Les éléments oy ;j sont déterminés a une
section globale w € HY(Xy, Q}(O) pres.

Démonstration. —

1. — Cela résulte de l'inclusion naturelle H%(Xo, QY ) C HY(C(F, Q%,)) ~ Hpr(Xo).
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2. — Rappelons tout d’abord que dt/y"~! € HO(XO,Qﬁ(O) (voir théoreme 3.2) et de méme
pour ds/z" 1. Soient 1 <j<n—1et1<i<rj—1 fixés, calculons dh; ;,
s TR
g it
Par ailleurs on a la relation y" = f(t) dans Ox, (U NV) et donc
_Jf' My At aylynt de Jff() if@)\ o dt
dhij = nti gn—l it gnl \ gl ” 1€ O, UNY).

On rappelle que

dhi ;=

mod Ox,(UNYV) [ny”fldy - f'(t)dt} .

Qx, U) > (klt, 4]/ (" — f(1)))

1
Qx, (V) 2 (kls, 2]/ (" = fa(s))) -
donc pour montrer le résultat voulu montrons que I'on peut écrire

dt ds
dhi; = R; ;(t, y)y 7+ S5i5(s, z)z —

avec R;; élément de k[y,t] et S;; élément de k[z,s], V1 <j<n—-1,V1<i<rj—1.

Remarquons qu’avec ces conditions 7 est strictement inférieur a [. En effet
i<rj—l=i<rin—-1)—-1l=m-1—-r=1—-r<lI.

Notons f(t) = 3 Mtk alors f/(t) = 3 kMgt ~! (pour mémoire \; € k), alors

. dt
dhm-:[ Zm th= 1—zt+1 Zxktk] Tl —— e Qk, UNY)

k=1 k=0

l .
> (‘]k—z’> )\ktk(”l)] yfflidt .
n

+ yn—l
k=i+1

Notons a ; le second terme de cette expression. C’est un élément de (k[y,t]/(y" — f(t))) x
y*( )dt Pour conclure montrons que le premier terme, noté aY., est un élément de

INE
(k[z, 8]/ (2" = fa(5)))z~ " Vds.
jo1 dt —s U Zi15245

. ds
- — — _n=g)r=2_j-1_*+°
Yy = P o e s Sl € QXO Uun).

Notons aj = (n—j)r—2, comme 1 < j <n—1lalorsr—2 < a; < (n—1)r—2. Maisr = (I+1)/n
avec | congru a —1 modulo n et [ positif ou nul. Ainsi r > 1 et —1 <a; < (n—1)r —2.

i

v i+tlda—k | it1ta;—k| j—1_ds

Q= E ks J +ZE kS J e
k=0

Comme 7 —k > 0 et que par les considérations précédentes 1+4a; > 0, alors a ;; est bien dans

U

v
I'espace désiré. Par linéarité cela définit une application 7 qui a h; j associe (ozw-, -, hi ;)
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dans QY (U)®Q%, (V)@Ox,(UUNV) qui donne [7] par passage au quotient dans H' (C(F, 0%,))
ce qui acheve la démonstration. O

Décrivons maintenant ’action du scindage 7 sur les composantes isotypiques associées a
I'action d, définie & la section 2.2, des différents modules.

Proposition 4.3. — On conserve les notations de la proposition précédente. Supposons que
pn(Fp) soit inclus dans k, alors T envoie la j-iéme composante isotypique de H'(Xo, Ox,)
sur la j-iéme composante isotypique de Q. (U) ® Q% (V) ® Ox,(UNV). De méme [7] envoie
la j-ieme composante isotypique de H'(Xo,Ox,) sur la j-iéme composante isotypique de
HY(C(F,Q%,))-

Démonstration. — Soit 1 < j < n — 1 fixé, et soit 7 comme dans la proposition précédente.
Alors D'élément h; j est envoyé par 7 sur un triplet du type (o (t)y~ =) At, ay (t)y~ =9 dt,
h(t)y’). Comme 'action de § est donnée par 6(¢) =t et §(y) = ¢~y (voir section 2.2), 'image
de h; j = t~iyd, élément de la (n — j)-itme composante isotypique de H'(Xy, Ox,), est dans
la (n — j)-iéme composante isotypique de Q% (U) & QY (V) & Ox, (U NV) ce qui donne bien
le résultat annoncé. Le résultat sur [7] s’en déduit par passage aux classes d’équivalence. [

5. Mise en place du calcul de Frobenius divisé

5.1. Rappels sur le Frobenius. —

Définition 5.1. — Soit o un relevement du Frobenius sur Spec(W7), alors ¢ induit un
morphisme de schémas Spec(W;) — Spec(W7). Si Y7 est un schéma sur Spec(W7) on notera
Y{ le schéma Spec(W7) XSpec() Y, ol le produit fibré est pris au-dessus de o. Considérons
Q(T) = Y b T* un polyndme & coefficients dans Wy, on note Q°(T) = 3 o (bp)T* o o est
un relevement du Frobenius sur Wj.

Par la propriété des vecteurs de Witt, le Frobenius sur &k (qui est ’élévation a la puissance p)
se releve en un isomorphisme o : W — W. On a le diagramme suivant de schémas sur
Spec(k) :

Fabs
Xo —5— X} pr X,

! !

Spec(k) —Z— Spec(k)

ou Fyps est le Frobenius absolu, F' le Frobenius relatif factorisant F s, pr la projection de
X{, sur Xy et & : Spec(k) — Spec(k) est le morphisme induit par le Frobenius sur k. Soit
U ~ U (comme Z-schéma) analogue de U sur X}, on ald = Spec(kl[t,y]/(y™ — f(t))) et donc
U = Spec(k[t,y]/(y™ — f7(t))) (voir définition 5.1). En restreignant le diagramme & 1'ouvert
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U on obtient

abs

pr# F#
k[t yl/(y" = f() —— K[t yl/(y" = f7 (1) —— Kt yl/(y" — f(2))

ou Fa#bs(h) = P, pr#*(h) = h?, F#(y) = yP et F#(t) = tP. Par ailleurs Fj;s est semi-linéaire
par rapport & o, pr# est un isomorphisme d’anneaux également semi-linéaire par rapport a

o et F# est un morphisme de k-algebres. Par fonctorialité on a alors

Faps

/\

H!. (Xo) — HL. (X}) —— HL. (Xo)

cris cris cris

ou Fyps est un morphisme semi-linéaire et F' un morphisme K-linéaire qui factorise Fps.
De plus, Berthelot ayant construit un isomorphisme H., . (Xo) ~ Hhp(X) (et HL. (X{) ~
H}R(X'), voir [2]), on obtient par identification

Fabs

/\

F
Hpp(X) —— Hpp(X') —— Hpp(X)

avec F,ps semi-linéaire, pr isomorphisme de groupes semi-linéaire par rapport a o et F' qui
factorise Fjps.

Supposons que l'on ait un scindage sc : HY(X',Ox/) ® H*(X',Q%/) — Hpx(X) ainsi que
I’application F' décrite précédemment. On peut alors construire le Frobenius divisé modulo p,

o' Hl(X(l),OX(I)) @ HO(X(g’Q%((/)) - H}DR(XO)

qui est k-linéaire. On sait par un théoréme de Huyghe—Wach que ¢’ est donné par le mor-
phisme de Deligne-Tllusie. Il s’agit en fait de calculer H'(Xo, Ox,)®&H(Xo, ) = Hpp(Xo),
le Frobenius divisé de Mazur modulo p, qui décrit le p-module filtré modulo p associé a Xj.
Cette application est la composée

# ¢’
H'(Xo,0x,) ® H(Xo, Q) = H'(X{,0x;) & HO(Xg, Q%) —— Hpp(Xo)

avec ¢ semi-linéaire.

Remarque 5.2. — On dispose d’une base de H'(Xo,Ox,) & H(Xo,Q%,) ~ Hpp(Xo)
donnée par les propositions 3.6 et 3.2. Alors pr# (w; ;) = wi; et prit(h ;) = m et donc
P(wij) = ¢'(wi;) et ¢(hij) = ¢/(h] ;). Ainsi la matrice de ¢ est donnée par les ¢/(wj ;) et

¢ (m) exprimés dans les bases (w; ;) et (h; ;). Par ailleurs la base ((w;;),(hi;)) est adaptée
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a la filtration et on peut donc, de facon abusive, considérer cette base au départ et a 'arrivée
de ¢.

5.2. Relévements du Frobenius modulo p?. — Afin de relever le Frobenius, on va mo-
difier les ouverts U et V qui ont été définis dans la notation 2.6. Posons U = U N D(y) et
notons F le recouvrement associé aux deux ouverts U et V.

Lemme 5.3. — Le recouvrement F est un recouvrement de X.

Démonstration. — Considérons k une cloture algébrique de k et montrons que Xg(k) =

U(k) U V(k). Par définition

Xo(k) = {(t:w) € F* ta y" = ()} U{(5,2) € F* tq 2" = fo(s)]
outs =1, z=s"yet fa(s) = f(t)s"™. Par ailleurs
Uk) = U(k) U {(t,0) € ¥ tg 0= f(t)}
or par hypothese, si f(t) = 0 alors ¢ # 0 donc
{(£,0) € R g 0= f(t)} < V(R)
et on a bien I’égalité souhaitée. O

Dans la suite on calcule un relevement du Frobenius sur chacun des ouverts de ce nouveau
recouvrement.

Notation. — Soient f et f2 des polynomes de Wt] et Ws| respectivement, définis comme
précédemment. On se permet de noter encore f et fa, éléments de Wi[t] et Wi[s], les classes
modulo p? de ces polyndmes. On notera f et f5 leurs dérivées dans Wi[t] et Wi[s] respecti-
vement. On définit les ouverts affines

Ur = Spec(Wi[t,yl/(y" — f(t)))
Vi = Spec(Wis, 2]/(z" — fa(s)))
ainsi que X7 comme le recollement des deux schémas U; et V; qui est une courbe sur Spec(W7).

Enfin on note Uy = Uy N D(y).

Le Frobenius de Xy admet un relévement modulo p? sur chacun des deux ouverts U, et V;
par lissité de ces deux ouverts.

Remarque 5.4. — Puisque y et f(t) sont liés par y™ = f(t) il est clair que Uy = U N
D(f(t)). Par ailleurs puisque t et f(t) sont premiers entre eux dans Wj[t], 'inverse de f(t)
est en fait un élément de Wy[t]. En effet f(t) = Ao + tw(t) = Xo(1 + ag "tw(t)) avec Ao # 0
et F(1)7 = Aot (—1)FAgFtFwk (t) € Wt] et on a donc

n—1
O U)[F ()71 = Walt,y, F() /(" = F(1) € D Wiley’
j=1

comme Wi [t]-module.

Remarque 5.5. — La multiplication par p induit une bijection entre k[t] et pWj[t]. Dans
toute la suite lorsque @ sera un polynéme de k[t] on fera I’abus d’écrire pQ(t) pour désigner
Iimage de Q(t) sous cette bijection.
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Proposition 5.6. — Il existe un relévement du Frobenius Uy — U'1, et un polynéme P(t)
de k[t], tel que le relévement modulo p* du Frobenius

v Wilty,y /(6" = ) — Wity y /(" — (1)
soit déterminé par

Fy(t) =¥
FU(y) — yp +pyp (?ynp>
ou P(t) = (f7(t7) — F(t)P)/p-

Démonstration. — Ce résultat est inspiré du relevement du Frobenius donné par Kedlaya
dans [16] pour les courbes hyperelliptiques et par Gaudry—Giirel dans [8] dans le cas superel-
liptique. On rappelle que Ox, (U1) = Wilt, £(t)~1,y]/(y™ — £(t)). On cherche un relévement
de la forme t +— Fy(t) =tP et y — Fy(y) tel que

(Fu(y)" = 7 (Fu ().

Comme f7(t?) — f(t)P est dans p(Wi[t]), Pélément P(t) = (f(tP) — f(t)P)/p est bien défini
et est un polynéme de k[t]. On a clairement f7(Fy(t)) = f7(t?) = f(t)? + pP(t). Comme y
est inversible sur /1, on peut poser

Fu(y) = o (1+p ).

Alors on a

n n n k
vy = (i (10" )) =3 (7] (Gopon)
Réduisons maintenant cette expression modulo W7, alors
1 _ _
(Fulp)" = £07 (14 (L0P@y ™)) = FEP 0+ 5POFE7) = F0F +5P()

Et donc (Fy(y))" = f7(Fu(t)). Reste a vérifier que Fy(y) est inversible dans Ox, (U7). Or
dans cette Wi-algebre on a

Fyly ) =Fuly) " =y* (1 —Ppr(f)y"p) € Ox, (Ur)

donc

ce qui établit que Fyy défini par Fy(t) = tP et Fy(y) = yP + pyP (P(t)/ny~"P) est un endo-
morphisme d’algebres qui passe au quotient et montre 1’énoncé. O

Décrivons maintenant 'action de Fy; sur les composantes isotypiques de Oy, (U;) associées a
I’action 4, définie a la section 2.2.
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Proposition 5.7. — On conserve les notations précédentes et on note b le reste de la divi-
sion euclidienne de pj par n pour 1 < j <n—1 fixé. Supposons que un(E) soit inclus dans
k, alors le morphisme Fy : Ox, (Uy) — Ox,(Uy) envoie la j-iéme composante isotypique de
Ox, (Uy) sur la b-iéme composante isotypique de Ox,(Uy). De plus lapplication j — b est
une bijection de {1,...,n — 1}.

Démonstration. — Soit 1 < j < n — 1 fixé. On a Fy(y) = y?(1 + pP(t)y "7 /n) dans
Ox, (Uy) ainsi, si on effectue la division euclidienne pj = an + b on a Fy(y7) = F(t)*°(1 +
pP(t)y~"/n). Un élément de la (n — j)-itme composante isotypique est donc envoyé sur
un élément de la (n — b)-iéme composante isotypique puisque ¢ et y™ sont invariants par
cette action. Par ailleurs comme p est premier a n et que j est strictement inférieur a n,
I’application qui & j associe b est bien une bijection. O

Nous nous intéressons désormais a 'ouvert V; de notre recouvrement.

Proposition 5.8. — Il existe un relévement du Frobenius Vi — Vi et deux polynéomes
v(s),b(s) de k[s] tels que le relévement modulo p* du Frobenius

Fy o Whls, 2]/ (2" = f27(s)) — Wals, 2]/ (2" = fa(s))
soit déterminé par
Fy(s) = s+ pu(s)
Fy(z) = 2P + pzPb(s)
ot v et b sont reliés par la relation :
F2(s)" — f27(s") = p(v(s) f3(s)" — nb(s) f2(s)").

Démonstration. — Par définition on a f27(sP) = fa(s)P? modulo p(Wi[s])(voir définition 5.1)
donc il existe un polynéme Q(s) € k[s] tel que fa(s)? — f27(sP) = pQ(s) dans Wi[s]. De plus
f2 et f} sont premiers entre eux dans k[s] donc il existe deux polynomes, vy(s),bo(s) € k[s]
tels que

vo(5) f3(5)” + bo(s) fa(s)” = 1
et on peut donc trouver deux polynémes v(s),b(s) € k[s] tels que

Q(s) = v(s) f5(s)" — nb(s) fa(s)"

(qui est bien la relation annoncée sur v et b) en posant v(s) = Q(s)vo(s) et nb(s) =
—Q(8)bo(s). Posons Fy (s) = sP 4 pu(s) et Fy(z) = 2P 4+ pzPb(s) et montrons que cela définit
bien un relevement du Frobenius sur V; i.e. que Fy (2)" = f27 (Fy (s)) dans Ox, (V1). Avec
cette définition

Fy(2)" = 2" (1 + pb(s))" = fa2(s)"(1 + pb(s))".
On utilise alors la formule du binéme de Newton pour développer le second terme et comme
on travaille modulo Wi on a finalement

Fy(2)" = f2(s)"(1 + npb(s)) = f2(s)" + npb(s) f2(s)” = f2(s)” + npb(s) fa(s)"

car dans Wy on a pfa(s) = fa(s). En utilisant la relation établie précédemment entre v et
b on a donc Fy(2)" = f27(sP) + pu(s)f5(s)P dans Ox, (Vy). Calculons alors f27 (Fy(s)) =
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f27(s? +pv(s)). En utilisant la formule du binéme de Newton on montre que (s? 4+ pv(s))™ =
(sP)™ + pu(s)m(sP)™~1 dans Wi[s] pour tout entier m et donc dans Wi on a

F27(s" + po(s)) = f27(s") + pu(s) f'3(s7) = f27 (") + pu(s) f5 (s").

Comme par ailleurs f57(s?) = f5(s)? dans k[s] on a finalement

F27(Fy (s)) = £27(s") + pu(s) fo(s)" = Fy (2)" € Ox, (V1)

ce qui acheve la démonstration. O

Décrivons maintenant l’action de Fy sur les composantes isotypiques de Ox, (V1) associées a
I'action 4, définie & la section 2.2.

Proposition 5.9. — On conserve les notations précédentes et on note b le reste de la di-
vision euclidienne de pj par n pour 1 < j < n — 1 fizé. Supposons que p,(F,) soit inclus
dans k alors le morphisme Fy : Ox, (V1) = Ox, (V1) envoie la j-iéme composante isotypique
de Ox, (V1) sur la b-iéme composante isotypique de Ox, (V1). De plus Uapplication j — b est
une bijection de {1,...,n —1}.

Démonstration. — Soit 1 < j < n — 1 fixé. On a Fy(27) = 2P/(1 + pb(s)) et donc si on
effectue la division euclidienne pj = an + b on a Fy/(27) = fa(s)?2°(1 + pb(s)). Comme s est
invariant par 6 on a bien le résultat annoncé. Par ailleurs comme p est premier a n et que j
est strictement inférieur a n, 'application qui & j associe b est bien une bijection. O

Nous aurons besoin ultérieurement (voir remarque 5.13) de la

Proposition 5.10. — Considérons v(s) tel que défini dans la proposition 5.8, alors

F2(s)P M (s) + 5771

dans k[s].

Démonstration. — On a pQ(s) = fa(s)? — f27(sP) donc pQ'(s) = pfz( ) f2(s)Pt —
psP~Lf77(sP) dans Wi [s]. Soit apres simplification par p, Q'(s) = f4(s) f2(s ) — sPmLflo(sP)
dans k[s]. D’autre part dans k[s], Q'(s) = v/'(s)f5(s)P — nb/'(s) fa(s)P et fi7(sP) = f4(sP) =

15(s)P, on obtient donc
F2(s)PH(fa(s) + b () fa(s)) = f3(s)P (V' (5) + 8”71 € Ks]
mais fo et f} sont premiers entre eux dans k[s] et donc fo(s)P~Y(v/(s) + sP~1) dans k[s]. O
D’aprés [15, 3.8(c)] on peut introduire sur I (respectivement V) I’application
fu: Qzlj, — F*Qb (respectivement fy : QL — F,OQL,)
définie par

fu(dt) = Fu(dh)

=)

<respectivement fv(ds) =

qu’on appelle par la suite Frobenius divisé différentiel.
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5.3. Calcul du morphisme de Deligne—Illusie. —

Notation. — Dans la suite si £ est un faisceau sur Xy, si x est une section locale de £ sur
un ouvert U de X, on notera = € £.

On rappelle que F est le recouvrement de la courbe X par les deux ouverts U/ et V. Alors le
complexe de Cech associé est :

0—— Q%CO(IT{) X QkO(V) — Q}{U(ﬁﬁ V) —— 0

0 —— OXO(H) x Ox,(V) — OXO(ZIQV) — 0

0 0
auquel on peut associer le complexe simple suivant :
00— OXO(ZI) X OXO(V) — Q}XO(ZT{) X Q}(O(V) D OXO(HQ V) — Q&O(Zjﬁ V) — 0.

De la méme maniere on a un complexe double et un complexe simple associés au recouvrement
F1 de X par U; et Vi. On se place ici sur la courbe Xg. Ainsi on consideére les ouverts U et
V et on travaille donc modulo p.

Le choix d’un relevement de Frobenius sur les deux ouverts affines U, et V; permet de
construire un morphisme O Xé—linéaire

1
DI : G%Q i[=i] = FL.C(F, Q%,)
1=
en suivant la méthode donnée par Illusie dans [15, §5.1]. On notera ® le morphisme induit
@ H'(Xp, Oxy) & HO(Xp QL) — Hhy(Xo).

Remarque 5.11. — Dans notre cas on dispose d’un recouvrement a deux ouverts de X par
Uy et V1 sur lesquels nous avons déja calculé un relévement du Frobenius (voir propositions 5.6
et 5.8). Il n’y a alors qu’a calculer fy et fy le Frobenius divisé différentiel sur U respectivement
V et un homomorphisme h : Q1 : — FOpy, devant vérifier la condition

fv(wly) = fuwly) = dhij (W) uny
sur U NV pour tout élément w de 0} -

Rappelons la définition de DI et donnons des expressions explicites de fi7, fir et h dans notre
cadre de travail.

Proposition 5.12. — En degré 0, Dl : OXé — F.Op @ F.Oy est donné par le Frobenius
relatif F' i.e. DIp(c) = (F (o), F(a)|y).
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En degré 1,

DI : Q}(é — RO, 0 F.Q, 0 ROy,
w=apdt =a1ds —— (ahfy(dt),d fv(ds), abh(dt))
ou fy est le Frobenius divisé différentiel sur U, fy est le Frobenius divisé différentiel sur V

correspondants auz relévement du Frobenius donnés par les propositions 5.6 et 5.8 et h vérifie
la condition donnée d la remarque 5.11. On remarque que

fu(dt) = tP~tdt
fr(ds) = ("1 4+ 0/(s))ds
h(dt) = t?Pu(s)

ot v est le polynome du relévement du Frobenius sur Vi (voir proposition 5.8).

Démonstration. — En degré 0 il n’y a rien a montrer. En degré 1, fu (resp. fv) est sim-

plement le Frobenius divisé associ¢ au relevement du Frobenius sur U (resp. V1). On rap-

pelle que sur U le relévement du Frobenius (modulo p?) choisi vérifie Fyy(t) = tP. Alors

Fy(dt) = dFy(t) = d(t?) = ptP~1dt. Or par définition

Fy(dt)  ptP=tdt
p

Sur Vi, Fy(s) = sP+puv(s). Alors Fyy(ds) = dFy (s) = d(s? +pv(s)) = p(sP~1 +2/(s))ds. Dot

= tPdt € Qf,.

fu(dt) =

fv(ds) _ sz(?ds) _ p(gp—l _:)'U/(s))ds _ (Spil I UI(S))dS c Q}XO.

Par définition h est une application définie sur U NV vérifiant fy(dt) — fy(dt) = dh(dt).
On rappelle que t est un parametre sur U N V. Calculons fv(dt). Comme t = s~ alors
dt = —s~2ds, d’on

fr(dt) = fy(=s72ds) = (=s*)P fy(ds) = —s 2P(sP " +0/(s))ds.
On a donc dh(dt) = fy(dt) — fi(dt) = tP~1dt — (—s~2P(sP~1 +0/(s))ds). Utilisons a nouveau
les relations entre s et ¢ pour simplifier cette expression :
dh(dt) = tP71dt — (=P (177 4+ 0/ (1/1)))(—t2d¢)
= —?P7 2 (1/t)dt = t2P(—1/t2)' (1/t)dt = t?P(v(1/t)) .

Enfin Xy étant un k-schéma, on a (t*) = 2pt?~tdt = 0 d'ou (t?Pv(s))’ = t*P(v(1/t))’
sur U NV et donc h(dt) = t?Pv(s). Par définition il est clair que sur & NV la relation
fv — fu + dh = 0 est vérifiée. Enfin la construction du morphisme de Deligne et Illusie

garantit que fy(w) € F.Q% ), fv(w) € F.Q% (V) et h(w) € F.Ox, (U NYV) pour tout
élément w de Qﬁ%. O
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Remarque 5.13. — Une base de H°(X{), 0} 6) est donnée par wgd =ty Jdt avec 1 < j <
n—1et0<i<rj—2 (voir proposition 3.4). On a donc

/ tp(¢+1)—1 1
Jolwij) = Tdt € b, )
-2y (7 V'(5))
frlely) =~ s € 0, )

Soit encore, en notant a le quotient de la division euclidienne de pj par n et b son reste (non
nul puisque n et p sont premiers entre eux et 1 < j <n —1)

tp(i-l—l)—l dt

/ —_—
—1 !
1y pri—2)) (87 0'(s)) ds
firlly) = —s [APTIE
p(i+2)

n—>b

/ —
(%’,j) = WU(S)Q
Enfin grace a la propriété de divisibilité énoncée a la proposition 5.10 on constate qu’on a
bien
ds 1 - ds
fv(wij) € ksl € Q= Dkls]—-
=0 Y
En effet a < p car si on avait a > p alors pj =an+b>pn+b>pn > pn—1) > pj ce qui
est absurde. Ainsi fa(s)?|f2(s)P~! dans k[s] et on conclut grace a la proposition 5.10.

Lemme 5.14. — Notons F' le recouvrement de X}y par les deuz ouverts U' et V' et
C(F', Ox;) le compleze de Cech de Ox; relativement a F'.
1. Le morphisme DIy induit par fonctorialité un morphisme de complexes
o C(]:',OX(/)) — C(F,Q%,)

donné par

oo Joa l
0 — Ox,(U) x Ox, (V) — Q, (U) x Q% (V) ® Ox,(UNYV) — Ok, UNV) — 0
avec ag(hy, he) = (F#(hy), F#(h)) et ay(h) = (0,0, F7#(h)).

2. Le morphisme induit par DIy, Hl(Xé,OX(/)) — H}p(Xo) est donc induit par le mor-
phisme de complexes o précédent.

Démonstration. — 1l est clair que « ainsi défini est bien un morphisme de complexes. O

Décrivons enfin comme le morphisme DI agit sur les composantes isotypiques associées a
I’action 0 décrite a la section 2.2.
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Proposition 5.15. — On conserve les notations précédentes. Soit 1 < j < n—1 fizé, notons
b le reste de la division euclidienne de pj par n. Enfin supposons que pi,(F,) soit inclus dans
k, alors le morphisme de Deligne—Illusie induit un isomorphisme

(H°(Xo0,9%,)); & (H'(X0,0x,)); =~ (Hpr(X0)) pj/n|

ot l'indexation par j désigne le sous-espace correspondant d la j-iéme composante isotypique.

Démonstration. — Les arguments de la démonstration sont a nouveau sensiblement les
mémes que pour les propositions 4.3, 5.7 et 5.9. Par définition du Frobenius relatif, il est
évident qu’en degré 0 un élément de la j-ieme composante isotypique de (’)Xé est envoyé
sur un élément de la b-ieme composante isotypique de F.O;; @ F.Oy ou b est le reste de
la division euclidienne de pj par n. En degré 1, grace aux formules explicites données dans
la remarque précédente on peut dire également qu’un élément de la j-ieme composante iso-
typique de H°(Xj, Q}(O) est envoyé sur un élément de la b-ieme composante isotypique de
F, Qi—{@F " Q%,EBF +Op~p avec toujours b reste de la division euclidienne de pj par n. Les mémes
arguments que précédemment permettent d’affirmer que j — b est une permutation. Enfin
puisque le morphisme de Deligne—Illusie est un isomorphisme, cela donne un isomorphisme
au niveau de composantes isotypiques. ]

Remarque 5.16. — Plus généralement méme lorsque la condition p,,(F,) C k n’est pas vé-
rifiée, définissons (H(Xo, Q% ,))j comme le sous-espace de H 0(Xo, Q% ,) engendré par thy~Jdt
pour 0 < i < rj—2 et (H(Xo,Ox,)); comme le sous-espace de H'(Xy, Ox,) engendré par
t~y" 7 pour 1 <1i < r(n —j) — 1, c’est-a-dire ce que 'on pourrait appeler par abus de lan-
gage la j-ieme composante isotypique de ces espaces respectifs. Alors comme précédemment
on peut montrer que le morphisme de Deligne—Illusie induit un isomorphisme

(H°(Xo,2,)); ® (H' (X0, Ox,)); ~ (Hpr(X0)) |pj/n)

ot (H},z(Xp)); désigne le sous-espace qui correspondrait a la j-iéme composante isotypique.
Cela nous permet de conclure qu’il y a une permutation des « composantes isotypiques » par
le morphisme de Deligne-Illusie et donc que la matrice du Frobenius présentera des blocs de
zéros et n — 1 blocs inversibles de taille rn —2 =1 — 1 (qui correspond bien & une matrice de
taille (n — 1)(I — 1) = 2g). 1l est donc possible de choisir une présentation de la matrice a la
fois adaptée a cette permutation et a la filtration. Pour des raisons de simplicité d’écriture
on choisira cependant une présentation uniquement adaptée a la filtration (voir section 6.1).

5.4. Calcul théorique de la matrice du Frobenius divisé sur H},5(Xo). — On a la
suite exacte de k-espaces vectoriels 0 — H(Xj, Q}(O) — Hpp(Xo) = HY(Xo,Ox,) — 0. Par
ailleurs nous avons déja calculé un scindage de cette suite exacte dans la proposition 4.2. Dans
la suite, on calcule ® le Frobenius divisé, qui a été défini a la section 5.1, sur HY(X}, Q%) @
0
HY(X},0 x;)- On utilise le scindage [7] construit a la section 4 pour identifier H} R(Xo), qui

est isomorphe & H'(C(F, Q%,)), & H'(Xo, Ox,) ® H°(Xo, 0, )-

Définition 5.17. — On rappelle quelques définitions et notations qui serviront dans toute
cette section. L'identification de H'(Xy, Ox,) & Ox,(U NV)/Im(dp1) induit (voir remar-
que 4.1)

L Hl(Xo,OXO) — OXO(L?Q V)
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ainsi que
T 0x,UNV) = HY (X, Ox,).
Par ailleurs on a construit a la proposition 4.2
T H'(Xo, 0x,) = U, (U) x Qx,(V) x Ox,({UNV)
et on note
[...]: Q% @) x Q%, (V) x Ox,([UNV) — H'(C(F,0%,))-
On notera enfin P; (resp. P) la projection de HO(XO,Qﬁ(O) ® H'(Xo,Ox,) sur le second
(resp. le premier) facteur.

Proposition 5.18. — Soit w; ; = t'y=Idt un élément de la base de HO(XO,Q}(O) donnée a
la proposition 3.2, posons h = h(w; ;) — 1(h(w] ;) € Ox,(UNV). 1l existe hy dans Ox,(U)
e; hy dans Ox, (V) tels que h = hy + hy . Enfin notons ( g,—,@’éj,L(h(wgJ))) = 7(h(w];)),
alors

P (®(wij)) = h(w; ;)

),

Py(®(wi;)) = fv(w);) + B + dhy.

Démonstration. — On a vu a la section 5.1 que ®(w; ;) = ®'(wj;) et ®(h; ;) = @’(@) Or
sur HO(X{, Q% 1) on a ®'(w) = [DI(w)] done Pi(®(wi;)) = Pi(P'(wj;)) = h(w] ;). En ce qui

concerne le second point il s’agit de calculer la classe de DI (w; ;) dans H I(C(}" ,92%,))- En
utilisant les notations de ’énoncé on a

DIi(wj;) = (fu(wiy), fv(wip), h(wiy) = (B, =B, e(h(w] ;) + (dhe, —dhy, hy + hy)
+ (fu(wly) = B = dhu, fr (@) + B¢ + dhy,0)
Or le triplet (dhy, —dhy, hyy + hy) est clairement un bord du complexe de Cech puisqu’il est
I'image de (hy, —hy) par Papplication
OXO(ZI) ©® OXO(V) — Q}(O(Zj{) ® Q}(O(V) ® OXO(Zjﬁ V)
(a,b) — (da,db, (@ = bloy @)

et est donc de classe nulle dans H'(C(F, 0%,))- En ce qui concerne le dernier triplet on a
fuwiy) = B = dhy = (fv (@iy) + By + dhy) = 0

ce qui signifie que fy (wj;) + B 4 dhy (resp. fu(wi;) — B — dhyy) définit une section globale

de H(Xo, ) qui est donc I'image recherchée de la projection de ®(w; ;) sur H%(Xo, Q).

Ce qui achéve la démonstration. Par ailleurs on a choisi d’exprimer cette section globale sur
I'ouvert V pour des questions de calcul pratique qui seront détaillées plus loin. Il

Définition 5.19. — Par définition U = U N D(y) donc la décomposition en somme directe
de Qf, (U) et Q}(O(V) donnée par le lemme 3.3 permet de définir les projecteurs suivants :

qu : Q,(U) — H(Xo,0%,)
qv : Qx, (V) — H°(Xo, Q)

qui vont servir par la suite.

Publications mathématiques de Besangon — 2020



A. Pierrot 85

Remarque 5.20. — On sait que fy (w;]) +ﬁ€f+dhv est une section globale de HY( X, Q}(O)
par la démonstration de la proposition précédente. Ce n’est pas le cas de fi (waj), Bg et dhy
qui sont seulement des éléments de Q}(O (V). Cependant on a

fv(wi;) + B +dhy = qv (fv(wi;) + B+ dhy) = qv (fv(wi;)) + av(BY) + qv(dhy)
ce qui signifie que pour les calculs effectifs il suffit de calculer les projections de fy (wl’-J), 63

et dhy sur HY(Xo, QY ).

Proposition 5.21. — Soit h;; = t=iyl un élément de la base de H'(Xo,Ox,) donnée d la
proposition 3.6, posons h = hi ; —u(h} ;) € Ox,(UNV). Il existe hy dans Ox,(U) et hy dans
Ox, (V) tels que h = hyy + hy . Enfin notons (87, =By, u(hy ;) = 7(hy;), alors

Pi(®(hig)) = i

Pa(®(hi;)) = =B — dhy.

Démonstration. — On utilise & nouveau le fait que ®(w; ;) = '(w;) et ®(h;;) = @' (h] ).
Par le lemme 5.14, sur H'(Xo,Ox,) on a ®'(h] ;) = [(0,0,h% ;)] donc Py(®(hi;)) = hY,. En

’ Z?]
ce qui concerne le second point il s’agit & nouveau de calculer la classe de DIy(h] j) dans

HY(C(F, 0%,))- Toujours a I'aide du lemme 5.14 et en utilisant les notation de I'énoncé on a
donc :

(0,0,h%,) = (B, =B, u(BY ) + (dhy, —dhy, hy + hy) + (=B — dhy, B + dhy,0).
A nouveau le triplet (dhy, —dhy, hy + hy) est un bord du complexe de Cech'et est donc de
classe nulle dans H!(C(F, 0%,)). En ce gui concerne le d'e'rnier triplet on a — 8 —dhy — (8} +
dhy) = 0 ce qui signifie donc que —f3;] — dhy (resp. By + dhy) définit une section globale
de H(Xo, ) qui est donc 'image recherchée de la projection de ®(h; ;) sur H°(Xo, Q).
Ce qui acheve la démonstration. O
Remarque 5.22. — On sait que —Bin — dhyr est une section globale de HY( X, Qko) grace

a la démonstration de la proposition précédente. Ce n’est pas le cas de B[ijj et dhy qui sont
seulement des éléments de QY (). Mais

—B¢ — dhy = qu(—By — dhy) = —qu(BY) — qu(dhy)
et pour les calculs effectifs il suffit de calculer les projections de ,85 et dhy sur HO(Xo, Q}(O)

Remarque 5.23. — Pour pouvoir effectivement calculer la matrice de @ il ne reste plus
qu’a expliciter pour chaque élément de Ox, (U NV) sa classe d’équivalence dans H (X, 0 Xo)-

5.5. Calcul des classes d’éléments de Ox,(U/ N V). — On considere 'application

d: OXO(H>XOXO(V) — OXO(HQV)
(avb) — (a—bﬂamv

alors H'(Xy, Ox,) = Ox,(UNV)/Im(d). On commence par expliciter d sur les éléments de la

base de Ox, (U) x Ox, (V). Pour cela montrons que toutes les algeébres considérées se plongent
dans l'algebre A = Ek[t][t~][y]/(y" — f(t)) (ou k[t][t~'] est I'algebre des séries de Laurent).
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Remarque 5.24. — Comme k[t]-module,
n—1

A= P[]ty
§=0

Lemme 5.25. — On a Ox,(U) C A et plus précisément

OXO @ k[[t]]y

comme k[t]-module.

Démonstration. — Comme U = U N D(y) = UN D(f(t)), alors U = Spec(k[t,y, f(t)71]/y" —
f(t)). Par ailleurs, f(t) admet un inverse dans k[t] (car ¢t et f(¢) sont premiers dans k[t] par
hypothese) et on a donc

Ox,(U) C k[t [y)/ (" — f(#))

ce qui donne clairement le résultat annoncé (et donc I'inclusion dans A). O

Lemme 5.26. — On a Ox,(V) C A et plus précisément

n—1
Ox,(V) = Pkt "t~
j=0
et

n—1
Ox,(V) = P kt—y

J=0azrj
comme k-espace vectoriel.

Démonstration. — Par définition V = Spec(k[s, z]/(z™ — fa(s))) d’ou

n—1

Ox,(V) = @ k:[s]zj.

=0

Par ailleurs sur &/ NV on a les relations s = t~, 2 = t~"y et alors par abus de notations on
peut écrire

n—1
Ox,(V) = @ k[t 'ty
=0

ce qui donne la premiere égalité, la seconde en étant une conséquence immeédiate. L’inclusion

dans A est alors évidente. O
Lemme 5.27. — On a Ox,(UNYV) C A et plus précisément comme k-espace vectoriel on a
. n—1 rj—1
Ox,UNV)=0x,U) o |Prt o Okt~ O‘y@@@kto‘
a>0 j=1 a=1 Jj=lazrj
ou encore
B —17rj—1
Ox,([UNYV) = Ox, (U) & Ox, (V) & EB P Kty
7j=1 a=1
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ot l'on a posé

n—1
Ox,(V) =Pkt P P kt .
a>0 j=1la>rj
De plus Ox,(V) =k & Om)
Démonstration. — Par définition de ouverts affines Uet VonaldNV = Spec(klt,t ™1,
FO L yl/(y" = (1)) done Ox,(UNV) =k[t, ¢t~ f(&)~" yl/(y" — f(2)) et
n—1

Ox, @ V) =~ @ KALFO 1]y
j=0
comme k[t]-module. Mais ¢ et f(¢) sont premiers dans k[t] donc f(t)~! est dans k[t] et
Ox,(U N'V) est inclus dans A. En ce qui concerne les trois égalités, la dernicre est une
évidence au regard du lemme 5.26 et la seconde n’est qu’une réécriture de la premiere. Par
ailleurs il est clair par définition des différents espaces que le membre de droite de la premiére
égalité est bien inclus dans Ox, (U NV) il reste donc & prouver l'inclusion réciproque. Posons

B =k[t][y]/(y" — f(t)), alors »
B~ @ Et]y’
=0
comme k[t]-module. Posons également E = k[t,y]/(y"™ — f(t)), alors

n—1
E~ @ k[t)y’
j=0

comme k[t]-module. Le complété de E pour la topologie t-adique est k[t] @y E car k[t] est
noethérien. Or k[[t] est un k[t]-module plat et E est séparé pour la topologie t-adique donc
E < k[t] @4y E ~ B. Par définition Ox,(U) = Ely'] = E[f(t)7!] et alors Ox,(U) —
B[f(t)™1] car la localisation est plate. Par ailleurs B[f(t)™!] ~ B car f(t)~! est dans k[t] et
Ox,(U) < B par platitude de la localisation. Par définition Ox, (U NV) = Ox,U)[t™}] =
E[f(t)" Y[t et Ox,(U NV) < B[t~!]. Pour conclure montrons le lemme suivant :

Lemme 5.28. — BN Ox,(UNYV) = Ox,(U).

Démonstration du lemme. — Rappelons tout d’abord que l'on a les inclusions d’anneaux
compatibles & 'action de §

Ox, (@) EBE A
Ox,(UNV) = Ox,(W)[f '] & A

notons B; = k[t]y’ et A; = k[t][t ']y’ pour 1 < j < n — 1, les sous-espaces de A et B tels
que B = @B] et A= @A] Alors il(OXO(H)j) - Bj, iQ(Bj) C Aj et ig(gxo(gﬂ V)]) C éj‘
Ainsi il suffit de montrer que pour tout 0 < j <n—1ona B;NOx,(UNV); = Ox,(U);
c’est-a-dire k[t]y? Nk[t,t=1, f~1)y/ = k[t, 1]y’ ce qui revient & montrer que

O ar ey s B |
Or lalgébre k[t] est munie de la valuation t-adique, vy, qui s’étend a k[t][t~!]. De plus
vi(f) est non nulle car f(0) est différent de 0. Soit u un élément de k[t, f~1], alors il s’écrit
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u=af" avec a dans k[t] et v;(u) = vi(af™") = vi(a) > 0. Soit w dans k[t] Nk[t,t~L, F71],
alors w = af ™ avec a dans k[t,t!]. Comme w est un élément de k[t] alors v;(w) = v¢(a) < 0
et donc a est un élément de k[t] ce qui signifie que w est dans k[t, f~!] et montre donc le
lemme. O

Montrons maintenant 1’inclusion

n—1 rj—1
Ox,UNV)COx, )& | Pkt Pkt~ “y@@@kta
a>0 j=1 a=1 j=la>rj

Considérons h élément de Ox,(U N'V) et regardons-le comme élément de A (puisque
Ox,(UNY) C A),alors V0 < j <n—1, il existe h; élément de k[t][t!] tel que h =3 hjy’.
Par définition, pour j fixé on peut écrire

0
= >N+ N

s=—a s>0

avec )\g dans k. Posons

0 .
= ) Nt
s=—a
Kj=> Nt
s>0
alors h = S (H; + K;)y’. Or 3 H;y’ est un élément de Ox, (U NV) et comme c’est également
le cas de h on en déduit que " Ky’ est dans Ox, (U NV) et d’apres le lemme Y- Ky’ est un
élément de Ox, (U). On a donc décomposé un élément de Ox, (U NV) selon le second membre
de la premiere égalité de ’énoncé ce qui prouve la seconde inclusion voulue et achéve donc la
démonstration. O

Remarque 5.29. — A T'aide de ce dernier lemme on retrouve clairement le résultat déja
établi & la proposition 3.6 qui est expression d'une base de H!(Xy, Ox,). Cependant on
voit que pour obtenir la classe d’un élément du type f (t)_“tbyj avec a € Nybe Zetl <
j < n — 11l est nécessaire de connaitre 'expression de l'inverse de f dans k[t]. Cela pose
plusieurs problemes et il est notamment peu raisonnable d’espérer gérer une telle donnée
algorithmiquement. Cependant il existe une astuce, due a Xavier Caruso que 'on détaille
dans le lemme suivant.

Lemme 5.30. — Rappelons que l'on note ... les classes des éléments de Ox,(UNV) dans
H'(Xy,0x,), soient a,b e N, 1< j<n-—1 alors

F -ty =0
FO by = Ity

ot I, est l'inverse de f a l'ordre b+1 (donc dans k[t]/t**) i.e. f(t)I(t) = 1 +t*TLP(t) avec
P € k[t].

Démonstration. — 11 est évident au vu de ce qui précede que f (t)~%%y7 est un élément de
Ox,(U) ce qui donne le premier résultat. En ce qui concerne le second. Soit I l'inverse de f
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dans k[t] et soit I, sa troncature a I'ordre b. On a donc I = I, + t**1R(t) ou R(t) € k[t].
Alors

F) 7%y = 19700 = (I, + "1 R(t)) %t 0y,
En utilisant la formule du bindome de Newton on obtient finalement
FO) 9ty = (If + P R() Py = Ity +tR()y .

Le second terme de la somme étant clairement dans Im(d), la classe de I’élément considéré
est la classe de [ gt_byj d’ou le résultat voulu. O

6. Calcul de la matrice du Frobenius divisé de la fibre spéciale

Ce qui précede permet le calcul de la matrice du Frobenius divisé
@ : H(Xo, ) & H' (X0, Ox,) = Hpr(Xo)

défini & la section 5.1. On a donné dans les propositions 3.2 et 3.6 des bases de H°(Xj, Qﬁ(o)
et H'(Xo,Ox,) qui par abus de notation donnent une base de H},»(Xo) (voir remarque 5.2).
La matrice donnée par les formules présentées plus loin est exprimée dans cette base, on
donne donc la matrice de

@ : H(Xo, Q) ® H' (Xo,0x,) = H(Xo,QY,) ® H' (X0, Ox,)-

6.1. Présentation de la matrice. — On fait le choix de présentation suivant, l'image
des éléments de la base de H°(Xj, Q}%) se lit dans les g premieres colonnes de la matrice et
I'image des éléments de la base de H!(Xo, Ox,) dans les g derniéres colonnes. Cela permet de
respecter la filtration. Soit maintenant un élément de la base de H%( Xy, Q}%) @ HY(Xo,0x,)
la projection de son image sur H°(Xj, Q}(O) se lit dans les g premieres lignes et la projection de
son image sur H'(Xy, Ox,) dans les g dernieres lignes. Ceci ne fait pas apparaitre le découpage
par composantes isotypiques comme présenté dans la proposition 5.15 et la remarque 5.16
mais si on découpe la matrice en 4 blocs de taille g x g alors le bloc supérieur gauche correspond
a la matrice de Cartier et le bloc inférieur droit a la matrice de Hasse-Witt. Par ailleurs pour
chaque bloc on ordonne les éléments dans l'ordre lexicographique en prenant d’abord en
compte la puissance de y puis celle de t afin de respecter les composantes isotypiques au sein
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de chaque bloc. En d’autres termes la matrice se présente de la maniére suivante

yldt ... D2y gl )=yl
y~tde k... * X L. *
tT‘—Zy—ldt
y~2dt
t'r(n—l)—Qé/—(n—l)dt
t~ 1y
tr—.ly
t_1y2
g (r(n=1)=1)yn—1 * * . .
Définition. — On rappelle qu’on utilise les notations suivantes dans tout cette section.

L’identification de H'(Xy, Ox,) & Ox,(UU NV)/Im(dp 1) induit (voir remarque 4.1)
v H' (X0, Ox,) — Ox,({UNYV)
ainsi que
T O0x, (UNY) — HY (X, Ox,).
Par ailleurs on a construit a la proposition 4.2
T H'(Xo,0x,) — Q%, (U) x Ok, (V) x Ox,(UNV)
et on note
[ ] Q, (U) x Q, (V) x Ox,(UNV) — HY(C(F,Q%,)).

On a également défini les projecteurs suivants (définition 5.19)

qu : Qx, (U) — H(Xo,x,)

qv : Qx, (V) — H(Xo, k)

et on notera enfin P, (resp. P») la projection de H°(X, Q}(O) ® H'(Xy,Ox,) sur le second
(resp. le premier) facteur.

6.2. Calcul de la matrice de Hasse—Witt. — La matrice de Hasse-Witt correspond au
quart inférieur droit de la matrice du Frobenius divisé que nous sommes en train de calculer,
c’est en fait Py O‘I)’Hl(Xo,OXO) : HY(Xy,0x,) — H' (X0, Ox,). En vertu de la proposition 5.21

on ’obtient tout simplement en calculant la classe de hﬁ ; dans H L(Xo, Ox,)-

Proposition 6.1. — Soit h; j un élément de la base de H'(Xo, Ox,) (voir proposition 3.6).
Soient a le quotient et b le reste de la division euclidienne de pj par n. Notons F(t) = f(t)°
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et F[k] le coefficient de t* de F. Alors 1 <b<mn—1 et

L rb—1 rb—1
Pi(®(hij)) = hY; = Z Flpi — Z Flpi — klhyp
dans H' (X, Ox,).
Démonstration. — Par définition 0 < b < n — 1. Par ailleurs b est non nul car p est premier

anetl<j<mn-—1doncnne divise pas le produitpj. 'Soient 1<j<n-1,1<i<rj—1,
par abus de notation notons DIy(t~'y’) I’élément (t7'y?)P de Ox,(U) alors

d
DIy(ty) = 17PiyP = 1P ()P = (e = 3 Pk 7y
k=0
ou d désigne le degré de F' en tant que polyndéme en t. Réalisons le changement de variable
k' = pi — k, alors

DIy(t Z Flpi — Kt y"
k'=pi—d

Or pour tout « dans N, t%yb = 0 de plus t—yb = @ lorsque 1 < a < rb—1 et vaut 0 sinon.
D’ou
rb—1
DIy(t—yi) = > Flpi — K'Jt-¥yb
k=1
ce qui est le résultat annoncé. Par ailleurs notons que si pi —d > 1 ou pi < rb — 1 la somme
contient a priori plus de termes qu’elle ne devrait. Dans le premier cas un tel terme k vérifie
— k> d et donc F[pi — k] = 0 puisque d = deg(F'). Dans le second cas k vérifie pi —k < 0
et donc F[pi — k] = 0 puisque F' est un polyndme. O

Remarque 6.2. — Dans le cas hyperelliptique, on a 7 = 1 et comme p est impair alors
a=(p—1)/2 et b=1, de plus g = r — 1. Ainsi la formule devient

g
Py( Z p 1)/2 k]t_ky

dans H'(Xy, Ox,) et le coefficient en t—Jy vaut donc fP~1/2[pi — j]. On retrouve bien le
résultat cité dans [11] (& transposition pres).

6.3. Calcul du bloc supérieur droit. — Ce bloc correspond a P o <I>]H1(X07@X0)
H'(Xo,0x,) — H"(Xo,QY%,). On utilise la proposition 5.21 pour calculer P(®(h;;)) =
—B¢) — dhy. Comme qy (Py(®(hij))) = Po(®(hi;)), alors

Po(®(hi)) = —qu(Bg) — qu(dho).

Dans ce qui suit nous procédons au calcul de ces deux termes.

Lemme 6.3. — Soit h;; un élément de la base de H'(Xo,Ox,) (voir proposition 3.6).
Soient a le quotient et b le reste de la division euclidienne de pj par n. Notons F(t) =
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f)e, Flk] le coefficient de t* de F et ﬁU € Ok, (U) la premiére composante de T(@) (voir
proposition 4.2). Alors 1 <b<n—1 et

r(n—b)—2 /rpb—1
b k —k md
w() = % (Z tm+k+]) "F[pi—k]f[m+k+1]> =

m=0 k=1 n

dans HO(Xo, Q).

Démonstration. — En ce qui concerne la condition sur b 'argument est le méme que dans
la démonstration précédente. Par ailleurs la formule proposée vient tout simplement de la
linéarité du scindage 7 et de la formule donnée a la proposition 6.1. En effet le terme que nous
cherchons a calculer est le ﬂ de la proposition 5.21 qui est donné par la premiere composante

de 7(t7*yP) et qui vaut

l
Z bm — knfl:m:ltmi(k+1) dtb
m=k-+1 n yn
par la proposition 4.2. On a donc
rb—1 l _
bm —kn . tm=(+qy _
Z Z Flpi — k| f[m ]WGQQ(U)

k=1 m=k+1
et en réalisant le changement de variable m’ = m — (k + 1) on obtient

rb—11— k+1) m
Z Z ”‘"“) M i — k) f [m+k+1]ty a

Par la remarque 5.22 il suffit de calculer g (5; ) et pour cela on considere uniquement les
termes de cette somme tels que 0 < m/ < r(n —b) — 2 (voir lemme 3.3) ce qui acheve la
démonstration. Encore une fois on pourrait penser que si r(n —b) —2 > [ — (k+ 1) la somme
contient plus de termes qu’elle ne devrait. Cependant un tel terme vérifie m’ > [ — (k + 1)
donc m' +k+1>1let f[m'+k+ 1] = 0 puisque deg(f) = L. O

Lemme 6.4. — Soit h;; un élément de la base de H'(Xo,Ox,) (voir proposition 3.6).
Soient a le quotient et b le reste de la division euclidienne de pj par n. Notons F(t) = f(t),
F[k] le coefficient de t* de F et d = deg(F). Soit h = hy— L(@) et notons hy € Ox,(U) et
hyv € Ox,(V) tels que h = hyy + hy (voir proposition 5.21). Alors 1 <b<n—1 et

r(n—b)—2 0
bm+k+1)—kn . t™dt
v(dhy)= Y > ( ) Flpi —klflm+k+1] | —
m=0  \k=pi—d n Yy
dans H°(Xo, Qko). O par convention la somme est nulle si pi —d > 0.
Démonstration. — Pour la condition sur b 'argument est toujours le méme. Dans la démons-

tration de la proposition 6.1 on a établi la formule suivante

DIy(t Zsz tkb
k=pi—d
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et on a donc

Z Flpi — k)t Fy® + Z Flpi — k]t ™%y
k=pi—d k=rb

et clairement hy correspond a la premiere somme et hy a la seconde grace au lemme 5.27.
Dans le cas ou pi — d > 0 la premiére somme est vide donc hyy = 0 et dhy = 0. Dans le cas
contraire on obtient par différentiation

0
dhy = > Flpi — k] (—kt™Fybdt + by~ 1dy) € 0k, (@)
k=pi—d
cette relation étant valable modulo ny™~'dy— f'(t)dt puisque sur U on a la relation y™ = f(t).

Ainsi

0
dhy = Y F[pi—k;]( T T S T 1f(n) 1)
k=pi—d ny

iﬁFW—M(wtkvw+m%fw>£Z~

k—pi—d n

On remplace alors f(t) et f/(t) par leur expression en fonction des f[k] et on obtient

0 bl bt—* L) dt
dhy = > Flpi— k] | —kt™*71 " fim]t™ + — Z mfmt"™ | —
k=pi—d m=0 " m=o Y
. l b1, by 1ok _dt
Z Flpi — k] <—k Z flm]tm +ﬁ Z mf[m]t™ T ) —
k=pi—d = m=0 Y
0 m—k—1
bm — kn t dt
= > Z Flpi = Kfiml——=—
k=pi—d m=0 Yy
On réalise le changement de variable m’ =m — k — 1, alors
1—(k+1) ,
1 _ m
dhy — Z Z b(m'+k+1) knF[pz’fk:] [m+k+1]t dt
k=pi—dm/=—(k+1) n y

Par la remarque 5.22 il suffit de calculer ¢y (dhy) et pour cela on considére uniquement les
termes de cette somme tels que 0 < m/ < r(n — b) — 2 (voir lemme 3.3) ce qui achéve la
démonstration. De plus si 7(n —b) —2 > I — (k + 1) la somme ne contient pas plus de termes
qu’elle ne devrait puisqu’on aurait m’ > I—(k+1) et donc f[m’+k+1] = 0 car deg(f) =1. O

Proposition 6.5. — Soit h; j un élément de la base de H' (X, Ox,) (voir proposition 3.6).
Soient a le quotient et b le reste de la division euclidienne de pj par n. Notons alors F(t) =
f()*, F[k] le coefficient de t* de F et d = deg(F). Alors 1 <b<n—1 et

T(n_b)_2 ( Til kn . b(m+ k + 1) tmdt

ynfb

Py(®(hij)) = Y -

m=0

Flpi — K] flm +k + 1])

k=pi—d
dans HO(Xo, Q).
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Démonstration. — Cette proposition est tout simplement une conséquence de la proposi-
tion 5.21 et des lemmes 6.3 et 6.4. Remarquons que dans le lemme 6.4 on avait di considérer
séparément les cas ou pi —d < 0 et pi —d > 0. Dans le premier cas il est clair qu’on a la
somme proposée, dans le second cas on a dhy = 0 mais en fait cela signifie également que la
formule donnée dans le lemme 6.3 présente des termes nuls jusqu’a ce que k = pi — d ce qui
fait qu’on obtient bien la méme formule dans les deux cas. Il

6.4. Calcul du bloc inférieur gauche. — Ce bloc correspond a Pi o @[50y, oL )

" Xo
HO(XO,Q}(O) — HY(Xo,0x,). On utilise donc la proposition 5.18. Calculons la classe de
h(w; ;) dans HY (X0,0x,)pour 1 <j<n—1let0<i<rj—2.

Lemme 6.6. — Soit wl{vj, 1 <7< n-1,0<17 < rj—2 un élément de la base de
HO(X}, Q%) (voir proposition 3.4). Soit v(s) le polynome intervenant dans le relévement du
0

Frobenius modulo p* sur Vy (voir proposition 5.8). Notons d = max {0, deg(v) — 2p}. Alors
Rw,) = #0720 0(s) L)+ Ty

2

dans H'(Xo,Ox,) ot I, est Uinverse de f a lordre d + 1 (voir lemme 5.30).

Démonstration. — Tout d’abord on a vu a la remarque 5.13 que
tp(i+2)

(wi ) = WU(S)ZJ”%

Par ailleurs en vertu du lemme 5.30 on sait qu’il suffit de connaitre la puissance négative
maximale en ¢ pouvant apparaitre dans cette expression et que celle-ci nous donne 1’ordre
d’inversion de f suffisant pour calculer la classe de h(w§7j). Comme s = ¢! la puissance
négative maximale en ¢ apparaissant dans t?(+2)v(s) est donc deg(v) — p(i 4+ 2). Or 0 < i <
rj—1 donc deg(v) — p(i +2) > deg(v) —2p, V0 < i < rj—1. Ainsi la puissance maximale en
t~1 est deg(v) — 2p et ce quel que soit j. Soit donc d = deg(v) — 2p alors connaitre I'inverse

de f a lordre d + 1 est suffisant pour obtenir la classe cherchée. O
Remarque 6.7. — On a déja vu que puisqu’il était nécessaire de ne considérer qu’une

estimation de I'inverse de f il fallait mener les calculs non pas sur I/ mais sur V. On utilise donc
les relations entre (¢,y) et (s,2) qui sont pour mémoire s =t~ et z =t "y our = (I+1)/n.
Clairement V1 < j <n—1,V1<i<rj—1,t% =s 090 etV1<j<n-—]1,
VO<i<rj—2 thyJidt = —s7-*+2)27Ids. Donc la base de H'(Xo, Ox,) peut s’écrire
s7iz0 avec 1 < J<n—1letl1<i<rj—1etcellede HO(XO, Q}(O) peut s’écrire s’z 7ds avec
1<j<n—-1et0< < rj—2.

Proposition 6.8. — Soit w; ; € H°(X,, Qﬁ(o) un élément de la base (voir proposition 3.2).
Soient v(s) le polynome du relévement du Frobenius modulo p* sur Vy (voir proposition 5.8),
d = max {0,deg(v) — 2p}, Iq Uinverse de f a lordre d + 1 (voir lemme 5.30), a le quotient
et b le reste de la division euclidienne de pj par n. Notons IP(t) = I4(t)**!, d°IP = deg(IP),
IP[k] le coefficient du monéme t* dans IP(t) et v[m] le coefficient du monéme s™ dans v(s).
Alors 1 <b<n-—1 et

Py (@(wij)) = hlwi ;) = > IP[K] - vlp(i+2) + k +m] | t=myn=b

Z7J
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dans H'(Xo,Ox,)-
Démonstration. — Tout d’abord on rappelle qu’en vertu du lemme 6.6 on sait que

R() = BP0 0(s) [g(0)* Ty = 2 (s) IP(£)ym P

Par ailleurs

d+2p d°IP d°IP
v(s) = Z v[m]s"™ et IP(t) = Z IP[k]tF = Z IP[k]s™*
m=0 k=0 k=0
D’ou
d+2p d°IP
(z+2)IP( Z Z . Sm—k—p(i+2)8—r(n—b) Zn—b e OXO (Zj N V)
m=0 k=0

et en faisant le changement de variable m’ = p(i 4+ 2) 4+ r(n — b) + k —m on a alors

‘ d°IP p(i+2)+r(n—b)+k .
PPt u(s)y" b = Z Z IP[k] - v[p(i +2) +r(n —b) + k —m/] - s7™ 270,
k=0 m’=pi+r(n—b)+k—d

Or tous les éléments s~ 2"~ ne vérifiant pas 1 < m’ < r(n —b) — 1 ont une classe nulle
dans H'(Xp, Ox,). On obtient donc
d°IPr(n—b)—
hwi )= > IP p(i+2)+r(n—>0)+k—m']- s~ n=0
k=0 m/=1

Comme pour les cas précédents, la somme ne contient pas plus de termes qu’elle ne devrait
et ce méme sionapi+r(n—>b+k—d>1loup(i+2)+r(n—>0+k<r(n—->)—1
Dans le premier cas un tel terme vérifierait p(i + 2) + r(n —b) + k —m > 2p + d = deg(v)
et son coefficient est donc nul. Dans le second cas on a p(i +2) + r(n —b) + k —m < 0 et
le coefficient est également nul puisque v est un polyndéme. On utilise alors la condition de
recollement pour exprimer cette égalité selon ¢ et y et on a

d°IPr(n—b)—
Z > IP p(i+2) +7(n —b) + k —m/] - tm't—r(n=b)yn—>b
m/=1

puis avec le Changement de variable m = r(n — b) — m/ on obtient finalement

d°IPr(n—b)—
hwi;)=" Z IP[k:] v[p(i + 2) + k +m] - t—myn=b
k=0 m=1
ce qui acheve la démonstration. O
6.5. Calcul de la matrice de Cartier. — La matrice de Cartier correspond au quart

supérieur gauche de la matrice du Frobenius divisé que nous sommes en train de calculer, c’est
en fait P o @[ 0y, QL )¢ H°(Xo,Q,) = H°(Xo,Q%,). On utilise donc la proposition 5.18
X0

pour calculer P (®(wij)) = fv(wi;) + 6V + dhy. Cependant on sait que gy (Pa(®(w;j))) =
P> (®(w; j)) et donc

Po(®(wi)) = av (fv (i) +av (8Y) +av (dhv).
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96 Calcul du Frobenius divisé modulo p

Dans ce qui suit on va donc procéder au calcul de ces trois termes.

Lemme 6.9. — Soitw; ; € HO (X}, Qﬁ%) un élément de la base (voir proposition 3.4). Soient
a le quotient et b le reste de la division euclidienne de pj par n. Soient v(s) le polynéme du
relévement du Frobenius modulo p* sur Vy (voir proposition 5.8) et Q(s) la fraction rationnelle
(sP~L +0'(5))/ f2(5). Alors 1 < b < n—1, Q est un polynome en s et si ’'on note Q[k] le
coefficient du monéme s* dans Q et d°Q le degré de Q, alors

rb—2 d
av(fvWwi;) = > QIrb—2+p(i+2—rj) — M]ti;f
n=0

dans H(Xo,QY,). Pour mémoire fy (wj ) désigne la deuziéme composante de D11 (w; ;) (voir
proposition 5.12).

Démonstration. — L’argument pour la condition sur b est toujours le méme. De plus on a
vu a la remarque 5.13 que Uentier a était toujours strictement inférieur a p et donc en vertu
de la proposition 5.10 @) est bien un polyndéme en s. On utilise la formule de la remarque 5.13
pour fy et on a

fr(wl ;) =~ Q(s) df —Q[yJst 7= (i42) jf
p=0
ce qui donne par le changement de variable p/ = p(rj — (i + 2)) + p Pexpression
p(rj—(i+2))+rb—2 | ds
Py = Y QU ol 2

W=p(rj—(i+2))

Gréce au lemme 3.3 on sait que pour calculer gy (fy (w; ;)) on ne garde que les valeurs de !
pour lesquelles 0 < p/ < rb — 2 et on obtient ainsi

rb—2 /dS

Z —Qlu —plrj — (i +2))]s"

Zb

et cette somme ne contient pas de termes supplémentaires puisque p(rj — (i + 2)) est positif
ou nul et donc p(rj—(i+2))+rb—2 > rb—2 de plus pour ' compris entre 0 et p(rj— (i +2))
onap —p(rj—(i+2)) <0 et comme Q est un polynoéme Q' — p(rj — (i +2))] = 0. En
utilisant la condition de recollement on a

rb—2 /—t th rb—2 Lt
qV(fV(w;,j)) = Z _Q[M,_p(rj ('L+2))] tT Z Q 'u p 7“] (Z+2))]t7’b_2_ﬂ ?
=0 =

soit par le changement de variable y = 1rb—2 — i/

rb—2 tHdt
av(fv(wi) =Y Qrb—2—p(rj—(i+2)) - M]?
pn=0
ce qui acheve la démonstration. O
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Lemme 6.10. — Soit wz{’j € HO(X{, 04 6) un élément de la base (voir proposition 3.4).

Notons BY; la deuziéme composante de T(h(w. ;)) (voir proposition 4.2). Alors
ij 0J

() =0

dans H(Xo, Q).

Démonstration. — On sait par la proposition 6.8 que dans H'(Xg, Ox,) on a I'égalité

r(n—b)—1 [q°IP
h(w) ;) = > (Z IP[k)v[p(i +2) + k + m]) t—myn—b
k=0

m=1
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et alors par linéarité du scindage il suffit de calculer la deuxiéme composante de 7(t="y"~?)
V

qui est égale a —(.. ou
mn — (n—b)u ds
V 2 : ( ) f[ ] m4rb—1—p =2

) b
=0 n ¥4

(voir proposition 4.2) et donc

rinb)-larp omn — (n—b)u ds
Vo —n—- b—1—
m=1 n=0
On constate que puisque p < m alors m +rb—1— pu > rb— 1 et donc dans cette somme la
puissance en s est toujours strictement supérieure a rb — 2. Mais grace au lemme 3.3 on sait
que pour calculer gy (BZ‘; ) on ne conserve que les termes dont la puissance en s est comprise

entre 0 et rb — 2 et on obtient donc le résultat annoncé. O

i.j
Soit v(s) le polynéme intervenant dans le relévement du Frobenius modulo p* sur Vi (voir
proposition 5.8), notons d = max {0,deg(v) — 2p} et I; Uinverse de f a l'ordre d + 1 (voir
lemme 5.30). Soient a le quotient et b le reste de la division euclidienne de pj par n, notons
IP(t) = I;(t)**!, d°IP = deg(IP), IP[k] le coefficient de t* dans IP(t) et v[m] le coefficient de
™ dans v(s). Soit h = h(w; ;) —t(h(w] ;)) et notons hy € Oy et hy € Oy tels que h = hy+hy
(voir proposition 5.18). Posons vy, =p(i+2)+k+m, alors1 <b<n—1 et

rb—2 (d°IP d—(pi+k) _ m
(dhv Z (Z Z (M + 1) b(ﬂ + + I)Ip[k‘] . f[ +m 4 1] [Vm k]) @

u=0 n y

Lemme 6.11. — Soit w. . € HO(X(’),Qﬁ%) un élément de la base (voir proposition 3.4).

k=0 m=r(n—>b)

dans H%(Xo,Q,). Ou par convention la somme est nulle sir(n—b) > d— (pi+ k).

Démonstration. — Dans la démonstration de la proposition 6.8 on a obtenu ’égalité suivante
_ d°IpP p(i+2)+r(n—b)+k
LU IP(H)u(s)y = Z Z IP[k] - v[p(i +2) +7(n —b) + k —m] - s 2",

k=0 m=pi+r(n—b)+k—d
Clairement si pi +7r(n—b) +k —d > 0 i.e. r(n —b) > d — (pi + k) cette somme ne contient
aucun terme polyndémial en s et donc hy = 0 ce qui implique que dhy = 0. Dans le cas
contraire notons on a alors
d°IP 0
hy = Z Z IP[k] - v[p(i +2) 4+ r(n—b) + k —m] - s~ ™z"?
k=0 m=pi+r(n—b)+k—d
et en utilisant les conditions de recollement
d°IP 0
hy =Y > IP[K] - v[p(i 4+ 2) + r(n — b) + k — m] - ™t (n=0)yn=b,
k=0 m=pi+r(n—b)+k—d

Posons m’ = r(n — b) — m on a alors

d°IP d—(pi+k) /
hV = Z Z IP[k] . U[p(i + 2) 1+ k4 m/] M y"’b.
k=0 m/=r(n—b)
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Par différentiation on obtient

d°IP  r(n—b)
dhy = Z Z IP[K] - v[p(i +2) + k +m/] (—m't*mlfly”*bdt + (n — b)t*m'y”*bfldy>
k=0 m/=d—(pi+k)

qui est donc un élément de Q% (V), alors comme y™ = f(t) et ny™ 'dy = f'(t)dt

dhy =3 > IP[K]-v[p(i+2) + k +m] (—m’t—m’—l £ + (- L ;ff)) dr

k=0 m/—d—(pi-+k) y

Or on a
Ip—m/—1 —-m/ f/(t) : m/—1 b 1-m/
—m't FE) + (n = byt~ === " —m/ f[u]t"~ +Ziuf[ Jth
n =0 ="
! !
n—>b)—m'n _
— Z M( ) f[,u]t“ m’'—1
pu=0 "
d’ou
d°IP r(n—>b) —m/—1
n—=b . t# dt
=Y S D S 2y k]
k=0 m/=d—(pi+k) 1=0 n Yy

On réalise le changement de variable ¢/ = p—m/ — 1 et on pose vy, = p(i +2) + k +m/,
alors

d°p r(n—b) I—(m'+1) ’ / /
n(p +1)—b(p +m'+1 dt
=y Yy DM VTP o] flf -+ 1)
k=0 m/=d—(pi+k) p'=—(m'+1) y

Enfin grace au lemme 3.3 on sait que pour calculer gy (dhy) on ne conserve que les termes
tels que 0 < p/ < rb— 2 ce qui donne la formule annoncée. Par ailleurs il n’y a pas de termes
supplémentaires car si —(m’ + 1) > 0 oul — (m' + 1) < rb — 2 alors dans le premier cas on
aura un terme avec p' < —(m’ + 1) et donc p' +m’ +1 < 0 et le coefficient sera nul puisque
f est un polynome. Dans le second cas p' +m’+1 > [ et comme deg(f) = [ le coefficient sera
a nouveau nul. 0

Proposition 6.12. — Soitw; ; € H°(X,, Q}(O) un élément de la base (voir proposition 3.2).
Soient v(s) le polynome intervenant dans le relévement du Frobenius modulo p* sur Vi (voir
proposition 5.8), d = max{0, deg(v)—2p} et Iy linverse de f da l'ordre d+1 (voir lemme 5.50).
Soient a le quotient et b le reste de la division euclidienne de pj par n, notons IP(t) = I;(t)*+!,
d°IP = deg(IP), IP[k] le coefficient du mondme t* dans IP(t) et v[m] le coefficient du monéme

™ dans v(s). Soit Q(s) le polynéme (sP~1 +/(s))/f2(s)? (voir lemme 6.9), notons Q[k] le
coefficient du mondme s* dans Q et d°Q le degré de Q. Alors 1 < b < n —1 et si on note
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Uk =D +2)+k+m,

rb—2 /d°IP d—(pi+k) _
P{®(w:)) Z(Z S M D ZYEEIE L gl om 1) ol
k=0 m=r(n—>b)
+Q[Tb2+p(i+2rj)u]>tz;“

dans H°(X, Q}(O). Ot par convention la double somme est nulle si r(n —b) >d— (pi + k).

Démonstration. — Cette proposition est tout simplement une conséquence de la proposi-
tion 5.18 et des lemmes 6.9, 6.10 et 6.11. O

7. Quelques exemples pratiques

Plusieurs exemples de courbes ont été traités. On n’exposera ici qu’une poignée de ces
exemples. Un cas qui nous a semblé intéressant a été de fixer le polyndéme f mais de faire varier
le nombre premier p considéré. Nous présentons ici le cas y® = (t —1)(t —2)(t —3)(t —4)(t —5)
et les valeurs de p suivantes, p = 17, p = 31 et p = 41. Dans chacun des ces trois cas, la
matrice du Frobenius divisé, présentée de maniere a ce que le bloc supérieur gauche soit la
matrice de Cartier et le bloc inférieur droit la matrice de Hasse-Witt, a la forme suivante :

p=17 det(Ay) = p=31 det(Ay4) =8
0 12 16 6 |6 0 O O 220 0 010 8 2 4
8§ 0 0O 0 |0 15 1 11 0 17 19 258 0O 0 O
9 0 0 O |0 7 0 12 0O 14 10 16|30 0 O O
7T 0 0 O0]0 1 4 15 0 8 8 14120 0 0 O
10 0 0 0 |0 10 8 O 0O 0 16 3 (11 0 0O O
0 13 5 8 |0 0 0 O 0O 0 0 0|0 9 11 24
0O 5 10 1113 0 O O 280 0 0 |0 8 29 10
0 8 11 0 |10 0 O O 130 0 0 |0 29 15 9
p= 41 det(A4) =0

0 1 31 30(36 0 0 O

5 0 0 0 |0 37 27 14

34 0 0 0 |0 279 6

8§ 0 0 0 |0 14 6 40

330 0 O |0 O O O

0 36 26 4 [0 0 0 O

0O 26 6 31]0 0 0 O

0O 4 31 380 0 0 O

ou Ay désigne la matrice de Hasse—Witt. En dernier exemple nous présentons le cas ou p vaut
13, nvaut 4 et f(t) = (t —1)(t —2)(t — 3)(t —4)(t — 5)(t — 6)(t — 7). Alors la matrice du

Publications mathématiques de Besangon — 2020



A. Pierrot 101

Frobenius est de la forme :

o o0 0 0 0O 0 0o o000 0 0 0 2 8 1 8 6
o 4 9 6 0 0 0O 0O 0|0 6 & 100 0 O 0 O
0 104 0 0O 0O O O O0jJ|j0O 5 0 8 0 0 0 0 o0
o 1 8§ 8 0 0 O O OO0 & 9 100 O O O O
o 0 o o 9 5 6 2 12/6 0 0 0O 0 O O 0 O
o 0 o o0 1123 9 6 127 0 0 0 0 0 O 0 O
o o0 o o 2 1 1 2 01|12 0 0 O O O O O O
o 0 0 0o 6 12 0 &8 2 |11 0 0 O O O O O O
o 0 0o o 8 106 7 105 0 0 0O 0 0 O 0 O
o o o o0 5 7 0O 108 |0 O O O O O O O O
o o0 9 7 o0 o o0 O O0O1J0 9 11 100 0O O O O
o 5 4 7 0 O O O OO 0 1 1 O O O 0 O
o 1 4 1 0 0 O O OO0 3 121 0 O O O O
4 0 0 0 0o o0 O O O0}J0 0 O O 107 7T 7T O
3 0 0 0 0 00 O O0O1J0 O O O 10 8 10 12 1
0 o0 0O 0O o0 o0 o o0 0 0 o0 12 10 1 4 8
1 0 0 0 0O O O O o0 O O o0 111 7 12 0
5 0 0 0 0O 0 0 0 010 0 0 0 121 4 9 8

et la matrice de Hasse-Witt est de déterminant nul sans étre la matrice nulle. Pour finir rap-
pelons que la remarque 5.16 nous permettait d’affirmer que les matrices calculées présentent
des blocs de zéros et n — 1 blocs inversibles. Il nous semble intéressant de faire apparaitre
ces blocs pour les quatre exemples que nous venons de présenter. Ainsi une présentation de
ces matrices adaptée a la fois a la permutation et a la filtration donne les matrices suivantes
(présentées dans le méme ordre que précédemment) :

n=3 p=17 n=3 p=31
0O 0 O 0 |12 16 6 6 218 2 4]0 0O 0 O
0O 0 0 0|13 5 8 0 0 9 11 24|{0 O O O
0O 0 o0 0 |5 10 11 13 28 8 29 100 O O O
0O 0 o0 0 |8 11 0 10 13 29 15 9 |0 0 0 O
8 15 1 11|{0 0 O O 0O 0 0 0 |17 19 25 8
9 7 0 12|/0 0 0 O 0O 0 0 O |14 10 16 30
7T 1 4 1510 0 0 O 0O 0 0 0 |8 8 14 20
10 10 8 0 |0 O O O 0O 0 0o O |0 16 3 11
n=3 p=41

0O 0 o0 0 |1 31 30 36

0 0 0O 0 |3 26 4 0

0O 0 0O 0 |26 6 31 O

0O 0 0O 0 |4 31 38 0

5 37 2r 1410 O 0O O

34 279 6 |0 0 0 O

8§ 14 6 40|0 O O O

33 0 0 0|0 0O O O
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n=4 p=13
0 2 8 1. 8 6/0 000 O OJ]0 O OO O O
4 10 7 v 7 0|0 OOO O OJO O OO O O
3 10 8 10 12 1{0 0 OO O O|JO O 0 0 0 O
0 12 10 14 8 0 0 0O O 0OJ]0O0 O O O O O
1 11 1 7 12 0,0 0 00O O OJ]0 O O O O O
5 12 1 4 9 8,0 000 O OO 0 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 0|4 966 &8 100 0 0 0 0 O
0o 0 0 0 0 0|10 405 0 8|0 0 0 0 0 O
0o 0o 0 0 0 0|1 888 9 100 0 0 0 0 O
o 0o o 0o 0o 0{0 979 11 100 0 0 0 0 O
o 0o o 0 00|55 4701 1|0 000 0 O
o 0o 0o 0 001 41312 1|0 0 0 0 0 O
O 0o 0 0 0 0|]0O OOOO O]9 5 6 2 12 6
o 0o 0 0 0 0|0 OOO O Oj11 3 9 6 12 7
o 0o 0o 0 0 0|]O OOOO O|2 1T 1 2 0 12
o 0 0 0 0 0|0 OOO O O|6 120 8 2 11
O 0o 06 0 0 0|]O OOOO O|8 106 7 10 5
o 0o 0o 0 0 0j]O OOOO O|5 7 010 8 0

qui par contre ne permettent plus de lire la matrice de Cartier ni la matrice de Hasse-Witt
pour chacune des courbes considérées.

(1]

2]
8]
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