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Limites hydrodynamiques pour les équations de
Vlasov-Stokes

Thierry Goudon Pierre-Emmanuel Jabin Alexis Vasseur

Résumé
On présente quelques problémes et résultats de type limites hydrodyna-
miques pour des modeles couplés fluide/cinétique décrivant l'interaction de
particules avec un fluide en mouvement.

1. Introduction

On s’intéresse a la description d’un nuage de particules interagissant avec un
fluide. Les particules sont décrites par I'intermédiaire d’'une fonction de distribution :
f(t,z,v) > 0 est la densité de particules qui, a I'instant ¢ > 0, occupent la position
x € R3, avec la vitesse v € R? (On présente le modele dans le cadre tri-dimensionnel,
plus réaliste physiquement, bien que par la suite on soit amené a se restreindre a
une situation 2D). Autrement dit, [, f,, f(t,2,v) dz dv est le nombre de particules
qui, a I'instant ¢, occupent le domaine €2 x V de 'espace des phases. Cette quantité
obéit a une équation de type Vlasov

atf+vx(vf)+vv(Ff):TAvfa

ou F' représente la densité des forces exercées sur les particules. Le terme de droite
décrit les effets d’agitation brownienne, avec r > 0.

La densité du fluide p, est supposée constante (i.e. on néglige le volume occupé
par les particules) et le fluide est décrit par 1’évolution de son champ de vitesses
u(t,x) € R® qui satisfait I’équation de Navier-Stokes incompressible

pg(Ou+Divy(u®@u) +Vyp) — pAyu =75,
div,(u) = 0.

Ici p > 0 désigne la viscosité dynamique du fluide et § représente la densité de forces
exercées sur le fluide.

Le couplage entre ces deux équations est réalisé par les termes de force. Pour les
décrire, on doit introduire les quantités suivantes :
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— le rayon des particules a > 0, supposé constant (il n’y a pas ici de phénomenes
de coagulation ou fragmentation) ;
— les densités massiques p,, p, des particules et du fluide, respectivement ;
— la masse M des particules, donnée par M = %ﬂppa?’.
En négligeant la gravité, les forces exercées sur une particule se réduisent aux forces
de trainée engendrées par le fluide (force de Stokes). Ces efforts sont proportionnels
a la vitesse relative de la particule et du fluide

_ brua Iu

F —v) =
M (u=v) 2a%p,

(u—w).

Par ailleurs, le coefficient de diffusion est déterminé par la formule d’Einstein

KT 6mpa KT 9p
"TM M T M 2,

qui fait intervenir la constante de Boltzmann £ et la température 7" > 0 de la
suspension, supposée constante. Enfin, I’ensemble des particules exerce sur le fluide
une force donnée par

Sz—pp/RSFfdvzg—u/Rgf(v—u)dv.

2a2

En résumé, on s’intéresse donc au systeme d’EDP suivant

( ) kT 9
atfﬂ.vxf+vv.<2a2pp(u_v>f) = g A
. _ (1)
pg(Ou+Divy(u®@u) +Vep) — pAyu = 282 (v —u)do,
R3
| div,(u) =0,

complété de données initiales fy, uo.

Ecrivons maintenant ce systeme sous forme adimensionnelle. On introduit des
unités de temps et de longueur, notées T et L respectivement. Dans les expressions
précédentes, apparaissent le temps de relaxation

M 2d%p,
~ 6mpa 9

T

et la vitesse thermique

- ()"

On définit alors les variables sans dimension suivantes
t=%1, x=LT, v=+00,
et les inconnues adimensionnelles
T4,7,7) = Vo (5, L7, Vr), u=ou
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Alors (1) se réécrit

— Vo 1
f —’U vf \/gvv

§
Vo 0 . \/éu 9u 1 (2)
g&u+Z_JDlvx(u®u)4—V90p— A 2&2/)9\/_ RNf(v—u)dv

div, (@) = 0.

\

On remarque que u = M/(6nTa) = (2a*p,)/(97). Dans ces équations intervient
donc le jeu de grandeurs physiques sans dimension suivant

A:E\/é, B:E,
L T (3)
2 2
D=2XPl_ph E:9<2>E@_9(2>D
T Pg Pq 2\L/) 7 py; 2\L

En allégeant la notation, (2) prend la forme

th+Av-VIf+BVU-((u—v)f—va) =0
Ou+ ADivy(u®u)+Vep—EA,u=Dp(V —u)=D(J/A—pu), (4)
div,(u) =0,

ou on a noté

p(t,z) = f(t,z,v)dv (densité macroscopique de particules),
RN

pV(t,z) = / v f(t,x,v)dv = J(t,x)/A (vitesse macroscopique de particules).
RN

Notons qu’on peut réécrire dans 1’équation cinétique
Vo (u=0)f = Vo f) = = Vo (M, Vo(fM)), My(v) = e 772,

Sous cette forme symétrique, on devine que I’équation a pour effet de relaxer vers
la Maxwellienne de vitesse u. On va maintenant discuter les ordres de grandeur des
quantités dans (3) en terme d’un parametre £ > 0, destiné a tendre vers 0 et traiter
le probleme de perturbation singulieére correspondant.

Le modele a été présenté de maniere détaillée par Caflisch-Papanicolaou [3];
on trouvera aussi de nombreux détails dans [21] en relation avec des problemes
de combustion, ainsi que dans larticle récent de Desvillettes [5]. Des modeles de
ce type sont décrits aussi dans Clouet-Domelevo [1], avec une approche probabi-
liste, ou dans Russo-Smerecka [22], Herrero-Lucquin-Perthame [15], Jabin-Perthame
[18] pour des écoulements potentiels. L’analyse mathématique du systeme (1) a été
menée a bien par Hamdache [13] (existence de solutions, comportement en temps
grand,...) qui a aussi présenté certains problemes de type limite hydrodynamique
dans [11]. Ces questions ont été abordées, pour des problémes légerement différents,
par Berthonnaud [1], Domelevo-Roquejoffre [7], Domelevo-Vignal [3], Goudon [12],
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Jabin [16, 17],... Une des difficultés rencontrées est liée, lorsqu’il n’y a pas de terme
de diffusion dans I’équation cinétique, a la possible apparition de phénomenes de
concentration. Des difficultés analogues interviennent aussi en physique des plas-
mas ou en astrophysique comme étudié par Poupaud-Soler [21], Nieto-Poupaud-
Soler [20].

2. Limite “parabolique”

On s’intéresse au choix suivant dans (3)
A=¢!' B=¢?% E=1=D,

ol le parametre € est destiné a tendre vers 0. Ceci signifie que la vitesse de référence
L /% est petite par rapport a la vitesse thermique (ordre ¢) et le temps de relaxation
est petit par rapport a I’échelle de temps d’observation T (ordre £2). Notons aussi
que dans ce choix, on a p, ~ 2p, et a ~ L. Le systéme (4) devient

p

1 1
8tf8+gv'vxf8+gvv'((ua_v)fa_vvfg) :Oa

1
Opu® + B Div,(u® @ u®) + V. p° — Ay u® = p(VE —u®) = (eJ° — pu’),
div,(u®) =

0
p(t,x) = | f(t,x,v)dv, pVE(t,x) = /vfa(t,a:,v) dv = eJo(t, x).

\

2.1. Estimations a priori

On se place a partir de maintenant dans un cadre bi-dimensionel x € R?, v €
R? (les formules peuvent changer, mais ’analyse dimensionnelle est analogue). On
suppose que les données initiales f& > 0, f5 € L'(R? x R?) et u§ € L*(R?) vérifient
les estimations uniformes suivantes

L[ st i dvar < o
Rz JR

[ P < et
R2

pour Cy > 0, indépendant de . L’estimation cruciale est la suivante

()

Proposition 1 Soit 0 < T < oc0. On a

2

dzx

€

3

(ue—v)\/?—QVv\/F

L

/ f€(1+x2+v2+|1n(f8)|)dvdx+/
R2 JR2 R2

1 [T
=
€ Jo Jr2 Jr2

ou C' ne dépend que de T et de (5).

2
dvdx dt

2

dedt < C (6)

V, uf
€
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Cet énoncé appelle quelques commentaires :

— Les données sont préparées en fonction du scaling choisi : le champ de vitesses
initial tend vers 0. En conséquence, la vitesse du fluide u® tend vers 0 (en norme
L?). On travaillera donc sur la vitesse “rescalée” u° = e 'u®. Ceci signifie que
la vitesse du fluide est petite vis-a-vis de la vitesse thermique.

— 11 est bien clair qu'une borne L' ne suffit pas & garantir une propriété de
compacité L' faible comme l'illustrent les exemples classiques de nyo,1/n)(2)
et X[nnt1)(@) sur R... En revanche, une suite h,, qui vérifie

[l wla) + Gy o < C

avec lim;| o w() = 00 et lim,_.o G(s)/s = oo est faiblement compacte dans
LY(RYN). Le poids w évite les fuites & I'infini, Pestimation avec la fonction G,
“plus forte” que L', évite les concentrations. On dispose donc d’estimations
de ce type, avec w(x,v) = 2* +v%, G(s) = s|In(s)|. Ici, un autre intérét de ce
type d’estimation est que, en dimension 2, on peut donner un sens au produit
d’une fonction LIn L par une fonction H' (voir le Lemme 5).

— Le terme de dissipation %((uE — )V fe =2V, \/F) peut se réécrire avec la

Maxwellienne . )
Me(t,x,v) = exp(—%).
On a

é((uf-@ fe—2V, \/f_> :—S\/WVU \/z\];: (7)

En supposant formellement que u® — 0, f¢ — f “suffisamment fortement”,
on est conduit a

(U — )\ fe =2V, /e = 0= —v\/f =2V, /f

ce qui signifie que la limite f n’est rien d’autre que la Maxwellienne
ft,x,0) = p(t, x)e "/ (2m) N2,

Le point clef de la preuve réside dans le calcul de la dérivée de 1’énergie cinétique
et de I’entropie associée a f¢, combinée a I'énergie cinétique du fluide. Précisément,
u
(/ fav +ln(f£))dvdx+/ —
dt 2 R2

on a
dx
R2 JR2 2e )
:—2 /(us—v)f5~ v+ Uf dvdzx —|——// v—u’)f-utdvde
€% Jr2 JRr2 fe R2 JR2
1 |2
—2/ / |va| dvdx+—/ / vV, fedvdx
9 R2 JR2 R2 JR2
1 € ‘v fE‘Q € €
—;/RQ/RQ< —v]2fe + 7 2(v—u)-va>dvdx
1 2
:——2// (v—u")f* =2V, f°
19 R2 JR2

—;IQ/R [ 2 9P dvde (8)

€ 2

qu dx

dvdzx
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On controle [[ 2? f¢ dvdx par Uentropie et énergie puisque

%//ﬁf"‘dvdx—//x-vfsdvdxg//(:U2+v2)f€dvdx.

Enfin, on utilise des astuces classiques en théorie cinétique pour, a partir des
informations sur [[(1+a2+v?+In(f9)) f¢ dv dz, controler la quantité positive [[(1+
2 +v?+|In(f9)]) f¢ dv dx. De cette estimation concernant la quantité microscopique
f¢, on déduit des estimations sur les grandeurs macroscopiques

1
po(t,x) = fedv, J°= —/ vfdv.
R2

R2 g

Lemme 1 Sous les hypothéses de la Proposition 1, p°(1 + x? + |[In(p®)|) est bornée
dans L>=(0,T; L*(R?)).

Cette estimation se déduit des propriétés de f° par des techniques connues en
équations cinétiques (voir par exemple, [19]).

Lemme 2 La quantité J° — p*u® = J° — p°uf /e est bornée dans L>(0,T; L'(R?)).

On exploite la relation relation (7) en remarquant que

JE— p° U = é/QWVU(\/fE/ME)\/de.

On fait ainsi apparaitre le terme de dissipation et conclut a I'aide de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz.

Lemme 3 La quantité p°V = eJ¢ est bornée dans L>(0,T; L*(R?)). De plus, pour
i dans {1,2}, |p*VE|\/ [In(|pViEl)] | est bornée dans L>(0, T; L'(R?)).

La premiére de ces estimations est une conséquence de la borne sur [[(1 +
v?) f¢ dvdz. En fait, on va voir avec le Lemme 4 que cette quantité tend vers 0 dans
L} .. La seconde estimation sera utile sur le plan technique, elle peut s’obtenir en
suivant par exemple les idées de [19].

Lemme 4 Soit 0 < R < oo. Alors p°u® est borné dans L*(0,T;L'(Bgr)) et le
courant J¢ est borné dans L*(0,T; L'(Bg)).

Le controle du courant se déduit du Lemme 2 et de I'estimation sur p*u®. Celle-ci
exploite la restriction a la dimension 2 et les estimations (par rapport a la variable
d’espace) L' N LIn L sur p° et H' sur u® : voir le Lemme 5.
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2.2. Analyse formelle
Grace aux bornes discutées plus haut, on peut supposer que

P —=p, u —u, J —J

On considere les équations de moment. En multipliant ’équation de Vlasov par 1
et en intégrant en v, on obtient la relation de conservation

oyp° + div, J° = 0. 9)
Quand ¢ tend vers 0, ceci devient
Op + div, J = 0. (10)

Ensuite, en multipliant I’équation de Vlasov par v et en intégrant en v, on est conduit
a

1 -
£20,J° + Div, P* = g/ (v =) f*+ V, f) dv = p°u* — J°, (11)
RQ

ou le terme de pression cinétique est donné par les seconds moments de f*©

]P’E:/ v fdv.
RQ

On réécrit P° de maniere a faire intervenir le terme de dissipation. On a

IPE:/]R2 ((U—ua)\/F—FQVU\/F)@U\/FdU
—I—/Rzug®vfgdv—2/RQVv fe@uy/fedv. (12)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la Proposition 1, on remarque que la
premicre intégrale est O(e) (dans L'((0,T) x R?)). Le second terme dans (12) est
en fait
W RpPVE=u ®eJ  =cu Q@ p°Ve.

Il s’exprime sous la forme € x (produit de quantités bornées); on peut donc s’at-
tendre a ce que ce terme s’annule dans la limite € — 0. Finalement, le dernier terme
n’est rien d’autre que 2p°. Si le produit p°u® passe a la limite, on obtient donc en
faisant tendre e vers 0 dans (11)

2V.p=pu—J.

En insérant I’expression ainsi obtenue pour J dans (10), on est conduit a ’équation
de Kramers-Smoluchowski pour la densité p

c’est-a-dire une équation de dérive-diffusion, de vitesse u, de coefficient de diffusion
2.
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Il reste a décrire I’équation satisfaite par u. En divisant ’équation de Navier-
Stokes par £, on obtient ’équation suivante pour la vitesse rescalée

O + Div, (W ® ) — AT + V, FF = J° — p°ir, (13)

complétée par la relation d’incompressibilié div, u® = 0. D’apres le Lemme 4, le
terme de droite de (13) est borné dans L*(0,T; L' (R?)). En fait, en revenant a (11),
on peut le mettre sous la forme J® — p*u® = — Div,(P¢) + “petit” — —2V, p qui
peut s’incorporer dans un terme de pression. Ainsi, on supposant que la convergence
de u° est assez forte pour passer a la limite dans le terme quadratique de convection,
on obtient
Ou+Divy(u®@u) — Au+ V.7 =0,

i.e. uw est solution de ’équation de Navier-Stokes incompressible. Pour justifier ce
passage a la limite, les difficultés mathématiques sont donc :

a) justifier que le produit p°V® ® u° est borné,

b) justifier que le produit p°u® passe a la limite,

c) justifier que la convergence de u° est assez forte pour passer a la limite dans
I’équation fluide.

2.3. Passage a la limite

Le point le plus simple est le point ¢. On va montrer que la suite u est relative-
ment compacte dans L?((0,T) x Bg), pour tout 0 < R < oo. D’apres la Proposition
1, u® est borné dans L>°(0,T; L?(R?)) N L*(0,T; H'(R?)). On va conclure en appli-
quant en argument de type “lemme d’Aubin” (voir par exemple [23]) qui s’appuie
sur une estimation supplémentaire de 0;u® dans un espace de type L" en temps, a
valeurs dans un Sobolev d’exposant négatif. Le seul terme qui reste a controler est
le gradient de pression. Mais, en prenant la divergence de I’équation (13), on obtient

AD® =div,(R°) avec R°(t,x)=(J°—p°u’) — (- V,)u".

D’apres la Proposition 1, R est bornée dans L?(0,T; L'(R?)). Or

1
(b 2) = / —n(lr — ) V. R (1) dy
R2 v

-y
/]RQ 27T|ZL' - y|2 ( y) Y |lz—y|<r Y lz—y|>r /

On en déduit que p° est borné dans L*(0,T; L' + L>(R?)). 1l s’ensuit que 9,u° est
bornée dans L*(0,T; W~11(Bg)).

Le point b résulte du résultat général suivant.

Lemme 5 On considére deuz suites de fonctions a°, b° : R? — R wvérifiant

sup || (1 - [ln(|aem+) de < C,

te(0,T) JR2
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et
T
sup/|b5\2dx§0, / /]Vzbs\zdxdtg(?. (14)
R? o Jr2

te(0,T)

Alors, pour tout ¢ € C*(R?), la quantité fOTURQ acb®p dx‘st est bornée indépen-
demment de €.

On applique ce résultat avec a® = pVe et b° = wu®. Ceci permet bien de se
débarasser, dans le développement de la pression cinétique, de €p°Ve ® u® lorsque
¢ — 0. On peut justifier cet énoncé de plusieurs facon ; I'une des plus simples consiste
a exploiter 'inégalité de Trudinger, [10] (Th. 7.15, p. 162).

On pose 3 = b°p qui est bornée dans L>(0,T; L*(R?)) et L*(0,T; H'(R?)), a
support dans (0,7) x Bg. On note ||V, 5%||(t) = (fR2|Vx/6’2dl')1/2 € L*0,7). 1l
existe des constantes o, K > 0 telles que

1B (t, )| )
o /B o (“(nw Fiw) ) <K

Alors, il vient

/\asbsap\dx—/ ...dx—i—/ code
B2 Jas|<1 1<fas|<exp (1812/(2/VI1?))

+ ..
/aSIZexp(alﬁz/(?IIVBQ))
< [J51ar+ [ 157 explolaP/CIVAI) da

+V2Jevel [ eV Inel]s o, (15)

qui permet de conclure a 'aide d’inégalités de Cauchy-Schwarz et en exploitant les
estimations sur a®, b°.

I1 ne reste plus qu’a montrer que le produit pu® passe a la limite (point a)).
A cette fin, on s’appuie sur ’énoncé suivant, ot 'on renforce les hypotheses sur la
suite a®.

.dx

Proposition 2 On suppose que a® vérifie
sup la*|(1 + [In(|a®])]) dz < C,
te(0,T) JR2
et
Ora® est borné dans L*(0,T; W,.""P(R?))

loc

pour m >0, p > 1. On suppose que b° vérifie (14). On suppose aussi que
a —a faiblement dans Li _((0,T) x R?),

loc
b*—b faiblement dans L*((0,T) x R?),
Vb5 = V,b  faiblement dans L*((0,T) x R?).

Alors, le produit a*b® passe a la limite

a’b® —ab inD'((0,T) x R?).
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Moralement, dans cet énoncé on combine un gain de compacité en espace pour
I'une des suites (borne sur V, %) avec un gain de compacité en temps pour 'autre
suite (borne sur 0,a®). On trouvera des énoncés de méme esprit dans Dumas-Golse
[9], Lions [19]. L’idée de la démonstration est la suivante. Soit ¢ € C°((0,T) x R?).
On doit montrer que [[a*b*¢pdxdt — [[ abgp dx dt quand e — 0. On écrit 5° = b°¢

en utilisant la solution élémentaire du laplacien E(z) = 5= In(|z|) comme suit

Bt x) = by * ZAE*@:‘:/ Y g, # () dy

r2 27z — y|?

(I'intégrale est en fait prise sur Bg seulement). Ainsi, on se ramene & étudier

T T
/ / a*bo(t,x) dedt = / V. B5(t,y) - A%(t,y) dy dt
o Jr2 0 JBg

ol
Aa(t,y):/ aa(t,x)—ydx.
Br

Comme V3¢ — V(bg) dans L*((0, T) X Bg), on est conduit & montrer que A° est
fortement compacte dans L?((0, T') x Bg), ce qu’on justifie & I'aide d’arguments
d’interpolation.

Pour appliquer ce résultat, on note que (9), combiné a la borne sur J° du
Lemme 4, assure que 9,p° est bornée dans L2(0, T, W,_ ' (R?)) et donc (fg2 PP da) 0

ocC

est compacte dans C°([0, ), pour tout ¢ € Cg°(R?). On en déduit que p° converge
vers p dans C°([0, T|; L' (R?)—faible). En particulier cette derniére convergence per-
met de récupérer la condition initiale dans la limite ¢ — 0. De méme, on a conver-
gence de uf vers u dans C°([0, T; L?(R?)—faible). Finalement, on peut conclure avec
I’énoncé suivant.

Théoreme 1 On se place en dimension N = 2. Les données initiales f5 > 0,
f& € LY(R? x R?) et ui € L*(R?) vérifient (5). Soit 0 < T < oo. Alors, la densité
macroscopique p° converge dans C°([0,T]; L*(R?*)—faible) wvers p, et u¢ = e e
converge faiblement dans L*(0,T; H'(R?)) et fortement dans L% (R* x R?) vers u
ot (p,u) vérifient

Oyp + div,(up — Vp) =0,
O+ Divy(u®@u) +Vep—A,u=0, (16)
div,(u) = 0.

Les données initiales sont données par
Plt=0 = Po, Ujt=0 = Uo,

ou p°,u" sont les limites (faibles) de pf§, us respectivement.
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3. Limite “hyperbolique”

Un autre scaling intéressant consiste a poser dans (3)
A=1=E, B=c¢'=D

(i.e. le temps de relaxation est petit par rapport au temps d’observation, p, et p,
sont du méme ordre alors que le rayon des particules a est petit par rapport a
I'échelle d’observation). On s’intéresse donc a

Of 40V fo ot LV ((u —0)f* — V) =0,

1 1
< Ot + Div,(u® @ u®) + V. p° — Ay u® = EpE(VE —u°) = E(JE — piuf),

div,(u®) =

)=0
pe(t,x) = /fa(t,{E,U) dv, pVe(t,x) = /vfa(t,a:,v) dv = J5(t, z).

(17)

3.1. Estimations a priori
Des raisonnements analogues a ceux de la précédente section permettent d’établir

les propriétés suivantes.

Proposition 3 Soit (f%,u®) solution de (17) pour des donnnées vérifiant
[ ] s s v mighdvds < o
r? JR2

/Rz|u8|2dx < (.

Soit 0 < T < o0. Alors, on a
i) f(1+ 2%+ 0%+ [In(f9)|) est borné dans L>=(0,T; L*(R? x R?)),
i) u® est borné dans L>(0,T; L*(R?)) et dans L*(0,T; H'(R?)),
i) —\/ig c = \/ig((uE — )V JF =2V, V/J?) est bornée dans L*((0,T) x R? x R?)).

On en déduit des estimations pour les grandeurs macroscopiques.

Corollaire 1 On a
i) p°(1 4+ 2 + |[In(p°)|) est borné dans L>=(0,T; L'(R?)),
i) J¢ est borné dans L>=(0,T; L*(R?)).

Avec les arguments de la Section 2, on remarque p°u® est défini au moins dans
Li.. En fait, ici on peut méme montrer que J° - u° et p°u® - u¢ sont bornés dans
L*((0,T) x R?). Enfin, on a une borne sur [v —u¢|*f¢ dans L'((0,T) x R? x R?). En
utilisant I’équation fluide, on s’apercoit que J¢—pu® tend vers 0 dans D'((0, T') x R?).
En fait, on a une meilleure convergence.
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Lemme 6 La suite J° — p*u® = p*(VE — u®) converge vers 0 dans L*(0,T; L'(R?)).

Cette propriété provient des propriétés de dissipation du systéme puisque

/]RQ(v—ua)fEdv /Rgdg\/de

prIVE =] = =

Il s’ensuit que

t
//pa(Va—ua)dx
0 |Jr2
t
S(sup/ f‘sdvdx) x// / |d°|* dvdrds (18)
0<t<T JR2 JR2 0 JR2 JR2

2

ds

est O(e).

3.2. Equations limites

Les équations de moments s’écrivent ici
Op° + div,(J°) =0,
1
Z(ofuf — Jo).
Z(p )
On rappelle que P* = [, v ® v f¢dv est borné dans L>°(0,T; L'(R?)) d’apres la
Proposition 3. Au moins pour une sous suite, on peut supposer que

815,]6 -+ DIVIGP)E) ==

pF=p faiblement dans L>(0,T; L'(R?)),
ut —u faiblement dans L*>(0,T; L*(R?)),
V. u® — V,u faiblement dans L*((0,7) x R?),

et O;p° est borné dans L>°(0, T; W—H1(R?)). D’apres le lemme de produit, p°u® — pu
au moins dans D'((0,T) x R?) et J® = pu + (J° — pu) — pu, d’apres le Lemme 6.
Alors, quand € — 0 la relation de conservation de la masse devient

Orp + div,(pu) = 0,

i.e. p vérifie I’équation de transport avec vitesse u.
En exploitant ’équation fluide, ’équation de courant se réécrit

Oy(u® + J%) + Div,(u° @ u® + P°) + V. p° — Au® = 0.

Le terme de pression peut se décomposer sous la forme

PE:/}@((U—UE)\/?-F?VU\/F)@U\/FdU
—|—/ﬂ{2u€®vf€dv —Q/RQVU\/FQ{)U\/de. (19)
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Le premier terme est O(y/g) dans L'((0,T) x R?); les second et troisieme ne sont
autres que u® ® J° et 2p° respectivement. On a donc

O (u® + J°) + Div, ((u° + J°) @ u°) + V,(p° + 2p°) — Au® = Div,(R")

avec R — (0 dans L'. Sous réserve que le produit (uf + J¥) ® u® passe aussi a la
limite, on obtient

9 ((1+ p)u) + Dive (14 pJu@u) + Vo — Au=0,

avec div,(u) = 0.

Il ne semble pas évident de justifier qu'une telle convergence a lieu. Une autre
approche consiste a exploiter une méthode d’entropie modulée. L’idée est de com-
parer la suite (p°, u®) avec (p, ®), solution réguliére (au moins sur un court intervalle
de temps [0,7]) du probleme limite

Op + div, (p®) =0,
% ((1+p)®) +Div, (1 4+ 9P @ P)+V,II- AP =0, (20)
div, ® = 0.

Pour des exemples ou cette méthode a été utilisée avec succes, on consultera Brenier
[2], ou Golse-Levermore-Saint-Raymond [11]. On introduit l'entropie relative

H(fe,u) = H(f*|Mya) /!u _ o2ds,

(fa’ q> /R2 5 fsln f6

La partie fluide fRQ |u® — ®@|? dz n’est autre que la norme L? entre u® et ®. La partie
cinétique H(f¢|M; o) est une mesure de la distance entre f et M5 4. En particulier,
on a

) + M50 — fa> dvdz.

H(f*|Mp0) // )— / +1>M57¢dvdm20,
R2 JR2 7,® Mﬁ@

puisque sIn(s) —s+1 > 0. Une suite de calculs un peu longue conduit a I’estimation
suivante.

Lemme 7 On a
HOPE u) (1) < CHFZuf)(0) + CT/ HF7u)(s) ds + Cp/

+/0 /Rz(ps—[))(us—é)~dedt (21)

avec
VLA

| .
157 + V. In(p)
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On aimerait en conclure, avec une application du lemme de Gronwall, que
H(fe,u)(t) tend vers 0 quand € — 0, ce qui impliquerait f© — Mzqe, p° — p
dans L>(0,T; L*(R?)) et u¢ — ® dans L>°(0,T; L?*(R?)) . La difficulté est évidem-
ment liée au terme [ [ (p°—p)(u®—®)-G dz dt. Soit p° 'unique solution (renormalisée
et dans D) dans C°([0, T]; L*(R?)) de 'équation de transport d;p° + u® - V, p° = 0,
associée a la donnée initiale pj, qu'on suppose réguliere. On utilise ici les résultats
de Di Perna-Lions [6]. On a

19 = 77l 22r2) < Cr ([P0 — PGl 22y + U — @l 201 xx2))

et on peut écrire

H(f* o)1) < O, u)(0) + Cr / H(f* uf)(s) ds + Cry/z
+/0 /RQ(pE ) — @) Gdedt (22)

D’apres les résulats de stabilité de [6], p° converge dans C°([0, T]; L*(R?)) vers p
unique solution dans C°([0, T]; L*(R?)) de d;p + u - V. p = 0. Or, d’apres le lemme
de produit, on a vu que p° converge dans C°([0, T; L' (R?)— faible) vers p, solution
dans D’ de 0yp + div,(pu) = 0. Il est extrémement tentant d’en déduire que p = p
et donc que

e—0

/OT/RQ(/)E—?)(M—@).dedt—>/0T/Rg(p_p)(u_q>).dedtzo.

Malheureusement, les propriétés dont on dispose sur p (estimation L' N LIn L) et u
(estimation H') ne permettent pas d’appliquer les résultats d’unicité de [0] et a ce
stade le résultat demeure formel.
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