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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PAscAL 19, 197-211 (2012)

Un majorant du nombre des valeurs propres
négatives correspondantes a ’opérateur de
Schrodinger généralisé.

MouaMMED EL AiDI

Résumé

On donne une borne supérieur du nombre des valeurs propres négatives de
Popérateur de Schrodinger généralisé, cette borne est donnée en fonction d’un
nombre fini de cube dyadiques minimaux.

An upper bound on the number of negative eigenvalues

Abstract

This paper is devoted to give an upper bound of the number of negative eigen-
values of the generalized Schrédinger operator, and this upper bound is given in
terms of a finite number of minimal dyadic cubes.

1. Introduction

Les auteurs R. Kerman et T. Sawyer ont démontré que le nombre des
valeurs propres négatives correspondantes a l'opérateur de Schrodinger
Hyy = —A —V est majoré, a une constante multiplicative pres, par le

nombre No des cubes dyadiques qui vérifient :

/ / |z — y’d 2 d dy > ¢(d) >0, j € [1, No]. (1.1)

Ici c(d) est une constante qui dépend de d > 2, voir la partie (B) du
[20, Theorem 3.3]. Dans la démonstration, les auteurs se sont inspirés des

Mots-clés: Valeurs propres négatives, Principe de minmax. Cubes dyadiques. Po-

tentiel de Riesz. Résonances.

Classification math. : 34B09, 34L15, 34125, 34L05, 35J40, 35P15, 35R06, 35R15,

4TAT5, 4TAOT7, 4TA40, 47A10, 57R40, 58D10.
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travaux de C. Fefferman, précisement la partie (B) du [13, Theorem 6].
C. Fefferman a montré que le nombre des valeurs propres négatives est
donné par le nombre Ny de cubes dyadiques minimaux qui satisfont :

/Q[V( Pde > Q" p>1, ke{l,....No}, (L2

|Qk| est le volume du cube dyadique Q. et ¢’ est une constante.

A la fin de I'article de R. Kerman et T. Sawyer, il y a une remarque qui
montre que les inégalités (1.1) et (1.2) sont bien liées, voir [20, Remark
3.5].

Le présent article est destiné & donner une généralisation du [20, Theo-
rem 3.3], précisemment on travaille avec 'opérateur H,, y := (—=A)™ -V
défini dans L%(R%), avec d > 2m et on montre, grace a une hypothese
similaire & (1.1), que une borne supérieur du nombre des valeurs propres
négatives de H,,  est majorée par un nombre fini de cubes dyadiques mi-
nimaux. Pour ce faire, on a besoin du théoréme de la trace (appelé aussi
I'inégalité de trace) correspondant a 'opérateur de Riesz I,, en résumé
ce théoréme nous donne une condition nécessaire et suffisante pour que
I, soit borné. Enoncons le théoréme significatif de ce papier.

Théoréme 1.1. Soit V un potentiel positif et élément de L, . (R?). Si

//|x_ |d2 dx dy > c(d /V ydz, j€{1,...,No}, (1.3)

avec Q) sont des cubes dyadiques, 0 < c(d) est une constante qui dépend
de d. Alors Hy, vy admet au plus C(d)Ny, avec C(d) est une constante qui
dépend de d.

Un exemple de potential pour ce théoreme on peut penser au potentiel
V' = xq la fonction charactéristique dans un cube dyadique ). Pour dé-
montrer le théoréme 1.1, on s’inspire du schéma et des arguments utlisés
pour la démonstration du [20, Theorem 3.3]. On travaillera avec la forme
quadratique associée a 'opérateur H,, . Pour cela rappelons la définition
d’un opérateur elliptique. Soit @ un ouvert de R?, soit Lg un opérateur
différentiel d’ordre 2m, on dit que Lg est elliptique s’il existe une constante
ag > 0 telle que

(Lou, u) 12(0) = CL()/ Z | D%u(x)|?de,

laf=m
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UN MAJORANT DU NOMBRE DES VALEURS PROPRES

avec (-, +)r2(o) est le produit scalaire défini dans I'espace de Hilbert L?(0),

a = (ag,as,...,aq) € N? tel que |of = a1 + as + ... + ag, avec =
(x1,29,...,24) € R? et
olel
D%u(x) : u(z)

= a1 a9 a4 °
0x{"0x5” ... 0x

Les conditions aux bords généralisées de Dirichlet et la formule de Green
généralisée nous fournissent que l'opérateur Ly = (—A)™ est elliptique.
Soit Qv la forme quadratique associée a H,, y et pour simplifier on définit

Qv par :

Qv (u) = ao/o Z \Dau(a:)\2dx — /(9V(x)\u(x)\2dm, pour u € C5°(0),

|a|=m

Qv est fermée dans L?(©) donc Qy est la forme quadratique d’un unique
opérateur auto-adjoint & savoir Hy,y, voir par exemple [27, §VIIL.6]. Il
existe une facon alternative pour prouver la fermeture de )y, ceci en
utilisant la capacité essentielle, pour plus de détails voir [23, §16.5].

Dans ce papier on travail dans R?. Au passage, on remarque que le
théoreme 1.1 peut s’applique pour un opérateur elliptique a coefficients
des fonctions mesurables.

En ce qui concerne I’étude du nombre des valeurs propres négatives
correspondant a un opérateur elliptique perturbé par un potentiel, les
auteurs Y.Egorov, V.Kondratiev and M.El Aidi ont montré que ce nombre
est majoré par 'intégral du potentiel et ol les conditions aux bords sont
de Robin, pour plus de détails sur ce sujet voir [11, 10].

La structure de ce papier est la suivante, nous commencons par donner
la définition d’un cube dyadique y compris ses propriétés, puis on expo-
sera le théoreme de trace correspondant a 'opérateur de Riesz démontré
par I. Verbitsky et ou sa preuve est simple par rapport a celle du [20,
Theorem 2.3], ou les auteurs R. Kerman et T. Sawyer traitent le cas gé-
néral de tout les opérateurs potentiels, leur démonstration est basée sur
un théoréeme d’équivalence entre les opérateurs maximaux et opérateurs
potentiels. Enfin, on utilise le principe de minmax ceci pour déterminer
un sous-espace vectoriel de L? (Rd) tel que H,, v soit de signe positive et
que la codimension de ce sous-espace est au plus égal a C'(d)Np.
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1.1. Quelques Applications en Mathématiques-Physiques

Les auteurs Dolbeaut-Flores & Guo-Wei ont donné des conditions suf-
fisantes, qui dépendent de la premiere valeur propre de l'opérateur de
Schrédinger a potentiel nul, pour la structure et pour I'existence d’un
nombre fini de solutions [radiales] bornées correspondantes au probléme
stationnaire de valeur propre non linéaire :

(%) —Au = uP + Au dans B,
u > 0dans B et u=0sur 0B

avec A € R, p > di; B est une la boule unitée dans R? avec d > 3,
pour plus de détails voir [9, 15]. Savoir que la somme de valeurs propres,
correspondantes a H,,y, est bornée, nous ouvre la voie a chercher des
réponses concernant une généralisation des résultats de Dolbeault-Flores
& Guo-Wei Guo, & un probleme de valeur propre non linéaire d’ordre
supérieur, analogue a (x), par exemple en substituant —A par 'opérateur
H,, v ou plus géneral par un opérateur différentielle positif elliptique.

Citons quelques applications en mécanique classique ou semi-classique
correspondantes a I'opérateur H,, v, le probleme des vibrations des plaques
correspondant a I’étude des propriétés des valeurs propres de 'opérateur
biharmonique Hz . Une autre application trés intéressante et trés active
a nos jours est I’étude des résonances, c-a-d les pdles du prolongement
méromorphe dans une région du plan complexe, de la résolvante associée
a l'opérateur Hj v, le nombre des résonnances, selon la classe du poten-
tiel et la nature du domaine, peuvent dépendre du nombre des valeurs
propres de Hyy. Une littérature sur les propriétés des résonances et sur
leurs comptages concernant Hj y est publiée dans (liste non exhaustive)
2,3,5,4,6,7, 17, 16, 18, 19, 21, 22, 25, 33).

La conjecture de Beth-Sommerfeld qui dit que le spectre de 'opérateur
de Schrodinger a potentiel périodique est absolument continue et constitué
d’un nombre fini d’intervalles fermés disjoints, c-a-d un nombre fini de
zone instable, cette conjecture dépend bien du nombre de valeurs propres.
La validité de cette conjecture a été traitée sous différentes approches
ceci en tenant compte aussi de la dimension de l’espace, du domaine et
de la classe de potential, voir par exemple [8, 31, 26]. Pour le cas de
Popérateur de Schrodinger généralisé, 'auteur M.Skriganov a montré, via
la décomposition de Floquet-Bloch, que la validité de cette conjecture est
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liée au calcul du nombre de valeurs propres associées a H,, , pour plus
de détails voir [29, 30]. Les auteurs A.Sobolev et L.Parnovski dans [24]
ont trouvé de nouveaux résultats liés a la validité de cette conjecture pour
l'opérateur H,, v, avec V périodique para rapport au réseau (27Z)", leurs
méthodes sont inspirées de celles utilisées par M.Skriganov.

2. Lemmes et Définitions

Définition 2.1. On appelle Q un cube dyadique d’ordre [ € Z dans R?,
d
s'il existe (kq,...,kq) € Z% tel que Q = H (k;2!, (kj +1)21).

J=1

Définition 2.2. Soit B une famille de cubes dyadiques.
On dit que @ est maximal dans B, si @ € B et n’est pas strictement
contenu dans un aucun élément de B.

On dit que @ est minimal dans B, si ) € B et ne contient aucun élément
de B.

A partir de la définition du cube dyadique, on voit bien que deux cubes
dyadiques d’ordre différent, nous meéne au situations suivantes (qui sont
au nombre de trois) : deux cubes dyadiques sont disjoints, sinon I'un est
contenu dans l'autre. On déduit la suivante définition qui sera de grande
utilité dans la suite, puisque elle nous permet de définir les descendants
d’un élément de B.

Définition 2.3. Soient (Q, Q') € B? on dit que Q' est un descendant de
Q si @' est proprement contenu dans @ tel que Q\ Q' € B. On note D(Q)
I’ensemble des descendants de ). On dit que () est ramifié, s’il existe au
moins deux cubes dans D(Q).

Maintenant on rappelle la définition du potentiel de Riesz.
Définition 2.4. Le potentiel de Riesz d’ordre o € (0,d) est défini dans

1 d _ F((FTQ) f()
Lloc(]R ) par Iaf(l’) - -

7220T(2) Jre [z -yl

Gamma définie dans (0, +o00) par I'(z) ::/ v exp(—y)dy.
0

dy, I'(+) est la fonction
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Dans la suite et pour commodité des calculs on travaille avec le potentiel

de Riesz / &dy. Avec cette définition, le potentiel de Riesz vé-
Re |z — ylime

rifie la propriété de semi-groupe Io.Ig = I, pour tout (a, 3) € (0,d)?

a+ 8 < d, dans la démonstration du théoreme 1.1 on utilisera o = 8 = m.

On rappelle la définition du cone.

Définition 2.5. Soit € R%, B; une boule ouverte centrée en x et By
une boule ouverte qui ne contient pas x. Par définition un cone fini dans
R? de sommet z est ’ensemble C, défini par

Co=BiN{x+ ANz —y)avecy € By et A > 0}.

Définition 2.6. On dit qu'un domaine €2 admet la propriété du cone fini,
s’il existe un cone fini C tel que chaque point x € 2 est le sommet d’un
cone fini C, contenu dans €2 et congru a C.

Vu que d > 2m > m, on a besoin du résultat suivant qui est extrait du
[1, Theorem 8.25] :

Lemme 1. Soit Q un domaine borné de R, qui posséde la propriété du
cone fini. Pour u e C™(Q2) on a :

e >|<Kdm< /|Da e + L (xa(@). Y \Dau<x>|)>.

|a|=0 |a|=m

La constante K (d, m) dépend de d, m et du volume de €.

En résumé, I'idée de la démonstration est d’appliquer la formule de Tay-
lor avec reste intégral a la fonction f = wo ¢ avec ¢(t) = y + t(x — y)
pour t € [0, 1], para conséquent la premiére somme, du membre de droite,
s’obtient facilement et en ce qui concerne le second terme est un majo-
rant du reste intégral du développement de la fonction u, ce majorant
est obtenu par passage en coordonnées sphériques pour y un élément du
cone. Quand on éxamine la démonstration de ce théoréme on remarque
qu’on peut considérer () juste un ouvert possédant la propriété du cone
fini. Maintenant pour notre étude on a besoin du corollaire suivant
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Corollaire 2.7. Soit un Q un domaine de R% qui posséde la propriété du
cone fini. Pour u € C™(Q2) on a :

Ju ) ZP,ﬁ /BDO‘

|oo| <m— 1 B<a

K(d,m)In(xa(@). Y [Du(@)[), (2.1)

|laj=m

P, p(z) est un polynéme en x (voir la démonstration), y° = yflyg2 : ygd

lorsque y = (y1,%2,...,yd) € Q et B = (B1, Ba, ..., Bq) € N Llexpression
B < a signifie que B; < oy pour tout | € NN [1,d].

Démonstration. Soit x € € et considérons un cone C' contenu dans §2 de
sommet z. On applique la formule de Taylor a la fonction f telle que pour
t€10,1] on a f(t) :u(y—l—t(x—y)) :

1
SO, s o e g
J=0 '

en utilisant la dérivation des fonctions composées on a :

96 = 3 Lpouty i — ) - y)*

o=y
On a
_ G
uw) = Y T peyg
la]<m—1 )
+ Y -y / m(1—8)" " D%(y + t(z — y))dt
|a]=m
= Pym_lu(a:)—l—RZl_lu(a:). (2.2)
D’ou

< | LB tut@a|+ | [ Ry tutway.

|C| représente la mesure de Lebesgue du cone C.
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En utilisant le développement de la formule de bindme généralisée on a :

[pptu@ay = 3 [ @-prDtutdy

|| <m—1

= 2 ;,/Q Y Papl(x)y”Du(y)dy

la|<m—1 B<a

= ) i' > Poplx) /Q v’ Du(y)dy.

[0 )
|a|<m—1 B<a

Un majorant de / R;"_lu(:p)dy est donné dans la démonstration du
lemme 1, c-a-d comme ce qu’on avait dit avant, on travaille en coordonnées
sphériques d’un point du cone et on trouve que l'intégral / R;"_lu(m)dy

D*u(z) :
|z — x|n—m

est majorée par K(d, m)/ Z dz. O
C

|a|=m

N

Le théoréeme suivant, que nous utilisons pour notre étude, est di a
I.Verbitsky, qui est extrait du [23, Theorem 2 §11.5] et de la [23, Propo-
sition 2 §11.5], voir aussi [32].

Théoréme 2.8. (Inégalité de la trace). Soit 1 < p < oo et s0it 0 < m < d.
On considére p une mesure de Borel positive definie dans R®. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) /Rd (I f () [Pdp(z) < C/Rd |f(2)|Pdx, pour tout f € L,(R?).

(2) / (Im(XBdu))p, < Cu(B), pour toute boule B C RY, et xp est la
B
fonction charactéristique définie dans la boule B et p' = p/(p—1).

L’assertion (2) est appelée condition de Kerman-Sawyer, on a gardé la
méme écriture C' puisque les constantes de (1) et de (2) sont proportion-
nelles.

Dans la démonstration du théoréme 1.1, nous utiliserons ces résultats pour
le cas p = 2 et la mesure p sera définie par du(x) =V (z)dz.

Pour le cas ot m = 1 et pour démontrer le [20, Theorem 3.3], les auteurs
R.Kerman et T.Sawyer ont utilisé le lemme suivant dii & E.Fabes, C.Kenig
and Serapioni, voir [12, Lemma 1.4].
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Lemme 2. Soit u € C*(BR), avec By est la fermeture de la boule eucli-
dienne Br de rayon R, et |Br| est le volume de Bg, alors on a

) iy <e [ YL,

’BR’ Br Bgr ‘m - y’d_l ’

c est une constante positive.

Comme on le voit que ce lemme est un cas particulier du lemme 1.
Dans la démonstration du lemme 2, les auteurs utilisent le théoréme de la
moyenne a plusieurs variables—donc la pente est exprimée par le gradient
de u—dans un segment de R?, c-a-d u(z) — u(y) = Vu(ty + (1 — t)z) -5
(x — 1) avec t € (0,1), avec -, est le produit scalaire défini dans R?, puis
ils utilisent des calculs élémentaires d’intégration et de changement de
variables. Donc pour le cas d > 2m > m > 1, on utilise le corollaire 2.7,
pour la démonstration du théoréme 1.1.

3. Démonstration du théoréme 1.1

Soit B la famille de cubes dyadiques @ qui vérifient
1 V(zx)V
7/ / VWV 4 iy > e(d) > 0. (3.1)
/ V(w)dz 7@ /a 1z =yl
Q

Gréce a la stricte positivité de la constante c¢(d), la famille B est constituée
d’une famille finie de cubes dyadiques, sinon on aura une suite infinie
de cubes (Qn)nen élément de B, cette suite est bien bornée au sens de
I'inclusion, donc il existera une sous-suite de cubes (Qn, )r € B tel que
(3.1) convergera vers zéro quand l'aréte du cube @y, tend vers zéro, c-a-d
lorsque @y, est réduite, par un nombre fini de subdivision, a un point, ce
qui est absurde. Alors on peut écrire B comme :

B=Q"UQ'uQ*uQ?
ou :
— Q% ={Q1,...,Qn,} est la famille des cubes minimaux de B,
— Q! est la famille des cubes maximaux de B,

— Q2 est la famille des cubes ramifiés de B,

- Q3 = Ugeg2D(Q) est la famille des descendants des cubes ramifiés
de B.
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Soit My le cardinal de B, avec Q' U Q* U @3 = {Qnys1,---,Qnp ) En
suivant I’argument exposé dans les travaux de C.Fefferman voir [13, pages
156-157], argument utilisé dans les travaux de R.Kerman et T.Sawyer, voir
la démonstration du [20, Theorem 3.3 part(B)], on a My < C1(d)Np. A la
fin de la démonstration, on va voir que la famille des cubes du théoréme
1.1 est bien Q°.

Maintenant on consideére la famille

qui forment une partition de R? avec Fy = R?\ Uj-wzol Q;. Lorsque j €
{1,...,No} on a Ej = Q; ceci est due & la définition des cubes minimaux
et que ces dernier ne possedent pas de descendants.

Pour V; = Vxg, les auteurs C. Fefferman, R. Kerman et T. Sawyer
ont montré de deux manieres différentes et en utilisant respectivement
la décomposition de Calderon-Zygmund et la décomposition de Whitney
d’un cube dyadique @ :

Vi(2)Vi(y) A ;
/Q/QWCZJJ dy < Clc(d)/QV](:z:) dz, pour j € {0,..., My}(3.2)

C1 est une constante positive.

Lorsque E; ne sont pas des cubes, alors ils s’expriment comme une
réunion de cubes qui ne sont pas forcément deux a deux disjoints, ainsi
d’apres les travaux de C. Fefferman, voir [13], on a :

Lemme 3. Soient Q1,...,Qk des sous cubes dyadiques deuzr d deuz dis-
joints d’un cube dyadique Q de R?®. Alors ils existent des cubes I, ..., I,
qui ne sont pas nécessairement deux a deux disjoints et pas nécessairement
dyadiques, tels que :
k r
e\Jei=Umn
j=1 =1
et r < Cygk, avec Cy est une constante positive qui dépend de d.
Par conséquent en appliquant ce lemme on a : F; = U;';l I i ou [ ,Jg sont
des cubes de R, danslecasotuj =0ona I ]8 est constitué d’un produit fini

de demi-droite. Par application du lemme 3, le nombre 7; ne dépasse pas
Cy(d)Nyp. L’estimation du nombre des valeurs propres négatives s’appuie
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sur Papplication du lemme de Glazman, énoncé dans [14, Chl, Theorems
12, 12 bis|, voir aussi [28, §28, Lemma 28.1], et qui dit que le nombre des
valeurs propres négatives N de 'opérateur H,,  vérifie

N = min codimZy, .,y = min dim .Z, {J}Im

Z{Hm,V}CLQ(Rd) _,g){Hmy}CLz(Rd) ,V}7

le minimum est pris sur tout les sous-espaces vectoriels 2% H,yy du do-
maine de définition de la forme quadratique (Jy associée a I'unique opé-
rateur auto-adjoint & savoir H,, y. Par définition, on a le sous-espace (ad-
missible)

Lty = {u € LRY\ {0} tua (Honyu, )
avec

2 = {uel2®)\{0} tq

ao/Rd 3 |Dau(m)|2d:n2/Rd V(@)lu()Pdz}.

laf=m

0} cZ,
L2(R)

Ainsi, on a £+ C [.,5,”{Hm’v}]L et

N = i dim[.Z, 1< min  dim2* 3.3
s, Dt A1 S i I 53
On choisit le sous-espace suivant
I = {ue >R\ {0} t.q. / 2P D(z)dx = ; 2P D%(z)dx =0
Qj Ik

pour()SjSMO,OSW\S](X\Sm—l, 1§k§7”]}

Dans I’ensemble I, les dérivées sont comprises au sens faible. On a choisi
ce sous-espace vectoriel, car, voir plus bas, on remarquera que pour u € II
on a

ao/Rd 3 |Dau(3:)\2dxZ/RdV(:n)|u(:r)|2dm.

laj=m

On observe qu’on a

/ D%(z)dr =0 = / 2P D% (x)dz = 0,
Q Q
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pour () un cube d’aréte fini, car grace & des majorations basiques, appli-
quées a la formule de binéme généralisée, on a

/ 2P D%(x)dx

J

<b

)

D%u(x)dz
@

avec b est une constante positive. Par conséquent, on peut considérer un
autre sous-espace vectoriel plus restreint et contenue dans II.

D’apres la définition de IT on voit que I = S é 5 avec Sq,3 UN sOUs-espace
vectoriel de dimension égal au nombre de conditions portées sur u € II,
alors I+ = R

Etant donné que tous les E; possedent la propriété du cone fini, ainsi
pour x € F; et par application du corollaire 2.7, bien sfir en utilisant un
argument de densité, on a :

lu(x)| < K(d,m)I, (XEj (z). Z |D°‘u(:v)|>, pour u € II.  (3.4)

|a|=m

Par conséquent pour u € II et en utilisant (3.4) on a :
_ )2
@V @y = Z [, WPV

Mo 2
WA (Im(g@c))) V,(w)dr

< K(d,m)*Cic(d Z/ 3 Du(z)|’dz  (3.5)

B Jaj=m

<ap [ 3 |Du(z)? d.
/ |lal=m
avec g(z) = XE; (x) Z|a|:m ‘Dau(xﬂ

Dans la démonstration on a pris c¢(d) trés petite. Pour le passage a
I'inégalité (3.5), on a appliqué le théoreme 2.8 parce que I'inégalité (3.2)
est vérifiée et qu’elle est aussi vraie pour toute boule ceci est di le fait
que les cubes dyadiques, voir la définition, forment une partition de R
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Alors N est majoré par la dimension de I+, c-a-d, majoré par

M
(Notrot Y. n)-card{(@.8) € N, 0< |8 <ol < m 1},
j=No+1

en tenant compte que r; < Co(d)Ny pour j € {0} U{No+1,..., Mo} et
que My < C1(d)Ny, alors on a N < C(d)Ny.
Donc les cubes du théoreme 1.1 sont bien des cubes dyadiques mini-

maux. Ce théoréme nous donne une majoration optimal sur le nombre des
valeurs propres négatives.
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