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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PASCAL 15, 87-108 (2008)

Sur la constante d’Eisenstein

RAcCHID MECHIK

Résumé

On cherche a donner une méthode effective de calcul de la constante d’Eisen-
stein [3] d’une fonction algébrique. On commence en précisant les liens entre cette
constante et les rayons de convergence p-adiques de la fonction pour les différents
nombres premiers p. Puis on donne une démonstration entierement effective du
résultat bien connu liant fonctions algébriques et diagonales de fractions ration-
nelles. Enfin on explique comment en déduire une méthode de calcul générale. On
illustre la méthode en 'appliquant aux fonctions (1 —z)". On termine en montrant
que le calcul de la constante d’Eisenstein de la diagonale d’une fraction rationnelle
se ramene a un nombre fini de problémes d’optimisation linéaire.

On the Eisenstein Constant

Abstract

We try to give an efficient method for calculating the Eisenstein constant [3] of
an algebraic function. We begin by specifying the ties between this constant and the
p-adic convergence radius of the function for different prime numbers p. Then we
give an entirely efficient proof of the very known result joining algebraic functions
and diagonal of rational fractions. Finally we explain how to deduct a general
calculation method. We illustrate the method by applying it to the functions (1 —
x)". We finish by showing that the calculation of the Eisenstein constant of the
diagonal of a rational fraction amounts to a finite number of linear optimization
problems.

1. Introduction

En 1852, G. Eisenstein introduisit la constante a que la littérature a
baptisée en son nom : “Si une série entiere

U= E an”

Mots-clés : Diagonale de fraction rationnelle, constante d’Eisenstein.
Classification math. : 11505,13J05.
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R. MECHIK

a coefficients rationnels représente une fonction algébrique, alors il existe
un entier a tel que les nombres a"ay,, n > 0 soient entiers [3]. Schmidt
donna, le premier, en 1989 [9] des valeurs précises a la constante d’Eisen-
stein et Dwork et Van der Poorten [4] la majoreérent en 1991 en utilisant la
théorie des équations différentielles p-adiques. Nous contribuons & 1’étude
de cette constante en adoptant une approche arithmétique.

Nous étendons la définition de la constante d’Eisenstein (§ 2) en intro-
duisant les notions de constante d’Eisenstein radicale (en prenant a dans
les puissances fractionnaires d’entiers naturels) et de constante d’Eisen-
stein p-adique entiere ou radicale (en prenant a dans les puissances entieres
ou fractionnaires d’entiers p-adiques) ; puis nous en donnons quelques pro-
priétés (§ 3).

Nous donnons une démonstration tres détaillée de la coincidence entre
I’ensemble des fonctions algébriques et celui des diagonales des fractions
rationnelles en deux variables (§ 4).

Nous utilisons ensuite ce résultat pour déterminer une constante d’Ei-
senstein pour les fonctions algébriques régulieres (§ 5.1). Nous illustrons
cette technique en I'appliquant dans le cas des fonctions (1 — x)”/ ™ ot m
et n sont des entiers naturels premiers entre eux (§ 5.2). Plus généralement,
nous montrons que le calcul d’une constante d’Eisenstein p-adique radi-
cale pour une diagonale de fraction rationnelle se raméne a un probléme
d’optimisation linéaire (§ 5.3). Nous pouvons en déduire une constante
d’Eisenstein radicale puis, quitte a perdre de I'information, une constante
d’Eisenstein entiere.

2. Définitions et premieres propriétés

2.1. Notations

On désigne par N, Z,Q,R et C les ensembles des entiers naturels, des

entiers relatifs, des nombres rationnels, des nombres réels et des nombres
complexes respectivement, munis de leurs structures algébriques habi-
tuelles. Si E désigne I'un des ensembles cités ci-dessus, on posera E70 =
E\{0}.
On notera Z la cloture intégrale de 'anneau Z dans le corps C. Si p dé-
signe un nombre premier, on notera Z, l'’anneau des entiers p-adiques et
Zp I'anneau des entiers d’une cloture algébrique du corps des fractions @,
de Zj,.
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SUR LA CONSTANTE D’EISENSTEIN

Si k désigne un anneau, on notera k [z] 'anneau des polynémes en z, a
coefficients dans k, par k [[x]] anneau des séries entieres formelles en x, a
coefficients dans k et par k ((z)) le corps des fractions de 'anneau k [[z]] .

2.2. Constantes d’Eisenstein

Dans la suite, on appellera fonction toute série entiere f de Q [[z]]; on
dira que la fonction f est algébrique si elle est algébrique sur le corps Q ()

Définition 2.1. On dit que Pentier naturel non nul a est une constante
d’Eisenstein entiere (ou constante d’Eisenstein) pour la fonction f s’il
existe un entier naturel non nul ¢ tel que la fonction cf (ax) ait des coef-
ficients entiers, c’est-a-dire appartienne a Z [[z]] .

Définition 2.2. Soit p un nombre premier. On dit que le nombre a = p”,
avec h entier naturel, est une constante d’Eisenstein entiere p-adique (ou
une constante d’Eisenstein p-adique) pour la fonction f s'il existe un entier
naturel non nul ¢ (en fait une puissance de p) tel que la fonction cf (ax)
ait des coefficients entiers p-adiques, c’est-a-dire appartienne a Zj, [[x]] .

Définition 2.3. On dit que le nombre a = n'/9 avec n et d entiers

naturels non nuls, est une constante d’Eisenstein radicale pour la fonction
f ¢’il existe un entier naturel non nul ¢ tel que la fonction cf (ax) ait des
coefficients entiers algébriques, c¢’est-a-dire appartienne a Z [[z]] .

Définition 2.4. Soit p un nombre premier. On dit que le nombre a = p”,
avec h nombre rationnel > 0, est une constante d’Eisenstein radicale p-
adique pour la fonction f s’il existe un entier naturel non nul ¢ (en fait
une puissance de p) tel que la fonction cf (ax) ait des coefficients entiers
algébriques p-adiques, c’est-a-dire appartienne & Z, [[z]] .

Proposition 2.5. Soient f et g deuz fonctions de Q[[x]]. Si l’entier na-
turel a est une constante d’Eisenstein pour f et g, alors :

(1) pour tout entier b > 1, l'entier ab est une constante d’Eisenstein
pour f,

(2) Uentier a est une constante d’Fisenstein pour toute fonction h de
lanneau Q[z, f, g].

Démonstration. Par définition, il existe des entiers naturels non nuls ¢ et
d tels que les fonctions cf (ax) et ¢'g (ax) appartiennent & Z [[x]] .
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(1) Pour tout entier naturel non nul b, il est clair que cf (bax) € Z [[x]].

(2) Soit h = Zhijkxifjgk un polynéme en z, f et g a coefficients h;jj,
dans Q. Si on note § le ppcm des dénominateurs des nombres rationnels
hiji et d (resp. d’) le degré de h en f (resp. g), on constate que (5cdc’d/h(ax)
appartient a Z [[x]] . O

Remarque 2.6. La proposition ci-dessus s’étend de maniere évidente aux
trois autres variantes de constantes d’Eisenstein pour une fonction algé-

brique f de Q[[z]].

Ezemple 2.7. Considérons la fonction

1 1 1
f )= 24z 21+x/2

on trouve 1

2f (22) = 7 € Z[[=]].
L’entier 2 est une constante d’Eisenstein pour f, donc aussi 'entier 3-2 = 6.
On voit de méme que l'entier 3 est une constante d’Eisenstein pour la
fonction g (x) = 1/ (x + 3), donc aussi l'entier 2 - 3 = 6. Par conséquent,
I’entier 6 est une constante d’Eisenstein pour la fonction

9 _ 1
["@)g @)= 2+272(3+2)

Théoréme 2.8 (Eisenstein). Toute fonction algébrique f(x) € Q[[x]]
possede une constante d’Fisenstein.

Démonstration. En fait, le travail que nous réalisons revient a une dé-
monstration effective du théoreme d’Eisenstein. ([

2.3. Constante d’Eisenstein et rayon de convergence

Il est immédiat de constater qu'un nombre réel a = p”, ol h est rationnel
positif, est une constante d’Eisenstein radicale p-adique pour une fonction
f si et seulement si la fonction f est analytique et bornée dans le disque
(d’un corps p-adique suffisamment gros) de centre 0 et de rayon 1/ |a| (qui
est égal & a en vertu de la normalisation |p| = 1/p).

Maintenant, si on suppose que la fonction f est algébrique, elle ne peut
avoir qu'un nombre fini de zéros dans son disque de convergence (car si
P (f,x) =0, les zéros de f sont des racines de ’équation P (0,z) = 0).

90



SUR LA CONSTANTE D’EISENSTEIN

D’apres un résultat classique sur les fonctions analytiques, on en déduit
que la fonction f est bornée dans son disque de convergence.

Remarque 2.9. 11 semble donc que 'on puisse facilement définir “la meil-
leure constante d’Eisenstein radicale p-adique” comme étant le rayon de
convergence de la fonction f, mais cela suppose, avec nos conventions,
que le rayon soit une puissance rationnelle de p (ce que 'on conjecture
(Christol)). D’apres [6], & chaque fonction algébrique est attaché un rayon
de convergence “naturel” (qui, contrairement & ce qui se passe dans le cas
complexe, n’est pas en général la distance de 0 a la premiere singularité,
comme le montre la fonction (1+ 33)1/ P). Par construction, ce rayon de
convergence naturel est bien une puissance rationnelle de p. Dwork et
Robba ont démontré que le rayon de convergence réel est au moins égal a
ce rayon naturel. Le point délicat est de montrer qu’il n’y a pas de fonction
algébrique dont le rayon de convergence réel est strictement supérieur a
ce rayon naturel.

3. Relations entre les différentes constantes d’Eisenstein

Proposition 3.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) La fonction algébrique f (z) € Q|[x]] a une constante d’Eisenstein
a.

(2) Pour tout nombre premier p, la fonction f(x) a une constante
d’Fisenstein p-adique a, et, si c, est lentier attaché a ap, on a
ap = ¢, = 1 pour presque tout p.

Dans ces conditions, on a a =[], ay.

Démonstration. Si f (z) = Y, anz™ a une constante d’Eisenstein a, il
existe un entier naturel non nul ¢ tel que cf (ax) € Z[[z]], c’est-a-dire
capa™ € Z,pour tout n. Soit p un nombre premier arbitraire. Ecrivons
a=7p'q, c=p"q avec
(p.q) = (p.q) =1

et posons a, = p", ¢, = p'. Alors cyanay € Z/q'q" et puisque q et ¢’ sont
inversibles dans Zy, il s’ensuit que ¢yana, € Zyp. Donc aj est une constante
d’Eisenstein p-adique pour f (z) € Q[[z]] d’ou (1)=(2).

Faisant parcourir a p I’ensemble des nombres premiers dans N, on ob-
tient la relation a = [],a, qui relie la constante d’Eisenstein a et les
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constantes d’Eisenstein p-adique a, associées a une fonction algébrique
f (z) € Qla]].

Réciproquement, supposons qu’il existe, pour tout nombre premier p,
deux nombres a, et ¢, dans Z7° tels que ¢, f (apz) € Zp [[2]]. Quitte &
les multiplier par des nombres inversibles de Z,, on peut supposer qu’ils
appartiennent en fait & pN ¢ N*. Compte tenu de la condition ap =cp=1
pour presque tous les nombres premiers p, les nombres a = []a, et ¢ =
[Ic, sont bien définis et appartiennent a N*. Si f(z) = Y, apa”™, par
hypothese, c,ana; appartient a Z, pour tout p. On constate que l'entier
coa’, appartenant a Z, pour tout p appartient a Z. Autrement dit, a =
[1, ap est une constante d’Eisenstein pour la fonction f.

fl@)=> ana™ € Q[z]].

Ceci prouve (2)=-(1). O

Remarque 3.2. Dans la condition 2) de la proposition 3.1, les hypotheses
ap = 1 et ¢, = 1 pour presque tout p sont nécessaires comme le montrent
les deux contre-exemples ci-dessous.

Ezemple 3.3. Considérons la fonction f (z) = >, ™ /nl.

Si v, désigne la valuation p-adique de Q et si n € N on a vy(n!) < Ll
p—
n n b— 2
vp (p"/n!) = v, (P") —vp (0!) =n — vy (n!) Znil > 0.
p p—

Donc f (px) =3, (p"/n!)z™ € Z, [[z]]. Autrement dit, pour tout nombre
premier p, a, = p est une constante d’Eisenstein p-adique pour f (avec
¢p =1 ). Cependant, f(x) =3, 2" /n! n’a pas de constante d’Eisenstein
car, quelques soient a € N70 et ¢ € Z#0, pour n assez grand, le dénomi-
nateur n! du nombre rationnel ca™/n! contient des nombres premiers qui
ne sont ni dans a ni dans ¢ et le nombre ca,a™ n’appartient pas a Z.

Ezemple 3.4. Considérons la fonction f (x) =", a,z™ ou,

pour n = pi'..p;*, on pose oy, = 1/p1...p.

Alors pour tout nombre premier p, pay, € Z,. Donc a, = 1 est une
constante d’Eisenstein p-adique pour f (on prendra ¢, = p). Cependant,
f(x) = >, anz™ n’a pas de constante d’Eisenstein car, quelques soient
a € N#0 ¢t ¢ € Z70, il existe des nombres premiers n = p pour lesquels le
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SUR LA CONSTANTE D’EISENSTEIN

dénominateur p du nombre rationnel «,, contient un nombre premier qui
ne divise ni a ni ¢ et donc tels que le nombre ca,a™ n’appartient pas a Z.

4. Fonctions algébriques et diagonales de fractions ration-
nelles

Soit k un corps. On définit une application diag : k((z,y)) — k((z))
en posant
diag Z a;jx'y’ = Z ag;’.
i i

diag(F) s’appelle alors la diagonale de F.!

Le résultat suivant est connu ([7] en caractéristique positive, [1] en ca-
ractéristique nulle et [2] pour une généralisation aux fonctions de plusieurs
variables). Nous en donnons une démonstration plus compléete et explicite
que celles que 1'on trouve dans la littérature.

Théoréme 4.1. Soit k un corps. Une fonction f du corps k((z)) est
algébrique sur le corps k(x) si et seulement si elle est diagonale d’une
fraction rationnelle F de l'anneau k(z,y) Nk((z,y)).

Démonstration. Le point clef pour démontrer que la diagonale d’une
fraction rationnelle est une fonction algébrique est une description
de 'anneau k(z, y) Nk((x,y)). Pour cela, il faut caractériser les polyndmes
de k[z,y] qui sont inversibles dans k((x,y)). La réponse a cette question
est donnée dans le lemme 4.5.

Lemme 4.2. Soit P un polynéme de l'anneau k((x))[y]. On suppose que
le polygone de Newton x-adique de P a un seul coté et que celui-ci a une
pente X > 0. Alors la série P(xy,y) est inversible dans 'anneau k((z,y)).

Démonstration. Ecrivons P(z,y) = ao(z) + ai1(z)y + ... + ag(x)y?. Par
hypothese, on a : vy(a;) — vy(ap) > Ai > 0 pour 0 < i < d avec égalité
pour i = d. Posons v = v, (ap) et a; = x~"a; de telle sorte que v, (ag) = 0,
c’est-a-dire ap(0) # 0, et vy(a;) > 0 pour ¢ > 0. Il vient

Play,y) = (ay)"(do(zy) +ai(ay)y +- - + dalzy)y”)
= (2y)"(@o(ry) — yu(zy,y)).

10n peut définir, plus généralement, I'application diagonale sur 'anneau des séries
entieres en n variables sur le corps k mais nous n’aurons a utiliser que le cas n = 2.
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avec u dans k|[[z, y]]. Comme ag est inversible dans k[[z]], on constate alors
que

1 — Z n xy,
P(zy.y)  ao(zy) =00 o wy
appartient a k((z,y)), comme annoncé. O

Lemme 4.3. Soit P un polynome de l’anneau k((x))[y]. On suppose que
le polygone de Newton x-adique de P a un seul coté et que celui-ci a
une pente X\ < —1. Alors la série P(xy,y) est inversible dans l’anneau

k((z,y)).

Démonstration. Si P(x,y) = aq(x) y?+---+ao(z), on a: vy(a;) —vz(ag) >
A(i—d) > (d—i) pour 0 < i < d avec égalité pour i = 0. Posons v = vy (ag)
et a; = 7 %a; de telle sorte que vi(ag) = 0, c’est-a-dire aq4(0) # 0, et
v.(@;) > d —i pour i < d, autrement dit z°~%@;(z) appartient & k[[z]]. On
trouve donc que :

Pay,y) = o'y (aa(ey) + -+ 2" (2y) as(ey) + -

-+ (ay)~Yao(ay))
2"y aq(zy) — z u(z, 2y)).

avec u dans k[[z, y]]. On constate alors que

1 o u(z xy
P(zy,y)  ag(zy) zvyo+d ng:o aq(zy)"
appartient & k((z,y)), comme annoncé. O

Lemme 4.4. Soit P un polynéme de l’anneau k((x))[y]. On suppose que
les pentes des cotés du polygone de Newton x-adique de P appartiennent
toutes a lintervalle (—1,0). Alors, la série P(xy,y) n’est pas inversible
dans Uanneau k((z,y)).

Démonstration. Soit P(z,y) = ag(x)y? + -+ ag(x) et soit A\; < --- < A,
les pentes du polygone de Newton de P. Par hypothese on a —1 < Ay et
Ay < 0.
Par définition du polygone z-adique de P, on a :

— vg(a;) —vg(aq) > (i —d)A, > 0 pour i < d,

— vg(ag) — vz(a;) < (—i)A\ <@ pour 0 < i.
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vz (a;)

pente \;

pente A,

FiGure 1. Polygone de Newton ayant toutes ses pentes
dans (—1,0).

En particulier 0 < vy (ag) — vz(aq) < d. Posons a@; = xz~v=(%) q; avec
a; = 0 si a; = 0. En particulier ag(0) # 0 et a4(0) # 0. Par ailleurs, nous
posons r; = vz(a;) —vz(aq) > 0 et s; = i +vy(a;) —vg(ap) > 0. On trouve :

P(my, y) _ xvz(ad)yvz(ao) (dd(xy)ysd 4.
o ai(wy)ai Yyt e+ ao(l‘y)xm)
_ xvz(ad)yvz(ao) (dd((])ysd + &O(O)ITO + zy U(I, y))

avec u dans k[[x, y]]. On constate que la série P(xy,y) n’est pas inversible
dans l'anneau k((z,y)). O

Lemme 4.5. La fraction rationnelle F' du corps k(x,y) appartient a l’an-
neau K((z,y)) si et seulement si la fraction rationnelle

T N

écrite sous forme réduite dans k(z)(y) a un dénominateur D € k(z)[y],
dont le polygone de Newton x-adique, n’a pas de pente dans [’intervalle
(—=1,0).
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Démonstration. D’apres le lemme de Hensel, le corps k((z)) étant complet
pour la valuation z-adique, on peut écrire

D =]][Pxn
A

ou les \; sont les pentes des cotés du polygone de Newton z-adique de
D et ou P, est un polynéme de k((x))[y] dont le polygone de Newton
x-adique a un seul coté, celui-ci étant de pente \;. Posons :

P = H P)\i ) Q: H P)\i-

X:€(0,1) Xi¢(0,1)

Par construction, on a D = P(@). Comme les polynoémes P et () sont
premiers entre eux par construction, il existe des polynomes R et S de
k((x))[y] tels que N = RQ+ S P avec deg R < deg P. Comme N est, par
hypothese, premier & D = PQ, R et P sont premiers entre eux.

D’apres les lemmes 4.2 et 4.3, Q(zy, y) est le produit d’éléments Py, (zy, y)
inversibles dans k((z,y)) et donc est inversible dans cet anneau. Par consé-

quent é(xy, y) appartient a k((x,y)).

N
Si F(z,y) = 5(azy,y) appartient a k((x,y)), alors %(J:y, y) appartient a
k((x,y)). Or, comme (R, P) = 1, il existe des polynémes U, V' de I'anneau
R
k((x))y] tels que UP + VR =1, et donc —— = |U + V—|(zy,y

appartient aussi a k((z,y)). Les pentes des cotés du polygone de Newton
de P sont, par construction, les A; qui appartiennent a l'intervalle (—1,0).
D’apres le lemme 4.4, P(zy,y) ne peut étre inversible dans k((x,y)) que
s’il n’y a aucun \; dans (—1,0) (et donc si P est un polynoéme constant).

Réciproquement, si le polynome D n’a pas de pente dans 'intervalle
(—1,0), les lemmes 4.2 et 4.3 assurent que P(zy,y) est inversible dans

N
lanneau k((z,y)) et la fraction rationnelle F'(z,y) = 5(373/, y) appartient

bien a k((z,y)) comme annoncé. O

Fin de la preuve de la partie directe (la diagonale d’une fraction
rationnelle est une fonction algébrique).
Supposons que f est la diagonale de la fraction rationnelle

F(z,y) = Z anma"y™
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1
et posons : G(z,y) = fF(z,y) = Zan,mx”ym_”_l. On constate que la
Yy oy

forme différentielle

G(z,y)dy = :c Zan mxy" " "dyy

vue comme fonction de y a coefficients dans k((x)), a un résidu en 0 (co-
efficient de %) égal & Y a, 2", c’est-a-dire a la diagonale f de F.
Le principe de la démonstration est que le calcul du résidu d’une frac-
tion rationnelle est une opération algébrique. Toutefois pour mettre cette
technique heuristique en forme, il faut soigneusement préciser les anneaux
dans lesquels se trouvent les différentes séries. Nous allons faire ce travail
en détail.

La décomposition de G en éléments simples dans le corps k((x))(y)
s’écrit :

Ry,
G=Q+) i
ou @, Ry et Py sont dans k((z))[y] et deg Ry, < deg Py. 1l vient

. . yRk zy,y) yRk zy,y)
diagF (x,y) = diag(yQ(ay.y) + Y %5 (. 2) ) 2 diag(Tp o )
car diag(yQ(zy,y)) = 0, comme on le vérifie facilement.
Par construction, les Py sont irréductibles dans k((z))[y] et donc leur po-
lygone de Newton z-adique n’a qu’un seul coté dont la pente est celle d’un
coté du polygone de Newton du dénominateur de G. Puisque G(zy,y) =
%F(x, y) appartient a k((x,y)), d’apres le lemme 4.4, cette pente n’appar-
tient pas a U'intervalle (—1,0).
yR(zy,y)
P(zy,y)
lygone de Newton z-adique de P n’a qu’un seul coté, celui-ci ayant une
pente p qui n’appartient pas a l'intervalle (—1,0).

i) Si p > 0, on est dans la situation du lemme 4.2 :
on a P(zy,y) = (zy)"(ao(zy) —yu(zy,y)) avec ap(0) # 0. On trouve alors
que

Nous calculons maintenant diag( ) en supposant que le po-

yR(zy,y)  yR(zy,y) i n(U(:cy,y))"

Play,y)  (zy)ao(zy) =" \ao(zy)

est de la forme y H(zy,y) et a donc une diagonale nulle.
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ii) Sip < —1, comme k((z )) est un corps, on peut supposer le polynéme
P unitaire. Notons fi=f, -+, f, les racines en y du polynéome P dans
une extension finie du corps ]k((x)) de telle sorte que l'on a

14
h;
P(a,y) = [T (v - fi(x))
i=1
La valuation z-adique se prolonge a cette extension. Ecrivons maintenant
la décomposition en éléments simples :

0‘2,]

Comme p < —1, les racines f; du polynéome P ont une valuation z-adique
au moins égale a 1. Autrement dit f;(z) = xg;(x) avec vz(g;) > 0. On
trouve

- y oy (zy) o ylfjai,j(iﬁy) .
= (v — fi(zy))’ (1 -z gi(zy))’
= > <j B iJlr n) 2"y Y (xy)gf (zy).
n=0 J i=1

Par un argument galoisien facile, on montre que > ;_; o jg;' appartient a
k((x)). On constate que la diagonalisation ne donnera un résultat non nul
dans I'expression précédente que si on an =1 — j ce qui impose j =1 et
n = 0. On trouve donc :

Yy ,] o Z;’:laivl(az) si j:l
dlag(; (v— filz >>')_{0 sij>1
c’est-a-dire :
. y R(zy,y
dlag( P xy y ) ;Oéll

Pour terminer la démonstration, il suffit de remarquer que les fonctions
a1 appartiennent au corps k(fi,..., f,) et que les f;, racines d'un po-
lynéme Py, sont aussi racines du dénominateur de G et donc sont des

R
fonctions algébriques. En fait, a1 est le résidu de 2 (et donc celui de G)

au point y = f;.
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Remarque 4.6. Lorsque le dénominateur de la fraction rationnelle G n’a
que des racines simples, on peut expliciter le calcul précédent car les rési-
dus se calculent facilement. On trouve, si G = N/D :

. N(fi)
dlag(y F(xy,y)) — Z 16;
D(f:)=0; vz(fi)>0 D (fz)

le résultat étant une série en x par un argument de Galois, méme si ce
n’est pas le cas de tous les f;.

Un cas particulier de cette remarque est le résultat suivant que l'on
trouve déja, dans le cas n = 1, dans [7].

Théoréme 4.7 (Cauchy- Furstenberg). Soit P un polynome de Q [x,y]
tel que P(0,0) = 0 et P;(0,0) # 0. Alors l’équation P (x,y) = 0 admet
une et une seule racine f telle que vy(f) > 0, celte racine appartient a
Q[[x]] et, pour tout n >0, on a

y" ! Py (zy,y)
P (zy,y)
Démonstration. Par construction, le polygone de Newton de P a une seule

pente négative et celle-ci est de longueur 1 (figure 2). Il est donc clair que
I'équation P (z,y) = 0 admet une et une seule racine f telle que v, (f) > 0.

(f (x))" = diag

'

vg(a;)

pente —1
T

1 d ?

FIGURE 2. Polygone de Newton de P.
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On a P(z,y) = co(z)+c1(z) y+- - -+cq(x) y? avec ¢(0) = 0 et ¢1(0) # 0.

1
Posons Q(z,y) =y — T(O)P(:r,y). Pour f et g dans zk((x)), on trouve :

v:(Q(z, f) = Q,9)) = max {va(f —g) + Lue(f' —g")} > ve(f —g) + 1.

Autrement dit, 'application f +— Q(z, f) est une contraction de xk((x)).
L’équation Q(z, f) = f a donc une unique solution dans cet ensemble et
cette solution est clairement la racine de P qui s’annule en 0.

Le résultat de la remarque 4.6 donne alors :

Yyt P (vy,y) PPy f) L,
Plegy) Paf) @

ce qui acheve la démonstration de ce théoreme. [l

diag

Démonstration de la réciproque (toute fonction algébrique est diago-
nale d’une fraction rationnelle).

Le théoreme 4.7 démontre cette réciproque dans le cas particulier des
“fonctions algébriques régulieres” c’est-a-dire des fonctions algébriques qui
s’annulent a 'origine et sont les seules parmi leurs conjugués a avoir cette
propriété. Pour avoir une démonstration générale, il suffit de se ramener
a ce cas en “séparant” f de ses conjugués.

Soit f = Y 72 ganx™ une fonction algébrique et soit fi = f,..., f, ses
conjugués (sur k(z)) dans une cloture algébrique k((z))8 de k((z)). La
valuation z-adique v, de k((x)) se prolonge & k((z)).

On considere la fonction algébrique suivante

d )
g= CL‘_d(f — Z anz") = Z anz" %
n=0

n=d+1

ol d est un entier choisi supérieur ou égal au maximum des valuations
ve(f — f;) pour 2 < i < p. Les conjugués de g sont les g; = 7 4(f; —
Zi:o anx™). Par définition de d, pour i > 1, on a

d
vx(fnzzoanm") >d+1>d>v.(f — fi).

On en déduit :
vp(g1) > —d+d+1=1 | e(gi) = —d+ v (fi— f) <0 (i>1)
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Soit alors
U ©

P(z,y) = cu(@) [[ (v — gi(2)) =D cila)y’
i=1 i=0

un polynome de k[z, y] dont g est racine, qui est de degré minimal et dont
les coefficients ¢; sont des polynémes en x premiers entre eux (ceci définit
le polynéme P a un facteur dans k* pres).
Comme P(z,g(z)) =0, on trouve P(0,0) = P(0,¢(0)) = 0.
Le calcul des valuations z-adiques des racines g; montre que le polygone de
Newton z-adique de P (figure 2), vu comme un polynéme en y, a une pente
strictement négative de multiplicité un et toutes ses autres pentes positives
ou nulles. On en déduit que le minimum des valuations est atteint pour
c1. Les ¢; ayant été choisis premiers entre eux, ce minimum est forcément
nul. Autrement dit P,(0,0) = ¢1(0) # 0.

On constate que la fonction algébrique g est réguliere et, d’apres le
théoreme 4.7, g est la diagonale de la fraction rationnelle

2P (x
Glay) =Y (7Y, Y)
P(zy,y)
Donc, f est la diagonale de la fraction rationnelle
JUP Py (xy,y)

d

n=0

F(z,y) = (zy)

O

5. Calcul d’une constante d’Eisenstein pour une fonction al-
gébrique

5.1. Constante d’Eisenstein de fonctions algébriques régu-
lieres
Comme on I’a vu dans la fin de la démonstration précédente, trouver une
fraction rationnelle dont une fonction algébrique donnée est la diagonale
peut nécessiter des calculs compliqués. Toutefois, si la fonction algébrique

est réguliere, on dispose de la formule explicite de Frustenberg (théoréme
4.7).

Lemme 5.1. Soit F (z,y) = P/Q une fraction rationnelle de Q (x,y)
ot P et Q sont des polynomes de k[x,y] et Q(0,0) # 0 [F appartient a
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Q((w,y))]. Si, pour des nombres a et 3 de Q (resp. (N2 pQ) les coef-

ficients du polynéme m@(am,ﬁy) sont des entiers (resp. des entiers

algébriques, des entiers p-adiques), alors le nombre af est une constante
d’Eisenstein entiére (resp. radicale, radicale p-adique) pour la fonction

f (z) = diagF (z,y).

Démonstration. 1l existe un entier 7 tel que le polynéme vP(ax, By) soit a
coefficients entiers (resp. entiers algébriques, entiers p-adiques). On cons-
tate que

oo 1 n
0,0)F (az, =~vP(az, ——Q(ax, -1
7Q(0,0)F (e, By) = v P( ﬁy)nZ::O <Q(070)Q( By) )

est une série entiere (en deux variables) a coefficients entiers (resp. entiers
algébriques, entiers p-adiques). Sa diagonale

diag 7Q(0,0)F (ax, By) = vQ(0,0) f (aBx)

est aussi a coefficients entiers (resp. entiers algébriques, entiers p-adiques).
D’ou le résultat annoncé. O

Corollaire 5.2. Si le polynome Q € Z [z, y| satisfait la condition Q(0,0) #
0, alors Q (0, 0)2 est une constante d’Eisenstein pour la diagonale de P/Q
ot P est un polynome de Q [z, y].

Démonstration. Cest le cas particulier « = § = Q(0,0) du lemme précé-
dent. ([

Remarque 5.3. Nous allons voir que, en général, le résultat du corollaire
précédent peut étre nettement amélioré. D’une part, on peut utiliser le
lemme fondamental pour calculer les constantes d’Eisenstein p-adiques, la
proposition 3.1 donnant alors la constante d’Eisentstein entiere (exemple
5.6). D’autre part, dans le calcul des constantes d’Eisenstein p-adiques, le
résultat optimum peut étre obtenu en faisant intervenir, dans le lemme
fondamental, des nombres o ou § qui ne sont pas égaux et, en particulier,
en prenant I'un d’entre eux non entier (ordinaire, algébrique ou p-adique)
(voir exemple 5.8).

Corollaire 5.4. Soit f une fonction algébrique réguliere et soit P dans
Z[z,y] un polynéme minimal de f [on aP(z,f)=0, f(0)=0, P(0,0) =
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0 et P, (0,0) # 0.} Alors (P; (0,0))2 est une constante d’Eisenstein en-
tiere pour la fonction f.

Si on suppose en outre que P n’a pas de pente nulle (les conjugués de f
sont de valuation x-adique strictement négative), alors P, (0,0) est une
constante d’Eisenstein entiére pour la fonction f.

Démonstration. Grace aux hypotheses faites sur le polynéome P, on peut
écrire P(z,y) = yP,(0,0) + 2Q(x,y) + y2R(z,y) avec Q et R dans Z[z, y]
(Q de degré 1 en y). Le théoreme de Furstenberg assure que f est la
diagonale de la fraction rationnelle

2 Py (2y,y) Py (zy,y)

P(ay,y) U P0,0) + 2Q(zy, y) + yR(zy, y)

et on applique le lemme fondamental avec a = 8 = P,(0,0).
Si P n’a pas de pente nulle, alors R est divisible par z et on applique le
lemme fondamental avec a = P(0,0) et 3 = 1. O

F(xay):y

Dans les cas particulier, ce résultat général peut étre notablement amé-
lioré. Nous en donnons des exemples dans les paragraphes suivants.

5.2. Calcul d’une constante d’Eisenstein pour la fonction
(1—a)

Considérons la fonction

fla)=(1—a)"m,
ol m est un entier naturel non nul. La méthode exposée au paragraphe
précédent s’applique a la fonction algébrique réguliere g = f — 1. Partant

de la relation z + (¢ + 1)™ — 1 = 0, le théoréeme de Furstenberg montre
que g est la diagonale d’une fraction rationnelle de dénominateur :

P(z,y)=m+z+ (T;L>y_|_ <7§>y2_‘_...+ (Z)Z/n—l‘

Nous commencons par établir un lemme.

Lemme 5.5. Soit m un entier naturel non nul et soit m = py" py"?...pI"»
sa décomposition en produit de facteurs premiers. Posons

g = pV P/ 2=D) 1),
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Alors, pour tout entier k, 1 < k < m, le nombre

_1(m k-1
ﬂm,k o (]C) am(m)

est un entier algébrique.

Démonstration. 11 suffit de montrer que l'on a |Gk, < 1 pour tout
nombre premier p. Si p ne divise pas m, le résultat est évident puisqu’alors
am|p = [m|p = 1.

Nous supposons maintenant que p divise m. On a |a;, |, = Ip|t/ =1 < 1.

. . m m(m—1
e Si p ne divise pas k alors : (k:):k(k—l
1({m—-1
E\k—1
e Si p divise k, on fait une récurrence sur le nombre m (plus précisément

sur la puissance de p qui divise & la fois k et m). On pose m = pm/ et
k = pk’ et on part de la relation classique

(L=100)],

comme k — k' =k (p—1) et k¥ > 1, on obtient :

et on trouve |Bmelp = 04531_1’ < lafy Mp < 1.
p

|ﬂm,k

1 k—1—K+1 —1+K
p = |- Bl TEH < gpl T <1
p P
ce qui acheve la démonstration. O

k—1

. 1 ({m
Le lemme montre que, pour 2 < ¢ < m, les nombres — I o,
m

1
sont des entiers (algébriques) et donc que le polynéme —P (mz,any)
m

est a coefficients entiers (algébriques). Le lemme fondamental montre que
a = may, est une constante d’Eisenstein radicale pour g donc pour toutes
les fonctions (1 — )™ = (g + 1)™ (proposition 2.5-2). On en déduit
immédiatement que a’ = m? est une constante d’Eisenstein entiere pour
ces fonctions ce que 'on aurait pu obtenir directement par le corollaire 5.4.
Toutefois, quand m a des facteurs carrés, le résultat obtenu est meilleur
comme le montre 'exemple suivant.

104



SUR LA CONSTANTE D’EISENSTEIN

Ezemple 5.6. Considérons la fonction f (z) = (1 — 2)Y/™ avec m = 27 3°.
D’apres ce qui précede, le nombre

a=mom, =m 21/(2-1) 31/(3-1) — 9 V3m

est une constante d’Eisenstein radicale pour la fonction f. Autrement dit
le nombre 6m est une constante d’Eisentstein entiere pour la fonction f.
Ceci améliore le résultat m? donné par le corollaire 5.4 des que r > 1 ou
s> 1.

Remarque 5.7. Considérons la fonction algébrique g (z) = (1 — :c)l/?’ -1
On a P(x,g(x)) = 0 avec P (x,y) = y> + 3y?> + 3y + x. Le degré n de
P en y ainsi que sa hauteur H valant 3, la formule de Dwork-van der
Poorten [6] et [5] donne, pour la constante d’Eisenstein a de f =g+ 1, la
majoration

a<4,8 (36—334+2,7410g363><1,22)332><3—1 ~ 4,7 % 1016

Cette majoration, comparée aux deux valeurs a = 3%/2 (constante radicale)
et a = 9 (constante entiere) fournies par le théoreme de Furstenberg, peut
sembler tres grande mais elle reflete la difficulté qu’il y a a controler la
constante d’Eisenstein dans le processus de séparation des conjugués qui
permet de se ramener au cas des fonctions régulieres.

5.3. Calcul d’une constante d’Eisenstein par optimisation li-
néaire

Lorsque 'on veut utiliser les résultats du paragraphe précédent pour
trouver une constante d’Eisenstein pour une fonction algébrique f, on ne
s’intéressera qu’au “dénominatewr” @ € Z[z,y] d’une fraction rationnelle
dont f est la diagonale : le “numérateur” P € Q[z,y| de cette fraction ne
peut qu’améliorer cette constante. 2

Il résulte des calculs des lemmes 4.2 et 4.3 que, quitte a multiplier P
par un “monéme” z"y® (r et s entiers relatifs), ce qui ne change pas la
constante d’Eisenstein, on peut toujours se ramener au cas ou le dénomi-
nateur @ vérifie Q(0,0) # 0. D’apres le lemme fondamental, il suffit alors

2L’exemple le plus extréme est celui ot ce numérateur est égal au dénominateur! En
fait nous conjecturons que la constante d’Eisenstein radicale que nous trouvons par le
procédé décrit ci-dessous est la meilleure possible si on veut qu’elle soit valable pour
tous les numérateurs possibles.
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de trouver des entiers algébriques a, 3 tels que le polynéme Q (az, By)
ait des coefficients multiples, dans ’anneau des entiers algébriques, du
nombre @ (0,0). On va étudier, pour chaque facteur premier p de @ (0,0),
les contraintes que cette condition impose aux valuations p-adiques de «
et 3.

On obtient, pour chaque facteur premier p un systéme d’inéquations li-
néaires, a deux variables v, (), v, (3), dont le rang est au plus égal au
nombre de termes non constants du polynome @ (z,y) . Nous cherchons
alors le minimum de v, (@) 4+ v, (f) sur le domaine convexe ainsi défini.
Il est atteint pour I'un des sommets de ce domaine. On obtient ainsi une
constante d’Eisenstein radicale p-adique a3 = p*»(@+%(8) pour f.

Le produit des constantes d’Eisenstein p-adiques ainsi calculées donne
une constante d’Eisenstein radicale pour f d’ou on peut déduire une
constante d’Eisenstein entiere.

Nous illustrons cette méthode générale par un exemple.

Exemple 5.8. Considérons le polynome Q (z,y) = 21 + 323y + 7oy +
52%9°. Les coefficients du polynéme Q (ax, By) sont
— divisible par 3 si :

e u3(3a®B)>1  Cclest-a-dire 3vg () +vs(3) >0,
o u3(7a?BY) >1 clest-a-dire 2vs(a)+ 4vs (B8) > 1,
o u3(5a*B%) >1 clest-a-dire 4vg () + 5v3(B8) > 1.

— divisible par 7 si :

e uv7(3a®B)>1  Clest-a-dire 3v7(a)+v7(3) > 1,
o v7 (7a%8%) c’est-a-dire 2v7 (o) + 4v7 () > 0,

>1
o v7(5aB3°) >1 clest-d-dire 4vr7 (a)+ 5v7 (8) > 1.
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v3(83) } v7(B)

Pour p = 3 la solution minimale est (v3(a),v3(8)) = (—1/10,3/10) ce
qui donne la constante d’Eisenstein radicale 3-adique 3~1/10+3/10 — 31/5,
Pour p = 7 la solution minimale est (v7(a),v7(8)) = (4/11,—-1/11), d’otr
la constante radicale 7-adique 74/11-1/11 — 73/11,

Finalement, une constante d’Eisenstein radicale pour la fonction f (z) =
diag (? 8‘3: 3) est 31/573/11 et une constante enticre est 21 = Q(0,0)

ce qui n’était pas difficile & obtenir directement en utilisant le lemme
fondamental avec oo = 21 et = 1 par exemple !

Remarque 5.9. Dans ’exemple précédent, le fait d’autoriser pour a ou 3
une valuation p-adique négative améliore effectivement le résultat obtenu
pour la constante d’Eisenstein radicale : En imposant a v (a) et a v (5)
des valeurs positives ou nulles, les solutions minimales correspondantes
sont (v3 (a),v3(8)) = (0,4) et (v7 (), v7(8)) = (1/3,0) ce qui conduit
A trouver 3/471/3 comme constante d’Eisenstein radicale.

Remarque 5.10. Si f est la diagonale d’une fraction rationnelle de plus de
deux variables (donc f n’est pas nécessairement algébrique [8]), le calcul
d’une constante d’Eisenstein par la méthode d’optimisation linéaire reste
possible méme si elle devient plus ardue puisque 1’on devra travailler dans
un espace de dimension plus grande.
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