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SUR LA THEORIE ERGODIQUE
par Jean BOCLE (Rennes)

INTRODUCTION

Point de vue sur la théorie ergodique et son cadre.

En Mécanique classique, on représentc unsystéme matériel ¥
dépendant de n parametres g, =1, ..., n, par un point z
dans un espace a 2n dimensions, les coordonnees de ce point

dg;
étant: py, ..., Puy Q1 ---y G OU p; = 'dt Ces 2n paramétres

caractérisent le systéme en mouvement a l'instant ¢; le point x
représente la phase de Y; on confond d’ailleurs point z et
phase du systéme et I’ensemble des points z correspondant
a X constitue Pespace des phases P. L’évolution du systéme
au cours du temps est représentée par une trajectoire dans
I'espace des phases.

Se donner les conditions initiales pour X revient & choisir
un point z, dans P; la phase z de X a 'intant ¢ est alors le
transformé de z, par une certaine transformation T, et nous
écrivons : z = Txy. D’une fagon générale, T, est une trans-
formation biunivoque de P en lui-méme telle que si y est la
phase de X a l'instant ¢, sa phase a I'instant ¢ + ¢t est Ty.
Les transformations T, forment un groupe (si on considére
— oo <t + ©):

Tox = =, T(T, ) =T,, ,x;

elles dépendent de I'indice ¢, le temps: Pespace des indices
est ici 'espace du temps.

D’autre part, si on envisage, comme on est amené a le
faire en Mécanique statistique, un ensemble d’états possibles
pour X a un instant ¢, donc une partie de 'espace des phases P,
il est intéressant de faire intervenir un résultat de Liouville
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((1], 11-8, p. 32) (*) qui affirme que les transformations T,
conservent le volume dans P moyennant un choix convenable
des parameétres du systéme.

D’un point de vue abstrait, nous sommes donc conduits a consi-
dérer un groupe de transformations biunivoques d’un espace P
en lui-méme et tel que, P étant muni d’une mesure convenable,
les transformations du groupe conservent la mesure.

Nous plagant maintenant a ce point de vue de la mesure
abstraite, nous devons introduire ’hypothése ergodique sous
la forme suivante: (hypothése de transitivité métrique):
dans I'espace des phases, les seuls ensembles mesurables inva-
riants par les transformations T, (4 un ensemble de mesure
nulle pres) sont ’espace P lui-méme et ’ensemble vide. Dans
ce cas, s1 nous supposons la mesure de P, ¢(P), finie et si f
est une fonction dépendant de la phase de X, donc de z, le
théoréme de Birkhoff nous dit que, pour presque tout z dans P,

tf;ef(T,z)dt tend vers une limite égale a v(ip)ﬁf(x) dy

lorsque 0 tend vers I'infini; en abrégé, les moyennes tempo-
relles ont une limite égale & la moyenne spatiale pour presque
tout z. Remarquons que cette limite est indépendante de z, c’est
une constante; elle est invariante par les transformations T,.
En fait cette derniére remarque est fondamentale, car le
théoréme de Birkhoff est valable méme si 'on ne fait plus
I’hypothése de transitivité métrique et si la limite n’est plus
nécessairement une constante, elle garde néanmoins la pro-
priété d’invariance. En effet ce théoréme s’énonce de la fagon
suivante : si P est de mesure finie, si f, fonction définie sur
P, est intégrable, alors la limite des moyennes ergodiques

6 . ..
% f f(Tx)dt existe presque partout sur P et cette limite est
0

intégrable et invariante par les T,. Un calcul élémentaire de
changement de variables montre que cette invariance provient
de l'invariance par translation dans le temps de la mesure
des durées : mesure de (0, ) = mesure de (¢, ¢t + 0) quel que
soit t. De la vient I'idée de considérer un groupe de transfor-
mations T,, dépendant d’un indice ¢, élément d’un espace I,
I'espace des indices, qui est un groupe, pas nécessairement

(1) Les numéros entre crochets renvoient a la bibliographie placée a la fin de
l'article.
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abélien et dans lequel on introduit une mesure invariante par
translation, a gauche par exemple. (Ceci implique évidemment
que le s-anneau support de la mesure est lui aussi invariant
par translation a gauche.) Comme d’autre part, il est utile
d’avoir une topologie dans I, nous sommes conduits a prendre
pour espace des indices un groupe topologique localement
compact mum de sa mesure de Haar.

Nous savons que du point de vue métrique, un tel groupe,
dans lequel on considére comme ensembles mesurables seule-
ment les ensembles de Baire et la restriction de la mesure de
Haar a ces ensembles, est un groupe mesurable ([1], §59).
Cette remarque n’est pas sans utilité, car, de méme que dans la
définition d’un groupe mesurable on introduit une propriété
de conservation de la mesurabilité dans le carré de ’espace
par une certaine transformation (2), de méme on devra complé-
ter I’hypothése de la conservation de la mesure dans P par
les transformations T, par une hypothése de conservation de
la mesurabilité dans I'espace produit I X P par la transfor-
mation T* qui a (¢, z) associe (¢, T, 'z) (3).

Origine et résumé de ce travail.

Le premier, 4 ma connaissance, a avoir généralisé I’espace
des indices est Wiener, qui, dans [20], prend pour I un espace
euclidien 4 n dimensions; les moyennes ergodiques sont alors
prises sur les boules fermées centrées a l'origine. Mais dans
son mémoire Wiener non seulement reprend les théorémes
ergodiques classiques: théoréemes de von Neumann et de
Birkhoff, mais encore considére ce que deviennent les moyennes
ergodiques lorsque la boule euclidienne au lieu de s’étendre
a I'infin1 se contracte sur 'origine (dérivation dans le cadre
ergodique). A ce propos Wiener remarque une ressemblance
entre les énoncés du théoréme de Birkoff et du théoréme de
dérivation dans le cadre ergodique qui peuvent étre coiffés
tous deux par celui du théoréme ergodique maximal. En outre
Wiener montre une analogie entre la démonstration du théo-
réeme ergodique de Birkhofl a partir du théoréme de von
Neumann et celle du théoréme de dérivation (ordinaire) dans

(3)  Voir plus loin ch. 1, § 2, transformation S*.
() A propos de cette analogic qu'il est intéressant de poursuivee, voir [19],

Appendice 1, p. 140 et [11], §3, p. 9. Voir également dans cet article ch. o, § L
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I'espace euclidien. Riesz [17] insiste davantage sur cette ana-
logie entre les démonstrations ainsi que Cotlar qui, dans [7],
signalant que I’étude n’a pas été faite dans le cas d’un groupe
topologique, mentionne le probléme suivant: « faire une
étude systématique de I’analogie entre les théorémes ergo-
diques et le théoréme de dérivation de Lebesgue-Perron-
Denjoy ». Ce fut la 'origine de ce travail; M. Pauc me proposa
en effet d’élucider le role des hypothéses vitaliennes en théorie
ergodique comme lui-méme et Krickeberg ’avaient fait en
théorie de la différentiation des fonctions d’ensembles et en
théorie des martingales.

Je n’ai pas atteint le but proposé, car, dés le début, j’ai
sulvi une orientation qui m’en éloignait. En effet, en appro-
fondissant la démonstration du théoréme ergodique maximal,
puis celle du théoréme de dérivation dans le cadre ergodique
de Wiener, il m’a semblé qu’il y avait intérét d’une part a
étudier systématiquement I'espace produit I X P, la corres-
pondance qui, a toute fonction f définie sur P, associe dans
I x P la fonction définie par f(¢, ) = f(Tx) et la transfor-
mation T* définie plus haut et d’autre part, a essayer d’éta-
blir des relations entre convergences dans I'’espace des phases
et dans I'espace des indices pour chacun des types: conver-
gence presque partout, convergence en moyenne et conver-
gence en mesure. (Ceci m’a d’ailleurs permis de constater la
souplesse que présente dans son maniement la convergence
en mesure ou convergence stochastique, comme l'avait déja
fait Krickeberg). Les résultats que j’a1 obtenus dans cette
voie ont été publiés dans [2]; leur développement fait I'objet
du chapitre 1.

Le théoréme de la densité de Halmos ([8], Ex. 5, § 61, p. 268)
me fournissait immédiatement une application aux moyennes
ergodiques de fonctions caractéristiques, moyennant une
légére extension dans le cas ou 'ensemble (E) n’est pas borné;
puis utilisant le résultat obtenu dans l’espace des phases,
1l était facile de I’étendre aux moyennes de fonctions de classe
L. Mais une autre voie, dans la ligne des travaux de Pauc
en théorie de la différentiation, consistait a généraliser le
théoréme de la densité et a rechercher des théorémes de déri-
vation globale dans I, non seulement dans le cas d’intégrales,
mais aussl dans le cas d’une mesure de Radon quelconque,
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puis a transposer dans I’espace des phases le résultat relatif
aux intégrales qui seul intervient pour les moyennos ergo-
diques. C’est le mode d’exposition choisi ic1: le chapitre 1
est consacré a I’établissement de ces théoréemes de dérivation
globale pour les intégrales et les mesures de Radon. Notons
que ces résultats, qui ont été publiés dans [4], sont nouveanx
méme dans le cas de la droite numérique. Pauc ([14], [15] [16))
et Krickeberg [13] ont obtenu des théorémes analogues,
mais dans des conditions différentes.

L’application a la théorie ergodique n’est donnée que dans
le chapitre 1r aprés 'introduction des moyennes ergodiques.
J’étudie d’ailleurs non seulement les moyennes ergodiques de
fonctions de point mais aussi les moyennes de fonctions d’en-
sembles, essayant de combler, en partie tout au moins, une
lacune signalée par M. Pauc: I’absence du point de vue dual
en théorie ergodique. Cect m’a conduit naturellement a envi-
sager systématiquement les moyennes de fonctions caracté-
ristiques qui procédent des deux points de vue et a aborder
d’une maniére différente de Calderon [6], Tsurum [18],
Halmos [10] le probléme de la mesure invariante. En parti-
culier, & propos de la question d’invariance, je suis amené a
1ntr0du1re une notion de groupe ergodlque plus générale que
celle de Calderon [5]. Les résultats principaux de ce chapitre 11
ont été publiés dans [3].

La bibliographie placée en fin d’article ne concerne que les
ouvrages cités dans ce mémoire. On trouvera dans [9], [11]
et [12] en particulier une bibliographie assez compléte sur la
théorie ergodique.

En terminant cette introduction, je tiens a exprimer a
M. Pauc, dont je n’ai pas mentionné le nom aussi souvenl
qu’ill Taurait fallu, toute mon affectueuse reconnaissance
pour les conseils et les encouragements qu’il n’a cessé de me
prodiguer pendant I’élaboration de cette theése.
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CHAPITRE 1

GROUPES TOPOLOGIQUES LOCALEMENT COMPACTS

Il s’agit essentiellement de groupes topologiques localement
compacts au sens de Bourbaki, donc séparés.

Dans le § 1, nous fixons les notations et nous énongons
les définitions et propriétés qui serviront dans la suite,
en particulier lorsque nous utiliserons un groupe topologique
localement compact comme espace des indices en théorie
ergodique. Dans le § 2, nous adaptons au cas général unc
transformation utilisée par Halmos seulement dans le cas
d’un groupe mesurable; cela nous permet de démontrer deux
propositions qui trouvent leur application dans le § 3, ou nous
étudions le probléme de la dérivation dans un groupe topo-
logique localement compact.

1. — Généralités.

La plupart des notations, définitions et propriétés que nous
introduisons ici sont empruntées & Halmos ([8], chapitres x
et x1 principalement).

I, groupe topologique localement compact; e, élément unité
de I; r, s, t, éléments quelconques de I.

S1 A est une partie de I, on note:

SA={r:r=st teAl As={r:r=1ts, teAl

sA, resp. As, translaté a gauche, resp. a droite, de A pars.
Si A et B sont deux parties de I,

AB = UtB =JAs.
teEA SEB

C, classe des ensembles compacts de I; B, s-anneau booléen
engendré par €. Les éléments de $# sont les ensembles boréliens
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de I. Tout ensemble borélien est s-borné. Tout ensemble
ouvert s-borné est borélien.

U, famille des ensembles boréliens ouverts.

Co, classe des ensembles compacts de I qui sont des Gj; By,
s-anneau engendré par C, Les éléments de %, sont les
ensembles de Baire de 1.

Uy, famille des ensembles de Baire ouverts.

IX, espace produit I X I; %5, s-anneau engendré par la
famille des ensembles Ay X By, A, et B, appartenant a B;
BX coincide avec la famille des ensembles de Baire de I*
considéré comme groupe topologique localement compact.

#*, s-anneau engendré par la famille des ensembles A X B,
A et B appartenant a $.

esures: Mesure de Borel: mesure définie sur $ et finie
M M de Borel défi $ et fi
pour tout ensemble compact. Toute mesure borélienne est
o-finie.

Mesure de Baire: mesure définie sur 3, et finie pour tout
élément de C,. Toute mesure de Baire g, est régulicre, c’est-
a-dire que:

o(Ao) = 1nf . 5o(Up: Agc Uy, U € Uyp),
Po(Ao) = sup.po(Co : Ag2 (o, CoeCy).

Une mesure borélienne est réguliére si, o désignant une
telle mesure,

VAe®B, z(A)=inf.;(U: AcU,Ue‘l)=sup.g(C: A>C, CeC).

O

VAO € i%0’

Elle est complétement réguliére (en abrégé c. r.) si:
¢(A) = inf.p(Up: A c U, Uy e Uy) = sup.p(Cy: Ao Gy, CoeCy).

Une mesure de Radon est une mesure de Borel réguliére.

Une mesure de Haar A est une mesure de Radon c. r.,
positive pour tout ensemble non vide de ‘Il et invariante par
translation a gauche:

VAeR et rel, rAe® et A(rA) = A(A).

Une telle mesure n’est définie qu’a un facteur constant
prés et par conséquent le rapport des mesures de Haar de
deux ensembles boréliens est déterminé de fagon unique. Or
dans la suite il n’interviendra que de tels rapports. Aussi
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parlerons-nous de « la » mesure de Haar définie sur $ et qui
sera toujours désignée par A.
Quel que soit I’ensemble borélien A et I'élément r de I,

Are® et AAr) = AA).k(r)

k(r), qui ne dépend pas de A, est la fonction modulaire. Elle
est positive et finie, et continue sur I. On a:

k(e) =1 et k(rs) = k(r).k(s), Vr et sel.

Si k(r) = 1 quel que soit r, on dit que le groupe est uni-
modulaire.

2. — Utilisation dans le cas d’un groupe topologique
localement compact d’une transformation
intervenant dans la définition d’un groupe mesurable (*).

Transformation S*: S* est la transformation de I* sur I
qui, a (r, s) fait correspondre (r, r~1s). Elle est biunivoque et
bicontinue. Elle transforme tout ensemble de &Y en un ensemble
de .

(LB.A)

|

(1.B.P)

Utilisant les notations de [8] pour les sections d’un ensemble
dans un espace produit {*), si A et B sont deux parties de I,
on a:

[SA X B),=r-BsireA et OsireA,

(*) Dans (8], § 59, p. 257, la transformation S utilisée est l'inverse de notre
transformation S*.

(®) Si E est un ensemble dans I'espace produit X x Y des deux espaces X et Y,
E:={y:(z, y)eE} et E? = {a: (2, y)€E}.
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et [SYA X B)f={r:r-t=s, reA, teB}
= {r:r=1ts"1, reA, teB} = AnBs!
Soit (I¥, #%, ¢*) 'espace mesuré produit des deux espaces
mesurés (I, 8, p) o p est une mesure de Radon c. r. quelconque
et (I, #, A). [Cf. note (**)]. Si Ay et By sont deux ensembles

de Baire, on obtient par application du théoréme de Fubini
au calcul de la mesure de S*(A, X By):

[S"(AoXBy)] = [, Ar-Bo)dp(r) = [, A(Bo)dp(r) =5(Ao). A(By).

Donc dans (I¥, #% 5*), S* transforme un « rectangle » de
Baire en un ensemble de Baire de méme mesure.

Soilent maintenant A et B deux ensembles boréliens bornés.
A X B est un « rectangle » de #*. Puisque les mesures g et A
sont complétement réguliéres, on a:

5(A) = sup. 5(Co: Gy A, Gy € Cy) = inf,
A(B) = sup. A(K, : Kq € B, K, € &) = inf.

Mais :
CcAclU; et KjecBeV, = (C X KgcA XBcU, XV,
donc: S*C, X Ky) e S*A X B) « S*U, X V,)

Or:

sup. p* (G X Kp: G e A, K, eB)

= sup. p(Co: Gy = A).sup. A (Kq: Ky € B) = p(A).A(B)
inf. ¢*(Uy X Vy: Uyo A, V,B)

=1inf. p (Uy: Uy 2 A).inf. A (Vy: Vo2 B) = p(A).A(B).

et puisque S* conserve la mesure $* pour les « rectangles »
de Baire:

sup. ¢¥[S*(Co X Ko)] = inf.* [S* (U, X Vy)| = ¢(A). A(B).

S* (A X B) a donc des mesures intérieure et extérieure égales,
et comme 1l appartient au s-anneau héréditaire engendré
par $%, 1l est mesurable relativement a la complétion (*) g%

2(Up: Uy o A, U, € Uy)
A(Vo: Vo2 B, V, € Uy)

() La complétion p d’une mesure p définie sur un espace de mesure (X, ) est
Pextension de la mesure u a la classe de tous les ensembles EUN ou Eed et N est
un sous-ensemble d’un ensemble de mesure nulle, extension définie par:

W(EUN) = u(E).
(CS. (8], § 13.)
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de la mesure p* (cf. [8], § 14, th. F, p. 60) et sa mesure est
?(A).A(B).

D’autre part le théoréme de Fubini reste valable si on
remplace ¢* par sa complétion g*.

Comme conséquences de ces remarques, nous obtenons les
deux propositions suivantes:

Prorosition 1 : Quels que soient les ensembles boréliens bornés

A et B tel que A(B) > 0, quelle que soit la mesure de Radon

complétement réguliére o, si \ désigne la complétion de %, on a:

a)= [RREB R ()

En effet, 'application du théoréme de Fubini au calcul de la
mesure de S*(A X B) donne:

5(A). A(B) = f 5(A n Bs~1)di(s)
d’ou, puisque A(B) > 0:

(a)= [EATS) ).

(1)

Posant s = ¢!, on obtient dA(s) = k(1)

(AnBs 1)
(8= [EETEdA

(A n Bt) d)\( ) . ';(AfLBL)
= [%5d =m0

et

O

ProrositioN 2. — Si U est un borélien ouvert et borné, B
un borélien borné, si f est une fonction définie dans 1, locale-
ment B-mesurable et si g est la fonction définte dans I* par
g (r, 8) = f(rs) — f (s), alors la restriction de g au « rectangle »
U X Best mesurable relativement a la complétion \* de la mesure
produit AX = A X A.

¢ étant un nombre réel, posons: A = {s:f(s) = c{.

(?) Si dans I’expression d'une intégrale aucune mention n’est faite de I’ensemble
sur lequel elle est prise, c’est que I'intégrale est étendue au support de la fonction
ou a 'espace tout entier si celui-ci est mesurable.
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A est localement borélien.
f(rys):se Al n (U XB)=(IXA)n(UXB)=U X (A nB)e®*
donc g, telle que g (r, s) = f(s) est localement $* mesurable.
f{(r,s):rse Al n(U x B) = [S*(I X A)]n (U X B)
= [S$*[U X (AnUB)]|n (U X B).

Or UB est ouvert et borné, donc borélien, par suite A n UB est
borélien borné et par conséquent S*[U X (A n UB)| est mesu-
rable relativement a A*. Il en résulte que la restriction de g,

telle que gy(r, s) = f (rs) 8 U X B est A*-mesurable. Puisque g,
I’est aussi, 1l en est de méme de g = g, — g; ().

3. — Théorémes de dérivation globale

dans les groupes topologiques localement compacts.

o étant une mesure de Radon, B un ensemble borélien
borné de mesure positive, nous allons étudier le comportement
de la fonction pp définie par zp(t) = %Egg lorsque B tend vers e
du point de vue de la convergence en moyenne oude la conver-
gence en mesure sur un ensemble borélien borné.

Nous décomposerons cette étude en plusieurs cas en nous
appuyant sur les remarques suivantes:

a) Si p est une mesure de Radon de signe quelconque sur
(I, ®) elle est différence de deux mesures positives (décompo-
sition de Jordan):

p=pt—p"

b) Si p est une mesure de Radon positive, elle peut s’écrire

et cela d’'une maniére unique, sous la forme:

p=vt7Y
ou ¢ est une mesure de Radon positive absolument continue
parrapport a A et une mesure de Radon positive étrangére a A.
Il nous suffit donc de considérer deux cas: d’une part

celui d’'une mesure de Radon positive absolument continue

par rapport a A, d’autre part celul d’une mesure positive
étrangére a A.

(8) Remarquons que si I est métrisable, on peut remplacer U par un borélien
borné A quelconque; il n’est pas nécessaire de le supposer ouvert.
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Cas d'une mesure de Radon positive absolument continue par
rapport a A.

Soit donc ¢ une fonction d’ensemble définie sur $, & valeurs
réelles positives et finies sur les ensembles boréliens bornés,
s-additive et absolument continue par rapport a A. Cette
fonction posséde alors un intégrant de Radon-Nikodym f,
positif et localement $-mesurable, défini seulement a un
ensemble localement borélien et négligeable prés.

Tutortme I. — Lorsque U, ensemble borélien ouvert et

borné tend vers e, la fonction ¢y définte par qb(t):iggg
converge en moyenne vers f sur tout ensemble borélien borné D. (*)

a) Posons g (s, t) = f(st) —f(¢).

Quels que soient I’ensemble borélien ouvert et borné U et
I’ensemble-borélien borné B, d’apres la proposition 2 ci-dessus,
nous pouvons appliquer le théoréme de Fubini a la restriction
de g 4 U X B relativement a la mesure A%, complétion de A*.
En remarquant qu’une s-section ou une t-section quelconque
de g est B-mesurable, nous pouvons écrire:

[ glsnd¥s, 0= [ a0 [ gls, 0 dn(s)
_ f dA(s) f g(s, H)dA (1)
Mais : fgstdx ff (st)d(s —ff (t)d(s

Posant st = r, on obtient :

[.flanane) = [ fir).kendr () = k1(t> ﬁ'f(r)dx(r)=?]£%t).
Comme fU £(6)d\s) = (). A(U), il vient :

ﬁ g, ) dn¥(s, 0 f X(U)]di(t)

— A(U) ﬁ [J)\g—Ut—)—f(t)]di(t).

(®) Modification a I'énoncé de ce théoréme dans [4]: I'ensemble qui, dans cet
énoncé élait désigné par B doil étre supposé ouvert, pour une question de mesura-
bilité (cf. la démonstration de la proposition 2); ¢’est pourquoi il est noté U ici.
Si I est métrisable, il n’est pas besoin de considérer un ouvert (cf. note (8)].






