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SUR LES TRANSFORMATIONS
DES VARIETES RIEMANNIENNES ET KAHLERIENNES

par R. COUTY

INTRODUCTION

Le présent travail est consacré a I’étude de certaines trans-
formations des variétés riemanniennes et des variétés kihle-
riennes, ou plus généralement des variétés munies d’une
connexion euclidienne ou linéaire. Sauf avis contraire, il
s’agit toujours de variétés différentiables de classe C”. Nous
faisons constamment usage de la dérivée de Lie dont la défi-
nition et les propriétés essentielles sont rappelées dans les
préliminaires. Ce travail est divisé en deux parties. La pre-
miére partie est de caractére local; elle est inspirée par I'étude
des espaces harmoniques. Rappelons qu'un espace riemannien
est dit harmonique relativement & un point O, si, s, désignant
la distance géodésique de O a un point variable M, le laplacien
A,s ne dépend que de s. On sait [15, 16], que sur un tel espace,
I’élément de volume en M est invariant par toute transfor-
mation conservant la sphére géodésique de centre O et passant
par M. Ceci nous conduit & étudier sur une variété rieman-
nienne quelconque, parmi les transformations locales conser-
vant la sphére géodésique celles qui conservent I’élément de
volume, ou plus généralement telle ou telle structure géomé-
trique. Sur une variété V munie d’une connexion linéaire,
on peut définir de telles transformations en considérant le
parameétre affine des géodésiques; soit T, I'espace vectoriel
tangent en O, & tout endomorphisme @ de T, nous associons
la transformation locale M — M’ = G(M) définie de la
maniére suivante: dans un voisinage convenable de O, a
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tout point M correspond la géodésique (g) passant par O
et M, soit O son vecteur tangent en O, O est transformé
par @ en 6’, on prend sur la géodésique (g') tangente en O
4 0, le point M’ de paramétre canonique s’ égal au paramétre
canonique s de M. Nous prendrons plus particuliérement pour
endomorphismes @ les éléments du groupe d’holonomie infi-
nitésimale ¢, au point au O. Le chapitre 1 est consacré aux
définitions des transformations étudiées et au rappel des
propriétés des coordonnées normales et des tenseurs normaux.
Dans le chapitre 11, V est 4 connexion riemannienne et on
étudie le cas ou les transformations © sont affines, projectives
ou conformes (dans ces deux derniers cas nous sommes amenés
4 supposer V espace d’Einstein) ou bien conservent 1’élément
de volume, on en déduit des propriétés de la courbure (espaces
localement symétriques, ou espaces dont le tenseur de Ricei
est & dérivée covariante nulle). Le chapitre 111, étudie, pour
les variétés kahleriennes I'invariance de la structure complexe,
puis le cas ou les transformations © sont projectives ou
conformes, I’hypothése, espace d’Einstein n’étant plus néces-
saire ici, Le chapitre 1v concerne les variétés a connexion
euclidienne, nous établissons d’abord quelques formules
valables pour une connexion linéaire, puis nous considérons
I’exemple d’un espace de groupe semi-simple, ou se trouvent
réalisées certaines hypothéses que nous sommes amenés a
faire par la suite. Pour une variété riemannienne munie d’une
connexion euclidienne, nous obtenons moyennant des hypo-
théses sur la torsion, des résultats analogues & ceux du cha-
pitre 1.

La deuxiéme partie est essentiellement 1’étude des trans-
formations infinitésimales projectives ou conformes sur une
variété riemannienne ou kihlérienne. Dans le chapitre 1, la
variété est supposée compacte, ou plus généralement compléte.
Dans le cas compact, nous obtenons une relation entre le signe
de la courbure de Ricci et I’existence de transformations infi-
nitésimales projectives. Dans le cas complet nous retrouvons
un résultat de Hano [6]; et, si la variété riemannienne compléte
est simplement connexe, nous obtenons pour les transforma-
tions projectives et pour les collineations conformes, un théo-
réme de décomposition analogue & celui du cas affine. Le
chapitre se termine par une étude des endomorphismes [10, 20]
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associés a4 une transformation infinitésimale affine, projective
ou conforme. Au chapitre 11 nous montrons que certains des
résultats de BocaNer, LicaNeErowicz, Yano [27, 16] pour les
tenseurs d’un espace riemannien compact, orientable, sont
valables pour les tenseurs G-invariants d’un espace homogéne
G/H, ce qui nous permet en particulier d’énoncer un théoréme
de semi-simplicité. Nous étudions ensuite le cas particulier
ou l'espace des classes de cohomologie des n-formes G-inva-
riantes et de dimension 1, nous obtenons dans ce cas pour les
p-formes conformes G-invariantes des résultats analogues &
ceux obtenues pour les p-formes dans le cas compact. Le
chapitre 111 est réservé au cas ou V est espace d’Einstein,
I'espace vectoriel des 1-formes projectives (resp conformes)
admet une décomposition en somme directe analogue a celle
donnée par Licanerowicz [18] pour les formes conformes
dans le cas compact. Si V est de plus harmonique, ou homogéne,
toute 1-forme projective (resp conforme) est isométrique; il
en est de méme, sous certaines hypothéses si V est complet.
Le chapitre 1v est I’étude, dans le cas ou V est une variété
kihlerienne des 1-formes projectives (resp conformes) fermées,
elles sont alors affines (resp homothétiques), si on ajoute
I’hypothése compact, ou complet, avec une restriction sur le
groupe d’holonomie, on a des formes a dérivée covariante
nulle. Pour un espace d’Einstein-Kihler on obtient un résultat
qui a été donné par Yano [26] seulement dans le cas compact.
Certains des résultats de ce travail ont été indiqués dans
quatre notes aux comptes rendus de I’Académie des
Sciences [3, 4, 5].

Je suis heureux d’exprimer ma profonde reconnaissance
a M. Anpré LicHNEROWICZ, qui n’a cessé de me prodiguer
ses conseils et encouragements avec la plus grande bien-
veillance et dont l'enseignement et I’ceuvre, en particulier
ses deux récents ouvrages [12, 13] ont été pour moi le
guide le plus précieux. Que M. CuarLeEs ErrEsmanN, dont
j’ai eu le bonheur de suivre les legons et qui a bien voulu
me proposer un sujet de seconde thése veuille bien trouver
ici 'expression de mes remerciements. Je remercie également
Mme JacQueLINE LeLonNG-FErRraAND qui a bien voulu se
joindre & MM. ExresmanN et LicaNEROWICZ pour constituer
le jury auquel est soumis cette thése.



PRELIMINAIRES

§ 1. — Dérivée de Lie ([13] pages 12-32).

Soit Vrn une variété différentiable de dimension n, de
classe C*; soit ¢, une famille dépendant du paramétre te R
de transformations différentiables de Vn, nous dirons que nous
avons un groupe a un paramétre de transformations diffé-
rentiables s1 Papplication :

(t, r)e R X V,—>¢q(z) =2(t) e V,,

est une application différentiable de R X Vn dans Vn et si
de plus, pour t et t'e R

Qe = Peo Pe.

Un groupe a un parameétre de transformations différentiables
définit sur Vn un champ de vecteurs & de la maniére suivante :

pour z e Vn
— (%=(t)
E.’l: - ( dt >t=o

Réciproquement, si on considére un champ de vecteurs &,
il n’existe pas nécessairement de groupe 4 un paramétre de
transformations différentiables définissant ce champ de vec-
teurs, mais, ce champ de vecteurs définit un groupe local & un
parameétre de transformations locales de Vn. En effet, il suffit
d’intégrer, a partir du point initial z(0) = z le systéme difé-
rentiel

(1-1) da(t)

dt = E.z:(t);

on sait que, pour tout y e Vn, il est possible de trouver un
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voisinage U(y) et un nombre positif e(y) tels que (1-1) admette
une solution notée

z(t) =exp () x  pour  [t| < e(y).

L’application différentiable exp () admet une application
linéaire tangente que nous noterons de la méme fagon et qui
définit un 1somorphisme de ’espace vectoriel T, tangent en z
sur 'espace vectoriel T,, tangent en xz(t) = exp(tf)z. Par
image réciproque, on a un isomorphisme exp(t%)* de I’espace
des formes en z(t) sur I’espace des formes en z. Si Q est une
p-forme, la dérivée de Lic de Q par § est la p-forme définie
par

[9(5)Q], = lim SR Qoy — Qs

t>0 t

D’une maniére analogue, exp(— t£) définit un isomorphisme
de T, sur T, et par suite un isomorphisme de l’espace des
tenseurs de type donné en z(t) sur I'espace des tenseurs de
méme type en z. Si T est un tenseur, la dérivée de Lie de ©
par & sera le tenseur défini par

[4(§)T]. = lim exp(— tezﬁzm—t‘;x.

t>0

Il est commode dans les calculs d’introduire une connexion
Linéaire ([12] p. 72-107) y définie par une forme w. Dans un
systéme de coordonnées locales quelconques désignons par Ej,
les coefficients de cette connexion; soit y la connexion associée
définie par

Ejx = Ey,
nous désignerons par V et V les opérateurs de dérivation

covariante relativement & ces deux connexions. La dérivée
de Lie de la connexion (y) est donnée par

(1-2) [G(E)E]s = ViVE -+ ERiy,

(ot R¥, est le tenseur de courbure de la connexion (y)). Pour
un tenseur @;, une fois covariant et une fois contravariant,
on a

(1'3) [Q(E)ﬁ]jt = Ekvk@i + Gjﬁlgr - ‘6'}6&/-
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On en déduit immédiatement la formule analogue pour un
tenseur quelconque. Rappelons enfin la relation de commu-
tation des opérateurs { et V, par exemple, pour un tenseur
v,

(1-4) 4@V, — VIE)T, = [LEELRL, — [4(E)E]LT,

§ 2. — Transformations projectives et conformes

(voir par exemple, [26]).

Un vecteur (&) définissant une transformation infinitésimale
affine, projective, conforme, homothétique, isométrique, sera
dit plus briévement vecteur afline, projectif, etc..., et sur une
variété riemannienne, grace a la dualité définie parla métrique,
la 1-forme associée dont ’expression locale est &dz' sera
appelée 1-forme affine, projective, etc... Rappelons qu’une
transformation affine pour une connexion linéaire donnée est

une transformation conservant cette connexion. Si % est un
vecteur affine, on a

(2-1) [4€)E]j = 0.

Une transformation projective est une transformation conser-
vant les géodésiques. Pour une connexion symétrique, si &
est un vecteur projectif, il existe un vecteur ¢, tel que

(2-2) [4E)Ej = Sidi— by

Dans le cas d’une variété riemannienne, on voit par contrac-
tion de i et j que ¢ est le vecteur gradient défini par

1
(2-3) $y=VV%, ou ¢=— n-+41 d2g,
donc un vecteur projectif vérifiant dd§ = 0, (ou d et § sont
les opérateurs de différentiation et de co-différentiation de
G. de Ruam [1]), est affine.

Dans le cas d’une connexion symétrique de coefficients

[, de
L@ R = V[LE) e — Vi[£(E) L ([26] p. 17)
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et de (2-2); on déduit

(2’4) 5f(E) Rijk! = Sivl% - vak%
et, par contraction de ¢ et [
(2-5) AE)Ry = (1 —n)Vid,.

Si nous considérons maintenant le tenseur de courbure
prejectif qui, pour un espace de Riemann est donné par

. 1 . .
Wi = R ——— (3iRy — 8iRy),
on a, pour tout vecteur projectif &
Q(E)W‘ﬂtl - O.
Sur un espace de Riemann de métrique:

une transformation conforme est une transformation préser-

vant la métrique a un facteur scalaire prés; si § est un vecteur
conforme, on a

(2-7) 2By = V& + V& = 2@80

ol @ est une fonction dont I’expression est déduite de (2-7)
par contraction

1 1
o= (V) = ——&

Si @ est constante, la transformation est une homothétie,
et si 05 = 0, le vecteur conforme est isométrique.
®; désignant le vecteur gradient

O, =00
ou 3P est une notation abrégée pour gg—:)
on a ([26] p. 160)
(2-9) () = s + 8P, — gud"
d’o
(2-10) 4(E)RY, = — V.08 + V8 — g,V + g,V D
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et
210)  LBR, = — (n— 2V, — g,9, 2"

Considérons le tenseur de courbure conforme donné par

1
Chijk = hl]k + n—>9

(85' Ry — ngij + githi - giJRh")

R

+ (n— 1) (n—2) (8zg‘1—8.,;gtk)7

pour tout vecteur conforme §

4(E)Ch = 0.



PREMIERE PARTIE

Transformations locales définies par I’holonomie infinitésimale.

CHAPITRE PREMIER

DEFINITIONS

§ 3. — Coordonnées normales et tenseurs normaux.

Soit. Vn un espace riemannien; dans cette premiére partie
nous ferons fréquemment usage des coordonnées normales
([25], p. 84). Nous rappelons que, pour définir un systéme
de coordonnées normales d’origine O, on méne les différentes
géodésiques issues de O, 8 (1=1,2... n) désignant les
composantes par rapport 4 un repére quelconque d’origine O
du vecteur unitaire tangent en O a la géodésique OM, les
coordonnées normales du point M sont:

= O's

ou s est la longueur de ’arc de géodésique OM. Dans ce para-
graphe les coordonnées locales employées sont les coordon-
nées normales. [}, désignant les coefficients de la connexion
riemannienne, on a, au point M

[z = 0
et a lorigine O '

(F}k)o =0
rappelons encore la relation:

= (gy)or'?.
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Considérons maintenant les dérivées en O des coefficients [,
(Ao = ul%4)os ) (Aki...r)o = (... :[ii)o-

S1 on rapporte l'espace a4 des coordonnées normales d’ori-
gine M variable, on définit des ensembles de fonctions des
coordonnées de M. On sait que ces fonctions sont les compo-
santes de tenseurs, au tenseur A%, .d,,, indices on donne
le nom de tenseur normal d’ordre p ([25] p. 102). Nous aurons
besoin dans la suite des composantes des tenseurs normaux
d’ordre 2 et 3 calculées en fonction des composantes du tenseur
de courbure. Nous suivrons pour cela la méthode indiquée
par Elie-Cartan ([2], p. 243). Au point O nous attachons
un repére R, et en tout point M d’un voisinage convenable
de O le repeére déduit de R, par transport par parallélisme,
le long de la géodésique OM. Nous désignerons par §' et
wj les formes qui définissent le déplacement de ce repére,
elles s’écrivent en posant z' = a't, les &' restant constants
le long d’une géodésique issue de O

b =a'dt 4 0"t
(3-1) 3(»}: w'}(t,_l—a? c(lc;) » 44
ou les 6", w’j sont de la forme
0" = ai(t, a)dd
gw'j =vi(t, a)da*.
Partons des équations de structure
dv' = wi A 0"

(3-2) doj=—o; A ]+ % R0 A 0.

Remplagons 0 et wj par leurs expressions (3-1), on obtient
b,O" da' + dw'i
On en déduit un développement limité de 0" et '} suivant

les puissances de ¢, et, en revenant aux formes 0' et ] et
aux coordonnées normales, on a:

=dx' 4 % (Ripe)o x'z* da™ + 112
(3-4) )
o =5 (Ryu ! da* + & (V, R}, 2’ da,

(V,Rb)o a2 da*
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En repassant au repére naturel relatif aux coordonnées
normales d’origine O, il en résulte, en utilisant I'identité de
Bianchi, le développement de [Y

. 1 ... 1 .
I = 3 Ry + Ry + 19 [4V.RY,,
+ VR + Vi Ry, 4+ VR ]owa,

d’ou les composantes des tenseurs normaux

(3-5) Aijku = %( ﬂm + iju)
(3‘6) Aijkuu = 112 [(v kau + V; Rkum)

- 2(vuRjikn + vuRjikv) - B(VURjuki + vuRjuki)]

et, par contraction

1
(3'7) Ay = — _3'— R
(38) Al =—¢ (Ru + ViRo + VR
§ 4. — Définition des transformations étudiées.

Sur une variété différentiable Vo2 munie d’une connexion
linéaire considérons un champ de tenseurs A%, ; les tenseurs
en un point O
(A iy Vi oo Var)oy ooy (Voo VLAY, VR VUL U,
ou 'V, ... V,; Ul, - U,; sont des vecteurs de lespace vec-
toriel T, tangent en O, définissent des endomorphismes de T,.

,
Nous noterons en abrégé ces différents tenseurs par a R ad,

et les endomorphismes correspondants par a a Pindice
r indiquant « ’ordre » de 1’élément conSIdere sera supprimé
lorsqu’il n’y aura pas lieu de préciser cet ordre. Si nous pre-
nons pour A le tenseur de courbure, les tenseurs en O intro-

duits ci-dessus que nous noterons (ol‘j, cey (rl'j engendrent
I'algébre de Lie du groupe d’holonomie infinitésimale en O
([12], p. 133, [22]). A tout endomorphisme @ correspond un

groupe a un paramétre d’automorphismes de T,, exp (ua), a
un tel automorphisme, transformant le vecteur © en le vec-
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teur 8’, nous associons la transformation locale suivante : dans
un voisinage convenable de O, a tout point M correspond la
géodésique g passant par O et M, soit 8 le vecteur tangent en
O a4 (g), on prend sur la géodésique (g') tangente en O a O’
le point M’ de parameétre canonique s’ égal au paramétre
canonique s de M. Si (2') sont les coordonnées normales
de M dans un systéme de coordonnées normales d’origine
O, ces transformations sont définie par le vecteur § dont les
composantes en coordonnées normales d’origine O sont
données par

(4-1) g = (a),)z".

[

Nous désignerons par G, ... %a les transformations locales
sur V ainsi associées au tenseur &. Nous allons plus parti-
culi¢rement étudier les transformations Tx associées au tenseur
de courbure R.



CHAPITRE 11

TRANSFORMATIONS ©p SUR UNE VARIETE RIEMANNIENNE

§ 5. — Cas ou les transformations Ty sont affines.

Soit V une variété riemannienne, § étant le vecteur défini
en coordonnées normales d’origine O par (4-1) on a, dans ce
systéme de coordonnées

bjEi = (aij)o, ¢ ooy bﬂt o0 Ei = O,
(ngt)o = (bjgi)o = (alj)o’ (kajEi)o =0
et

(5-1) 4(B)gy = V& + VE = gu(@’)o + gu(@'s)o + augy(@’s)e”.

Nous désignerons par H le tenseur introduit par Evrie
CARTAN et défini par

Huktmn = vmVnRiJkl - anmRukz-
Nous appellerons espace (H) tout espace riemannien pour
lequel ce tenseur est nul ().
Nous allons étudier les espaces V pour lesquels les transfor-
mations T associées & un point quelconque O sont affines;
on en déduit d’ailleurs immédiatement qu’elles sont isomé-

triques; en effet, d’aprés (1-4), pour un vecteur affine § les
opérateurs £ et V commutent, on a donc

Vi(E)gy = 4(5)Vgy =0
d’autre part d’apres (5-1)
(£(&)gy)e = (Qy + Qy)s = 0,

(1) On sait [17] que si '’espace est de plus espace d’Einstein compact orientable,
il est localement symétrique.
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donc 4(&)gy = 0.
Les transformations © étant affines
S-Z(E)Rijkt = Eqquijm - ququjkl + vquRiqkl
. + Vquleql + leqRijkq =
ce qui entraine
(%(E)lekl)o = (br(’f(E)Rijkl)o = O,
d’ou
‘ . (quthqi + Riqleqj + Biququ + le!rq£2ql)o - -0,'
Qe V, Rij — QR 4 Q70,R 4+ Q90 Ry, + Q1p,RY,), =0,
on en déduit alors les égalités tensorielles.
(5'2) quklva. e vaPqumn + Riqklva, s vaqujmn
} + Riquva, L vaRqumn _l_ Rijkqva, e vaqulmn = 0)
(5'3) va, cee vaPRqrmnquljkl_l_ va, o vaPqumnerqucl
+ va, L vaPqumneriqkl + va. R vaqukmneriqu
V,,‘ PR V,,qu,,,,,,V,.R,-jkq S 0.

. 0 ‘
Supposons simplement les transformations G affines (5-2)
pour p = 0, est équivalente & H = 0.

0 i
Si les transformations Tr, ©x sont affines, par dérivation
covariante de (5-2) pour p = 0 et, en tenant compte de (5-3)
pour p = 1, on obtient

va.qukquimn + va.Riqkqujmn + va.RUquqkmn + va,Rijquqlmn =0
d’ou en utilisant (5-3) pour p =0
(5-4) R%mV Ry = 0
on en déduit par contraction
RV, Ry, =0
et si |R%,| 50

1l en résulte .
qu‘jkl = 0.

1 2
Supposons maintenant les transformations ©g et Ty affines;
par dérivation covariante de (5-2) pour p = 1, et en tenant
compte de (5-2) pour p = 2, il vient
vaquklvaqimn + vaRiqklvaqjmn
+ vaRiquvaqkmn + vaRijkqvaqlmn = 07
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et, en utilisant (5-3) poui p=1
(5'5) vaqumnquijkl =0
ce qui peut s’écrire, d’aprés la deuxiéme identité de Bianchi
(5'6) vaqum}.Vthqij + vaqumnleqkij =0
d’ou, par contractionde betl, meti,netj,aetk
(5-7) VRV, Ryy + VRV R, = 0

mais de (5-5) on déduit par contraction de b et k, m et i, n

et j, a et !l
V‘quuquklij == 0

(6-7) se réduit alors a

(5-8) VERWY, Ry = 0
si V est proprement riemannien, il en résulte:
vk glij — 0.
‘Tutorime. — Soit V un espace riemannien; si les transfor-

[ .
mations Tn sont affines, V est un espace (H). Si la courbure
de Ricci est non dégénérée (resp. si V est proprement riemannien)
0 1 1 2
et st les transformations Tg, Tn (re.sp. ©g, GR) sont affines, V est

localement symétrique.

Remarque. — Soit @’ un tenseur quelconque vérifiant
|| 0 par un calcul analogue a celui que nous avons
fait, on montre que si un tenseur ¢ est invariant par les endo-

1 0
morphismes @& et par les transformations Gy alors Vi=0.

§ 6. — Cas ou les transformations Ty
sont projectives ou conformes.

Dans tout ce paragraphe V est supposé espace d’Einstein.
1° Dans ce cas le tenseur de courbure projectif s’écrit :

; R
Wi = Ry — nin—1) (&g — Sgp),

(n
pour tout vecteur projectif £ de
(&) Wi =0
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on déduit

Z(E) Riikl == R

o — [SH(E) g — SIL(E) gy
= ey BT + i) — BT+ V)]
d’ou, en tenant compte de

Qij+ jS= 0

(0VEY =0,
E)R)e = (2.4( E)Rw)o =0;
on en tire les mémes conclusions qu’au paragraphe précédent.
20 Le tenseur de courbure conforme dans le cas d’un espace

d’Einstein est identique au tenseur de courbure projectif,
nous pouvons donc énoncer.

‘et de

TrtortME. — Soit V un espace d’Einstein. Si les transfor-

0
mations Gr sont projectives ou conformes V est un espace (H). St
la courbure scalaire est non nulle (resp st V est proprement

riemannien) et st les transformations ‘GR, ‘(o'n (resp. '(51\, ‘GR)
sont projectives ou conformes, V est localement symétrique.

§ 7. — Invariance de 1’élément de volume.

Si V est harmonique [15], [16], les transformations conservent
évidemment I’élément de volume. Nous allons plus générale-
ment étudier quelles conséquences entrainent pour V I'inva-
riance de 1’élément de volume par les transformations ©g.
L’invariance de 1’élément de volume par une transformation
définie par un vecteur £ se traduit par

4(E)g = &g + 208" = 0.
Or, pour les vecteurs £ considérés
0,5 =
et, la condition de conservation de I’élément de volume se
réduit a

Erbrg =0
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d’ou

(7'1) [ba....a,.(grbrg)]o =0
mais
(Ei)o =0
¥ = (8.8, = (V,,‘_"V,,pR‘a,,.,,U”‘V"U‘," ... Upe)g
(.. EDo =

donc, dans (7-1) seuls sont différents de 0 les termes ou figure
une seule dérivation de £ (7-1) s’écrit alors:

(7'2) (slbai'grbra,-, a,-"g)o

ou S’ désigne la somme de tous les termes obtenus en rem-
placant successivement a; par a,,  a, Partons maintenant de

0,8 = 2grtn

on peut écrire

bra....a,.g = 2gba,...a,.[‘lir -+ P::rba....a,.g + 2S’0a,‘gba,’...a,-n[‘::r

n—1{
+ 2P§:Sba,, e By [

G"'I
ou S’ a la méme signification que précédemment et ou la
somme S est étendue a toutes les combinaisons p 4 p des n
nombres q, ... a,. En introduisant les tenseurs normaux, on a

n—1
(bra,...ang)o = [2gAJsra....an + 2 2 Sba, e gAs:ra, ...a,]
p=2 1 P p+1 n {0

(8o = [ 2680, + 2T %0, A 1.

sra @y,
'jp+1 Yin

bY

ou la somme S” est étendue a toutes les combinaisons de
p — 1 des n — 1 nombres i, ... 1, (7.2) entraine alors

(7'3) [gslba,.‘ErA‘:ral-. a

n—1{
+5 oa,'E péas b"'j."'""j,,gA“""j,,+,"‘“'1,.]0 = Oa
or on a
(bag)o = 0:
(babg)o = 2(gA‘:ab)0;
(babﬁf(g)g)o = (bbEhbahg + baghbhbg)o = 2g(obEhA::ha + baEhAs.rhb)o = O’
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on déduit alors de (7-3) par récurrence sur n
(7-4) (50,8 A e, .0, )0 = 0

d’ou, si les ©g relatives a un point quelconque de V conservent
I’élément de volume, (7-4) entraine les égalités tensorielles
qui généralisent les équations de Copson et Ruse des espaces
harmoniques.

(7-5) vmvnAs:a, R .vnva‘:a, ety — 0.

Reprenons maintenant les équations (7-4) pour les tenseurs
normaux d’ordre 2 et 3

(7'6) RpimnA:;pj + RpjmnA:sip = 0
RpimnA‘:pjk + RpjmnAS:ipk + Rpkmn ‘sijp = 0 .
va,- . -vaquimnA::pj + vaq‘ * 'vﬂqujm”A'“iP = O
Va‘. . -vaquimnA‘spjk + va, * . -vuqujmnA‘:ipk
+ va,- .. vaqukmuA“UP = 0.

En utilisant (3-7), (7-6) et (7-7) s’écrivent pour ¢ = 1

(7-7)
(7-8)
(7-9)

(7-10) R?,.Ry 4+ R Riypy = 0
(7-11) kaPimanj + kap mnRip =0

d’ou, par dérivation de (7-10), et, compte tenu de (7-11),
(7'12) Rpimnkapj + Rpjmnkaip = O

(7-7) s’écrit, d’apres (3-8)
(7'13) Rpimn(kapj + vajk + ijkp)
+ Rpjmn(kaip + viRpk + vakl)
+ Ry (vaij + viij + ijpi) = 0.

En tenant compte des équations analogues a (7-12) déduites
de (7-12) par permutation de ¢ et k et par permutation de j

et k (7.13) se réduit a
(7'14) Rpimnvajh + Rp'mnvaki + Rpkr.nnvaij = O)

j
contractons ¢ et k dans (7.12),

(7-15) R™, VR, + % R?,.0,R = 0,

J

Contractons ¢ et j dans (7.14)
2Rpimnvaik + Rpkmnpr = O,
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d’ou en comparant avec (7-15) (écrite en remplacgant j par k)
RpimnviRpk = RpimanRiky
or,
Rpimnlepk = RipmnviRpk = RpimuvalIn
d’ou
R mn pRik - 0
d’ou, en utilisant la premlere identité de Bianchi

R mn pRik + R nm pRik - O
On en déduit

(7-16) animviRpk = animvalky
Contractons maintenant m et k dans (7-12)
(7-17) R VR, + RV, R, = 0,

contractons ¢ et m dans (7-14), ce qui peut s’écrire, d’apreés

(7'16)’
(7-18) ReV,R, + R?"V,R,, + R, V,R, = 0,

et, en comparant avec (7-17)

(7-19) Rr,V R, = 0.
Considérons maintenant (7-8) pour ¢ = 2,
(7'20) Vkerplmanj + vkerpjmnRip =0

utilisons (7-8) pour ¢ =1, sous la forme
erpimanj + erpjmnRip =0

par dérivation covariante, et en tenant compté de (7-20)

(7'21—) Verimnkapj + erpjmnkaip = 01
(7-9), pour ¢ =1, donne

(7'22) er-pimn(kapj + VpRjk + ijk )

+ V,R%(V,R,, + VR, + V,Ry)
+ erpkmn(vaij + viij + VjRpi) = 09

et, en tenant compte des équations analogues a (7-21) obtenues
par permutation de ¢ et k, puis j et k (7-22) se réduit &

(7-23) V,R?4Y, Ry + V,R?0 Y, Ry + V,REmV, R, = 0,
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Contractons ¢ et k, j et m, n et r dans (7-21), en utilisant
les relations
kaihr: = eri.r - V:Rir
et
1

1l vient

(1:24)  (VPRA— VR¥) YR, + - VRV,R =0,

Contractons maintenant dans (7-21) ¢ et m, j et r, k et n,

V/R*V, R, + (V'R?* — VFRP) V,R,, = 0

ou
(7-25) (2VIR* — V*R¥) V,R,, = 0

contractons ¢ et j, k et m, n et r, dans (7-23)
(7-26) (VPR¥ — VIR®)V R, + VPRV R=0.
Comparons cette équation avec (7-24) qui peut s’écrire

[V'R® — VPRM] V,R,, + —[1; VPRV,R = 0

on en déduit
VPRV, R == 0
et
(VIR — VPRV Ry = 0

et, dans (7-25) on peut alors remplacer V'R™V,R, par
VPR*V Ry, (7-25) se réduit alors a

kalpka,'p = O-
TutorimMe. — Soit V un espace riemannien. St les trans-

[
formations Gx conservent Uélément de volume, V vérifie le sys-
téme infint de relations

Voo A%, 0y — VoV, 0 = 0.
St la courbure de Ricci est non degeneree (resp st V est pro-
prement riemannien) et si les transformations ‘6R, 61\ (resp.

1 2
Tn, ©n) conservent U’'élément de volume, le tenseur de Ricci de V
est a dérivée covariante nulle.
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Considérons maintenant les transformations locales notées
1 .
On définies par les vecteurs donnés en coordonnées normales
d’origine O par

N = (vuRpkanmVan)o z',
on a ,

3P = (V, R, UV"WH),

En nous plagant dans le cas o Despace est espace
d’Einstein
errkmn = 0
donc
o =20

la conservation de I’élément de volume par les transformations

1
Or se traduit comme précédemment par les relations
(Sbai‘nrA‘ng a,,)o = 03

Considérons simplement I’équation

(7-27) dNPAS, + dnPAS,, = 0,

dans le cas d’un espace d’Einstein,
A"srj = _gprilgij’

(7-27) donne alors

(7-28) ViR + ViR = 0
utilisons maintenant l'identité de Bianchi:

(7-29) VR + ViR + ViR = 0
par addition de (7-28) et (7-29), il vient

(7-30) 2V,Rpmii + iRy = 0

mais, d’aprés (7-28)
(7-31) ViR + ViR = 0,
et de (7-30) et (7-31) on déduit par soustraction
ViR, =0
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nous pouvons donc énoncer, en reprenant les résultats pré-
cédents :

TuatoritME. — Soit Vn un espace riemannien. Si la courbure
de Ricci est non dégénérée (resp. si Vn est proprement rieman-

1 0 1 1 1 2
nien) et s les transformations Ox, Gr, T (resp. Ox, ©r, Tn) conservent
Délément de volume, Vn est localement symétrique.



CHAPITRE 1II

TRANSFORMATIONS ©p SUR UNE VARIETE
ANALYTIQUE COMPLEXE

§ 8. — Variété analytique complexe :

(Voir par exemple [12], p. 219)

Dans ce paragraphe nous donnons les définitions et notations
utilisées dans la suite du chapitre. Soit V,, une variété a
2n dimensions, rappelons qu’une carte locale complexe ou
systéeme de coordonnées locales complexes est un homéo-
morphisme d’un ouvert U de V,, sur un ouvert de C*; U est
dit le domaine de la carte. Ainsi se trouve associé a chaque
point z de U un systéme de n nombres complexes z* qui sont
dits coordonnées locales complexes de U. La variété est dite
analytique complexe s’il existe un ensemble A de cartes
locales complexes satisfaisant aux deux axiomes suivants:

A, La réunion des domaines des cartes de A est identique
a V.

A, Si 2eU;nU, ou U; et UyeA, les coordonnées
complexes de  dans I'une des cartes sont des fonctions ana-
lytiques complexes a jacobien non nul des coordonnées de z
dans 'autre carte, (z*) étant un systéme de coordonnées locales
complexes, nous posons

z“=—1§(a:“—|—ix“‘) o = a + n;

vV

les 2n nombres réels x sont dits les coordonnées locales réelles
associées aux coordonnées locales complexes. Si & ces 2n
coordonnées nous substituons les 2n nombres complexes,

z*, 7 = z%,
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Les formes (dz*, dz*') définissent un repére de (T,€)*, espace
vectoriel complexifié de I'espace (T,)* dual de I’espace des
vecteurs tangents en z, par dualité on en déduit un repére
(€q €qr) de T.® complexifié de T,. C’est & de tels repéres que
nous rapporterons les tenseurs de la variété analytique
complexe. La structure analytique complexe de V,, définit

un opérateur J (J* = — identité) dont le tenseur associé a
pour composantes :

PP = idg, Dpuf' = —i8B:, D= Db = 0.

Un tenseur est réel s’il satisfait 4 la condition suivante:
les composantes complexes qui se déduisent 'une de l'autre
en étoilant tous les indices sont complexes conjuguées. Une
variété analytique complexe est dite hermitienne si elle admet
une structure de variété proprement riemannienne telle que le
produit scalaire de deux vecteurs et celui de leurs images
par J soient égaux. La métrique hermitienne peut alors
s’écrire

ds? = 2g,p. dz* dzf’.
La variété est dite Kihlerienne si la forme associée
18ape dz* N dz¥

est fermée; elle est alors a dérivée covariante nulle. Il en
résulte des conséquences pour le tenseur de courbure: les
seules composantes non nulles sont, aux conjugaisons prés,
celles de la forme Rgg.3., et, dans une telle composante on
peut permuter deux indices étoilés et deux indices non étoilés.

§ 9. — Variété kahlérienne.
Cas ou les transformations Gy sont analytiques.

Sur une variété analytique complexe, dire qu’une transfor-
mation est analytique, c’est dire que cette transformation
laisse invariante la structure analytique complexe, ou, ce
qui est équivalent I'opérateur J. Soit d’une maniére générale
sur une variété riemannienne V un tenseur @/ a dérivée
covariante nulle; supposons ce tenseur invariant par les
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transformations ©r; £ désignant le vecteur associé a une
telle transformation, en utilisant :

v,0/ =0
on a
£(E) D} = (Q%)o Dpf — (Q4)o D + 3,D/(QP)o 2*
(9-1) (4(E) )0 = (2.4(€) ©)o = 0
et

(babﬁ'(s) (I)ji)o = ( hj 30 ®Pnt — Qh2, D" + baijlQp b + 0,2,/Q%,)o
(3a5:2(8) D)0 = (Q D0 Prl — Q4005 D/
+ babp(I)J‘(-)'pc + bacpq)lebp + bbcp(I)thpa)o

(ou les Q sont les tenseurs définis au paragraphe 4)
d’autre part, de:

b,,(I)ji = Pz (I)hi - [‘,i,hq)jh,
D)o = (0P,  — 0,1 D}")o
(babcq)j')o = (bbc[‘z_]q)qi - bchZq(I)jq)O'
Le tenseur @ étant invariant par la transformation ©:
(9-2) (0 2(E)D}) = (babc‘(’f(E)(I)jl 0o =20.
Nous allons expliciter ces relations, en remplacant, d’aprés

VkV,(I)jl — vlvkq)jl =5 0,
3,24 d " par 2,[4Q29,9/,

a5, 000 par o504 Dy;

on déduit

et

et

et de méme

Opc [“i,q(pthhj par bbc[‘ipﬂpqq)jq
et

Obcrgj(pqhﬂlh par bbc[‘aijqp(l)qi.

Introduisons d’autre part les tenseurs normaux Al en
remarquant les symétries pour a et j d’une part et pour deux
quelconques des indices b, ¢, ... ! d’autre part. Les équations
(9.2) entrainent:

(9-3)  [Apusalf + Agpra2% + Agppalll 4 Agyp 2] D7
+ [ApsgaldPi + Aupgald?y + AuppaldPy + Aipgp27] 2 = 0
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et

(9-4)  [Apsjacl2® + Agpac2?s + Agppac?’s + A2+ A g (2]
+ [Apbqachi + Alpqachb + Aibpacg')'pq + Aibqchpa + Aipqéprc]q)j = 0‘

Supposons maintenant que V est une variété kihlerienne
et calculons les composantes des tenseurs normaux dans un
repére adapté a la structure complexe. D’aprés les calculs du
paragraphe 3, et, en utilisant les relations classiques entre
les composantes du tenseur de courbure d’un espace kihlerien,
on voit que les seules composantes non nulles des tenseurs
normaux sont données, aux conjugaisons et symétriques pres,
par

1 2
Aaﬁ‘ys‘ = ‘—3—- Raptyst, AaBths = 3‘ RGB'TOB,
1 1
ATKP"'.B‘ = F erﬂﬂ‘Fp" A,’KF_.GB. == —g- VKRmL'aﬁ"
1 5
A"l(t*'d'ﬂ' - —2"vasRnﬁtrPy, A"lt‘l‘-'a@ = F VGR"K.F'.B’

1
A"’lt‘!‘-'“'ﬁ = 7 VK‘R"'IP'.G.B'

Prenons maintenant pour ® le tenseur définissant la struc-
ture complexe, les équations (9-3) et (9-4) deviennent alors,
aux conjugaisons et aux symétries pres :

(9'5) RP’B.t‘z.QF"I + R-,",,ata.Qy"pa + B"lp'?«a'QFt + R"]B'CP’QH.G' = O,
(9'6) VTRFB‘CG’QP"I + VTRT][L‘CG'QP. Bn + VT.R.,\p.PG.Q*‘c
Vi RogerueQ¥ e+ Vy Ry =0

avec I’équation analogue en remplacant simplement y par Y%,
on voit immédiatement que ces équations entrainent les

équations (5-2) et (5-3).

TutortmME. — Soit V une variété kihlerienne, si les trans-

o .
formations Gy sont analytiques, V est une variété (H). Si la

courbure de Ricci est non dégénérée (resp. si V est proprement
0 i

1 2
riemannienne) et st les transformations Tg, Gn (resp. ©r, Tg)
sont analytiques, V est localement symétrique.
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§ 10. — Variétés kahlériennes :
cas ou les transformations Ty sont projectives ou conformes.

10 Soit V,, une variété kihlerienne, les transformations
©r sont supposées projectives, alors

LEWY =0
d’ou

LORY = 5 (HEEOR— HIAHR,)

= 5 (BEVLRy + VERu+ TER,)
- Si(zavaRﬂ + v.]Ea:R-al + VIEGRja)]
on en déduit

( E)Rjkl)o [SI(Q Rak + O kRja) - 8&( jRal + Qalea)]o

(2:4(%) R jkl)o =2_n_-—-—1 [$i(Q%V. Ry + Q4V, Ry + Q4V,Ry,)
- 8;'((Qarvaf{jl + Qajeral + Qalerja)]Os
d’ou les égalités tensorielles :
(10'1) quk[va'. . v R. imn + meVdi . V R jm"
Riquv v qumn + Rukqva. V R imn
1
= m [gil(va, LU vapR jmank + va, L] 'Vaqukmnqu)

- gik(va. LR vaqujmanl + va, v R lmnqu)],
(10'2) Va.' . °vaqurmnquijkl + v V R imn rﬁq]kl
+ va,' . -vaPqumneriqkl + v v R kmn erql
-+ va,- ..V, Rq,,,mv RU’W = i———i [g;l(v ...V, R rmnqujk
+ va, v R Jmnerqk + va‘ V R kmn rR )
- gik(v . ' R rmn qul + v v qu Jjmn rR !
+ Voo -V, R ,,,,,,V,R,,)].

Considérons I’équation (10-1) pour p =0 et écrivons-la
pour des indices i, J, k, | de la forme a, f*, v, &*

(10'3) Rq@"{B'Rqamn "I" RanSthBt”m + RuptqsthTm"
+ RaB*YqRqa‘mn = m [gaS'(RqB'manY + RqunRB'q)]°
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Remarquons d’abord que
Rygeys Rlamn 4 RogoyqR%emn = Rl@.YS.RM,,,,,
+ RepepeRYsomn = RioeypsR%mn + Rareyp R gomn;
en contractant a et 3*, on a:
Rla‘TB'Rh.mn + Ry RM,, = Ryarype Ry — Ry R, =0

a partir de (10-3) on obtient done, par contraction de « et &*

n
R%emRgy + RYymRpeq = P (R¥%emRyy + RemaRge,),
d’ou, pour n > 1
R%emByy + RiymRpey = 0
I’équation (10-3) se réduit alors a
Haﬁ'ya‘mn - O.

Par dérivation covariante de (10-1) pour p =0, et, en
tenant compte de (10-1) pour p = 1, on obtient:

va,qukquimn + va.Riqkqujmn + va,Riququmn + va.Rijquqlmn

= 5 [8RymTe Ryt + Roum¥a Ry

- gm( qumnva,th + qumnva.Riq)],

d’ou, en utilisant (10-2) pour p =0
_1
2n—1
en contractant r et m et, en supposant la courbure de Ricci
non dégénérée, on en déduit:
el

Ecrivons cette équation pour les indices i, j, k, I de la forme
a, B*, ¥, 0% on aura alors:

RqrmnquUkl = Rqrmn[g ilqujk - gikqujl],

(10-4) VR = gV Rj— gaV,Ry)

1
(10-5) quaﬁ'Ta' == m ga@'quﬁ“{

contractons « et ¢*, on en déduit, pour n > 1

qupnY - O
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et (10-5) donne alors
quaB.Yst = O.

Par dérivation covariante de (10-1) pour p = 1, et, en tenant
compte de (10-2) pour p = 2, on obtient:

va,quklva,qumn '+' va.Riqklva,qumn
+ va.Riquvia,qumn + va, Rijkqva,qumn
= '2_n_:_—_1' [gil(va,qumnva,qu + v qumuv qu)
- gik(va,qumnva,qu + va,R imn a,qu)]
et, en utilisant (10-2) pour p =1

1
(10'6) vaRqrmnquUkl"'_: '2_’7___—1 vaRqrmn(g ilv‘quk —8 ikqujl)'
Prenons encore les indices i, j, k, ! de la forme a, §* v, &*

(10’7) v R ,.,,,,,V RGB‘Y&' = v R ,.,,,,,gag.v RB‘.{

1
2n—1
contractons « et ¢*, on en déduit pour n > 1

V.R%mV Rgey = 0
(10-7) se réduit alors a
V. R%mV Rapeyse = 0

ce qui, dans le cas kéhlerien est I’équation (5-5).
20 Nous allons maintenant étudier le cas ou les transfor-
mations Gx sont conformes, £ étant le vecteur définissant la

transformation locale Ty, rappelons que I’on a, en coordonnées
normales d’origine 0

(8€)o = (0,88)o = O
(0(3E81))o = (8PusSE)o

(babc(segv))o = (gababcsﬁ)o
d’autre part de (5.1) on déduit

(4(E)gy)o = (2(4(E)gy))o = O

d’ou

et

et

(as(2(E) &) = (28 Yy + 2281 's + a8y + V4585 Q%)0s
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ce qui peut s’écrire, en utilisant I'expression de la deuxiéme
extension ([25] p. 96) du tenseur métrique

1
(babgpq)o = _3‘[Rpabq + prqa]o,

1

(bab(fg(g)gij))o = 3’ (asb) [quiaqu + quiaqu + ijanqi + ijtiqa]o’

ol nous désignons par le symbole S une somme étendue &
. .. D .
toutes les permutations des indices p, ¢, ... r. On a de méme,

en utilisant

1
(babcgij)o = —6_(a.§. c)(chiajb)m
1

(Rare(£(8)80))o = 6 (a,Sb'Echqbiaqu + V.Rjpiald%
+ Ve Rpgald% + V. RjppQ% + VR0 Q%]

Supposons les transformations © conformes, alors

Cy= Sf(E)gur + %Sﬁgu =0,

les relations (02Cij)o = (BapcCis)o = O,

entrainent

1 1

3 B [quiaQ + quiaQ » + ijan + ijti o] + s gijAab =0,
1

_—'( § [v quiao Jj + v qua b + chjbanqi + chjbtiqa

+ qujbiaQqc] + %’gleabc =0

ou les A sont les tenseurs obtenus par extension du scalaire &%
V étant une variété kihlerienne, écrivons les égalités tenso-
rielles précédentes dans un systéme de coordonnées locales
complexes, en prenant pour i et j des indices de la forme
n, {, on a:

1
(10-9) 5 S [RopTa, ... Vo, Q% + RepueTe, .. 0,00,

+ Rquava. ¢t VGPQq"l + R’Sbnqvaq cee v“quﬂ] = O’
(1040) 5 S TR, Vo,

3 «
+ v quﬂa a * v vaqub + v Rtbqa v Qq
+ VBprgVa, - -+ Vo + V,Repe¥, ... V,.00] =
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avec les équations analogues que ’on en déduit en remplagant
M, { par 0%, (*. Considérons I'équation (10-9), pour p =0,
et prenons a et b de la forme «*, 8% il en résulte, puisqu’on
peut permuter «* et §*:

(10-11) Hygengsmn = 0
d’ou H=0.

Par dérivation covariante de (10-9) pour p = 0, et en tenant
compte de (10-10) pour p = 1, on obtient:

S chqbnaQqC + chanaqu + VcRquaQq'n + ch’;banqa =0

(a, b, ©)

compte tenu de cette derniére relation (10-10) pour p =0
s’écrit alors

S V,Rypne?, = 0.

(a, b, ¢)

Prenons pour a, b, ¢ des indices de la forme «*, B* v, la
relation ci-dessus se réduit a

qut'aﬂ‘quY - O,
en prenant de méme pour ¢ et j des indices de la forme 7*,
(", et a, b, c de la forme a, 3, ¥*, on obtient
qur'Gﬂ.quY' - O.
Les 2 relations précédentes entrainent
quiq]qucmn =0
c’est-a-dire (5-4).

Par dérivation covariante de (10-9) pour p = 1 et compte
tenu de (10-10) pour p = 2, on obtient:

(10'12) (a'% o [Vequnaerqtmn + chrqr.aerqun
+ V.R3qe% Rtyps + V.Reyro¥,RY,] = O,
compte tenu de (10-12), (10-10) pour p = 1, donne alors
(10-13) S VRV R%mm = 0.

(a, b, ¢)

En prenant, successivement pour a, b, ¢ des indices de la
forme «*; #* v, puis «, B, ¥*, on en déduit

quvaqucmn = 09
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¢’est-a-dire ’équation (5-5). En rapprochant ces résultats de
ceux obtenus pour les transformations projectives, nous pou-
vons énoncer :

TutoriME. — Soit V,, (n > 1) une variété kihlerienne. St
0

les transformations T sont projectives ou conformes, V,, est
une variété (H). Si la courbure de Ricci est non dégénérée (resp.
Sl Vz,, est proprement riemannienne) et si les transformations

‘6,\, ‘63 (resp. ‘63, ‘('o'n) sont projectives ou conformes V,, est loca-
lement symétrique.

Remarque. — Au lieu de considérer les transformations ©x
définies a partir du tenseur R, nous pouvons plus généralement
considérer des transformations G, définies a partir d’un tenseur
@y, ...i, antisymétrique pour les indices ¢ et j et tel que le
déterminant d’indices i et J, @y = a, ., soit différent de 0;
alors, s’il existe sur V,, un tel tenseur (par exemple une forme

quadratique extérieure de rang maximum) tel que, par exemple
0

1
les transformations locales ©,, ©, soient conformes, V,, est
localement symétrique.

§ 11. — Variétés hermitiennes.

10 Soit maintenant V,, une variété hermitienne, les coef-
ficients de la connexion riemannienne (y) sont donnés par

Fg; = 01,.
= 8" (048ap + %p8emy),
" 1 e

[ =5 8 (r8ee — de8sr);

avec les formules complexes conjuguées.
L’invariance du tenseur canonique ®, par les transforma-
tions g, se traduit par

5"’(E)(I)ji =0
(LE)P)o = (24(E) D)o = 0

d’ou
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ce qui conduit aux équations

(-)'Ti(pjr h— Q,,.(I)'i - 0
Qriva(bjr_ ervaq)ri + vp(l)inpa =0.

(] 1
En considérant l'invariance de @ par Gg et Gy, il en résulte
Rpamnvp(pji = 0’
d’ou, si1 la courbure de Ricci est non dégénérée

vp(l)ii == O

V est kihlerienne, on peut alors appliquer les résultats du
0 1

paragraphe 9 concernant les transformations Gy et Gg.

TutoriME. — Soit V,, une variété hermitienne, st la struc-

[ i
ture complexe est invariante par les transformations Gr et Gg
et st la courbure de Ricct est non dégénérée, V est kihlerienne,
localement symétrique.

20 Considérons sur V,, la deuxiéme connexion canonique (&)
([12], p. 243), dont les coeflicients, notés Ei,, sont donnés
en coordonnées locales complexes par

Eeta == EE’Y‘ = 0, Eea = gpp*b‘ygap‘

avec les formules complexes conjuguées. Nous désignerons
par S le tenseur de torsion et par D le symbole de dérivation
covariante de la connexion (g); on a

Dagl'j = Da(I)U = 0.

En coordonnées locales complexes, les seules composantes
non nulles du tenseur S sont du type 5%, et S**g.., avec

1 -2 a 1 ek
%6 = 5 (Egy—Etp) = 5 8" (018pe- — 081e-)

pour la forme S;;, les seules composantes non nulles sont du
type Seegy €t Sgpepe; et, pour la forme S.*, les seules compo-
santes non nulles sont du type S, S.e.¥; pour une variété

kahlerienne S = 0. De D,®/; = 0, on déduit :
va(I)ji = spiaq)jp— Sjpa‘ppi + (Siup + Saip)(pjp— (Spa'l + Sapj)(ppi;
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on en déduit, qu’en coordonnées locales complexes, les seules

composantes non nulles du tenseur V,%/; sont données par
VGQﬁY‘ = — 2iS¢YOB, va‘(l)ﬁ‘y = 2iS¢tTp‘;

il en résulte, par un calcul direct, que les seules composantes
non nulles du tenseur V,V,®/, sont données par:

VeV, 08, = —2iV;.8,.F, ViV ®F = 2iV; S, f,
V)\VQ(DBTU - 2iVYS¢~{Cp, VX‘VGQBT' = 2iv1tsayoﬁ,
V)\Va. (D'Gyt - 2LVKS¢»{'B, V;‘.Va.(l)p.{. = — ZiVXasacan
avec les formules complexes conjuguées. Si nous supposons
VS =0, on en déduit donc

vbva(bll = O'

S1 V est supposée de plus compacte, on sait [16] qu’il en
résulte

Vaq)j,' = O
alors, V est kihlerienne.

TrtoriME. — Toute variété hermitienne compacte vérifiant
la condition VS = 0 est kdihlerienne.



CHAPITRE IV

TRANSFORMATIONS Gp SUR UN ESPACE
A CONNEXION EUCLIDIENNE

Dans ce chapitre nous considérons des espaces & connexion
euclidienne, c’est-a-dire des espaces riemanniens munis d’une
connexion linéaire telle que la dérivée covariante du tenseur
métrique dans cette connexion soit nulle. Auparavant nous
indiquons quelques formules fondamentales valables pour une
connexion linéaire quelconque et qui nous seront utiles dans
la suite.

§ 12. — Formules fondamentales pour une connexion linéaire.

10 Soit V une variété différentiable munie d’une connexion
linéaire quelconque (y) définie par les formes wj qui, relative-
ment & un co-repére (6°) s’expriment par

wj = vi0".
Les formes de torsion et de courbure sont données par
Y= db' + wiAb",
QY = doj 4+ wilw],
Y= — S, 00

b= % R, 05N,

ces formes vérifient les identités de Bianchi

A = QLAl — wiA,
A0, = Q' Awf— wiAQT,

on pose

et
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en coordonnées locales §'=dz’, et on pose wi="T% dz",
puisque d(dz") =0, la formule définissant la torsion se
réduit a

Y= wiAdx"
d’ou

5= T, de*Ada” = — = (T, — T) de*Adar,

le tenseur de torsion a pour composantes
Jk = 2 (ij - Fﬁq)

Pour un tenseur quelconque on a 'identité de Ricei

VALV ipj' ~Je — V. Vit i,,j‘ wdg = % R" uti,.r iptj’ ~Ja
S

+ X R, . ipj‘ wrede 4 287V, i,,’i' wJa,
s

20 Si S est le tenseur de torsion de la connexion (y),
= VAwi—S,H A,

on introduit la connexion (y) dite connexion associée définie
par la matrice des formes @i, telles que

®i = o} — 254,6*
d’ou
= 0Awi 4+ S, N6%

La torsion de (*() est opposee a celle de (y), la relation entre
les deux connexions est réciproque. Si les connexions sont
rapportées 4 un repére naturel de coordonnées locales, leurs
coefficients sont liés par

?}.’k == ij—‘ ZS’jk = Ff‘j.

Nous désignerons par R le tenseur de courbure de la

connexion y et par V et V les dérivations covariantes dans
ces deux connexions.
3% On a immédiatement :

(12-1) VX = VX' — 28, X,
(12'2) lei = lei + 2S""Xr’
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plus généralement
(12‘3) v,A‘j == V,A‘j + 2 (_ Si,,[Arj + Srleir).
Par un calcul direct, on obtient
(12‘4) ?klei - vl—z—kxi = [Rrilk + zvlsrki] X
(12'5) VkV,Xl - V,V,,Xl = [Rirlk + V[Sikr] X.r.

En écrivant 1’égalité déduite de (12-4) en permutant [ et k
et les connexions, on en déduit, pour tout X la relation

[Rruk + 2vlsrki + ﬁrikl + 2615';‘1] Xr =0
d’ou
(12'7) Rruk = ﬁrilk + 2[vlsrlk + 61:8'15]»

4° La premiére identité de Bianchi s’écrit en coordonnées
locales

Rl + Rl + Rl ) ' )
+ 2(blslrk + brstlcl + bkstlr + P;rsskl + [‘.:'ksslr + F .:lssrk) = O

d’ou

(12-8) Rtrkl + R'klr + Rllrk + 2(vrsikl + vk_silr + vlSirk)
_4(Sl¢ksslr + S‘alssrk + Stﬂ's:kl) = O’

la deuxiéme identité de Bianchi s’écrit :

ertjkl + 3. Ry - blRijrk — Feri:kl —‘ijRiclr —.F TR )
+ [iR%, + iR 4 iR =0

d’ou

(12-9) Ry, + V,Ry, + VRY,,
= 2(Ssrlej:l + S‘szln + Sserljsk)°

De (12-7) on déduit

(12'10) ﬁ—lrlk = erlk + 2(vlSlkr + vkslrl) .
- 4(Sl‘rSs”‘ + S‘slS‘kr + Sl:kSsrl)

et, en comparant avec (12-8)
(12'11) ﬁlrlk + R'krt + Rllkr = ZV,.S‘,,,
(12-10) peut s’écrire, en introduisant V,S,,

(12'12) ﬁtrlk = Ry + z(vlsikr + V8 —V, S + ﬁrsiu‘)-



184 R. COUTY
De la comparaison de (12-7) et (12-12) on déduit
(12-13) 7,8 + 9,84, = V.8, + V.S,
ce qui peut aussi s’écrire :
7,84+ V.S, = V,S8., + V.8,

50 S1 VS = 0, les formules précédentes se simplifient, on
a en effet:

(12-14) VYV, VA, —V VAL = R,,AT—R7, AL

(12'15) Ry = Rrilk + 2VkS",,,

(12'16) Rirkl + lelr + Rilrk—_[-l(st:ksslr + S':IS‘rk + St:rS‘kl) = 0,
(12'17) ﬁ‘rlk + Rl + Ry = 0,

(12-18) v:;Silr + —ﬁrsilk =0

de cette derniére relation on déduit que le tenseur V,Si,

est antisymétrique par rapport aux 3 indices k, [, r. Toujours
dans ’hypothése VS = 0, on a

vaksru = O
d’ou
(12-19) varm; = vpﬁrilk
et R S%y — R¥yS'y — RSy = 0.

Enfin, si nous supposons que S est a dérivée covariante
nulle dans les deux connexions, on a

(12'20) _Rrilk = Ry
et S'S* + §4S% + S'aS' = 0,

et on a la premiére identité de Bianchi habituelle.

Supposons qu’il existe sur V une métrique définie par un
tenseur symetrlque gy et, supposons de plus, hypothese que
nous serons amenés a falre par la suite Sy antisymétrique
par rapport aux trois indices i, j, k (nous dirons plus briéve-
ment : S complétement antisymétrique). On a alors, toujours
avec I'’hypothése VS =0

(12'21) S‘inkrsl + S‘ﬂka' + S‘liersj =0

et dans ce cas la deuxiéme identité de Bianchi se réduit a
I'identité ordinaire.
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§ 13. — Connexion euclidienne. Définition. Exemple.

10 Nous allons maintenant considérer une variété munie
d’une métrique

ds* = gy da' do/

et d’'une connexion euclidienne (¢) dont les coefficients seront
notés Ej, le tenseur de courbure E (composantes EY,) le
tenseur de torsion S et la dérivation covariante relativement
a cette connexion D. Nous noterons (&) la connexion associée

définmie par
Ej, = Ej,

par E son tenseur de courbure et par D son opérateur de déri-
vation covariante. Sur V la métrique définit la connexion
riemannienne (y) dont les coefficients seront notés [, le
tenseur de courbure R et la dérivation covariante V.

20 Avant de passer au cas général, nous allons considérer
I’exemple d’un espace de groupe de transformations semi-
simple, simplement transitif ol se trouvent réalisées des
hypothéses que nous serons amenés a faire par la suite.

Soit Vn une variété sur laquelle opére de maniére
simplement transitive un groupe semi-simple. Les vecteurs
ti(t=1,...n,a=1,...r; r ordre du groupe) définissant
les transformations infinitésimales du groupe vérifient la
relation fondamentale :

(13'1) [Eaa EB]i = CYaﬁE%’

ou les CY,g sont les constantes de structure, ce sont les compo-
santes d’un tenseur dans I’algébre de Lie du groupe, vérifiant
I'identité de Jacobi

(13'2) Caﬂycso@ + Cayacips + C8¢‘3CEY3 =0

on sait que, pour les groupes semi-simples compacts, la forme
quadratique définie par le tenseur dans l’algébre de Lie

8af = Csascaeﬁ
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est définie positive. Il existe un tenseur 2 fois contravariant
g*f tel que

88y = &,
et,

Cagy = 8a3C%y

est un tenseur antisymétrique.
Puisque le groupe est supposé localement transitif, la matrice
(8,) est de rang n. Si nous définissons gV par

gl = Eikges

la matrice (gV) est définie positive, et il existe une matrice
définie positive gy, vérifiant

88" = Sk

Nous définissons sur V, une métrique riemannienne par la
forme quadratique gy dz' dz/ et nous utiliserons g; et gY
pour abaisser et élever les indices latins et g5 et g*f pour
abaisser et élever les indices grecs. Considérons

= ghgd
on a
ELE] = ELg*Pgull = g"gu = 9}
Le groupe étant supposé simplement transitif r = n, et
on a aussi

g B = 8.

Sur V, se trouve définie, d’'une part la connexion rieman-
nienne (Y), d’autre part une connexion (¢) dont les coefficients
sont donnés par

: va i
i = ELoEE = —ERdkL,
et la connexion associée (¢), on vérifie immédiatement que

ces deux connexions sont euclidiennes. Le tenseur de torsion
de la connexion (e) est donné par

1 ,.. . 1 .
Sty = T(E}k — Ejy) = 'Z—CYaBE'ﬁzE? .

Ses composantes covariantes S;, sont antisymétriques par
rapport aux trois indices. La connexion symétrique associée
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a la connexion (g), coincide avec la connexion riemannienne

. 1 . =3
Oy = 5 (Eje — Ej)

De la relation (13-1), on déduit, en multipliant par &} et
en sommant en «

0 + BB ji = Craglity

D,Ej = Clagkfs.

soit

En partant de
& = g™ guki
on a
D2 = g2 guDjE;
d’ot on déduit
Dt = Coalb.

Par un calcul direct, on obtient

—ﬁk‘éb =0
et, puisque la connexion (g) est euclidienne
—I—)kgpl =0.

Nous avons déja vu que le tenseur de torsion est compleé-
tement antisymétrique, d’autre part, on a

1
V, S84 = §C7ap[vﬁ§5,?§3 + EYVEER + B ERVER]
d’ou on déduit, en utilisant 1'identité de Jacobi

vjsl"‘ = O.

De P’expression méme de S et de

Dty = D=0
il résulte

Esi,k = O, d,O‘:l Djsi"‘ == 0.

Le tenseur de torsion est a dérivée covariante nulle dans
les 3 connexions. On sait que st DS =0

Dkﬁzsfx —BszEQ = EirklE;
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or
_5:52 =0 et D& = CYXaE'yE?.
entrainent
EDkE& =0
d’ou

Efge=0
et puisque |£;| =0, il en résulte
Ei,."‘ = 0.

Pour la connexion riemannienne, celle-ci coincidant avec
la connexion symétrique associée a la connexion (¢) on a

E},‘ =[‘}k + St‘”‘.
Le tenseur de courbure de la connexion (¢) étant nul, on a
Rijkl + vlSijk - kaiﬂ + S‘jksl:l - S‘jlsisk =0
d’ou on déduit, d’aprés la relation
V,Sijk = S",,,Si,p + Spklsijp + Spusikp == 0,
R‘jkl = S’kls':j,
ce qui entraine

VR = DR = DR = 0.

3° Reprenons maintenant, sur un espace riemannien quel-
conque une connexion euclidienne (¢), les notations étant
celles du début du paragraphe, de

(13’3) Dhgjk =0
on déduit
E,'}k = F}k + thk
avec
lek = Sijk + Sjki + Skjl
d’ou .

(13-4) = R + VT — VT + TUTy — T4 T |
D’autre part
(13-5) Btgjk = Dugj — 2(Sky + Sjue)

d’ou 1l résulte que la connexion () est aussi euclidienne, si
et seulement si le tenseur de torsion est complétement anti-



SUR LES TRANSFORMATIONS DES VARIETES RIEMANNIENNEs 189

symetmque, hypothese que nous ferons dans tout cet alinéa.
La connexion symetrlque asspclee a la connexion (¢) coincide
avec la connexion riemannienne, on a alors pour tout vecteur §

Q(E)gu = D"J + DJEJ = Dl + Dj‘l = vnj + ngi.

Les tenseurs de courbure de () et (€) vérifient les relations

(13'6) Eukl = Ejikl = Eijlk'
Si on suppose de plus VS = 0 ou DS = 0 il en résulte
(13-7) Etj);t = Euy

dans la premiére hypothése ce résultat se déduit immédiate-
ment de (13-4), et, dans la deuxiéme il suffit d’utiliser (12-17).

Si nous supposons DS = DS =0, ce qui entraine VS =0
et

S‘ij‘:l - S'ﬂsiak = Srklsljr
(13-4) s’écrit alors
(13'8) Eljkl = Rijkl + Srklsljr-

40 De (13-3) on déduit, comme dans le cas d’une connexion
riemannienne

: 13
Ei — — ko
th 2 g
et, s1 S est complétement antisymétrique
Ei, = Ei,

Du tenseur de courbure de (¢) on déduit, par contraction,
le tenseur

Ejk = g" nEm]ku

que nous appellerons tenseur de Ricci de la connexion (e).
On peut aussi en déduire le tenseur

ij = g" "Ejmlm
si S est complétement antisymétrique
ij = Ejk'

50 Soit £ un vecteur quelconque, si S est complétement



190 R. COUTY

antisymétrique et DS = 0, on a, d’aprés (12-14) par un calcul
direct
D,4(8) 8o + DA(E) g — Dal(f) 8
= 2Dk -a + (E akj + Erjak + Erkaj) Er-
Si on suppose de plus DS = 0, on sait que les deux courbures

sont égales, E vérifie la premiére identité de Bianchi ordinaire,
on en déduit alors :

(139) & g (Dy(®) gy + DA®) gu—Dul(E) g
= D,DF + EEiy = 4(8) Eje.

§ 14. — Transformations affines.

10 Nous considérons maintenant les transformations 7g
définies comme au n° 4, mais a partir du tenseur de courbure
de la connexion (g), de ses dérivées covariantes et des géodé-
siques de la connexion riemannienne.

Supposons les transformations 7g affines pour la connexion (¢).

(#(B)Sdo = (04(E)S'udo = ((E)Efu)o = (L(E)Elia)o = 0
entrainent les égalités tensorielles :

(14'1) iskva, oo vapEs mn + Sjs a, * v Eskmn

s, AV )
(142) V849, ...V, Bl + V.SLY,, ... V, B
{vsv, .9 o —V.80,9,. ..V, B, =0,
(14-3) EL9,, . v, E n o+ B, v, Eone
+Ej,,, e Vo Bl — E59,. .. Y, Bl

(14'4) V‘Eijk[va. .. Esrmn _’_ v . v Ejmnv E:kl )
+ Va . v E kmnv Ej.:l + v oV pE lmnerljk.s
- V cee VY, E:mnersjkl = 0.

0 1
En considérant les transformations 7z et 7z, on obtient

vlstjkEsamn = O
v:EijklE‘amn =0

d’ou, si le tenseur F/, = E/;, vérifie |F/,|5£0, c’est-a-dire, dans
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le cas ou S est complétement antisymétrique, si la courbure de
Ricci de la connexion (g) est non dégénérée, alors

VS=VE =0
ce qui d’aprés (13-4) entraine
VR = 0.

1 2
Considérons maintenant les transformations 7g et g, on

déduit de (14-3) et (14-4), comme au paragraphe 5
vaE bmn qE Jkl — 0

S1 nous supposons de plus VS = 0, le tenseur E vérifie,
comme le tenseur R la deuxiéme identité de Bianchi, les
dérivées covariantes étant prises relativement a la connexion
riemannienne, les calculs du paragraphe 5 sont valables ici.

TutoriME. — Soit sur un espace riemannien V une connexion
euclidienne (g). St pour la connexion () la courbure de Ricci

est non dégénérée et su les transformations "L'E, ’L‘E sont afﬁnes
alors VS = VE = VR = 0. St V est proprement riemanienne

1 2
et VS =0 et st les transformations Ty, Ty sont affines alors

VE = VR = 0.

20 Nous allons maintenant considérer les transformations
0
définies par le tenseur E (nous les noterons T), parles tenseurs
J— i —
DE, DE (nous les noterons T), par les tenseurs DDE, DDE,

J— p— 2

DDE, DDE (nous les noterons T), etc... Les calculs sont effec-
tués en coordonnées normales relativement a la connexion
euclidienne. Supposons les transformations T affines; en
remarquant que

(Efu')o = — (S°%y)o

et, en utilisant la relation (12-3) pour le tenseur S, 'on voit
que

(4E)S')o = (24(E)S'u)e = 0,
entrainent, en considérant T et T I'égalité tensorielle

(Dqsljk + quiﬂc)Eqrmn = O,
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d’ott on déduit, si la courbure de Ricci de la connexion ()
est non dégénérée

Dqsiﬂ‘ + quijk == 0;

si S est complétement antisymétrique ceci entraine VS = 0.
De méme

(4E)Em)o = Qet(E)E)o = 0,

entrainent
(Dqujkl + Dqujkl)Eqamn = O:
et, avec les mémes hypotheéses sur la courbure de Ricci

Dqujkl + ﬁqujkl = 0.

. 1 2
En considérant maintenant les transformations T et T on
obtient

(14-5) (DaEqun + BaEqun)(Dq]Z(ﬂrl + _ﬁqujkl) = 0-

Si on suppose DS = DS =0, on sait que E=E, et la

deuxiéme identité de Bianchi permet alors d’écrire
D,Ey. + D,Ey + DiEy, + DiEy + DEy + DEyu =0
on déduit alers de (14.5)
(D*E#m 4 D*E#™)(D,Epmn + D.Egpm) = 0,
d’ou, si la métrique est définie positive
D.Epmn + DeEgpmn = 0
et si S est complétement antisymétrique V E = 0.

Tratortme. — Soit sur une variété riemannienne V, une
connezion euclidienne (¢). Si, pour la connexion (¢) la courbure

0 1
de Ricci est non dégénérée et si les transformations Tx, Ty sont

affines, alors DS + DS = DE + DE = 0. Si V est proprement
nemanmenne, et DS = DS =0 et si les transformations Tp,
TE sont affines, DE 4 DE = 0.
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§ 15. — Transformations conformes.

Pour un espace riemannien V muni d’une connexion eucli-

dienne satisfaisant aux conditions DS = DS = 0, S, complé-
tement antisymétrique, nous allons étudier le cas ou les trans-
formations associées au tenseur E sont conformes. Pour un
vecteur § quelconque on a par un calcul direct

$(E)EY = DW(L(E)E)ji — Dy(4(E)E)ji — 257(L(E)E)j,

mais, avec les hypothéses faites sur S on peut utiliser la rela-
tion (13-6). Si la tranformation définie par le vecteur & est
conforme

(15-1) L&) gy = _% 35&;
d’ou
(152) D) = ——(a¥)gy = DulE)g,

alors
9(E)EL = .'1; § D (2,08)8i— D, (0,68) i+ g ;D (3.08) — g/ Di(2.85) ]}
+ % SP[(2,58)8) 4 (05)85 — £°(0.8) g,)-

On a d’autre part, par suite de I’antisymétrie du tenseur E,
38 = 0, donc, a 'origine des coordonnées normales

(988)0 = — ([h.E")o = 0.

On a alors
(V50488)0 = (068E)0 = — (2,[h Q"% + 0,[hQ%)o-

Il en résulte que si V est espace d’Einstein pour la connexion
riemannienne, on a

(Oabag)o - O.
Dans ce cas (15-1) entraine
(E)E ) =0

comme dans le cas de la connexion riemannienne, on voit que
(15-1) entraine aussi

(dL(E)EY)e = 0.
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Nous avons donc les équations du paragraphe précédent.

TatorkME. — Soit V un espace riemannien muni d’une
connexion euclidienne (¢), satisfaisant aux hypothéses suivantes :
DS = DS = 0, S complétement antiymétrique, V espace d’Eins-
tetn pour la connexion riemannienne. St pour la connexion (g),

la courbure de Ricci est non dégénérée et si les transforma-
0 1

0 1
tions Tg, TE (ou Te,, TE) sont conformes alors VE = VR = 0.
1 2
St V est proprement riemannien et st les transformations Tg, Tg

(ou 'i‘E, 'i',;) sont conformes; VE = VR = 0.

§ 16. — Invariance de I’élément de volume.

19 On sait que dans I’hypothése DS = DS = 0, S comple-
tement antisymétrique, le tenseur de courbure de la connexion
vérifie les mémes relations que celui de la connexion rieman-
nienne, on peut donc reprendre les calculs du paragraphe 7;

0
donc, si les transformations tg conservent I’élément de volume,
on a:

DmﬁnAssa. weap T Banft"m, e@p — 0.

P
. . 0 1 9032
Si les transformations 7g, 75 conservent 1’élément de volume

et si la courbure de Ricci de la connexion (¢) est non dégénérée,
le tenseur de Ricci de (y) est a dérivée covariante nulle dans
cette méme connexion.

20 Les transformations © considérées ici sont définies &
partir du tenseur E, et de ses dérivées covariantes dans la
connexion (e) et des géodésiques de la connexion riemannienne.
Remarquons d’une part que de

Ej, = 284, + Ej,

on déduit, en utilisant la compléte antisymétrie de S, Ej, = Ej;;
d’autre part, la relation d,g = 2g[% est valable en coordon-
nées locales arbitraires, si nous I’écrivons en coordonnées
normales relativement a la connexion euclidienne, l’antisy-
métrie de S entraine:

Ej;=Tj, dou dg=2gEi
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Il en résulte que, comme pour la connexion riemannienne,
Pinvariance de I’élément de volume par les transformations Gg
entraine les équations:

16'1) EpimnAsspj + EpjmnAs:ip =0
16 2) E? imnA:spjk + EpjmnA‘:ipk + Epkmn :xijp =0
16'3) Da. DaquimnAx.:pj + Da, DaqujmnA‘sip == 0
16 4) Da, DaquimnA-:spjk + Da, DaqujmnA‘:ipk
+ Da. DaqukmnAs.:ijp =0

ou les A sont les tenseurs normaux relativement a la connexion
euclidienne. Afin d’expliciter ces relations, nous sommes
amenés a calculer les composantes des tenseurs normaux de
la connexion euclidienne. Nous employons la méthode indiquée
au paragraphe 3.

Partant des équations de structure
dbt = — wiAO"— 54 6FA 6"

(16'5) ? dmji —_— (ni/\(x); + _;_ E’,kﬁ"/\el

et, posant

a.'iuk = ~_2(Siuk)01 . %ljuk = (Eijuk)o . .
Cluvk = (E'uvk + 4Slhusf‘kv)0, @ljuvk == Z(DuEljuk + E‘juhshku)o
8luuwk = 2[DvElwuk + E‘wuhshku + slhwEhuvk + 4Stlwslhashku]0'

On obtient, en coordonnées normales d’origine O, le déve-
loppement de Ej,

(16-6) Ejy = ety
1555 | 1,4 i u
+[*2' juk+z_a'k]a’up+€(eukj+ekq])]x

" 1 1
+ [‘Z‘ aun% quk + ‘Z_' a up%pjvk + —6— gDijuvk-I'— E apklciwp
1 . 1
+ ﬁa‘up(ep kg 1 CPig) + % (6'hary + 8ty + S‘uvw)]xuwv

d’ou on peut déduire les composantes des tenseurs normaux

(%.Eix)os (9aEix)o- Nous aurons besoin dans la suite des termes
(%Eio et (9:Eho-
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On a
. 1 o 1 ‘
(0.Eh)o = ) RBlai + 4 —akel,, + 3 ((3 ain + Clian)
d’out

(16-7) (0.Ei)o = ~

§ -(Eah "I‘ SPMSiPa)

d’autre part

(dasEhi)o = — [a aBlgox + A Boa] + - [alap%phbk + @y, BPrak]
1
+ ‘g (D'hask + Dhroar) + Ea” eh (Clapp + Clhap)

+ 11_2 [aiap(epbkh + epkbh) + atbp(epakh + ‘epkah)]

1 ; .
+ 2_4 [Stkabh + 8‘lelmh + 8,akbh + gibkah + 8tabkh + {blbdkh] 3

en contractant i et k ces différents termes donnent :

1

5 (B + SWEp), = (S + SuBo)

2 [DyBss + Sy + DEay + SES],
%Sphi[E‘apb_l— Eibap—l' (Siqa pb+ S bsq )]
& (S Bun + By + 4SSt + 5,5
+ Spb[Epaih —I— Epiah + 4(Spqasqhi + Spqisqha)]g
+ 45 {— DB — By + S + 450,508

- DbEah - Eapsphb + S,paEpibh + 4Slqasqpisphb + DiEiba’t
+ SphlElbap'—‘_ SiybEpath + 4qung Sty + DE! + SPyE! abp
+ S E bih + 4Sqas Sp ;

(3.5Eh)o peut donc s’écrire comme la somme de trois séries
de termes

a) —%_ (thaEqb + thqua) +

1
1

1
3
D Ebh Ebpspha - DbEah - Eapsphb + DiEibah + DiEtabh)v

(DsEna + DoEny)

+
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S "1_ S peEPnsi + ‘%‘ SPiuEinep + -1‘

(a. b) 2

i [prih + Epibh]
_S‘ (E ibh + E bxh)

ot S indique la somme de termes analogues obtenus en
(a, b) -
permutant a et b.

En nous plagant dans I’hypothése DS = DS =0, on a la
premiére identité de Bianchi ordinaire, le terme considéré
s’écrit alors :

19

(aSb)—ﬁ St EP i
5
'Y) (asb) 3 St Spqhs hi + s S ithb’
mais, en utilisant (12-20), on voit que ce terme peut s’écrire
1
(asb) 3 5SS

Finalement, nous obtenons en tenant compte de I’antisy-
métrie de S

. 1 1
(%aEhi)o = (as [5 S4%Eg + 5 DbEha
1
+ 15 (—

En utilisant la premiére identité de Bianchi, on obtient
facilement :

D.Ey — Ep,S%, + DE's) + S pa EPhoi

, 1 ..
StpaElyy; = — 5 St P

de (12-21) on déduit, par contraction:
(16'8) SsrkEjs + Sxki i_m- + SsirEijsk = O,

d’autre part, de l’expression de D,E‘,,,,—_ﬁ,.E'ﬂ,,, on déduit,
en contractant r et 1

(16'9) DiEijkl - [—)-iEijkl = 2(Sp jiEipkl + Spk(Eijpl + SpliEtjkp)
et, par soustraction de (16-8) et (16-9)

1 ; —_
SpﬂElpkr = EjpSprk + D) (DiE‘jkr - DiE'jkr)
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d’ou
(16-10) (oL,

1 1 3 19 ; =
=5 [ GDEn+t 5 DiEu—g SuEs+ 75 (DEw—DiElw) |

mais, d’aprés les hypothéses faites sur S, on a pour D et D
les identités de Bianchi, d’ou on déduit

DiEiahb = DbEah - DhEab,

de méme

BiElahb = _DbEah _l—)hEab
= DbEah - DhEab + 2(SpabEph + Spthap_ Spahpr - SpbhEap)i

finalement

. 1 1 11
(16-41) A= S [ DB+ 15 DiEw— 7 FiEry |

Dans I’hypothése DS = 0, (16-1) est équivalente a:
(D,D,—D,D,,)A%; =0

or, d’aprés I'expression de A%, cette relation se réduit a

(16'12) EpimnEpj + E pjmnEpi = 0’
en utilisant (16-3) pour ¢ =1, on a:
(16'13) EpimnDkEpj + EpjmnDkEpi = O.

(16-2) Compte tenu de (16-12) et (16-13) s’écrit
(16‘14) EpimnDpEjk + EpjmnDpEki + EpkmnDpEij = 0-

On a donc les mémes relations que dans le cas riemannien,
on en déduit alors

(16-15) E?.D,E,;, = 0.

Considérons maintenant I’équation (16-3) pour g =1 et
pour ¢ = 2 et le tenseur S9,5°;, on a

D,D,8%,5%,,— D,DpS%,8*) = — (E?1S%.8% + E?1naS%S%,,) = 0,
d’ou on déduit

D, ... Da[Epimnqus T ) I Da,Ep/mnSqus'qp =0
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Les équations (16-3) se réduisent donc a

(16-16) D,E?nEp + D,E?mEy = 0,
(16-17) D, Ef.E, + D E?E, = 0,

(16-4) pour g = 1, s’écrit:
A D2, (DE, + DiE, + Dy,
+ D.Epm(D,Ey + DiE;, + DEy)
11 + DrEpkmn(DjEip + DpEij + DiEjp)]
—z [DrEpimn(qujEkq + qukqu) + DrEpjmn(SqipEkq + Sqikqu)
+ DrEpkmn(Sququ_'- Sqipqu)] = O.
En utilisant la deuxiéme identité de Bianchi, on peut écrire
qujEpimu + SqipEpjmn = spiqupmn
et, par dérivation covariante
qujDrEpimn + SqipDrEpjmn = SpijDrEqpmn'
Le deuxiéme crochet s’écrit donc
EquPUDrEqpmn + quspikDrEqpmn + Eqp(spikDrqumn + SpijDrEqkmn>
= spij(EqurEqpmn + quDrEqkmn) + Spik(quDrEqpmn
+ E,D.E%,,) =0
d’apreés (16-16), (16-4) se réduit donc a:
DrEpimn(DjEpk + DkEpj + DpEjk)
+ DrEpjmn(DpEik + DkEip + DiEpk)
+ DrEpkmn(DjEip + DpEij + DiEjp) = 0.
Nous avons donc les mémes équations que dans le cas
riemannien, on en déduit alors

DkEiPDkEip = 0.
TaEtorEME. — Soit sur un espace riemannien V une connexion
euclidienne () vérifiant les hypothéses suivantes : DS = DS = 0,

0
S complétement antisymétrique. Si les transformations g
conservent U'élément de volume, on a le systéme infini de rela-
tions:

Dm]_)nA::a, we@p T ﬁaniA*‘.\'a, . @p = 0-
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St la courbure de Ricci de la connexion (€) est non dégénérée
(resp st V est proprement riemannien) et si les transformations

‘153, ‘GE (resp. ‘GE, ‘65) conservent le volume, le tenseur de Ricct
de la connezion (g) est & dérivée covariante nulle.



DEUXIEME PARTIE

Transformations infinitésimales projectives et conformes.

CHAPITRE PREMIER

TRANSFORMATIONS PROJECTIVES
ET TRANSFORMATIONS CONFORMES
SUR UN ESPACE DE RIEMANN COMPACT OU COMPLET

§ 17. — p-formes conformes sur un espace riemannien compact.

Soit & un vecteur conforme sur un espace riemannien V,,
on déduit de (2-9), par contraction, en utilisant pour le tenseur
de courbure la normalisation de Yano-BocanEer [27].

(17-1) A% + <1 —%> doE = QF

ou d et ¢ sont les opérateurs de différentiation et de co-diffé-
rentiation, et A le laplacien de G. pE Ruam

A=ds+ d&d

et Q l'opérateur de Ricci, c’est-a-dire 'opérateur qui a la
1-forme §;, fait correspondre la 1-forme:

2R, .

Réciproquement, si V, est compact orientable, (17-1) est
une condition suffisante pour que le vecteur § soit conforme
([13], p. 128). Dans ce cas, il n’existe pas de vecteur conforme
vérifiant la relation

RA¥ <0

14
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a moins qu’il soit & dérivée covariante nulle, alors nécessai-

rement
REY =0

en particulier, si la courbure de Ricci est partout définie
négative, il n’existe pas de vecteur conforme non nul ([27,
p. 54). Dans le cas d’un espace d’Einstein compact orientable

V., (n>2)
2Rif = gy (A >0),

on a le résultat suivant: ([13], p. 138): les valeurs propres
de Popérateur A sur les 1-formes co-fermées (resp. fermées)

A

sont supérieures ou égales a A, (resp. Ay =————\. Les

2<1 — i)

n
1-formes caractéristiques co-fermées correspondant a A,
engendrent I’algébre de Lie L, des 1-formes isométriques, et
les 1-formes correspondant & la valeur propre A,, engendrent

Iespace L, des 1-formes conformes pures (différentielles des
fonctions solution de I’équation Ap =A,9), et, on a

(Ly, Lyl e Ly et (L,, Ly] e Ly,

Si £ est un vecteur conforme et si on associe a la géodésique
z'(s) (ou s est ’arc), la fonction

dz
f= Ei“gs"

3—’;= o <(I> — %vg),

donc % dépend uniquement du point considéré et non de la

on a

direction de la géodésique passant par ce point.
Plus généralement, si nous considérons maintenant un
tenseur antisymétrique &, , et si nous supposons que

d : ’

I St P% en un point donné dépend seulement du point

et non de la direction de la géodésique z'(s) passant par ce
po nt, nous en déduisons :

(17-2) V.. i, T V... ip = 26,,... ip8if
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avec

L g
ei,... ip=— ;Vrg igly ... ip*

Un tel tenseur est dit conforme et la p-forme associée sera
dite p-forme conforme.
En posant :

F(E‘* ‘p) - Rij; farlp E:, -ip + — RijklEm‘ 'PE“

on sait ([27], p. 73) que si l’espace de Riemann V est compact,
orientable, il n’existe pas de p-forme conforme vérifiant

F(E,...) <0

4 moins qu’elle soit 4 dérivée covariante nulle, et alors néces-
sairement

F(Ei, i,,) =0

en partlcuher, si la forme F(§, est définie négative,
alors, il n’existe pas de p-forme conforme non nulle. Plagons-
nous maintenant dans le cas ou il existe de telles p-formes.
Nous noterons Q,, I'opérateur qui au tenseur de composantes

§,..i, fait correspondre le tenseur Q&) dont les compo-

santes sont données par:

(QPE i _ERi,Ei4 cig—qligay.. ‘p+ 2 le‘;‘tzh sy gl g g gmipay ..
s=1 s<t

Partons de la relation

(17 3) vlleq lp g/kvk(vjsi,x, xp vl,Ejz, Lip Tt Ei,i, zp-d
(Vi,in, .ip ViVt i p— Vi, V... Ap— ") ( E,.. dp*

De (17-2) on déduit
PV Gty Vil tyt Vil o + Vi i i
= [8Vee .ty — iV ity = — 8V s o]
(17-3) devient alors

(17’4) —pVV‘E,‘ -ip <%'—1>[Vi.erri,...ip_vi,vrsri.t....ip_"'

_vipvrzri,...ip_.i,] = (QpE)i....ip
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et, en utilisant la relation

V:V‘E:.... ip = (— At 4+ QpE)i.... ip

on voit que (17-4) peut s’écrire :
475)  pdE+(1—T)d% = (p + DQE

Nous allons veir maintenant que cette relation caractérise
les p-formes conformes sur un espace riemannien compact.
Nous noterons

AE = phE + (1 —%) dE— (p + 1) Q.
Considérons le tenseur

2
L.ty = P <VlEi. e ip + Vigu,.. A gV, i,)
et la 1-forme
Bi=§hteay, . ipl

(,) désignant le produit scalaire local, on a, par un calcul
direct

Vg + (AL, §) 9
=p [V‘E‘a -"‘pV,E,‘ ip -+ Vit "'t"vi.Eu,... i ';VIEH'NV' 'pV'_E""m ‘p]
ou

(17-6) VB + (AL, §) ____iz’_ Vi ...ip+vi.léli,...ip___% gi,lEri,...ip>
(vlgl. wip T Viku,.. p _i“ gubr,... t,) .

Il résulte de cette derniére relation, par intégration sur la
variété Vn compacte orientable que toute p-forme solution de
(17-5) est conforme.

TatorEME. — Sur un espace proprement riemannien Vn,
compact orientable, une p-forme est conforme, si, et seulement
st elle est solution de I'équation

pAE+ (1 — )i = (p + 1)Q,0).
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Plagons-nous maintenant dans le cas ou Q, est défini positif
(c’est-a-dire, pour tout tenseur &, (Q,(£), &) > 0), et reprenons
la relation (17-6) que nous pouvons écrire :

= ([p2e+ (1—o) dE—(p + QO] §)—F (n @)

Si A est une valeur propre de A qui correspond & une p-forme
co-fermée sur Vn, (17-6) se réduit a

(17-7) 8= ([PNE—(p+ DQE), H—5-(x, a).

Par intégration sur Vn, on en déduit que si A; est la plus
petite valeur propre de I'opérateur (p 4 1) Q, sur les p-formes
co-fermées, on a nécessairement

PA> A

Nous allons maintenant considérer les p-formes fermées,
on remarque d’abord que (17-6) peut s’écrire, sous la forme
équivalente

58 =<[(p + 1__%> Aa—~(1—%>sde—<p+ 1>Qp<s)], s>

——L(a, a).

2

Soit . une valeur propre de A correspondant & une p-forme
fermée, alors

wre) ap=([(p+1—2)w—0+ 00 ¢)

—L(e, )
on en déduit
A
p>—"g
p+1 I
TukorkME. — Sur une variété riemannienne compacte orien-

table, ot Uopérateur Q, est défini positif en tout point, si A,
est la plus petite valeur propre de Uopérateur (p + 1) Q, sur
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les p-formes, les valeurs propres de Uopérateur A sur les p-formes
co-fermées (resp. fermées) sont supérieures ou égales a

Supposons maintenant I’espace Vn & courbure constante

R

Ryu= n(—n_——l) (8n8u— &ngin)» Ry = T, B
alors
—PR(r—p
@y =B e,

Nous supposons toujours F(§, ;) > 0, on sait qu’alors il
n’existe pas de p-forme harmonique non nulle ([27], p. 64),
toute p-forme se décompose d’une maniére unique suivant

E=Z+m’

ou { est cohomologue & 0 et ® homologue & 0. D’autre part,
dans le cas d’un espace a courbure constante, si £ est une
p-forme conforme, on a

(17-9) pA% + (1 —%)dae ¥
avec K, = Rp(pnzl; 1_)(71)— P) ;

on a d’autre part,
A+ ) = &d{ + ddw,
(17.9) devient

p3 df +(p + 1—%>d8w = K, ({ + o)

et, on en déduit
(17-10) pPAL =KL (8 =0)
(17-11) Ao = Ko (do=0) avee Ky—— 21
2
p+1——

n
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De (17-10), il résulte que { est une p-forme de Killing, de

(17-11), on déduit
Aaw == Kzgw,
réciproquement, si ®’ est une (p-1)-forme solution de (17-11),
on peut lui associer la p-forme w = R—w’ solution de (17-11),
2
la correspondance biunivoque entre les formes w et »’ est donnée
par o =dw et 0= I—%—w’, les formes o solutions de (17-11)
2

définissent des p-formes conformes que nous appellerons sui-
vant Licanerowicz ([13], p. 137) conformes pures. On voit
alors que l'espace vectoriel L des p-formes conformes est la
somme directe L=1L, + L, o L; est ’espace vectoriel des

p-formes de Killing et L, I’espace vectoriel des p-formes
conformes pures.

TrkorikME. — Sur un espace proprement riemannien, compact
orientable, & courbure constante, les valeurs propres de Uopéra-
teur A sur les p-formes co-fermées (resp. fermées) sont supérieures
ou égales a ‘

_ Rp(p + 1)(n—p)
K = n(n —1)

resp. K, = K 5

pt+1——
Les formes co-fermées correspondant a K, sont des formes de
Killing, les formes fermées correspondant a K, sont des formes
conformes pures. L'espace vectoriel L des formes conformes est
somme directe des espaces vectoriels L, et Ly des formes de Killing
et des formes conformes pures. Les projecteurs de L sur L, et
L, sont respectivement &d et dé.

§ 18. — Transformations affines sur un espace complet.

Soit £ un vecteur affine sur un espace riemannien V,, asso-
cions a ce vecteur et a la géodésique z'(s) (ou s est l'arc),
la fonction

dxi
f= Ezg
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de I'équation différentielle des géodésiques

i . J ok
on déduit
o _ gyddds*  Bf da' da/ da*
ds—v"E'ds ds’ dsz—v"ngidsdsds

et, d’apres (1.2)
&f g, pdvddddt
ds? Ve ds ds ds
d’ou
f= (%) s+ b= (72693 + €Y
0

O étant le vecteur tangent en 0 & la géodésique considérée.
Supposons V, complet, alors s peut prendre toute valeur de
0 & 4 oo; si le vecteur £ est de longueur bornée, il en est de
méme de la fonction f, ce qui entraine nécessairement

(vjsie)t@j)o =0,
et, puisque cette relation est vérifiée en tout point 0 et pour
toute géodésique issue de 0, en on déduit
vlzj + Vi =
Ce résultat a été démontré par Hawo [6] par une autre
méthode.

THEOREME. — Sur un espace riemannien complet, tout vecteur
affine de longueur bornée est isométrique.

§ 19. — Transformations projectives sur un espace compact.

Si & est un vecteur projectif sur un espace riemannien,
on a, d’aprés (2-2) et (2-3)
1
1 (8yViV,EP + guV,V,EP)
d’ol, en contractant j et k

VVE + Rq)&p =

vkngt + Rijkp P n

2
n+41

VJVPEP
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on a, d’autre part,
(AE)z = RipEp’—“vtvIEi
d’olt
. __2 r
(19-1) At m— 1d8\, = QE.

Supposons ’espace V compact orientable, { , ) désignant le
produit scalaire global, de (19-1) on déduit
2
- £ = = (QF. &
192) B — @ D=(5

or, sur un espace compact orientable

<AE) E> = <d§’ dg> + <857 82)
(dSE, &) = (8, 8F)

et

alors (19-2) s’écrit :
n—1

(19-3) (dg, d&) + m@i, 38y =<(QL, %)

d’ou si REH <0 (19-3) entraine
REE =0 et dt = 3 = 0.

- De & =0, il résulte que & est affine, donc isométrique
puisque V est compact, alors d5 = 0 entraine en plus V=
Nous obtenons donc le résultat suivant, analogue au résultat
de Yano pour les vecteurs conformes,

TrtorkEME. — Sur un espace de Riemann compact, orientable,
il n'existe pas de vecteur projectif vérifiant R,E% <0, a moins
qu’il soit a dérivée covariante nulle, alors nécessairement R, 5%/ =0.
St la courbure de Ricci de Uespace est partout définie négative,
il n’existe pas de vecteur projectif non nul.

§ 20. — Décomposition des vecteurs projectifs et conformes.

Soit Vn une variété riemannienne compléte, simplement
connexe, on sait [23] que Vn peut é&tre identifiée au produit
topologique- et riemannien de (r 4 1) variétés riemanniennes
W%a = 0,1, ... r), complétes simplement connexes, W° étant
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euclidienne et W¢%a 5= 0) irréductible, de dimension > 2.
Nous désignerons par T I'espace fibré des vecteurs tangents
4 Vn et par T* I'espace fibré des vecteurs tangents & W<
Tout vecteur X eT est défini par X = {X,}, ou X,eT-
La connexion riemannienne de Vn est définie par ses coefficients

Pjik = {P}g,,a}

ou les I'is, sont les coefficients de la connexion riemannienne
de W<

Si V est la dérivation covariante sur Vn et V, la dérivation
covariante sur W% on a

(200) Y= 3 (VaYot 3 [Xo Vi),

De plus, R désignant le tenseur de courbure de Vn et Ra
le tenseur de courbure de Va, on a

(20-2) R(X, Y)Z = S R,(X,, Y.)Z,

(o VxY désigne le vecteur de composantes V,Y'X* et R(X, Y)Z
le vecteur de composantes Ry, X*Y'Z/).

Soit & un vecteur projectif, il lui correspond, d’aprés (2-2)
un vecteur ¢ tel que, pour tout couple X, Y de vecteurs eT,
on ait

VaVi(E) — Vou(8) + RE X)Y = (§, X)Y + (4, Y)X.
De (20-1) et (20-2) on déduit

(20-3) [VxVx(§) — Vyua(E) + R, X)Y],
= VxVx(8:) — Vour(s) + RE X)Y.

D’autre part, de (20-1) on déduit
VY. = VpYeTe

De plus, pour un champ de vecteurs Z tel que Z,eT;
en chaque point z (o0 Z, désigne le vecteur du champ associé
au point z et T; 'espace tangent au point z 4 la variété W3),
nous avons

anZ = Vava
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par suite:
(Vx,V5,(8) — Voror(€) + RE X)Ya)o = (4, Xo) Yo + (¢, Yo X,
soit

(20-4)  Vix,Vox () — Veyuxr(a) + R(Eo Xo)Y,
= (¢, XY, + (§, Yo)X..

Puisque, dans la décomposition de pe Ruam envisagée
les sous-espaces T; sont deux a deux orthcgonaux on a

(s Xo) = (Y Xo) et (s Yo) = (4o Yo)

et (20-4) montre alors que le vecteur §, est sur W3 un vecteur
projectif.

Supposons maintenant que § est un vecteur conforme, on
a alors, pour tout couple de vecteurs X, YeT,

(20-5) (VxE, Y) + (X, V58) = 20(X, Y),
écrivons (20-5) pour deux vecteurs X,, Y, e T®
(vxaE’ Ya) + (Xa, vYaE) = Z(I)(X,,, Ya)

et, en utilisant I'orthogonalité deux a deux des T;, en un
point z et les relations

(vxaE)a = vxaEa = vaXaEa,
on peut écrire
(vaxazaa Ya) + (Xa7 VaY,Ea) = Z(I)(Xaa Ya)

c’est-a-dire que &, est sur Wi un vecteur conforme.
Réciproquement, si on a sur chaque W¢ une transfor-
mation G,

z, = T (x,),
il en résulte une transformation ¢ sur V" définie par:
= 0(z) = {G,(x,)}, si =z= |z}

A la transformation @, correspond un vecteur &= {£},
£, étant le vecteur correspondant a ©,, et on a

(EE) D = {4 D)izwad -
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Si les transformations ©, sont projectives, pour chaque a,
il existe un vecteur ¢, tel que:

(B Djzk, = s, + Sicde
Si on désigne par ¢ le vecteur dont les composantes sur les
W¢ sont les vecteurs {,, il en résulte que la transformation
définie précédemment est une transformation projective.
En ce qui concerne les transformations conformes, nous
avons montré que si § est un vecteur conforme, ses compo-
santes &£, sur les différentes feuilles W sont des vecteurs
conformes, mais la réciproque n’est pas nécessairement vraie.

Si % est un vecteur conforme, on sait qu’il existe un vecteur
tel que

(20-5) () D) = St + Sy — g

Toute transformation infinitésimale (§) vérifiant (20-5) sera
appelée collinéation conforme; de la méme maniére que dans
le cas projectif, on voit que si les vecteurs &, définissent des

collinéations conformes, il en est de méme du vecteur &.
Ce sera un vecteur conforme si V" est compact ([26], p. 278).

TutoriME. — Soit V*=WOoX W X ... X W™ une variété
riemannienne, simplement connexe, compléte; soit § = {§,! un
vecteur projectif (resp. conforme), la restriction de &, sur chaque
Wi est un vecteur projectif (resp. conforme).

§ 21 Endomorphismes associés
a une transformation infinitésimale ([10], [20]).

Soit V une variété munie d’une connexion linéaire (y) qui,
rapportée a4 un systéme de coordonnées locales est définie
par des coefficients I, rappelons que la connexion linéaire

(y) dite connexion associée est définie par les coefficients [,
donnés par

[‘}.k = ["fj'
A toute transformation infinitésimale X définie sur V nous

associons les tenseurs VX! et ﬁin qui définissent en tout

point des endomorphismes notés @ et @ de I’espace vectoriel
tangent en ce point.
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Reprenons d’abord les résultats de LicaNnerowicz ([13],
p. 98). Soit y une algébre transitive de transformations affines
sur une variété différentiable Vrn munie d’une connexion
linéaire. Soit ¢ un tenseur quelconque, nous prendrons un
tenseur t, les résultats s’étendent immédiatement a un
tenseur d’ordre quelconque.

Considérons les trois propriétés suivantes :

a) Le tenseur ¢ est & dérivée covariante nulle

vktlj = 0.
b) Le tenseur ¢ est invariant par y,
UX) ¢, = XVt + LV, X" — ¢, X! = 0.

c) Le tenseur t est invariant en un point particulier 0

par les endomorphismes a
(M) = (EV, X — 7, XY)y = 0.

Nous allons montrer que deux quelconques de ces propriétés
entrainent la troisiéme.

10 a et b entrainent évidemment c).

20 b) et c¢) entrainent

(X"V,.tij)o == O
et, par suite de la transitivité
(V) =0

mais d’autre part ¢ est invariant par y donc {(X)t =0, de
plus, les transformations de y étant affines,

VE(X)t — 9(X)Vt = 0

ce qui montre que le tenseur Vit est invariant par (y), et,
puisqu’il est nul en un point, il est nul en tout point.
3° Considérons maintenant a) et c¢), de Vt =0 et de

V,ﬁ,X" _ Rrj“Xl
puisque (X) est affine, on déduit immédiatement
vaiJ = O-

Le tenseur AY nul en un point, est a dérivée covariante
nulle, donc 1l est nul en tout point, alors

YX)t; =0
t est invariant par (y).
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Soit maintenant sur une variété différentiable & connexion
symétrique [%, (y) une algébre transitive de transformations
projectives, a tout X ey est associé un vecteur g, et on a

(X)) = Slgi + Siey
t étant un tenseur #; considérons les quatre propriétés
suivantes :
a) t est & dérivée covariante nulle,
b) t est invariant par ¥,
c) t est invariant en tout point par les endomorphismes
définis par les tenseurs
By=Xq, Xex
d) t est invariant en un point particulier 0 par les endomor-

phismes a.
10 a et b entrainent évidemment d, d’autre part, on a

YX)V by, — VY Xty = (UX)D)jut?y — (UX)D)ftlp = Sig,t? — St
d’on
Xigyth) — XPet', = X(A(X)V,8; — V,A(X)¢),
il en résulte que a et b entrainent c.
20 Supposons vérifiées a, ¢ et d et calculons V,AY

va.tj = ti’.v,‘v.lxr i trjvkvrxl,
mais, en utilisant la définition de X
Vv, X" = e R7uX' + 35% + Slrc?p
on a, en tenant compte de a, '
va.ij = 8,';t‘,.q)j - Sﬁ;trl?"

d’ou d’aprés ¢

kakA.i ==
et, par suite de la transitivité

vatj - 0
finalement, on voit que a, ¢ et d entrainent b.

32 Considérons maintenant les propriétés b, ¢ et d. De

b et d il résulte

(V) = 0
d’autre part

X(YX)V, 1, — VX)) = XY X) V.t = Xig,th,— XPot',,
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donc en tenant compte de ¢ et de la transitivité, on en déduit
UX)V =0

d’ou V¢, =0, b, ¢ et d entrainent a.

THEOREME.
connexion linéaire syméirique, () une algebre transitive de
transformatzons Lnﬁmtesv.males projectives; si un tenseur t
vérifie trozs des conditions suivantes, il vérifie la quatriéme:

a) t est & dérivée covariante nulle,

b) t est invariant par ¥,

c) t est invariant en tout point par les endomorphismes %,

d) t est invariant en un point par les endomorphismes a.

Plus généralement considérons une variété différentiable
munie d’une connexion linéaire quelconque et une algébre
transitive (y) de transformations infinitésimales conservant
les géodésiques. On sait ([24], p. 322) qu’a tout vecteur X
définissant une telle transformation sont associés deux vec-
teurs ¢ et ¢ tels que

X)) = iy + S

Nous considérons maintenant pour un tenseur ¢ quelconque
les quatre propriétés suivantes:

a) t est 4 dérivée covariante nulle,

b) t est invariant par (y),

c) t est invariant en tout point par les endomorphismes %
définis par les tenseurs B, = X'¢;, X evy,

d) t est invariant en un point particulier 0 par les endo-
morphismes a.

En utilisant (1-2), un raisonnement analogue a celui fait
dans le cas ou la connexion est sans torsion, montre alors
que si t vérifie trois des conditions, il vérifie la quatriéme.

Remarque. — Nous allons dans la suite considérer une variété
riemannienne, par suite de la dualité définie par la métrique,
on sait, d’aprés (2-3), que la 1-forme associée au vecteur ¢
est, & un facteur constant prés égale a la 1-forme ddX, en
désignant encore par X la 1-forme associée & la transformation
infinitésimale X. Alors si (y) est une algébre transitive de
transformations projectives pour la connexion riemannienne
d’un espace de Riemann V, on peut énoncer le théoréme pré-
cédent, en prenant pour ensemble £ les endomorphismes
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définis par les éléments du produit tensoriel y®ddy. Soit
maintenant, sur une variété riemannienne (y) une algébre
transitive de transformations conformes

VX;+ VX, =20g,

o=Lvx, o=Lvux.
n n

avec

Considérons pour un tenseur ¢ les quatre propriétés sui-
vantes :

a) t est & dérivée covariante nulle,

b) t est invariant par y.

c) t est invariant en tout point par les endomorphismes €
en désignant par C tout endomorphisme défini par

C) = X'g;, —¢'X;

(ou encore, on peut prendre les endomorphismes associés
aux 2-formes

v A ddy,

d) t est invariant en un point 0 par les endomorphismes a.
10 a et b entrainent évidemment d. D’autre part, on a

(UX)TL, = &igr + Sipp— gud',

d’ou
XVt — VAX)E; = Sigyth; — o' — 9, + gn¥"tp
il en résulte
XA(2(X)T,ty — VI(X)E) = (K, — X'g) — £5(¢'X, — X'g)

et on voit alors que a et b entrainent c.
20 En notant toujours A} le tenseur .V, X" — ¢V, X' on a
d’aprés a et la définition de X

VA = tho, —t.gue" — 1 jsi?r + tkﬁil

d’oun XV AL = —1t(¢X, — Xg) + t74(¢' X, — X'o,)
alors ¢ entraine, en tenant compte de la transitivité
va‘J = 0.

Si on suppose de plus que d est vérifiée, il en résulte A}, =0
en tout point; c’est-a-dire que a, ¢ et d entrainent b.
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3° Prenons maintenant b, ¢ et d, b et d entrainent

(v,.tij)o = V.
On a d’autre part,

XXVt — VAX)t)) = (97X, — X)) — (' X, — X'g,)

b et ¢ entrainent

XXV 1,
d’ou, par suite de la transitivité
YX)\V ;=0

et puisque (V,t)), = 0, il en résulte V£, = 0.
En définitive, on voit que b, ¢ et d entrainent a.

TakorkME. — Soit sur une variété riemannienne, (y) une
algébre transitive de transformations infinitésimales conformes;
8t un tenseur t vérifie trois des conditions suivantes, il vérifie
la quatriéme:

a) t est d dérivée covariante nulle,

b) t est invariant par y,

c) t est invariant en tout point par les endomorphismes C.

d) t est invariant en un point par les endomorphismes a.



CHAPITRE 1II

VECTEURS ET TENSEURS INVARIANTS
SUR UN ESPACE HOMOGENE

Nous considérons maintenant un espace proprement rie-
mannien homogéne G/H, le but de ce chapitre est de montrer
que certains des résultats obtenus par Bocmner, Licune-
rRowicz, Yano [16, [19], [27], pour les tenseurs d’un espace
proprement riemannien compact sont valables pour les ten-
seurs invariants définis sur Iespace G/H.

§ 22. — Dérivée covariante d’un tenseur invariant.

On sait [16] que sur un espace riemannien compact orien-
table, tout tenseur dont la dérivée covariante d’ordre p quel-
conque est nulle est & dérivée covariante nulle. Soit mainte-
nant @ un tenseur G-invariant sur G/H. Le tenseur métrique
g étant G-invariant,

1
(@, a) = ;iai' ey,

est constant; on en déduit

Vi, ., @t =0

ViV, .0 te -|— V,,a,‘ V@bt =0
s VV,,a,‘ ;=0
alors Vi, .., V.., =0

d’ou, par contraction

Va,,.., =0.
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TatorkME. — Sur un espace homogéne proprement rieman-
nien G[H, si un tenseur G-invariant a une dérivée covariante
d’ordre quelconque nulle, il est & dérivée covariante nulle.

Nous pouvons appliquer ce résultat 2 un espace homogéne
hermitien, le tenseur @ de la structure complexe est évidem-
ment G-invariant, d’autre part au paragraphe 11, un calcul
local nous a montré que VS =0 (ou S est le tenseur de
torsion de la deuxiéme connexion canonique) entraine

vaGQlj == O.

TrtorEME. — Tout espace homogéne hermitien dont le tenseur

\

de torsion est & dérivée covariante nulle dans la connexion
riemannienne est un espace kihlerien.

§ 23. — Vecteurs harmoniques et vecteurs de Killing.

Soit £ un vecteur quelconque, partons de

(23-1) (A%), = R, EFP—V V%,
Si & est un vecteur G-invariant g,£% est constant, donc
gy(ViE) & =0
d’ol on déduit, par dérivation et contraction
(23-2) (VT%E) B = — VEVE
(23-1) donne alors:
(23-3) (AB)E = R,E%E + VEVE
un vecteur de Killing vérifie la relation
VE+ VE=0
d’ou
(23-4) V% + R,EP =0,

s’1l est G-invariant, on en deduit, d’aprés (23-2)

(23'5) leivlgi_" Rpigp El = 0.
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En utilisant (23-3) et (23-5) nous obtenons :

TrEorEME. — Sur un espace homogéne proprement rieman-
nien G/H, il n’existe pas de vecteur G-invariant harmonique
(resp. de Killing) vérifiant R,EE >0 (resp. R,j,’Ef<0)
moins qu’il soit a dérivée covariante nulle, alors nécessairement

RE% = 0. Si la courbure de Ricci est définie positive (resp.
définie négative) il n’existe pas de vecteur harmonique (resp.
de Killing) G-invariant non nul.

Soit G l'algébre de Lie de G, et X le champ de vecteurs
de Killing de G/H correspondant a A € G. Supposons X inva-
riant par les transformations infinitésimales définies par G,
alors pour tout .G on a

9e(X) = [X, Y] = 0

(ot Y correspond a ) donc [A, y.] = 0, c’est-a-dire que A
appartlent au centre de G. D’apres le theoreme precedent
on voit que si la courbure de Ricci est définie négative, le
centre de G se réduit a 0. Si, par exemple on suppose de plus
G réductif, il en résulte qu’il est semi-simple.

TatorimE. — Soit V,= G/H un espace homogéne riemannien,
st la courbure de Ricci est définie négative, le centre de G est
réduit a 0.

§ 24. — Tenseurs harmoniques et tenseurs de Killing.

Pour un tenseur antisymétrique d’ordre p quelconque,
on a

P
(24'1) (AE)i....i = 2 R’i,El....i,_,ll”,...i
+ E R i.u-t, g glig g oo Gt — ity e ——VV&.
s<t

Le tenseur £ étant G-invariant £, E ~!» est constant,
on en déduit, en dérivant deux fois et en contractant

ViV, it + VE, VG =0,
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on déduit de (24-1), en utilisant toujours les notations de
BocaNER-YaNO

—1
F(..;) = R, + B Ryt
(24'2) (AE);‘.... i,,E prlp = vlgi,... .-,,V’Ei* ~ip + PF(E.'. ip)-

Un tenseur de Killing d’ordre p est défimi par la condition

d’étre antisymétrique et par une condition analogue & celle
i

des vecteurs de Killing, a savoir que §;

fabp o est paralléle

le long de la géodésique z* (s); un tel tenseur vérifie la relation :
vjE.ii,... ip + vigji,m ip— 0
d’ot on déduit ([27], p. 63-66)
V,V‘Eiw ipEi‘"'i” + F(Ez, i,,) =0
on a donc, pour tout tenseur de Killing G-invariant :

(24-3) F(Ei.. i ) vlgz, vlzi,...ip= 0.

De (24-2) et (24-3) on déduit.

TrtorEME. — Sur un espace homogéne riemannien G[H il
n’existe pas de tenseur harmonique (resp. de Killing) G-invariant
vérifiant la relation F(&, ;) >0 (resp. F(§,...,) < 0) d moins
qu’il soit a dérivée covanante nulle et alors nécessairement
F(,..,) = 0. Si la forme F(,..,,) est définie positive (resp.

négative), il n’existe pas de tenseur harmonique (resp. de
Killing) G-invariant non nul.

§ 25. — Vecteurs conformes et projectifs.

Puisque pour toute transformation infinitésimale affine (X)
les opérateurs ¢ et V commutent, si £ est un vecteur G-inva-
riant, il en sera de méme du tenseur V%, et, pour toute trans-
formation infinitésimale du groupe G, £ commutant avec la
contraction, V%' est une fonction G-invariante, donc une
constante, il en résulte que pour tout vecteur G-invariant

vklel = 0,

en particulier, tout vecteur G-invariant conforme est homo-
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thétique, et tout vecteur G-invariant projectif est affine.
D’autre part, pour un vecteur G-invariant g;£'% est constant,
donc borné et de plus, ’espace homogéne riemannien G/H
est complet, en appliquant le théoréme du paragraphe 18,
on en déduit:

TatoriME. — Sur un espace homogéne riemannien G/H
tout vecteur G-invariant conjorme ou projectif est un vecteur

de Killing.

§ 26. — Vecteurs et tenseurs analytiques
sur un espace homogéne kahlerien.

Supposons maintenant que G/H est un espace homogene
Kahlerien. Soit & un vecteur covariant analytique, c’est-a-dire
vérifiant

vB'Ea = VBEG.
de I'identité de Ricci

V5V, Vg — VU, VpuFg = —E Rogpe,
on déduit
V5V, 5 —EaR%5ep =0,
d’ou
V7.5 — Ro%g8, = 0.
avec la formule complexe conjuguée, ce qui d’aprés (23.1)
est équivalent a

At =0.

Si £ est G-invariant nous pouvons alors appliquer le théo-
réme du paragraphe 23. Si £ est un vecteur contravariant
analytique

Ve =V 5" =0,

un calcul analogue a celui fait précédemment, donne
vayEG + R“psr’ = 0’

(avec la formule complexe conjuguée), ce qui entraine la
relation (23-4), on a donc la méme conclusion que pour les
vecteurs isométriques.
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TrEoREME. — Sur un espace homogéne kéihlerien vérifiant
Rap.’é“ﬁp' > 0 (resp. Rap.E“E?" < 0), tout vecteur réel, G-invariant,
covariant (resp. contravariant), analytique est d dérivée cova-
riante nulle, et si Rup.E%EF" est définie positive (resp. négative)
il n'existe pas de tel vecteur non nul.

Si les composantes Eau "%pg, . Ba d’un tenseur réel de type
mixte sont des fonctions analytiques des coordonnées (z%),
nous avons encore

(26'1) V.r.E“v--“pB‘mpq = VYEG:W“"’B:---B"I = 0,
par contraction de l'identité de Ricci, on obtient
(26-2) Vg o o = —RoyEraty o

—_ R“"),Ea' a""‘)\(i,... Be + RHB.E“‘"' a”EpLS.... Bq + T
+ RHBGE% appc o Bg—apre

Le tenseur § étant supposé invariant par le groupe G, on a
Ea, ap@....ﬁ Ea,...a BoBp = Cte’
d’ot ) ’
VTEa. a"ﬁ. ﬁqsm ap@; + Eau u,,p‘ Bq YEa. " o Bo = 0,
le deuxiéme terme qui peut s’écrire
Eay... apft - AV Bt g, | oo
est nul d’aprés (26-1), donc
VYEa, "'GPB.... ﬁan,...aPﬁ' S 0

d’ou, aprés dérivation contractée :

Ea, ap Y/ VYEG‘ “%p By .. B,,+v E“‘ %P By.. quYEa. . ap B"—O
de la relation (26-2), on déduit alors, en posant

(E) = —Ra’)\EM' “pﬁ BE«. app Bo—..

—Rengaandg o ke, af - R¥gEn- “Pp(s Bba,..a,fr Pt
+ RHB gou a,,p‘ Bq—cl"E“l ﬁ e

des résultats analogues a ceux de YANO-BOCHNER ([27],
p. 131-142).

TrkorEME. — Sur un espace homogéne kihlerien, si les
composantes analytiques complexes §*%pg g d'un tenseur
G-invariant réel de type mixte vérifient Uinégalité G(§) > 0,
alors G(§) = 0 et V&% 5 =
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Suivant Yano-BocuNER [27], si nous désignons, en chaque
point de la variété, par M et m, respectivement la plus grande
et la plus petite valeur propre de la matrice Rqg., on a:

TratorEME. — Sur un espace homogéne kihlerien, M et m
étant en chaque point respectivement la plus grande et la plus
petite valeur propre de la matrice Rqp., si gm—pM > 0, tout
tenseur complexe analytique G-invariant de type mizte §* %, 3,
vérifie V&%, g =0, st gm —pM > 0, il n'eziste pas de
tenseur complexe analytzque G-invariant de ce type, non nul.

CorOLLAIRE. — Sur un espace homogéne d’Einstein-Kdhler,
tout tenseur analytique compleze G-invariant de type miaxte
Eu-%pg g, est d dérivée covariante nulle. Si la courbure sca-
laLre est positive (resp. négative), il n’existe pas de tel tenseur
non nul pour ¢ > p (resp. ¢ < p).

§ 27. — Espaces homogéne #6,, définition.

Sur un espace homogéune G/H de dimension n, nous désigne-
rons par #(G/H), 'algébre de cohomologie relativement a
Popérateur d, des formes G-invariantes sur G/H. #°(G/H)
désignera 'espace des classes de degré p. Nous considérerons
dans la suite des espaces homogénes vérifiant la condition :
dimension #"(G/H) 5~ 0, cette dimension est alors nécessaire-
ment 1; et, la condition est équivalente aux deux suivantes :
a) 1l existe une n-forme G-invariante non homologue a 0,
b) pour toute (n — 1)-forme, G-invariante, on a da = 0. On sait
que ce cas se présente par exemple si G est un groupe de Lie
unimodulaire et H un sous-groupe fermé connexe réductif
dans G (ou si G/H est orientable, G unimodulaire agissant
effectivement sur G/H). Nous désignerons dans la suite par
5(5(,,) tout espace homogéne proprement riemannien de dimen-
sion n vérifiant la condition: dimension #6*(G/H)=1. Sur
un tel espace si & est une 1-forme G-invariante, son adjointe
«f est une (n— 1)-forme G-invariante, donc

=0, dou §=0,
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de plus, de la relation
*d(a A\ +b) = (da, b) — (a, Sb),

on déduit que si a et b sont des formes G-invariantes de
degré, respectivement p et p + 1, on a

(da, b) = (a, 3b).

I1 en résulte alors qu’une forme G-invariante est harmonique
si et seulement si elle est fermée et cofermée et que toute
forme G-invariante admet une décomposition unique en
somme de 3-formes G-invariantes, respectivement harmonique,
homologue a 0 et cohomologue a 0 [7].

§ 28. — Vecteurs de Killing G-invariants
sur un espace #6,,.

Nous avons vu qu'un vecteur contravariant analytique
(calcul local du paragraphe 26) vérifie la relation

AE = QE.

Nous allons voir que sur un espace #, kéahlerien, cette
relation caractérise les vecteurs contravariants analytiques
G-invariants.

Par un calcul direct, on a, ®; étant la 2-forme canonique :

(28-1) 2E{(V, VPE, 4 R,EP)

+ ((I)langa_ (I)ajvaEl)(q)ibvij —(I)ijbgi) = Vp(Eivai)
+ 2(R, 5T — DYV EV,E),
d’autre part, de
V,qu)ij -—V,‘V,(I)U = 0,
on déduit

1
Rp= 5 C"Rypr
d’ou
; 1
RipE'EP = 7 (I)pr(l)ijUpr E'Ek
de plus, en utilisant ''dentité de Ricci et 'antisymétrie de ¢,

on a

R £€ = — @/, U,V E Bk
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finalement (28-1) s’écrit :
(28-2) 28(V, VP, 4 R,E7)
F (@9 — 0908 (0,9 — 9,
= VP(E'V"Ei) - 2V,((I)p'(plk(vpaj) Ek).
Le membre de droite est la divergence d’un vecteur G-inva-
riant, donc nul sur un espace #,,. Il en résulte que

vap Ei+ RipEp =0

(ou encore d’aprés I’expression de (Af); rappelée au para-
graphe 19)
AE—QE=0

(I)iang" . (I)ajvasl =0

c’est-a-dire que le vecteur &' est analytique.

Considérons maintenant un vecteur covariant analytique,
on sait qu'un tel vecteur est harmonique. Réciproquement
soit sur un espace kéhlerien 6, un vecteur harmonique

Ak =0

entraine

est alors équivalent a

dfE=¢=0

d’autre part sur un espace kihlerien les opérateurs J et A
commutent, d’ou
A =0
soit
8 =dIE=0
dJt = 0 entraine
Qr thEp = (I)pjvigp’

c’est-a-dire, en coordonnées locales complexes

vﬁ'Ea = vaEB‘
d’ov, d’aprés df = 0,
Vp.Ea = 0.

Le vecteur § est un vecteur covariant analytique.

TuktoriME. — Sur un espace kihlerien %, il y a identité
entre les vecteurs G-invariants analytiques contravariants (resp.

covariants) et les vecteurs de Killing (resp. harmoniques) G-inva-
riants.
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§ 29. — Tenseurs. conformes G-invariants.

Nous reprenons maintenant les notations et les calculs
locaux du paragraphe 17.

Il s’agit ici de tenseurs G-invariants conformes sur un espace
%6,,. De la définition d’un tenseur conforme, on déduit

(29.1) Wik “’V.EJ;, ip — —‘ngii""i”vjfii,... ip T 2n6%0f, ipy
d’autre part
vi(ngii""ip&ji,‘..i ) (V gl "Eji )
= F(E 0. ) + V ;"' "’v ;j e ip —VsE"""' i"ngji,... ips

le premier membre est la divergence d’un vecteur G-invariant,
il est donc nul. La relation (29.1) devient alors :

VJE"' pvjwig .ip + n(n - 2)01,...1)0‘"" ip F(Eilit"' iP) = 0.

TutoriEME. — Sur un espace 36, il n’existe pas de tenseur
G-invariant conforme, vérifiant F(%y,..,)<<O 4 moins qu’il
soit & dérivée covariante nulle, alors nécessairement F(E ) =0,
En partwulwr, st la forme F(E .i,) est définie négative, alors il
r’existe pas de tenseur G- invariant conforme non nul.

De méme, dans le cas d’un espace #,, 8 étant un tenseur
G-invariant, on déduit de (17-6),

TuktorimMeE. — Sur un espace proprement riemannien ¥6,,
un tenseur G-invariant est conforme si et seulement si il est
solution de I'équation

27,50
Po% +[1—=-]as% = (p + DQE
De la méme maniére on déduit de (17-8),

TatorEME. — Sur un espace homogéne 6, proprement
riemannien ow lopérateur Q, est défini positif si A, est la plus
petite valeur propre de Uopérateur (p 4+ 1) Q, sur les p-formes,
les valeurs propres de Uopérateur A sur les p-formes G-inva-
riantes co-fermées (resp. fermées) sont supérieures ou égales a
A A,

— [ resp. ———5
p+1——

n
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De (17-9) on déduit,

TutorkME. — Sur un espace ¥(n) proprement riemannien
d courbure constante, les valeurs propres de Uopérateur A sur
les p-formes G-invariantes co-fermées, (resp. fermées) sont supé-
rieures ou égales d

_Rp(p+1)(n—p)
K= n(n—1)

Les formes co-fermées correspondant & K, sont des formes de
Killing. Les formes fermées correspondant & K, sont des formes
conformes pures. L’espace vectoriel L des formes conformes
est somme directe des espaces vectoriels L, et L, des formes
de Killing et des formes conformes pures. Les projecteurs de L
sur L, et L, sont respectivement 3d et d3.



CHAPITRE III

TRANSFORMATIONS PROJECTIVES ET CONFORMES
SUR UN ESPACE D’EINSTEIN

§ 30. — Espace vectoriel des 1-formes conformes
et des l-formes projectives.

10 Soit sur un espace riemannien V une 1-forme conforme

(30-4)  VE 4+ VE = 20, <q) _ _3_5>.

n

Soit v une autre 1-forme conforme correspondant a la fonc-

tion ¢, a = [§, 0] est une 1-forme conforme correspondant
a la fonction: §P®, — vPy,.
De (30-1) on déduit

(30-2) AE + <1 ~—%>d8£ — Q.
Supposons V espace d’Einstein avec R = 0, alors
2R
Q@ =Ry
et (30-2) s’écrit

n n—1
(30-3) E= R odt + —R-—dSE.

Désignons par {; le vecteur %, 4 'i(n—g——il ®; et formons

(30-4) VL 4 Vi = VE + VE + En_(nR;ﬂv,q,j
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on a d’autre part

LRy = — (n —2) V0, — g, V",
d’od, pour un espace d’Einstein
R
n

(30-5) (viEj + vj&i) =—(n— 2)qu)i — gijqu)p

R

n—1

P

d’ou v, = —
et (30-4) se réduit a
ViC; + Vjt.i = 0.
Le vecteur { est un vecteur de Killing, alors la 1-forme

ngld&' est une 1-forme conforme homologue & 0. Si L

désigne l’algébre de Lie des 1-formes conformes, I’espace
vectoriel L est la somme des espaces vectoriels L, et L,, ou
L, est algébre de Lie des 1-formes isométriques et L, I'espace
vectoriel des 1-formes conformes homologues 4 0. La somme
est directe puisque toute 1-forme eL;nL, est & dérivée
covariante nulle, or sur un espace d’Einstein & R = 0, d’aprés
Pidentité de Ricci toute 1-forme & dérivée covariante nulle
est nécessairement nulle. Les projecteurs de L sur L, et L,
sont respectivement dd et do.

Nous allons maintenant étudier les crochets des éléments
de L, et L,.

On a d’abord [L,, L] cL;; soit maintenant veL,, peL,
et a«=[v, 1. Par un calcul direct, utilisant le fait que
Vi = —V,y, et que i est un vecteur gradient, on a a; = d,(v’i,)
d’ou aeL,, [L,, L;]cL,.

Soit maintenant p et g deux 1-formes e L, correspondant
aux fonctions ¢ et ¢, et B = [, ], pour une 1-forme conforme
correspondant & la fonction ¢, on a

(30-5) ViV E 4+ Ryt? = 859k + 8a¥i— &%

d’autre part, pour une 1-forme conforme fermée sur un espace

d’Einstein, on déduit de (30-2)

(30-6) %=——,-L(—nl_°‘-__—1—)s,-
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en tenant compte du fait que les 1-formes p et & sont fermées,
on a facilement, en utilisant (30-5) et (30-6)

VB + V=0
c’est-a-dire que [Ly, L] e L.

20 Soit maintenant § un vecteur projectif, il lui correspond
un vecteur ¢, tel que

(30-7) V,VE = —RyE + 8+ Sy

si n est un autre vecteur projectif, « = [£, ] est un vecteur
projectif correspondant au vecteur y défini par

Li= @V &P — 4, VinP + vap% - npvp‘l’l'

Reprenons la relation (19-1) pour une 1-forme projective
2
At — m dot = Qg
et supposons que V est espace d’Einstein &4 R=~0, on a:

n(n—1) n
E= R(nt 1 )d35+ SdE,

soit v la 1-forme définie par.

—gn—1)
Y= —Rmt %
utilisant le fait que sur un espace d’Einstein, pour tout vecteur
projectif €, on a
1(€)gy = ﬂlR;n) Vi,

on obtient facilement
V,v,-—I—V,vj=O
le vecteur v est un vecteur de Killing, c’est-a-dire que la

1-forme ﬁ&iﬁ est une 1-forme isométrique, tandis que la

n(n—1)
2R(n + 1)
a 0. L désignant I’algébre de Lie des 1-formes projectives,
L,, Yalgébre de Lie des 1-formes isométriques et L,, 'espace

1-forme ddt, est une 1-forme projective homologue
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vectoriel des 1-formes projectives homologues 4 0, on a, comme
dans le cas conforme la somme directe L = L; 4+ L,, les
projecteurs de L sur L, et L, sont respectivement &d et dg.
Nous allons maintenant étudier les crochets des éléments de
L, et Ly, si ve L, et i € L,, en utilisant le fait que v est forme
de Killing et homologue a 0, on a déja vu que a=[v, u]
est homologue a 0; on en dédwt alors [L;, L,]cL,. Soit
maintenant p et p.r.=.L2 et § = [®, @], par un calcul direct,
utilisant le fait que les formes . et i sont fermées, on a

v.lp + Vi ﬂj — V vlf”p +V VJP-,,) P‘p(v vt["p + V VJP’p)
d’ol, puisque les 1-formes @ et @ sont projectives

Vi + Vi = — ' (Rpyr + Ryir) + P (Rpye + Riyir)
g YV ViV — YV — gV V],

en utilisant maintenant les relations classiques entre les
composantes du tenseur de courbure et en remarquant que
pour toute 1-forme, projective, fermée, on a
2R
Vi =——"——
i rl"' n(1 _ n) p'i’
on en déduit

Vigi+ V=0

donc [L,, L,] € L,. Nous obtenons donc un résultat analogue
au résultat donné par Licanerowicz [19] pour les trans-
formations conformes dans le cas compact.

TakoriME. — Sur un espace d’Einstein, si L désigne
Valgébre de Lie des 1-formes conformes (resp. projectives),
Uespace vectoriel L est la somme directe L =L, + L, ot L, est
Palgébre de Lie des 1-formes de Killing, L, Pespace vectoriel
des 1-formes conformes (resp. projectives) homologues a O.
Les crochets de L, et L, vérifient les relations: [L,, L ] <Ly,
[Ly, Lo e Ly, [Ly, Ly] < L,.

§ 31. — Cas d’un espace d’Einstein complet.

1° Soit £ une 1-forme conforme, on a alors (paragraphe 2)

(31-1) vkvjEi + RijklEl + % [g(l(dsg)k + g:k(dSE),—gjk(dSE):] =0,
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pour une 1-forme conforme fermée sur un espace d’Einstein
a R 5£ 0, cette relation devient:

(31’2) kajEi + RijklEl + i_z—(n_R—-—l—) (gg‘ék + ngJ—‘ gjkEi) =

associons a la 1-forme §; et & la géodésique z'(s), la fonction

f= E;%', on déduit de (31-2)

a*f
et (n—lf 0

d’ou, si R < 0, en posant K2 = R

n(1—n)’
(31-3) f= A ch (Ks + B), A et B constantes.

Supposons le vecteur £ de longueur bornée, alors la fonction
f est bornée, d’autre part, I’espace étant complet, s peut
prendre toute valeur de 0 4 + oo, alors d’aprés (31-3), f ne
peut &tre bornée que si A = 0, d’ou f= 0; de cette relation
vérifiée en tout point et pour toute géodésique issue de ce
point, on déduit & = 0.

20 Si & une est 1-forme projective fermée, repartons de

(31'4) vkvjE + R;ij + —— + —— [gij(dss)k + gik(d&;»)j] = 0.

Si £ est une 1-forme projective fermée sur un espace

d’Einstein & R £ 0,
St — 2R(n+1 E,
n(n—1)
(31-4) devient alors

(31-5) V,VE + Ry + ——n j(e0ki o+ guE) =0

n(n—1
do
et pour la fonction f = E g, onen déduit

a2
d—s’[—'_n(n—l)f= 0

et, dans les mémes conditions que précédemment, on en
conclut § = 0.




234 R. COUTY

TutoritME. — Sur un espace d’'Einstein complet, & courbure
scalaire négative, il n’existe pas de 1-forme projective ou conforme,
fermée non nulle, correspondant & un vecteur de longueur
bornée.

Et, en utilisant le théoréme du paragraphe 30 nous pouvons
énoncer :

TrEoriME. — Sur un espace d’Einstein complet, & courbure
scalaire négative, toute 1-forme &, conforme ou projective, telle
que le vecteur associé a la 1-forme dd% soit de longueur bornée,
est une forme de Killing.

§ 32. — Cas d’un espace harmonique.

10 Pour tout vecteur projectif &, on a
AE) Wi =0

od W, est le tenseur de courbure projectif, qui, dans le
cas d’un espace d’Einstein s’écrit :
R
W, =Ry (g gog
ikt U n — 1)(&:811: 8ugy)
d’aprés (2-b) pour tout vecteur projectif & sur un espace
d’Einstein on a:

(32-1) 1B)g, =" =",

et

(32-2) q(5)gY = — '@wp‘.

En utilisant ces deux relations et en remarquant que dans
le cas d’un espace d’Einstein le tenseur Wy, vérifie les rela-
tions :

WiJkl = Wjikl = Wulk = Wklij
on obtient, pour la dérivée de Lie du scalaire W = W, W
(32-3) sryw = 22— Dy, wimy g1

R
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pour un espace d’Einstein, on a d’autre part, par un calcul
direct :

2R?
n#(n —1)

Supposons maintenant I’espace harmonique correspondant
a la fonction f(Q), on sait que ([15], [16]),

ToT,,,, = - (n + 2k, <k -2 ro— (f’(O))2>

WilmuWﬂmn = RilmnRﬂmn - 8{‘

2 n—1

ou T est le tenseur défini par
1 "0
Tijkl = E} (Rijkl + Riljk) — 2‘(%__—)1‘) (Zgijgkl_ 8ik8ji — gugjk)-

Par un calcul direct, on en déduit alors

RuB0 =13 (h=—3 [5(n + 270 + (0]

et,

(32-4) Wane W = 2 k(n + 2)3,

W=§2’_‘<n+ 2 k.

Pour un espace harmonique, le scalaire W est constant, d’ou
4(E)W = 0, alors, de (32-3) et (32-4) on déduit, si ’espace n’est
pas a courbure constante

(32-5) V,e? = 0.
Calculons maintenant (£(§)[')i, & partir de

. 1 .
(LE)h = 5 8[Vid(8) 8y + VA(E)8ak — V(&) gl
1—n) ,
= n—(—z—ﬁl) gV + VVida—VVig)ls
on en déduit, en utilisant 1'identité de Ricci
1— . . .
i(‘Q‘R“n—) [ViVi' + 9R] = gx + g,
et, par contraction
2R(n 4+ 1)
n(l —n) P

(32-5) entraine alors, 9, = 0, £ est un vecteur affine.

Vkqu;P =
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20 Considérons maintenant le tenseur de courbure conforme
Cyw, dans le cas d’un espace d’Einstein, il est identique au
tenseur de courbure projectif, en utilisant, pour une 1-forme
conforme, & les relations

2(&)Ch = 0, Q(E)gzj = g, 4(5)gY = — PgY,
on obtient facilement
SE(E) (qu[Cijkl) = 2(I)Cijk,cw“

d’ou, si 'espace est harmonique, non & courbure constante,
il en résulte ® = 0, £ est une 1-forme isométrique.

TaEoREME. — Sur un espace harmonique qui n’est pas a
courbure constante, tout vecteur projectif (resp. conforme) est
affine (resp. isométrique).

§ 33. — Cas d’un espace d’Einstein compact.

Soit £ une 1-forme projective fermée, de (31-4) on déduit
qu’une telle forme vérifie:

(33'1) zvkvisj = ;L_j{-‘—i- [2g,-jV,,VPEP + gikvjvpgp + gjkvivapL

réciproquement, on voit facilement que si Vn est un espace
proprement riemannien compact toute 1-forme vérifiant
(33-1) est une 1-forme projective fermée. Nous avons remar-
qué d’autre part, que sur un espace d’Einstein une telle
1-forme est solution de

2R 1
(33-2) 5% = _n((n—"_l_“—i)_) E.
Pour une 1-forme § quelconque, considérons le tenseur
Lpij = 2vkvisj _;1—_11_—1 (2gijvkvp2p + gikvjvpzp + gjkvivap )

sur un espace proprement riemannien compact, ;=0
signifie que £ est une 1-forme projective fermée. Sur un espace
d’Einstein, pour les solutions de (33-2) ce tenseur s’écrit

2R
(33'3) Qpij = zvkvigj —m (2gijEk + gikEj + gjkEi)
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on en déduit
(33'4) dkijaku == 4Vkvzsjvkvlél §"R2'_£3—n+—5) EkEk
n*(1 —np?
transformons maintenant V,VE V¥V on a successivement

V VT = V( VEVRIE) — VN, TRTE,
v,g,v VROIE = U (E NV, V*VEY) —EN 7, TRTE

et, en notant simplement V,A‘ les termes qui sont des diver-
gences

V VEVVE = VAl 4 £V, VHTE,

en utilisant deux fois I'identité de Ricci, on a, sur un espace
d’Einstein, pour les solutions de (33-2)

V.V Vg = VT W% | _2(g1n_-{;3_ E 4 R, VEVIEP,
d’ot on déduit:
4R%(n + 3)

V.VETE = VA 42 g

2"5 kT pj ki Rq/kiEqu,

(33-4) devient alors
(33-5) akzjakij + 4Wﬂmnwjlmngi€j = ViAi’

ou W,,, est le tenseur de courbure projectif, c’est-a-dire que
dans le cas d’un espace d’Einstein compact les 1-formes pro-
jectives fermées sont les 1-formes qui vérifient (33-2) et

Wit WHET; = 0,
on en déduit encore que dans ce cas, si la forme quadratique
aij = Wilmnwjlmn

est définie, 1l n’existe pas de 1-forme projective fermée non
nulle, donc toute 1-forme projective est isométrique.

TaEorEME. — Sur un espace d’Einstein compact, pour lequel
la forme quadratique a; = W;,,W/™ est définie, toute 1-forme
projective est isométrique.
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§ 34. — Transformations projectives et conformes
'sur un espace homogéne d’Einstein.

Nacano [21], a démontré que sur un espace homogéne
proprement riemannien, non « conformally flat » toute
1-forme conforme est isométrique, ceci entraine en particulier
que sur un espace homogéne d’Einstein proprement riemannien
qui n’est pas a courbure constante, toute transformation infini-
tésimale conforme est une isométrie. Par la méme méthode,
on peut démontrer un résultat analogue pour les 1-formes
projectives. Soit V un tel espace d’Einstein, considérons
Pespace V constitué par la méme variété différentiable mais
munie de la métrique

g=VWgy
on a immédiatement, pour tout vecteur projectif §

9(E)gy = ﬁ-mwm)gﬁ + g lE)W]

d’aprés (32-3) on en déduit
1%)gy =0,
c’est-a-dire que tout vecteur projectif de V est un vecteur

de Killing de V. Si V est homogeéne, le scalaire W est constant,

donc les isométries de V et V sont identiques, par conséquent
dans ce cas, tout vecteur projectif de V est un vecteur de

Killing.

TatortME. — Sur un espace homogéne d’Einstein propre-
ment riemannien, & courbure non constante, tout vecteur conforme
ou projectif est isométrique.



CHAPITRE 1V

TRANSFORMATIONS PROJECTIVES ET CONFORMES
SUR UN ESPACE KAHLERIEN

Dans ce chapitre V,, est un espace kihlerien de dimension
réelle 2n, soit F; = — F;; la 2-forme canonique de la struc-
ture; en coordonnées locales complexes, on a:

Faﬁ = Faﬁ" = 0 Fapa = lgapn a-ﬁ = "ga‘B
= 10§, Foof" = — i3, Ff, = —1idg, Ff . = idgL.

Ce tenseur définit Popérateur complexe sur les vecteurs,
que nous noterons J.

(IX)! = F,X», (IX); = FrX,
en coordonnées locales complexes :

(OX)*=iX%,  (IX)e=—iXa,
(OX)™ = —iX*,  (IX)e = iXgn

§ 35. — Une propriété locale.

10 Soit £ un vecteur projectif, repartons de
(35'1) Vk'ngp + R? ij' 3}’% + Sf%

multiplions (35-1) par F, ce tenseur étant & dérivée covariante
nulle,

o V,V,(JE) = F, 'V,
o
(35-2) ViV (%) + FRE = Fje. + Fi'g,

En coordonnées locales complexes, en utilisant les relations
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classiques entre les composantes du tenseur de courbure pour
un espace kihlerien, la relation (35-2) donne

(35-3)  VyV(JE)* — Repys(JE)* = —8F(Jo)y— 8%(Jp)g
(35-4) Ve Vp(IE)* + Ry (JE)H = 3“(3?)r
(35-5) Vy Ve (JE)* = 8%(J ?)rs-

(35-6) Ve Vge(38) 2 =

avec les formules complexes conjuguées. De
V. V3u(J8)* + R gaypue(JE)H" = 33:(5?)7
on déduit, par contraction
(385-7)  VFVa()e+ Rual35 = (3,
d’autre part, de
VVe(IE)a = gar(I9)3

on déduit
(35-8) VEV(3E)a = (9¢)a
d’ou, par addition de (35-7) et (35-8)
(35-9) VIT(3E)s + Rayo(T) = 2(J0).

considérons maintenant

V1Vp(98)* — Rpyue(JE)¥ = — 83(Je)y + 34(J9)s

V,Vgu(JE)* + R o (5)%" = 88 (Jg)y,
contractons « et 3 d’une part, «* et 3* d’autre part et ajoutons
(35-10) YV, V(JE) + 2Ry () = — (Jo)y
ou
(35-11) (99)a = — 2Rgps(IE)*" 4 (dSIE)q;

portons maintenant cette expression de (J¢), dans (35-9) qui
peut s’écrire

et

— (AJE)q + 2Rgpe(TE)* = 2(Jg),
on a alors

(35-12)  — (AJE), + 6Rgye(JE)E = 2(dSJE)g.
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avec la formule complexe conjuguée; finalement, si & est
une 1-forme projective sur I’espace kihlerien, on a

(35-13) — AJE + 3QUE = 2d83E.

Nous allons maintenant considérer des 1-formes projectives
fermées, A désignant 'opérateur i(F) (produit intérieur par F)
on sait que sur cet espace kihlerien pour une 1-forme

8JE = — Adt

donc d§ = 0 entraine 0J = 0, toute 1-forme projective fermée
vérifie donc la relation

(35-14) — AJE + 3QJE = 0.

d’autre part, on a vu que toute 1-forme projective vérifie
la relation
2

A% ——mdSE = Qt,

il en résulte que si & est une 1-forme projective fermeée, elle
vérifie

2n —1
(35-15) 1

mais, sur un espace kahlerien 'opérateur J commute avec
les opérateurs A et Q, de (35-15), on déduit alors

2n —1

Az = Q,

- — 13
(35-16) o T 1AJE QI
de (35-14) et (35-16) il résulte
b(n—1) .
2n + 1 A =0

d’ou, si n > 1, AJE =0 c’est-a-dire que la 1-forme JE est
harmonique, il en est de méme de la 1-forme &, et, puisqu’elle
est de plus fermée, elle vérifie alors d3t = 0, c’est-a-dire que
c’est une forme affine.

20 Soit maintenant & une 1-forme conforme, repartons de

(35-17) (L&D = Vi VE + R = gy + Sip; — gud'
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ol ¢; est le vecteur gradient ¢, = 99 = ——zib,SE de (35-17)
on déduit n
(35-18) ViV (%) + F RuE' = Fow + Fi'e; — gu(Je)"

Par un calcul analogue a celui fait dans le cas projectif,
on déduit de (35-18), en coordonnées locales complexes

(35-19)  V,V(JE)* — R%pyppa(JE) = = S5(J9)y — 8%(J9)s
(35-20)  VuV(3E)* + Repgyuu(JE)* = 8§(Ip)y — gare(97)°
(3521)  V Vg(JE) = S%(Ip)ge — gaey(Ip)*
(35-22) V., Vpe(3E)* =0
avec les formules complexes conjuguées; de
V, Ve (9E) + Rl T = gape(Ig)y — gm(Tp)e

on tire par contraction

(35-23) VB'V@.(JE)G‘ + Rops(98)* = (1 —n) (I9)a
d’autre part, de

. Vi Vg(B)a = gay(I2)g — 8or(99)a

on déduit

(35-24) VEVg(3E)e = (1 — n) (Ig),
d’ou, par addition de (35-23) et (35-24)

(35-25)  V'V,(3E)e + Rap(JE)? = 2(1 — n) (I9)q,

considérons maintenant

VyV(FE)* — Rogpu(TR)¥" = — 8§(Jp)y — 3§(Jp)g

VyVe(J8)* 4 R¥geype(FE)" = — 832(Ip)y — gper(Ip)*"
contractons « et § d’une part, a* et §* d’autre part et ajoutons,
il vient:

(35-26)  2(3p)e = — 2Ro(3EP + (d3 ),
portons cette expression dans (35-25) on en déduit

— (A%)a + 2(2 — n) Ryy(9E) = (1 —n) (d8 ),
avec la formule complexe conjuguée.

Finalement, si & est une 1-forme conforme sur ’espace
kihlerien V,,, on a

(35-27) —AJE + (2—n) QIE = (1 — n)dS 3.

et
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Nous considérons maintenant des 1-formes conformes
fermées, 6J5 = 0, elles vérifient

(35-28) — A+ (2—n) QE=0

d’autre part J commutant avec Q et A, on a pour de telles
1-formes

(35-29) 9 <1 _51;) AJE = QUE
de (35-28) et (35-29), on déduit
2(n—1P o
n(n — 2) A% =0

d’ou, pour n > 1, AJ =0, c’est-d-dire que la 1-forme JE
est harmonique, il en est de méme de la 1-forme &, et, puis-
qu’elle est de plus fermée, elle vérifie

dét = 0.
c’est une 1-forme homothétique.

TutorkME. — Sur un espace kihlerien V,, (n > 1) toute
A-forme projective (resp. conforme) fermée est affine (resp. homo-
thétique).

Supposons maintenant que l’espace kihlerien est aussi
espace d’Einstein pour sa métrique riemannienne; Q¢ =0
vérifiée pour toute 1-forme projective (resp. conforme fermée)
entraine alors si R=£0

§=0
done, dans la décomposition

L =1L, + Ly,
on a

L,=0 doa L=L,

on obtient alors le résultat suivant donné par Yano ([26],
p. 273) dans le cas compact seulement.

TatorkME. — Sur un espace d’Einstein-Kihler Vs, (n > 1)
d courbure scalaire non nulle, toute 1-forme projective ou conforme
est forme de Killing.
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§ 36. Cas d’un espace compact ou complet.

Si V,, est compact, on sait que toute 1-forme affine ou
homothétique est isométrique; si une telle forme est de plus
supposée fermée, elle est a dérivée covariante nulle. La méme
conclusion est valable sur un espace complet dont le groupe
d’holonomie ne laisse invariant aucun vecteur, mais alors

la 1-forme a dérivée covariante nulle est nécessairement
nulle.

TatorEME. — Sur un espace kihlerien compact V,, (n > 1),
toute 1-forme projective ou conforme fermée est a dérivée cova-
riante nulle. St V,, est un espace kihlerien complet dont le
groupe d’holonomie ne laisse invariant aucun vecteur, il n’existe
pas de 1-forme projective ou conforme fermée non nulle.

Sur un espace kiihlerien V,,, associons suivant Licanerowicz

([13], p. 145), a toute 1-forme réelle &, le tenseur réel a(f)y
défini par:

a(E)).p. = V)\Ey., a(E))\l‘# = a(E)l.p = 0, a(E);\.P. =V)p§w.,

a(§) = 0 fournit une condition nécessaire et suffisante pour
que la 1-forme & soit analytique.
Pour toute 1-forme £ sur une variété kihlerienne compacte,

on a ([13], p. 145)

(36-1) (AF — QF, B = 4(a(t), a(®).
Supposons que & est une 1-forme projective
2
At — Q= I 1 det.

(36-1) devient

1 1 _
] (d3t, &) = I+ 1(35, 3%y = 2¢a(%), a(k))
d’ou
a() =0
entraine
3 = 0.

Tatorkme. — Sur un espace kihlerien compact, toute 1-forme
projective analytique est isométrique.
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