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SUR LES TRANSFORMATIONS
DES VARIÉTÉS RIEMANNIENNES ET KAHLÉRIENNES

par R. COUTY

INTRODUCTION

Le présent travail est consacré à l'étude de certaines trans-
formations des variétés riemanniennes et des variétés kàhle-
riennes, ou plus généralement des variétés munies d'une
connexion euclidienne ou linéaire. Sauf avis contraire, il
s'agit toujours de variétés différentiables de classe C00. Nous
faisons constamment usage de la dérivée de LIE dont la défi-
nition et les propriétés essentielles sont rappelées dans les
préliminaires. Ce travail est divisé en deux parties. La pre-
mière partie est de caractère local; elle est inspirée par l'étude
des espaces harmoniques. Rappelons qu'un espace riemannien
est dit harmonique relativement à un point 0, si, s, désignant
la distance géodésique de 0 à un point variable M, le laplacien
Aa^ ne dépend que de s. On sait [15, 16], que sur un tel espace,
l'élément de volume en M est invariant par toute transfor-
mation conservant la sphère géodésique de centre 0 et passant
par M. Ceci nous conduit à étudier sur une variété rieman-
nienne quelconque, parmi les transformations locales conser-
vant la sphère géodésique celles qui conservent l'élément de
volume, ou plus généralement telle ou telle structure géomé-
trique. Sur une variété V munie d'une connexion linéaire,
on peut définir de telles transformations en considérant le
paramètre affine des géodésiques; soit To l'espace vectoriel
tangent en 0, à tout endomorphisme a de To nous associons
la transformation locale M -> M' == S(M) définie de la
manière suivante : dans un voisinage convenable de 0, à
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tout point M correspond la géodésique (g) passant par 0
et M, soit Q son vecteur tangent en 0, © est transformé
par <St en 6', on prend sur la géodésique (g') tangente en 0
à 6', le point M' de paramètre canonique s ' égal au paramètre
canonique s de M. Nous prendrons plus particulièrement pour
endomorphismes €t les éléments du groupe d'holonomie infi-
nitésimale o"o au point au 0. Le chapitre i est consacré aux
définitions des transformations étudiées et au rappel des
propriétés des coordonnées normales et des tenseurs normaux.
Dans le chapitre n, V est à connexion riemannienne et on
étudie le cas où les transformations 6 sont affines, projectives
ou conformes (dans ces deux derniers cas nous sommes amenés
à supposer V espace d'Einstein) ou bien conservent l'élément
de volume, on en déduit des propriétés de la courbure (espaces
localement symétriques, ou espaces dont le tenseur de Ricci
est à dérivée co variante nulle). Le chapitre m, étudie, pour
les variétés kâbleriennes l'invariance de la structure complexe,
puis le cas où les transformations S sont projectives ou
conformes, l'hypothèse, espace d'Einstein n'étant plus néces-
saire ici. Le chapitre iv concerne les variétés à connexion
euclidienne, nous établissons d'abord quelques formules
valables pour une connexion linéaire, puis nous considérons
l'exemple d'un espace de groupe semi-simple, où se trouvent
réalisées certaines hypothèses que nous sommes amenés à
faire par la suite. Pour une variété riemannienne munie d'une
connexion euclidienne, nous obtenons moyennant des hypo-
thèses sur la torsion, des résultats analogues à ceux du cha-
pitre ni.

La deuxième partie est essentiellement l'étude des trans-
formations infinitésimales projectives ou conformes sur une
variété riemannienne ou kâhlérienne. Dans le chapitre i, la
variété est supposée compacte, ou plus généralement complète.
Dans le cas compact, nous obtenons une relation entre le signe
de la courbure de Ricci et l'existence de transformations infi-
nitésimales projectives. Dans le cas complet nous retrouvons
un résultat de HANO [6] ; et, si la variété riemannienne complète
est simplement connexe, nous obtenons pour les transforma-
tions projectives et pour les collineations conformes, un théo-
rème de décomposition analogue à celui du cas affine. Le
chapitre se termine par une étude des endomorphismes [10, 20]
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associés à une transformation infinitésimale affine, projective
ou conforme. Au chapitre n nous montrons que certains des
résultats de BOCHNER, LICHNEROWICZ, YANO [27, 16] pour les
tenseurs d'un espace riemannien compact, orientable, sont
valables pour les tenseurs G-invariants d'un espace homogène
G/H, ce qui nous permet en particulier d'énoncer un théorème
de semi-simplicité. Nous étudions ensuite le cas particulier
où l'espace des classes de cohomologie des yi-formes G-inva-
riantes et de dimension 1, nous obtenons dans ce cas pour les
p-formes conformes G-invariantes des résultats analogues à
ceux obtenues pour les p-formes dans le cas compact. Le
chapitre m est réservé au cas où V est espace d'Einstein,
l'espace vectoriel des 1-formes projectives (resp conformes)
admet une décomposition en somme directe analogue à celle
donnée par LICHNEROWICZ [18] pour les formes conformes
dans le cas compact. Si V est de plus harmonique, ou homogène,
toute 1-torme projective (resp conforme) est isométrique; il
en est de même, sous certaines hypothèses si V est complet.
Le chapitre iv est l'étude, dans le cas où V est une variété
kâhleriçnne des 1-f ormes projectives (resp conformes) fermées,
elles sont alors affines (resp homothétiques), si on ajoute
l'hypothèse compact, ou complet, avec une restriction sur le
groupe d'holonomie, on a des formes à dérivée covariante
nulle. Pour un espace d'Einstein-Kàhler on obtient un résultat
qui a été donné par YANO [26] seulement dans le cas compact.
Certains des résultats de ce travail ont été indiqués dans
quatre notes aux comptes rendus de l'Académie des
Sciences [3, 4, 5].

Je suis heureux d'exprimer ma profonde reconnaissance
à M. ANDRÉ LICHNEROWICZ, qui n'a cessé de me prodiguer
ses conseils et encouragements avec la plus grande bien-
veillance et dont l'enseignement et l'œuvre, en particulier
ses deux récents ouvrages [12, 13] ont été pour moi le
guide le plus précieux. Que M. CHARLES EHRESMANN, dont
j'ai eu le bonheur de suivre les leçons et qui a bien voulu
me proposer un sujet de seconde thèse veuille bien trouver
ici l'expression de mes remerciements. Je remercie également
Mme JACQUELINE LELONG-FERRAND qui a bien voulu se
joindre à MM. EHRESMANN et LICHNEROWICZ pour constituer
le jury auquel est soumis cette thèse.



PRÉLIMINAIRES

§ 1. — Dérivée de Lie ([13] pages 12-32).

Soit Vn une variété différentiable de dimension n, de
classe C°° ; soit 9, une famille dépendant du paramètre ( s R
de transformations différentiables de Vn, nous dirons que nous
avons un groupe à un paramètre de transformations diffé-
rentiables si l'application :

((, x) e R x V,-^(rr) = x(t) <= V^,

est une application différentiable de R X Vn dans Vn et si
de plus, pour ( et (' e R

y<+r= y<°9r.
Un groupe à un paramètre de transformations différentiables

définit sur Vn un champ de vecteurs S; de la manière suivante :
pour xe: Vn

^(T)\ ^ /(=o

Réciproquement, si on considère un champ de vecteurs ç,
il n'existe pas nécessairement de groupe à un paramètre de
transformations différentiables définissant ce champ de vec-
teurs, mais, ce champ de vecteurs définit un groupe local à un
paramètre de transformations locales de Vn. En effet, il suffit
d'intégrer, à partir du point initial x(0) = x le système difé-
rentiel

(l-l) 6^ — ? .v / dt ~ ̂

on sait que, pour tout y e Vn, il est possible de trouver un
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voisinage U(y) et un nombre positif e(y) tels que (1-1) admette
une solution notée

x(t) == exp ((Ç) x pour |(| < e(y).

L'application différentiable exp ((!;) admet une application
linéaire tangente que nous noterons de la même façon et qui
définit un isomorphisme de l'espace vectoriel T^ tangent en x
sur l'espace vectoriel T^ tangent en x(t) = exp{t^)x. Par
image réciproque, on a un isomorphisme exp(^)* de l'espace
des formes en x{t) sur l'espace des formes en x. Si Q est une
p-forme, la dérivée de Lie de Q par Ç est la p-forme définie
par

roQ], = lim ̂ P^Û^—Q.
(•^0 (

D'une manière analogue, exp(— (Ç) définit un isomorphisme
de T^) sur Tp et par suite un isomorphisme de l'espace des
tenseurs de type donné en x{t) sur l'espace des tenseurs de
même type en x. Si S est un tenseur, la dérivée de Lie de S
par Ç sera le tenseur défini par

TOS], = lim exp(-rf;)t^-t^
t-^Q t

II est commode dans les calculs d'introduire une connexion
linéaire ([12] p. 72-107) y définie par une forme co. Dans un
système de coordonnées locales quelconques désignons par Ei^
les coefficients de cette connexion ; soit y la connexion associée
définie par

E^ == E,,,
nous désignerons par V et V les opérateurs de dérivation
covariante relativement à ces deux connexions. La dérivée
de Lie de la connexion (y) est donnée par

(1-2) [S(Ç)E];, = V^ + ̂

(où R^fc est le tenseur de courbure de la connexion (y) ). Pour
un tenseur S- ,̂ une fois covariant et une fois contravariant,
on a

(1-3) [S(W, = ̂ W + îW — SW.
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On en déduit immédiatement la formule analogue pour un
tenseur quelconque. Rappelons enfin la relation de commu-
tation des opérateurs Ï et V, par exemple, pour un tenseur
^

(1-4) Ï(Ç)W. - V^)^ = [^)E] ,̂ - [Ï(Ç)E]£^

§ 2. — Transformations projectives et conformes
(voir par exemple, [26]).

Un vecteur ($1) définissant une transformation infinitésimale
affine, projective, conforme, homothétique, isométrique, sera
dit plus brièvement vecteur affine, projectif, etc..., et sur une
variété riemannienne, grâce à la dualité définie par la métrique,
la 1-forme associée dont l'expression locale est ^dx1 sera
appelée 1-forme affine, projective, etc... Rappelons qu'une
transformation affine pour une connexion linéaire donnée est
une transformation conservant cette connexion. Si ^ est un
vecteur affine, on a

(2-1) WWk = 0.
Une transformation projective est une transformation conser-

vant les géodésiques. Pour Une connexion symétrique, si S;
est un vecteur projectif, il existe un vecteur ^ tel que

(2-2) mm.=^-^
Dans le cas d'une variété riemannienne, on voit par contrac-

tion de i et / que ^ est le vecteur gradient défini par

(2-3) ^=V,V^, ou ^=—-id^
Tt "~j~" 1

donc un vecteur projectif vérifiant dS^ = 0, (où d et S sont
les opérateurs de différentiation et de co-différentiation de
G. de RHAM [1]), est affine.

Dans le cas d'une connexion symétrique de coefficients
0 de

Ï(S)R^ = ̂ iWWÏk - WW, ([26] p. 17)
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et de (2-2) ; on déduit

(2-4) ^)R^-SWj-^^
et, par contraction de i et l

(2-5) ^)R^==(l-n)V^.
Si nous considérons maintenant le tenseur de courbure

projectit qui, pour un espace de Riemann est donné par

W%, == R^-^L^ (§;R^ - ̂ ),

on a, pour tout vecteur projectif \
^)W^ = 0.

Sur un espace de Riemann de métrique :

d^ == gij dx1 doo1

une transformation conforme est une transformation préser-
vant la métrique à un facteur scalaire près ; si ç est un vecteur
conforme, on a

(2-7) Ï(Ç)gy = V,̂  + V^ = 2^

où $ est une fonction dont l'expression est déduite de (2-7)
par contraction

^(W--4îS.
Si 0 est constante, la transformation est une homothétie,

et si S^ == 0, le vecteur conforme est isométrique.
$» désignant le vecteur gradient

<^i = Ô/P

( où ô,$ est une notation abrégée pour —^ )

on a ([26] p. 160)

(2-9) TOr)i,=^+^-&^
d'où

(2-10) Ï(Ç)R^ == - V ,̂Ss + V/D^ - g^^ +g^^1
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et
(2-11) Ï(Ç)R^ == - (n - 2)7^. — g^^P.
Considérons le tenseur de courbure conforme donné par

C^ = R^ + -^— {^ - SîRy + g^— gyR\)
»l —— Zi

+(n_l)^_2)^-^)'

pour tout vecteur conforme Ç
^(Ç)^ = 0.



PREMIÈRE PARTIE

Transformations locales définies par Pholonomie infinitésimale.

CHAPITRE PREMIER

DÉFINITIONS

§ 3 . — Coordonnées normales et tenseurs normaux»

Soit Vn un espace riemannien; dans cette première partie
nous ferons fréquemment usage des coordonnées normales
([25], p. 84). Nous rappelons que, pour définir un système
de coordonnées normales d'origine 0, on mène les différentes
géodésiques issues de 0, 61 (i = 1, 2 ... n) désignant les
composantes par rapport à un repère quelconque d'origine 0
du vecteur unitaire tangent en 0 à la géodésique OM, les
coordonnées normales du point M sont :

^ = Ws

où s est la longueur de l'arc de géodésique OM. Dans ce para-
graphe les coordonnées locales employées sont les coordon-
nées normales. F^ désignant -les coefficients de la connexion
riemannienne, on a, au point M

F}̂  = 0
et à l'origine 0

(F}*). = 0
rappelons encore la relation :

s2 = (gy),̂ .
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Considérons maintenant les dérivées en 0 des coefficients H^
(A^)o == (0^)0, ..., (A^,,)o = (ô,,,r̂ .

Si on rapporte l'espace à des coordonnées normales d'ori-
gine M variable, on définit des ensembles de fonctions des
coordonnées de M. On sait que ces fonctions sont les compo-
santes de tenseurs, au tenseur A1^ . . . r»p^2 indices on donne
le nom de tenseur normal d'ordre p ([25] p. 102). Nous aurons
besoin dans la suite des composantes des tenseurs normaux
d'ordre 2 et 3 calculées en fonction des composantes du tenseur
de courbure. Nous suivrons pour cela la méthode indiquée
par Elie-Cartan ([2], p. 243). Au point 0 nous attachons
un repère Ro et en tout point M d'un voisinage convenable
de 0 le repère déduit de Ro par transport par parallélisme,
le long de la géodésique OM. Nous désignerons par 61 et
œ} les formes qui définissent le déplacement de ce repère,
elles s'écrivent en posant x1 = ûrt, les a1 restant constants
le long d'une géodésique issue de 0

,n^ (O^a^+ô'^, a, dd)
^ fœ}=o/^, a,da)

où les 9'1, œ'j sont de la forme
( 9'1 = a}((, a) da/
((o'}=y},((, a)rfa\

Partons des équations de structure
^==(0^6'

(3-2) Ao} = — ̂  A (o; + ̂  R^ A V.

Remplaçons O1 et co} par leurs expressions (3-1), on obtient
, oov ^e'^^+aV}
^1 fô^}=R%^9'\
On en déduit un développement limité de O'1 et o/} suivant

les puissances de (, et, en revenant aux formes O1 et co} et
aux coordonnées normales, on a :

( V = dx1 + 1 (R^)o x^ dx- + 1 (V,R^)o x1^ dxk

(3-4) l 6 i 12
/ (o} = y (R^), x1 dxk + ̂  (V,R^)o ̂  dx\
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En repassant au repère naturel relatif aux coordonnées
normales d'origine 0, il en résulte, en utilisant l'identité de
Blanchi, le développement de T}̂

rj, = -I- [R%, + RW + ̂  [^-R^
+ V,R^, + V,R^, + V ,̂,] ,̂

d'où les composantes des tenseurs normaux

(3-5) A ^ = ^ ( R ^ + R U

(3-6) A1,̂  = -^ [(V^R^, + V^R,,,)

— 2(V,R,^ + V»R^) — 3(V,R^ + VaR^.)]
et, par contraction

(3-7) A tfcu :== —— ~Q R^BÎ

(3-8) A1,^ = ——I- (V,R^ + V,R^ + VA,).

§ 4. — Définition des transformations étudiées.

Sur une variété différentiable Vn munie d'une connexion
linéaire considérons un champ de tenseurs A1^ < ; les tenseurs
en un point 0
(A ,̂...,̂  ... V^)», ..., (V,,... V ,̂,,..̂ ;.... VW ... U ,̂
où Vi, ... V,.; Ui, ... U^; sont des vecteurs de l'espace vec-
toriel To tangent en 0, définissent des endomorphismes de To.

o r
Nous noterons en abrégé ces différents tenseurs par <a^, . .., €L1^

0 r
et les endomorphismes correspondants par a, ..., a ; l'indice
r indiquant « l'ordre » de l'élément considéré sera supprimé
lorsqu'il n'y aura pas lieu de préciser cet ordre. Si nous pre-
nons pour A le tenseur de courbure, les tenseurs en 0 intro-

o r
duits ci-dessus que nous noterons Q1,, . . ., Q1, engendrent
l'algèbre de Lie du groupe d'holonomie infinitésimale en 0
([12], p. 133, [22]). A tout endomorphisme a correspond un
groupe à un paramètre d'automorphismes de To, exp (i^t), à
un tel automorphisme, transformant le vecteur 6 en le vec-
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teur 6^ nous associons la transformation locale suivante : dans
un voisinage convenable de 0, à tout point M correspond la
géodésique g passant par 0 et M, soit 6 le vecteur tangent en
0 à (g), on prend sur la géodésique (g') tangente en 0 à 9'
le point M' de paramètre canonique 5' égal au paramètre
canonique s de M. Si {x1) sont les coordonnées normales
de M dans un système de coordonnées normales d'origine
0, ces transformations sont définie par le vecteur S; dont les
composantes en coordonnées normales d'origine 0 sont
données par

(4-1) y = W^\
o p

Nous désignerons par S ,̂ ... ®^ les transformations locales
sur V ainsi associées au tenseur CL. Nous allons plus parti-
culièrement étudier les transformations ®R associées au tenseur
de courbure R.



CHAPITRE II

TRANSFORMATIONS SR SUR UNE VARIÉTÉ RIEMANNIENNE

§ 5. — Cas où les transformations SR sont affines.

Soit V une variété riemannienne, Ç étant le vecteur défini
en coordonnées normales d'origine 0 par (4-1) on a, dans ce
système de coordonnées

^=(^)o,..,,ô^...^=0,
W)o = (ôA == (a ,̂ (ô '̂)o = 0

et

(5-1) ^)^ = V^ + VA = ̂ )o + ̂ (<x',)o + 0,̂ (̂ )0 .̂
Nous désignerons par H le tenseur introduit par ELIE

CABTAN et défini par
Hy^ = V^R,^ — 7,V,R .̂

Nous appellerons espace (H) tout espace riemannien pour
lequel ce tenseur est nul (1).

Nous allons étudier les espaces V pour lesquels les transfor-
mations CR associées à un point quelconque 0 sont affines-
on en déduit d'ailleurs immédiatement qu'elles sont isomé^
triques; en effet, d'après (1-4), pour un vecteur affine ç les
opérateurs Ï et V commutent, on a donc

^(^=^)Vgy=0
d'autre part d'après (5-1)

rogv)o=(Q,+Q^)o=o,
(1) On sait [17] que si l'espace est de plus espace d'Einstein compact orientable.

il est localement symétrique.
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donc Ï(^)gy = 0.

Les transformations Ç étant affines

^)R'^ == ç%R%,-v^R^ + v^R^
+ V ,̂, + 7^R^ = 0

ce qui entraîne
(^)R^)o = (ô,Ï(^R%,), == 0,

d'où
(R,,M''i + R.,̂  + R^û5» + R'̂ ÛÎ,), = .0,

(Qî.V,R^ — Q^R^ + QîAR^ + QW^ + Û^R )̂, = 0,
on en déduit alors les égalités tensorielles.

(5-2) R^V,. ... V^Rî,^ + R^V,,. ... V^R^,
+ R^V,. ... V,̂ ,, + Ry,̂  . . . V^R ,̂, = 0,

(5-3) V,, ... V^R ,̂.V,R^+ 7,.... V.̂ R^^R^
+ V,. ... V^R^V.R.̂  + V., ... V,,RÎ»„„VrRy,(

+ V,.... V^R^V,Ry», = 0.
0

Supposons simplement les transformations ©a affines (5-2)
pour p = 0, est équivalente à H = 0.

0 1
Si les transformations %R, SR sont affines, par dérivation

covariante de (5-2) pour p = 0 et, en tenant compte de (5-3)
pour p == 1, on obtient

V^R^R^n + VaR^R%n + V^R^n + Va,R^R^mn = 0

d'où en utilisant (5-3) pour p == 0

(5-4) R^nVçR1^ = 0
on en déduit par contraction

R^çR1^ = 0
et si |R 'n^O
il en résulte

W*< = o.
1 2

Supposons maintenant les transformations SR et SR affines ;
par dérivation covariante de (5-2) pour p = 1, et en tenant
compte de (5-2) pour p = 2, il vient
V,R^V,R^ + V,R^V,R%.

+ VaRy^Wfcmn + V,R^V,R^ == 0,
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et, en utilisant (5-3) pour p = 1
(5-5) VaR^nVçR^ = 0

ce qui peut s'écrire, d'après la deuxième identité de Bianchi
(5-6) VaR^nVfcR^ + VaR^nV^/ = 0

d'où, par contraction de b et Z, m et i, n et /, a et A*
(5-7) VWVV,R^ + VWW.R^ = 0

mais de (5-5) on déduit par contraction de b et k, m et i, n
et /, a et î

V^R^V,R^==0

(5-7) se réduit alors à
(5-8) V^R^V.R^ = 0

si V est proprement riemannien, il en résulte :
V,R^.=0.

THÉORÈME. — Soit V un espace riemannien, si les transfor-
0

mations SR sont affines, V est un espace (H). Si la courbure
de Ricci est non dégénérée (resp. si V est proprement riemannien)

0 1 / i 2 \

et si les transformations SR, Su [resp. SR, SiJ 5on^ affines, V e5<
localement symétrique.

Remarque. — Soit dl^ un tenseur quelconque vérifiant
|a^| =7^= 0 par un calcul analogue à celui que nous avons
fait, on montre que si un tenseur ( est invariant par les endo-

1 ^ 0
morphismes €L et par les transformations S^ alors V( = 0.

§ 6. — Cas où les transformations ÇR
sont projectives ou conformes»

Dans tout ce paragraphe V est supposé espace d'Einstein.
1° Dans ce cas le tenseur de courbure projectif s'écrit :

W1^ = R^ - ̂ ^y fc - S ,̂),

pour tout vecteur projectif $ de
^)W^,=0
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on déduit

^) Rtlkt = nÇr,^)^ ̂  - W ̂

= n(^T) ̂ (v^ + 7k^ - W^' + v^]
d'où, en tenant compte de

Qy+û^=0

et de
(W)a = 0,

(^)R%,)o=(ô^)R^)o=0;
on en tire les mêmes conclusions qu'au paragraphe précédent.

2° Le tenseur de courbure conforme dans le cas d'un espace
d'Einstein est identique au tenseur de courbure projectif,
nous pouvons donc énoncer.

THÉORÈME. — Soit V un espace (f Einstein. Si les transfor-

mations SR sont projectiles ou conformes V est un espace (H). Si
la courbure scalaire est non nulle (resp. si V est proprement

. x . , 0 1 1 2
rzemanmen) et si les transformations SR, ÇR {resp. ÇR, f^)
sont projectiles ou conformes^ V est localement symétrique.

§ 7. — Invariance de l'élément de volume.

Si V est harmonique [15], [16], les transformations conservent
évidemment l'élément de volume. Nous allons plus générale-
ment étudier quelles conséquences entraînent pour V l'inva-
riance de l'élément de volume par les transformations SR.
L'invariance de l'élément de volume par une transformation
définie par un vecteur ^ se traduit par

^)g = ̂ rg + 2^ = 0.

Or, pour les vecteurs ^ considérés

^r = 0
et, la condition de conservation de l'élément de volume se
réduit à

^rg = 0
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d'où

(7-!) [û<,.....,(^g)],=0
mais

(^)o = 0
^ == (0,̂ )0 = (Va.... Va,Ri..nU'»V»Uî- . . . U»,

(ô«.A=0

donc, dans (7-1) seuls sont différents de 0 les termes où figure
une seule dérivation de ^r. (7-1) s'écrit alors :

(7-2) (̂ ..̂ ....̂ o

où S' désigne la somme de tous les termes obtenus en rem-
plaçant successivement a,, par a,,..., a,. Partons maintenant de

ô,g = 2g^,
on peut écrire

î^. ...<„? == 2gô,....,JL + r!A,,...,,g + 2S\gô^...^a

+2l>V.̂ \.....-,̂

où S' a la même signification que précédemment et où la
somme S est étendue à toutes les combinaisons p à p des n
nombres Oi ... a^ En introduisant les tenseurs normaux, on a

(̂ ... a,g)o = r2gA^... „ + 2 S1 Sô<, ... ̂  gA^. , 1
L p=2 * •P *P+1 ' ^JQ

(»,,..,̂ . = [2̂ ,,..., + 2;S>\,...,̂ A.̂ .̂,Ĵ

où la somme S" est étendue à toutes les combinaisons de
P — 1 des n — 1 nombres 1*2 ... i^ (7.2) entraîne alors

(7.3) [gS\.^A^,^

^-S^SS-ô gA- ...J=0,
P==» •/« •'p •'p+l ^nJo

or on a
(î><g)o = 0,

(W)o = 2(gA^)o,
(&.^(S)g)o = W^g + ô \̂»g), = 2g(ô^"A^ + ô^A^)., = 0,
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on déduit alors de (7-3) par récurrence sur n
(7-4) (Sô^-A^,^). == 0

d'où, si les Sa relatives à un point quelconque de V conservent
l'élément de volume, (7-4) entraîne les égalités tensorielles
qui généralisent les équations de COPSON et RUSE des espaces
harmoniques.

/7.5'i y V A' —V V A * — 0V * "/ - m ••»>•"• *a, ...a,, '•»•• m1'- ««,...<«„ — '-'•

Reprenons maintenant les équations (7-4) pour les tenseurs
normaux d'ordre 2 et 3

(7-6) R^nA^ + R%nA^ == 0
(7-7) R^nA^ + R^A^, + R^A^yp = 0
(7-8) V,,... V^R^A^ + V,.... V^R^A*,,, = 0
(7-9) V,,... V.,,R^A^ + V.,.... V^R^A^»

+V,....7^R^,A^=0.
En utilisant (3-7), (7-6) et (7-7) s'écrivent pour q = 1
(7-10) R^A + R%»R.p == 0
(7-11) v»R^,Rpy + v*R%»R(p == 0

d'où, par dérivation de (7-10), et, compte tenu de (7-11),
(7-12) R^nV^ + R%n^R.p = 0

(7-7) s'écrit, d'après (3-8)
(7-13) R^V^ + VpR^ + V^R^)

+ R%n(V*R<p + ViRp» + VpR«)
+ R^n (VpRy + v,R/p + ^Rp<) = 0.

En tenant compte des équations analogues à (7-12) déduites
de (7-12) par permutation de i et k et par permutation de /
et k (7.13) se réduit à

(7-14) R^,V,R^ + R^»VpR,i + R^VpRy = 0,
contractons i et k dans (7.12),

(7-15) R^V..R^+-|-R^ô,R=0,

Contractons i et /' dans (7.14)
2R^,VpR,, + R^ôpR = 0,
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d'où en comparant avec (7-15) (écrite en remplaçant / par k)

R^nV.Rp* = R^nVpR,»,
or,

R^Rp. == - R'̂ v.Rp. == - R^V,R,,,
d'où

R^pRi» == 0
d'où, en utilisant la première identité de Bianchi

R^n'VpRi» + R^VpR,* = 0.
On en déduit
(7-16) R^V.R,, = R^R,,,

Contractons maintenant m et k dans (7-12)
(7-17) RW»R^ + RT-.V^R.,, = 0,

contractons i et m dans (7-14), ce qui peut s'écrire, d'après
(7-16),

(748) R^VpR,, + RV.VA, + RW7A = 0,
et, en comparant avec (7-17)

(7-19) R^W* = 0.
Considérons maintenant (7-8) pour q = 2,
(7-20) WR^Rp; + V,7,R^R;, == 0

utilisons (7-8) pour q = 1, sous la forme

VrR^nR^ + VrR%nR(p = 0

par dérivation covariante, et en tenant compte de (7-20)
(7-21) V-R^n^R?., + VrR%nV*R.p = 0,

(7-9), pour q = l, donne

(7-22) V.R'UV^+VpR^+VAp)
+ ̂ R^(V,R^ + V(R^ + VpR^)

+ VrR'UVpRy + V,R^ + V^Rp..) = 0,
et, en tenant compte des équations analogues à (7-21) obtenues
par permutation de i et k, puis /' et k (7-22) se réduit à

(7-23) V,R^V^ + V,R^V,R,. + V,R ,̂,,V,Ry = 0,
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Contractons i et A*, / et w, n et r dans (7-21), en utilisant
les relations

VJV,,=V,R,—V,R,
et

4
V R5 — — V R- A 1 1 - r — s\ T11?

il vient
(7-24) (VW — WP) V,R^ + 1 V^RV^R = 0,

Contractons maintenant dans (7-21) i et m, / et r, A* et n,
V '̂R^V.R^ + (V^ — VW) V,R^ == 0

où
(7-25) (27^ — VW) V,R,p = 0

contractons i et /, k et w, n et r, dans (7-23)

(7-26) (VW1 — V-R^) V,R,, + 1 V^RV^R = 0.

Comparons cette équation avec (7-24) qui peut s'écrire

[ViR^p _ VW1] VpR,, + 1 V^RVpR = 0

on en déduit
V^RVpR =-= 0

et
(V^R^P _ v^R*1) VpR,, = 0

et, dans (7-25) on peut alors remplacer V^V^R; par
VWV^, (7-25) se réduit alors à

V^V.R.p = 0.

THÉORÈME. — Soit V un espace riemannien. Si les trans-

formations CR conservent Vêlement de volume, V vérifie le sys-
tème infini de relations

V V A ^ _ V V A ^ _ 0>f m^ n^ sa^..ap vnvCTA îa^. . .ap — ^*

Si la courbure de Ricci est non dégénérée (resp. si V est pro-
0 1

prement nemannien) et si les transformations 6n, SR (resp.

®RÎ ®R) conservent Isolément de volume^ le tenseur de Ricci de V
est à dérivée covariante nulle.
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Considérons maintenant les transformations locales notées
OR définies par les vecteurs donnés en coordonnées normales
d'origine 0 par

on a
^^(VuR^U-V-W^^,

ô^^^R^U-V-W^.
En nous plaçant dans le cas où l'espace est espace

d'Einstein
VrR^n == 0

donc
ô,̂  = 0

la conservation de l'élément de volume par les transformations
i
OR se traduit comme précédemment par les relations

(Sô^y)rA^,Jo=0,

Considérons simplement l'équation

(7-27) ô^A^ + ô^A^p = 0,

dans le cas d'un espace d'Einstein,

A. - R
A,y-—^gy,

(7-27) donne alors
(7-28) V .̂. + V^y = 0

utilisons maintenant l'identité de Blanchi :

(7-29) Y/R,^, + V,R^,y + V.R^, == 0

par addition de (7-28) et (7-29), il vient

(7-30) 2V,R,^, + V»R,,y = 0

mais, d'après (7-28)

(7-31) V,R^v + V^R,,, = 0,

et de (7-30) et (7-31) on déduit par soustraction

V.ÏLnt. = 0
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nous pouvons donc énoncer, en reprenant les résultats pré-
cédents :

THÉORÈME. — Soit Vn un espace riemannien. Si la courbure
de Ricci est non dégénérée (resp. si Vn est proprement rieman-

1 0 1 l i t
nien) et si les transformations OR, SR, SR (resp. OR, Sp, SR) conservent
Isolément de volume. Vu est localement symétrique.



CHAPITRE III

TRANSFORMATIONS SR SUR UNE VARIÉTÉ
ANALYTIQUE COMPLEXE

§ 8. — Variété analytique complexe :
(Voir par exemple [12], p. 219)

Dans ce paragraphe nous donnons les définitions et notations
utilisées dans la suite du chapitre. Soit V^ une variété à
2n dimensions, rappelons qu'une carte locale complexe ou
système de coordonnées locales complexes est un homéo-
morphisme d'un ouvert U de Vgn sur un ouvert de C"; U est
dit le domaine de la carte. Ainsi se trouve associé à chaque
point a; de U un système de n nombres complexes z* qui sont
dits coordonnées locales complexes de U. La variété est dite
analytique complexe s'il existe un ensemble A de cartes
locales complexes satisfaisant aux deux axiomes suivants :

Ai La réunion des domaines des cartes de A est identique
à V,,

Ag Si x e Ui n Ug où Ui et Ug <= A, les coordonnées
complexes de x dans l'une des cartes sont des fonctions ana-
lytiques complexes à jacobien non nul des coordonnées de x
dans l'autre carte, (z*) étant un système de coordonnées locales
complexes, nous posons

z01 == 1 (x9' + ix^) a* = a + n;
\/2

les 2n nombres réels x sont dits les coordonnées locales réelles
associées aux coordonnées locales complexes. Si à ces 2n
coordonnées nous substituons les 2n nombres complexes,
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Les formes (dz*, dz9'*) définissent un repère de (T^)*, espace
vectoriel complexifié de l'espace (Ta;)* dual de l'espace des
vecteurs tangents en x, par dualité on en déduit un repère
(^<x? ^a*) de T^ complexifié de Tç. C'est à de tels repères que
nous rapporterons les tenseurs de la variété analytique
complexe. La structure analytique complexe de V^ définit
un opérateur 3 (32 == — identité) dont le tenseur associé a
pour composantes :

^ = % ^ = — % ^ = ̂  = 0.

Un tenseur est réel s'il satisfait à la condition suivante:
les composantes complexes qui se déduisent l'une de l'autre
en étoilant tous les indices sont complexes conjuguées. Une
variété analytique complexe est dite hermitienne si elle admet
une structure de variété proprement riemannienne telle que le
produit scalaire de deux vecteurs et celui de leurs images
par 3 soient égaux. La métrique hermitienne peut alors
s écrire

ds2 =2g^dzçidz^.

La variété est dite Kâhlerienne si la forme associée

ig^dz^ /\d^

est fermée; elle est alors à dérivée covariante nulle. Il en
résulte des conséquences pour le tenseur de courbure : les
seules composantes non nulles sont, aux conjugaisons près,
celles de la forme Rap-^s*, et, dans une telle composante on
peut permuter deux indices étoiles et deux indices non étoiles.

§ 9. — Variété kahlérienne.
Cas où les transformations SR sont analytiques.

Sur une variété analytique complexe, dire qu'une transfor-
mation est analytique, c'est dire que cette transformation
laisse invariante la structure analytique complexe, ou, ce
qui est équivalent l'opérateur 3. Soit d'une manière générale
sur une variété riemannienne' V un tenseur $/ à dérivée
covariante nulle; supposons ce tenseur invariant par les
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transformations SR; Ç désignant le vecteur associé à une
telle transformation, en utilisant :

Vp^/ == 0
on a

.Ï(Ç) $/ == (Q^ ̂  - (Q^ $; + ô^/(^)o ̂
(9-1) W$/)o==MS)^)o==0

et

MS) ̂ ^O == (Û^^^-Q^A' + ̂ ?6 + ̂ /Q^)o

(^(Ç) ̂ o = (Q^A1 - Q1^^/
+ ô^$/Q^ + ô^$/Q^ + ô^$/û^)o

(où les 0 sont les tenseurs définis au paragraphe 4)
d'autre part, de :

w=w-w/\
on déduit

et
(ô^/)o=(ôJ^i-ô,^W)o

(ôafrc^)o = WW——^Wj^.

Le tenseur $ étant invariant par la transformation S :

(9-2) MW)o = MW)o = 0.
Nous allons expliciter ces relations, en remplaçant, d'après

et

v,v^/-v^/==o,
ô,H/W par Ô,H,ÛW,

ÔJ^QW par ÔJ^QW;

et de même

Ô^W1, par ô,JV^$/
et

Ô^FWQ1, par ô,J?,QW.

Introduisons d'autre part les tenseurs normaux P^jabch en

remarquant les symétries pour a et /' d'une part et pour deux
quelconques des indices fc, c, . . . l d'autre part. Les équations
(9.2) entraînent:

(9-3) [A^,Q^ + A^A + A,̂ , + A^Q^
+ [A^Û^ + A,̂  + A,^Q^ + A,̂ ]$/ == 0
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et

(9-4) [A^Q^ + A^A + A^>, + A^QP, + A ,̂QW
+ [A^A + A,^A + A^Q^ + A,̂ , + A,^Q^]$/ = 0.

Supposons maintenant que V est une variété kàhlerienne
et calculons les composantes des tenseurs normaux dans un
repère adapté à la structure complexe. D'après les calculs du
paragraphe 3, et, en utilisant les relations classiques entre
les composantes du tenseur de courbure d'un espace kâhlerien,
on voit que les seules composantes non nulles des tenseurs
normaux sont données, aux conjugaisons et symétriques près,
par

Aap'yS* == -q Rap-fS*? Aap*Y*S = -7. Rap»^

1 1
A^a-R» = g ^Rïla^p»? Ay^ap» = ^ ^RTÎ OI?»»

1 5
A^»a*p* = oj- ^a*RTiP»Ç(JL»ï A^»^»ap == -^ VaR^»^»??

1
Ay^*a*P = -rr ^î:*RTi(A*a*P-

Prenons maintenant pour $ le tenseur définissant la struc-
ture complexe, les équations (9-3) et (9-4) deviennent alors,
aux conjugaisons et aux symétries près :

(9-5) R(JLP*Ç<X*Û^ + RTî Ça^^P* + R^p-a^Ç + RTip^û^a* = 0,
(9-6) V^R^,Q^ + V^^Q^ + V^^ç

+ VTR^^^Û^«< + V^R^^ = 0

avec l'équation analogue en remplaçant simplement y par y*,
on voit immédiatement que ces équations entraînent les
équations (5-2) et (5-3).

THÉORÈME. — Soit V une variété kàhlerienne^ si les trans-
0

formations SR sont analytiques, V est une variété (H). Si la
courbure de Ricci est non dégénérée {resp. si V est proprement

0 1 1 2

riemannienne) et si les transformations SR, CR (resp. SR, Sn)
sont analytiques, V est localement symétrique.
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§ 10. — Variétés kàhlériennes :
cas où les transformations Î?R sont projectives ou conformes.

1° Soit V,,, une variété kàhlerienne, les transformations
SB sont supposées projectives, alors

^)W%, = 0
d'où
ï(wkt = îè=~t mwr-ww

== ̂ ^ [SK^aRf* + v^-R.» + WR^)
n- WV,RJ, + V^R., + V^-R^)]

on en déduit

(Ï(Ç)R^), = ̂ ^ [SKQ-A,* + ÛW - ̂ "A' + û''̂ )]»

(ô^(S) R^)o =^ [̂̂ '(ÛWR,, + Û^R.» + Û%V,R )̂

— ^(Q%V,R^ + Û^R., + QWR/a)]o,
d'où les égalités tensorielles :

(10-1) R^V^... V^R^, + R^... V^R%,
+ RV,,V«. ... V^R ,̂, + R^V,.... V^Rî^,

= ̂ n [^(v<'.• • •̂ •̂-"-.̂  + V.... .VapR^nR^

— ^(V<,... .V,,R^R,, + V<... .V^R^RA)],
(10-2) V..... V^R ,̂V,Ry^ + V..... ̂ pR'.mn r̂Rî/̂

+ V... . .V.pR^nVrR.̂  + V«. . .V.pR^nVrRw

+ V,.. . .V^R^nVrRy*, = an î ̂ "(v(11' ' -^P^mnVîR^

+ v.,. • .v.,R%XR,* + v.... .̂ pR^n^R/,)
—— g.*(̂ ... . .VopR^nVîR^ + V,.. . .V«pR%nVrR,(

+Va.•..V«pR^to.nV^RA)]•

Considérons l'équation (10-1) pour p = 0 et écrivons-la
pour des indices i, j, k, l de la forme a, p*, y, S*.

(10-3) R,p.•y8*Rïamn + Ra^S'R^mn + Rap*g8*R^mn

+ Rap^R '̂mn == n — * [ê'aS'ÇRVmnRyr 4- R'i'mnRp*»)]-
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Remarquons d'abord que

RîP^R^xmn + Rap-^gR^mn = R^R^R^amn

+ Rap^R^mn = R^^P'a/nn + Ra^R^mn;

en contractant a et S*, on a :

RXa^R<n + Ra^R^n = R^a^R^.n—— Ra^R^n == 0

à partir de (10-3) on obtient donc, par contraction de a et S*

R^nR^ + R^nR^ = 2^^(RW^ï + R^nRp-,),
d'où, pour n > 1

R^^nR,Y + RVnR^ == 0
l'équation (10-3) se réduit alors à

Hap^mn == 0.

Par dérivation covariante de (10-1) pour p = 0, et en
tenant compte de (10-1) pour p == 1, on obtient :

Va,R^R^n + Va,R^R^n + V<,R^R^n + V,,R^R^
^

= ̂ ^ ^ [ëil^qjmn^aj^qk 4- Rç^mn^R/fc)

—^(R%nV..R,,+ R^v^R/,)],
d'où, en utilisant (10-2) pour p == 0

R^nV.R^ = ̂ L^ R^n[g.v,R,. — gi^M

en contractant r et m et, en supposant la courbure de Ricci
non dégénérée, on en déduit :

(10-4) V,R,̂  = ̂ L^ (giWk-gi^M

Écrivons cette équation pour les indices i, /, A*, l de la forme
a? P*? ï? S*? o11 allra alors :

(10-5) VçRap^ === ̂ n ̂ ^RP-Ï

contractons a et S*, on en déduit, pour n > 1

V^Rp^ == 0
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et (10-5) donne alors
^R«p*r8. == 0.

Par dérivation covariante de (10-1) pour p = 1, et, en tenant
compte de (10-2) pour p == 2, on obtient :

VA^R^n + ̂ A^R^mn

+ VA^R^, + ̂ .Ry^R ,̂.
= 2,̂  [ê^R^VA* + VO.R^VA)

— g.*(̂ ,R%X.R,< + v«.R^nVA)],
et, en utilisant (10-2) pour p == 1

(10-6) VaR^v,R^ = ̂ A^ VaR^»(g.<v,R^ — ̂ »v,R )̂.

Prenons encore les indices i, /, k, l de la forme a, ?*, y, S*

(10-7) V.R'rmnVîRap^S. = ̂ ^V.R^ng.S^Rp.f

contractons a et S*, on en déduit pour n > 1
VaR^V,Rp.Y == 0

(10-7) se réduit alors à
VaR^n^R^S. = 0

ce qui, dans le cas kàhlerien est l'équation (5-5).
2° Nous allons maintenant étudier le cas où les transfor-

mations SR sont conformes, ^ étant le vecteur définissant la
transformation locale Sa, rappelons que l'on a, en coordonnées
normales d'origine 0

(^)o = (ô )̂, = 0
d'ou

(M^y))o = (gyU^o
et

(î»«6c(^gy))o == (g^«ftc^)o

d'autre part de (5.1) on déduit
w^)o == (ô.rogv))o = o

et
(^ro^o = ̂ guQ'j + W^Q', + î)«,gyQ^ + ̂ gvQ*,)»,
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ce qui peut s'écrire, en utilisant l'expression de la deuxième
extension ([25] p. 96) du tenseur métrique

1
{^abgpq)Q == Q[Rpabg + Rpftga]o?

(^(Ï(^)gy))o = 4 s ^laQ^ + R^ + R^ + ̂ Alo.0 (a, &)

où nous désignons par le symbole S une somme étendue à
(P.y.r)

toutes les permutations des indices p, y, ... r. On a de même,
en utilisant

(Wy)o = fi s (^Rio^o,
0 (a,&,c)

(W^W). = -I- Ŝ  [VcR^Q^. + V.R,,,,Û̂
(at6'c) + V.R^Q^ + V,R,^ÛÎ, + V,R .̂,Q^].

Supposons les transformations S conformes, alors

Cy=^)gy+^gy=0,
ft

les relations (ôa&Cy)o = (ôa6cCy)o = 0,
entraînent

1 S [R^f + R,^Q^ + IW^ + Ry^a] + ^-gA, = 0,
0 (a, &) M

4- S [V^R^Û^ + V.R^A + V.R^Q^ 4- V.R^^
0 (a,6,c)

+V,R^Q^]+-^-gyA^=0

où les A sont les tenseurs obtenus par extension du scalaire Si;
V étant une variété kâhlerienne, écrivons les égalités tenso-
rielles précédentes dans un système de coordonnées locales
complexes, en prenant pour i et / des indices de la forme
y], ^, on a:

(10-9) 1- ̂  [R,t,.V,.... V^Qîç + R^,V,,... 7,̂

+ R^o.... VopQ^ + R^V..... Va^ol = 0,
(10-10) •I- ^ S ^ [V,R,^7,.... V^Qîç

+ v.R .̂v<,.... v.̂ Q^ + v.R^,v<,.... v,,Û»,
+ v,R^,v«.... Vopû^ + v^R^oV,.... 7.̂ ] = 0
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avec les équations analogues que l'on en déduit en remplaçant
Y), Ç par Y)*, C"- Considérons l'équation (10-9), pour p = 0,
et prenons a et & de la forme a*, p*, il en résulte, puisqu'on
peut permuter a* et jî* :

(10-11) Hçp^=0
d'où H=0.

Par dérivation covariante de (10-9) pour p = 0, et en tenant
compte de (10-10) pour p = 1, on obtient :

S VcR^A + VcR^aû^ + VcR^aû% + VcR^a = 0
(a, &. c)

compte tenu de cette dernière relation (10-10) pour p = 0
s'écrit alors

S V,R^A=0.
(a. fr. c)

Prenons pour a, &, c des indices de la forme a*, (3*, y, la
relation ci-dessus se réduit à

VA-a^T = 0,

en prenant de même pour i et / des indices de la forme Y)*,
Ç"1, et a, 6, c de la forme a, p, y*, on obtient

^Rç-arrp^r == °-
Les 2 relations précédentes entraînent

V^R^mn == 0

c'est-à-dire (5-4).
Par dérivation covariante de (10-9) pour p === 1 et compte

tenu de (10-10) pour p = 2, on obtient :
(10-12) ^ S ^ [V,R^V,R^ + V,R^VrR^n

+ V,R ,̂V,R^ + V,R^V,R ]̂ = 0,

compte tenu de (10-12), (10-10) pour p == 1, donne alors
(10-13) S VçR^VrR^n=0.

<a. fr, c)

En prenant, successivement pour a, 6, c des indices de la
forme a*; ?*, y, puis a, ^, y*, on en déduit

V,R^V,R^ = 0,
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c'est-à-dire l'équation (5-5). En rapprochant ces résultats de
ceux obtenus pour les transformations projectives, nous pou-
vons énoncer :

THÉORÈME. — Soit V^n (n > 1) une variété kahlerienne. Si
0

les transformations SR sont projectiles ou conformes, Vg^ est
une variété (H). Si la courbure de Ricci est non dégénérée (resp.
si V^ est proprement riemannienné) et si les transformations
0 1 1 2

SB? ®R {resp. f?R, Sp) sont projectiles ou conformes Vgn est loca-
lement symétrique.

Remarque. — Au lieu de considérer les transformations SR
définies à partir du tenseur R, nous pouvons plus généralement
considérer des transformations Sa définies à partir d'un tenseur
a,j^ i antisymétrique pour les indices i et / et tel que le
déterminant d'indices i et /, ofj = a1^ , soit différent de 0 $
alors, s'il existe sur Vgn un tel tenseur (par exemple une forme
quadratique extérieure de rang maximum) tel que, par exemple

0 1
les transformations locales î^, Sa soient conformes, V^ est
localement symétrique.

§ 11. — Variétés hermitiennes.

1° Soit maintenant Vgn une variété hermitienne, les coef-
ficients de la connexion riemannienné (y) sont donnés par

r^=o,
r^-l-g^^iî+^.T),

^
rjr = -y g"*^^* — ̂ r)'

avec les formules complexes conjuguées.
L'invariance du tenseur canonique $, par les transforma-

tions ÇR, se traduit par

d'où
W, = o

0£(W), == MW), == o
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ce qui conduit aux équations

Wr——Wi=0

Wa^r —— QW. + ̂ Wa = 0.

0 1
En considérant l'invariance de $ par CR et SR, il en résulte

RP V (U — Q1<- amn' p ^ - i — v?

d'où, si la courbure de Ricci est non dégénérée

W=0

V est kàhlerienne, on peut alors appliquer les résultats du
0 1

paragraphe 9 concernant les transformations ÇR et SR.

THÉORÈME. — Soit \^ une variété hermitienne, si la struc-
0 1

ture complexe est invariante par les transformations SR et SR
et si la courbure de Ricci est non dégénérée, V est kàhlerienne,
localement symétrique.

2° Considérons sur Vg^ la deuxième connexion canonique (s)
([12], p. 243), dont les coefficients, notés EJ^, sont donnés
en coordonnées locales complexes par

E^ = Eê,, = 0, EÇ, = g^\g^
avec les formules complexes conjuguées. Nous désignerons
par S le tenseur de torsion et par D le symbole de dérivation
covariante de la connexion (e); on a

D,g,, = D^y = 0.

En coordonnées locales complexes, les seules composantes
non nulles du tenseur S sont du type S^v et S01^*, avec

S^= ̂ (E^-E^) = ̂ g^g^-^.)

pour la forme Sy^, les seules composantes non nulles sont du
type Sa»pY et Sap*y»; et, pour la forme S,/, les seules compo-
santes non nulles sont du type Sa* ,̂ S»pJ; pour une variété
kàhlerienne S = 0. De D^, = 0, on déduit :

^i=Wp——^pa(S)pi+ (S^+ S^)^——(S^'+ S,/)̂ ,;
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on en déduit, qu'en coordonnées locales complexes, les seules
composantes non nulles du tenseur V^^ sont données par

V,$^ = — 2iS^P, V^P\ = 2iS^ ;

il en résulte, par un calcul direct, que les seules composantes
non nulles du tenseur V^V^, sont données par:

V^Vo^y = — 2iV^S ,̂ V .̂$P = 2iV^A
Wa^r = — 2^Sa ,̂ V^V^P , = — 2iV^S ,̂

V^V,, $.̂  = — 2iV^S^, V^V^P^ = — 2iVA^

avec les formules complexes conjuguées. Si nous supposons
VS == 0, on en déduit donc

V,V^= 0.

Si V est supposée de plus compacte, on sait [16] qu'il en
résulte

W=0
alors, V est kàhlerienne.

THÉORÈME. — Toute variété hermitienne compacte vérifiant
la condition VS == 0 est kàhlerienne.



CHAPITRE IV

TRANSFORMATIONS SR SUR UN ESPACE
A CONNEXION EUCLIDIENNE

Dans ce chapitre nous considérons des espaces à connexion
euclidienne, c'est-à-dire des espaces riemanniens munis d'une
connexion linéaire telle que la dérivée covariante du tenseur
métrique dans cette connexion soit nulle. Auparavant nous
indiquons quelques formules fondamentales valables pour une
connexion linéaire quelconque et qui nous seront utiles dans
la suite.

§ 12. — Formules fondamentales pour une connexion linéaire.

1° Soit V une variété différentiable munie d'une connexion
linéaire quelconque (y) définie par les formes co} qui, relative-
ment à un co-repère (61) s'expriment par

<o} = y}̂ .

Les formes de torsion et de courbure sont données par
^=^+(0^,

Q^.== dœj+ (o;.Aœ;,
on pose

^ = — S^AÔ-
et

Q^-^R^AÔ^,

ces formes vérifient les identités de Blanchi

dï}=ÛW—^/\^
dQ^Q^A^—^AQ^
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en coordonnées locales V = dx\ et on pose co} = Fjr dx1'^
puisque d (dx^ = 0, la formule définissant la torsion se
réduit à

^i=^/\dxr

d'où

s1 = ̂ dxk^dxr = —-1- (a— n,) ̂ A^,
le tenseur de torsion a pour composantes

s^=-|-(r},-n,).
Pour un tenseur quelconque on a l'identité de Ricci

vy^...^-^-v.v^...^-^ = -SRr^...r..../l•••^
+ S^W,..^1-"-^ + 2S^VA, , ̂ -^.

2° Si S^ est le tenseur de torsion de la connexion (y),

^e^e^coi—s^&w,
on introduit la connexion (y) dite connexion associée définie
par la matrice des formes C3}, telles que

d'où
Gï)= COJ.—^S1^

rfe^e^Gîj+s^Ae*.
La torsion de (y) est opposée à celle de (y), la relation entre

les deux connexions est réciproque. Si les connexions sont
rapportées à un repère naturel de coordonnées locales, leurs
coefficients sont liés par

r),=r),—2s%=iv
Nous désignerons par R le tenseur de courbure de la

connexion y et par V et V les dérivations covariantes dans
ces deux connexions.

3° On a immédiatement :

(12-1) V,X1 = V^X1 — 2S^,Xr,
(12-2) V.X^VA+^S-.X,
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plus généralement

(12-3) VA'/ = VA'/ + 2 (- S^A", + S-^Ay.
Par un calcul direct, on obtient

(12-4) V,V,X. — V,V,X. = [R^ + 2V3-,,] X,,
(12-5) V^X1 - V,V,X1 = - [R^ + V^yx".

En écrivant l'égalité déduite de (12-4) en permutant l et k
et les connexions, on en déduit, pour tout X la relation

[R-,̂  + 2V,S-,; + R-;,, + 2V,S^JX, = 0
d où

(12-7) R-.,, = R-^ + 2[V3-,» + V,S-,,].

4° La première identité de Blanchi s'écrit en coordonnées
locales

R^+R^+R'^+ 2(ô,s^ + (A + ô»s'̂  + as^ + n^ + n,s^) = o
d'où

(12-8) R^ + R'^ + R',,, + 2(V^ + V,S^ + V,S^)
—4(S^S^ + S^S^ + S'A) = 0,

la deuxième identité de Blanchi s'écrit :
Ô,R^ + Ô*R^ + Î>,R^— rj,R^— rj,R1^— rj,R^

+ rirR%( + w^ + n,R^ = o
d où

(12-9) V,R^+V*R^+V,R^
= 2(S^R'^, + S^R'̂  + S^R^).

De (12-7) on déduit

(12-10) R'r^R'Hk+WS^+V.S1,,)
—^S^S^+S^S^+S^S^)

et, en comparant avec (12-8)

(12-11) R'̂  + R'̂  + R'̂  = 2V,S^

(12-10) peut s'écrire, en introduisant V,.S'jy

(12-12) R'̂  = R',,» + 2(V3^ + V»S'rt— V,S1^ + VrS^).
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De la comparaison de (12-7) et (12-12) on déduit

(12-13) V,S^ + VrS^ = V,S\, + V,S1,,
ce qui peut aussi s'écrire :

7^+VrS^=V^+V^,

5° Si VS == 0, les formules précédentes se simplifient, on
a en effet :

(12-14) V,V^-V,V^ = R^- R^r
(12-15) R^ = R^ + 2V,Sr,,
(12-16) R^ + R ,̂ + R^-4(S^S^ + S1 ,̂ + S^) = 0,
(12-17) R^+R^+R^O,
(12-18) V,S1,, + VrS^ == 0

de cette dernière relation on déduit que le tenseur V^S^
est antisymétrique par rapport aux 3 indices A*, l, r. Toujours
dans l'hypothèse VS == 0, on a

VpV^, = 0
d'où

(12-19) V^R^ = V,R^
et R^A — R^S1,, — R^A = 0.

Enfin, si nous supposons que S est à dérivée covariante
nulle dans les deux connexions, on a

(12-20) R^ = R^
et S-A. + S ,̂ + S-A = 0,

et on a la première identité de Bianchi habituelle.
Supposons qu'il existe sur V une métrique définie par un

tenseur symétrique gy et, supposons de plus, hypothèse que
nous serons amenés à faire par la suite Sy^ antisymétrique
par rapport aux trois indices i, /, k (nous dirons plus briève-
ment : S complètement antisymétrique). On a alors, toujours
avec l'hypothèse VS = 0

(12-21) S .̂R^ + S^R,,, + S .̂R,,, = 0

et dans ce cas la deuxième identité de Bianchi se réduit à
l'identité ordinaire.
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§ 13. — Connexion euclidienne. Définition. Exemple.

1° Nous allons maintenant considérer une variété munie
d'une métrique

ds2 = gij dx1 docf

et d'une connexion euclidienne (e) dont les coefficients seront
notés E}fc le tenseur de courbure E (composantes E^) le
tenseur de torsion S et la dérivation covariante relativement
à cette connexion D. Nous noterons (e) la connexion associée
définie par

E), == m,
par E son tenseur de courbure et par D son opérateur de déri-
vation covariante. Sur V la métrique définit la connexion
riemannienne (y) dont les coefficients seront notés Fj^ le
tenseur de courbure R et la dérivation covariante V.

2° Avant de passer au cas général, nous allons considérer
l'exemple d'un espace de groupe de transformations semi-
simple, simplement transitif où se trouvent réalisées des
hypothèses que nous serons amenés à faire par la suite.

Soit Vn une variété sur laquelle opère de manière
simplement transitive un groupe semi-simple. Les vecteurs
Ç^(i == 1, ... n, a == 1, ... r; r ordre du groupe) définissant
les transformations infinitésimales du groupe vérifient la
relation fondamentale :

(13-1) [W=C\^
où les C^ap sont les constantes de structure, ce sont les compo-
santes d'un tenseur dans l'algèbre de Lie du groupe, vérifiant
l'identité de Jacobi

(13-2) C^C^s + C^C6^ + C^pC6^ = 0

on sait que, pour les groupes semi-simples compacts, la forme
quadratique définie par le tenseur dans l'algèbre de Lie

gap = C^C^p
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est définie positive. Il existe un tenseur 2 fois contravariant
g^ tel que

r^pï = ̂
et,

Capy == gagC8]^

est un tenseur antisymétrique.
Puisque le groupe est supposé localement transitif, la matrice

(Sa) est de rang n. Si nous définissons g^ par

g^^Ug^
la matrice (g^) est définie positive, et il existe une matrice
définie positive gy, vérifiant

eus" = ̂
Nous définissons sur V^ une métrique riemannienne par la

forme quadratique gy dx1 dxj et nous utiliserons gy et g^
pour abaisser et élever les indices latins et ga8 ®t g^ pour
abaisser et élever les indices grecs. Considérons

^=Av^
on a

^ = ̂ W? = g1"^ = à).
Le groupe étant supposé simplement transitif r === n, et

on a aussi
^ ̂  = si

Sur ¥„ se trouve définie, d'une part la connexion rieman-
nienne (y), d'autre part une connexion (s) dont les coefficients
sont donnés par

Ej,=W=-^

et la connexion associée (&), on vérifie immédiatement que
ces deux connexions sont euclidiennes. Le tenseur de torsion
de la connexion (e) est donné par

S1,, = -|-(E;,— EL) = ̂ -Cï^^f.

Ses composantes covariantes S,̂  sont antisymétriques par
rapport aux trois indices. La connexion symétrique associée
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à la connexion (e), coïncide avec la connexion riemannienne

r^=^-(Ej,-Ê),)
De la relation (13-1), on déduit, en multipliant par Ç? et

en sommant en a

soit

En partant de

on a

04+^=0,^

D4=a^.
S? = g^g^

w=g^m
d'où on déduit

D^C^I.
Par un calcul direct, on obtient

D^=0
et, puisque la connexion (l) est euclidienne

D^=0.
Nous avons déjà vu que le tenseur de torsion est complè-

tement antisymétrique, d'autre part, on a

v, s^ = ̂ C^TO^ + ̂ w + ̂ y^]

d'où on déduit, en utilisant l'identité de Jacobi
v^=o.

De l'expression même de S et de

D4==D^=0
il résulte

D,S^==0, d'où D^=0.

Le tenseur de torsion est à dérivée covariante nulle dans
les 3 connexions. On sait que si DS == 0

D;D,Ea-D,D^a=E^E;
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or
D^=0 et D^=Cïx.^

entraînent
DASa=0

d'où
E^,=0

et puisque |ç;| :/: 0, il en résulte

E^=0.
Pour la connexion riemannienne, celle-ci coïncidant avec

la connexion symétrique associée à la connexion (e) on a
E}*==r^+s%.

Le tenseur de courbure de la connexion (e) étant nul, on a
R%< + v,s^ - v»s'̂  + ŝ s',, - s*^ = o

d'où on déduit, d'après la relation
v,s^ = ŝ s',,, + s^ + s",̂  = o,

Ri _ ÇA Ci
jkl —° kPsjf

ce qui entraîne
VR = DR == DR == 0.

3° Reprenons maintenant, sur un espace riemannien quel-
conque une connexion euclidienne (e), les notations étant
celles du début du paragraphe, de

(13-3) D,g,, = 0
on déduit

E}, = ̂  + T%
avec

T% = S% + S,̂  + S,/
d'où

(13-4) E%, = R1^ + V/T,, - V,T^ + T^T^ - T^T1,,.
D'autre part

(13-5) D^, = D^, — 2(S,y + S^)
d'où il résulte que la connexion (î) est aussi euclidienne, si
et seulement si le tenseur de torsion est complètement anti-
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symétrique, hypothèse que nous ferons dans tout cet alinéa.
La connexion symétrique associée à la connexion (e) coïncide
avec la connexion riemannieiïne, on a alors pour tout vecteur ç

mgij = D^ + D,E. = D,Ç, + D,E, == ̂  + V,E,

Les tenseurs de courbure de (e) et (e) vérifient les relations

(13-6) E^=-E,^==-E^.

Si on suppose de plus VS = 0 ou DS == 0 il en résulte
(^ E^==E^

dans la première hypothèse ce résultat se déduit immédiate-
ment de (13-4), et, dans la deuxième il suffit d'utiliser (12-17).
Si nous supposons DS = DS = 0, ce qui entraîne VS == 0
et

s^—s^=s^,
(13-4) s'écrit alors

(13-8) E1^ = R^ + S^S',,

4° De (13-3) on déduit, comme dans le cas d'une connexion
riemannienne

Es. - ̂ -^th ~ 2 g
et, si S est complètement antisymétrique

ES, == EL

Du tenseur de courbure de (e) on déduit, par contraction,
le tenseur

E^ = g^E^

que nous appellerons tenseur de Ricci de la connexion (e).
On peut aussi en déduire le tenseur

F^ = g""̂

si S est complètement antisymétrique

E^^—E^.

5° Soit Ç un vecteur quelconque, si S est complètement
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antisymétrique et DS == 0, on a, d'après (12-14) par un calcul
direct

D^)g.,+D^)^-D^)g^
== 2D,D,S, + (E^ + E^ + E^,) Ç,.

Si on suppose de plus DS == 0, on sait que les deux courbures
sont égales, E vérifie la première identité de Bianchi ordinaire,
on en déduit alors :

(13-9) -I- ̂ (D^) ̂  + D^) ̂ - D^) ̂ )

=D,D/,i+S'•E^=Ï(S)Ei»,

§ 14. — Transformations affines.

1° Nous considérons maintenant les transformations TE
définies comme au n° 4, mais à partir du tenseur de courbure
de la connexion (e), de ses dérivées covariantes et des géodé-
siques de la connexion riemannienne.

Supposons les transformations TE affines pour la connexion (e).

?5^)0 = MW, == (^)E^)o == MW»\ = o
entraînent les égalités tensorielles :

(14-1) S^V.,... 7^E%, + S'^V..... V^E ,̂
-S^V^...V E^==0.

(14-2) V,S%V,.... V^E^^ + V^^ ... V E ,̂
+ V<W.... V^E^,-V,S^V«.... V^E*,̂  = 0.

(14-3) E^(V,, ... V^E ,̂ + E^V.,, ... V^E ,̂
+ E^V,. ... V^E^ - E^V». ... V^E-,̂ .

(14-4) V,E%,V<,. ... V^E ,̂ + V,. ... V,,E^̂ E ,̂
+ V,. ... V^E^V.E^ + V,, ... V ,̂,V,E^

—V,. ... V^E^V,E^=0.
0 1

En considérant les transformations TE et TE, on obtient

^Wamn = 0
V,E^E^ == 0

d'où, si le tenseur F^= E^ vérifie |F^|=^0, c'est-à-dire, dans
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le cas où S est complètement antisymétrique, si la courbure de
Ricci de la connexion (e) est non dégénérée, alors

VS = VE = 0
ce qui d'après (13-4) entraîne

VR==0.

Considérons maintenant les transformations TE et TE, on
déduit de (14-3) et (14-4), comme au paragraphe 5

V,E ,̂V,E1^ == 0.

Si nous supposons de plus VS = 0, le tenseur E vérifie,
comme le tenseur R la deuxième identité de Blanchi, les
dérivées covariantes étant prises relativement à la connexion
nemannienne, les calculs du paragraphe 5 sont valables ici.

THÉORÈME. — Soit sur un espace riemannien V une connexion
euclidienne (e). Si pour la connexion (&) la courbure de Ricci

0 1
est non dégénérée et si les transformations TE, TE sont affines,
alors VS == VE = VR = 0. Si V est proprement riemanienne

et VS == 0 et si les transformations ïp, TE sont affines alors
VE == VR = 0.

2° Nous allons maintenant considérer les transformations

définies par le tenseur E (nous les noterons T), parles tenseurs
DE, DE (nous les noterons ï), par les tenseurs DDE, DDE,
DDE, DDE (nous les noterons ï), etc... Les calculs sont effec-
tués en coordonnées normales relativement à la connexion
euclidienne. Supposons les transformations T affines; en
remarquant que

(EA == - (s^).,
et, en utilisant la relation (12-3) pour le tenseur S, l'on voit
que

W^\ == MW» = o,
o i

entraînent, en considérant T et T, l'égalité tensorielle

(D,S^ + D,S%)E^, == 0,
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d'où on déduit, si la courbure de Ricci de la connexion (e)
est non dégénérée

D,S^+D,S%=0;

si S est complètement antisymétrique ceci entraîne VS == 0.
De même

entraînent
(Ï(S)E^)o == WW, = 0,

(D,E^ + D,E^)E^ = 0,

et, avec les mêmes hypothèses sur la courbure de Ricci

D,E1^ + D,E^ == 0.
1 2

En considérant maintenant les transformations T et T on
obtient

(14-5) (D,E^, + D,E^J(D,E^ + D,E^) == 0.

Si on suppose DS == DS == 0, on sait que E = E, et la
deuxième identité de Bianchi permet alors d'écrire

D,E^ + D,E^ + D,E^ + Wijtr + D,Ey,, + D,E^ = 0

on déduit alors de (14.5)

(D-E^- + D^E^XD.E^ + D.E^J =0,

d'où, si la métrique est définie positive

D,E^, + D,E,̂  == 0

et si S est complètement antisymétrique V E == 0.

THÉORÈME. — Soit sur une variété riemannienne V, une
connexion euclidienne (e). Si, pour la connexion (e) la courbure

o i
de Ricci est non dégénérée et si les transformations TE, TE sont
affines, alors DS + DS == DE + DE == 0. Si V est proprement
riemannienne, et DS == DS = 0 et si les transformations TE,
TE sont affines, DE + DE = 0.
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§ 15. — Transformations conformes.

Pour un espace riemannien V muni d'une connexion eucli-
dienne satisfaisant aux conditions DS == DS = 0, S, complè-
tement antisymétrique, nous allons étudier le cas où les trans-
formations associées au tenseur E sont conformes. Pour un
vecteur Ç quelconque on a par un calcul direct

Ï(S)E^ = D^SOE)}, - D^(Ç)E)}, - 2S^)E)j,
mais, avec les hypothèses faites sur S on peut utiliser la rela-
tion (13-6). Si la tranformation définie par le vecteur S; est
conforme

(15-1) ^)gv=-^^y

d'où

(15-2) D^)gy = - 2 (ô^)gy == D^(Ç)^
TV

alors

^)E^= -^D^^Sfc-D^^Sî+^E^D^S^

+ ̂  S^[(ô^)8} + (ô^ - gW)^].

On a d'autre part, par suite de l'antisymétrie du tenseur E,
ô^1 = 0, donc, à l'origine des coordonnées normales

(ô^)o = - (IW)o == 0.
On a alors

(wa = Mç)o == — (\w\ + ô,aû\)o.
Il en résulte que si V est espace d'Einstein pour la connexion

riemannienne, on a
M^)o === o.

Dans ce cas (15-1) entraîne

TOE^)o = 0
comme dans le cas de la connexion riemannienne, on voit que
(15-1) entraîne aussi

ME)E%,)o-=0.
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Nous avons donc les équations du paragraphe précédent.

THÉORÈME. — Soit V un espace riemannien muni (Tune
connexion euclidienne (e), satisfaisant aux hypothèses suivantes:
DS = DS = 0, S complètement antiy métrique, V espace (T Eins-
tein pour la connexion riemannienne. Si pour la connexion (e),
la courbure de Ricci est non dégénérée et si les transforma'

0 1 / 0 1 \
tions TE, TE [ou TE,, TE^ sont conformes alors VE = VR = 0.
Si V est proprement riemannien et si les transformations TE, TE
(ou TE, TE) sont conformes9, VE === VR = 0.

§ 16. — Invariance de Pélément de volume.

1° On sait que dans l'hypothèse DS = DS =0, S complè-
tement antisymétrique, le tenseur de courbure de la connexion
vérifie les mêmes relations que celui de la connexion rieman-
nienne, on peut donc reprendre les calculs du paragraphe 7;

0

donc, si les transformations TE conservent l'élément de volume,
on a :

D,D,A^ , ̂  — D,D,A^ , ̂  == 0.
0 1

Si les transformations TE, TE conservent l'élément de volume
et si la courbure de Ricci de la connexion (e) est non dégénérée,
le tenseur de Ricci de (y) est à dérivée covariante nulle dans
cette même connexion.

2° Les transformations S considérées ici sont définies à
partir du tenseur E, et de ses dérivées covariantes dans la
connexion (e) et des géodésiques de la connexion riemannienne.
Remarquons d'une part que de

Ej, = 2S^ + E^
on déduit, en utilisant la complète antisymétrie de S, E^ = E^;
d'autre part, la relation ô^g = îgV\r est valable en coordon-
nées locales arbitraires, si nous l'écrivons en coordonnées
normales relativement à la connexion euclidienne, l'antisy-
métrie de S entraîne :

E}, = F},, d'où ô,g = 2gEi.
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^ 1 1 en résulte que, comme pour la connexion riemannienne,
l'invariance de l'élément de volume par les transformations SE
entraîne les équations :

(16-1) E^A^+E^A^=0
(16-2) E^A^ + E^A^, + E^A^ = 0
î?5! r^ "• ̂ -^ + D. - OAA, = 0(16-4) D, , D^E^A^, + D, , D^E^A^

+D,,,D^E^A^=0
où les A sont les tenseurs normaux relativement à la connexion
euclidienne. Afin d'expliciter ces relations, nous sommes
amenés à calculer les composantes des tenseurs normaux de
la connexion euclidienne. Nous employons la méthode indiquée
au paragraphe 3.

Partant des équations de structure

^6^=—(4Aôr—S^A6r

(16-5) , . . 1v } )d^=— o^Aû); + — E^ew
\ -^

et, posant

<^=-2(S^)o, ^=(E^),
ff^ = (E^, + 4S^S\,)o, 2^ = 2{î)^ + E^»S^),
ê^ = 2[D^ + E^S\, + S^E^ + 4sCs'̂ ],.

On obtient, en coordonnées normales d'origine 0, le déve-
loppement de E}k

(16-6) E},=-|-<

+ [-1- ̂ .* + ̂  a^< + y (e^ + e )̂].r«

+ [-^^A* + -|-<^M + -|-®^+ ̂ ^A,
+ ̂ <,(e^ + ̂ ) + ̂  (ê^ + g^. + g^)1^-

d'où on peut déduire les composantes des tenseurs normaux
(^oE^oï (ûa6E},,)o. Nous aurons besoin dans la suite des termes
(ôaE^)o et (^Ejy)o.
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On a

(ô<,E^)o = -| ̂ «. + -̂ .̂.̂  + -^ (e^ + e^)
d'où

(16-7) (ô,Ej^=|-(E<,,+S^,)
d'autre part

(&a6E^)o =^[a^^, + <^^] 4- ̂ -[^a^+ <^p^]

+ -I- (^» +3)^) + ̂ ,((°^ + 6^)

+ ̂  [̂ ( t̂*/. + ep )̂ + a'̂ e ,̂ + CP^)]

+ ̂  [ê^th + ê^ + ê'am + 8^. + ê ,̂, + ê^] ;

en contractant i et k ces différents termes donnent :

|- (S^E,» + S^E,,), -I- W^ + S'^E^i),

-|-[D,E,, + S^E'̂  + D,E^ + S^E'̂ ],

-|-S^4E^+ E^+ 4(S,^+ S^S^)],

-^ {S^[E^ + E^, + 4(S ,̂, + ,̂S^)]
+ S^[E^i, + E",,, + 4(^S^< + .̂.S )̂] ^

+ ̂  t— D<.E '̂. — E^A. + S%E^, + 4S,»S^^
— DtE,, — E«p^ + S^E^ + 4S(„S^^^ + D(E^

+ S^E^ + S'̂ E ,̂, + 4S^S?,A + D^E^ + SP^E^
+ S^E ,̂, + 4S',,S^^j

(ûabEJiJo peut donc s'écrire comme la somme de trois séries
de termes

a) -I- (S^E,» + S^E,,) + -I- (D»E^, + D..E,»)

4- ̂  (— D,E^ — E»^ — DtE,, — E,̂  + D,E^ 4- DiE^,),
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?) ^ | -j- S^E^, + -I- S^E1^ + ̂ - S^[E^ + E ,̂]

+^S^(E^+E^)^

où S indique la somme de termes analogues obtenus en
permutant a et 6.

En nous plaçant dans l'hypothèse DS = E)S = 0, on a la
première identité de Bianchi ordinaire, le terme considéré
s'écrit alors :

1Q^M9"^-
•v) s -l-̂ -̂ .+s'.W...

(a» b) 0

mais, en utilisant (12-20), on voit que ce terme peut s'écrire

,s^sw«.
Finalement, nous obtenons en tenant compte de l'antisy-

métrie de S

(ôJEj,)o= S ^1S^E^+1D,E^
(«»» b) L ̂  o

+ ̂  (—D<,E», — E^ + D,E^) + ̂ JS^E^l

En utilisant la première identité de Bianchi, on obtient
facilement :

S^E^=-^-S^E^,

de (12-21) on déduit, par contraction :
(16-8) S^E^ + S^E1^ + S^E1^ = 0,

d'autre part, de l'expression de D,E%( — D,E%(, on déduit,
en contractant r et i

(16-9) D,E%, - DiE%, = 2(S^,E^ + S^E^ + ^,E^)
et, par soustraction de (16-8) et (16-9)

S^E'̂  = E^ + ̂  (D,E^ - D.E^)
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d'où
(16-10) (ô,̂ ).

[ \ \ 0 ^Q __ -,
=j^ ^D<,E^+^D,E^—ls^E»p+l|(D<E^-DiE^)].

mais, d'après les hypothèses faites sur S, on a pour D et D
les identités de Blanchi, d'où on déduit

D<E^=DtE^—D,E^
de même

D,E^==D<,E^—D,E,t
== D^— D,E^ + 2(S^Ep, + S^E,p-- S^Ep»— S^E,,,),

finalement

(16-11) A^= S ^1D„E^+—D,E.^-^^EJ.
<«, 6) L b 12 4 J

Dans l'hypothèse DS = 0, (16-1) est équivalente à :

(D;D,.-D,.D,,)A^=0
or, d'après l'expression de A^y, cette relation se réduit à

(16-12) E^^E,,+E^E^=0,
en utilisant (16-3) pour q = 1, on a :

(16-13) E ,̂D»E,, + E^,D»E,i = 0.
(16-2) Compte tenu de (16-12) et (16-13) s'écrit
(16-14) E ,̂.D,E^ + E^DpE,.. + E^DpEy = 0.
On a donc les mêmes relations que dans le cas riemannien,

on en déduit alors

(16-15) E"»D^=0.
Considérons maintenant l'équation (16-3) pour q == 1 et

pour q == 2 et le tenseur S^S^y, on a

D,D,.S^—D,,D,S^ = — (E^S^A + E^S'̂ p) == 0,
d'où on déduit

D,.... D,,E ,̂.S»A + Da.... D^E^S^S^p = 0
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Les équations (16-3) se réduisent donc à
(16-16) W^ + D^E,, = 0,
(16-17) D^E^A + Dto.E%,Ep< = 0,

(16-4) pour q == 1, s'écrit :

-|-[D,E^(D^ + D»E,/ + DpE^)
+ D,E^(DpE(» + D*E,p + D;Ep,)
+ D,E^(D^E..p + D^Ey + D.E^)]

—^[D,E^(S^E^ + S ,̂) + D,E^(Sî.pE^ + S^Ep,)
+ D,E^,(S»yE^+ S^)] - 0.

En utilisant la deuxième identité de Bianchi, on peut écrire
S^E ,̂. + S\Er^ == S^yE^

et, par dérivation covariante
S^D,E^^ + S».,D,E ,̂ = S^yD,E .̂

Le deuxième crochet s'écrit donc
E^yD,E^+ E^*D,E^+ E^(^D,E^ + S^yD-'E»^,)

= ^y(E,»D3^, + E^D,E^) + S^(E^D,E^,
+ E^D,E^) = 0

d'après (16-16), (16-4) se réduit donc à :
D,E^,(D^Ep, + Wps + D,E^)

+ D,E^(DpE<, + D,E<p + D<E^)
+ D,E^»(D^ + DpEy + D.-E^p) = 0.

Nous avons donc les mêmes équations que dans le cas
riemannien, on en déduit alors

D*E^D»Eip = 0.

THÉORÈME. — Soit sur un espace riemannien V une connexion
euclidienne (e) vérifiant les hypothèses suivantes : DS == DS = 0,

0

S complètement antisymétrique. Si les transformations SE
conservent l'élément de volume, on a le système infini de rela-
tions :

D»D»A^....,, — D,D,A^... ̂  = 0.
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5i la courbure de Ricci de la connexion (e) est non dégénérée
(resp. si V est proprement riemannien) et si les transformations
0 1 1 2
SE, SE (resp. SE? SE) conservent le volume, le tenseur de Ricci
de la connexion (e) est à dérivée covariante nulle.



DEUXIÈME PARTIE

Transformations infinitésimales projectives et conformes.

CHAPITRE PREMIER

TRANSFORMATIONS PROJECTIVES
ET TRANSFORMATIONS CONFORMES

SUR UN ESPACE DE RIEMANN COMPACT OU COMPLET

§ 17. — p-formes conformes sur un espace riemannien compact.

Soit ç un vecteur conforme sur un espace riemannien V»,
on déduit de (2-9), par contraction, en utilisant pour le tenseur
de courbure la normalisation de YANO-BOCHNER [27].

(17-1) AS+( l—^-)^=QS

où d et S sont les opérateurs de différentiation et de co-diffé-
rentiation, et A le Ïaplacien de G. DE RHAM

A == dS + Sd
et Q l'opérateur de Ricci, c'est-à-dire l'opérateur qui à la
1-forme $»•, fait correspondre la 1-forme :

2R^.
Réciproquement, si V^ est compact orientable, (17-1) est

une condition suffisante pour que le vecteur S; soit conforme
([13], p. 128). Dans ce cas, il n'existe pas de vecteur conforme
vérifiant la relation

W<o
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à moins qu'il soit à dérivée covariante nulle, alors nécessai-
rement

W == o
en particulier, si la courbure de Ricci est partout définie
négative, il n'existe pas de vecteur conforme non nul ([27,
p. 54). Dans le cas d'un espace d'Einstein compact orientable
V. {n > 2)

2Ry = \gij, {\ > 0),

on a le résultat suivant : ([13], p. 138) : les valeurs propres
de l'opérateur A sur les 1-formes co-fermées (resp. fermées)

sont supérieures ou égales à Xi f resp. Xg = —————Y ^les

\ ^-^
1-formes caractéristiques co-fermées correspondant à Xi,
engendrent l'algèbre de Lie Li des 1-formes isométriques, et
les 1-formes correspondant à la valeur propre Xg, engendrent
l'espace Lg des 1-formes conformes pures (différentielles des
fonctions solution de l'équation Ay = ^2?)? e^ on a

[Li, 1.2] c L^ et [L^, La] c L,,

Si S; est un vecteur conforme et si on associe à la géodésique
x\s) (où s est l'arc), la fonction

f=^'
on a

^=$ ^=^-vA
as \ n )

donc -L dépend uniquement du point considéré et non de la

direction de la géodésique passant par ce point.
Plus généralement, si nous considérons maintenant un

tenseur antisymétrique Ç ^ . i et si nous supposons que

i~( ^iv..ip-r~) en un point donné dépend seulement du point
CLS \^ CI/S f

et non de la direction de la géodésique x1 {s) passant par ce
po nt, nous en déduisons :

(17-2) V^,^+V.^...^=2ô,,.,gy
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avec

04 •••^^'n"7^1"-^

Un tel tenseur est dit conforme et la p-forme associée sera
dite p-forme conforme.

En posant :

F(i;,...,p) = ÏV,"' -i .̂.. <p + p-^-1 W- - ̂ \... ̂

on sait ([27], p. 73) que si l'espace de Riemann V est compact,
orientable, il n'existe pas de p-forme conforme vérifiant

F(^,..,,)<0
à moins qu'elle soit à dérivée covariante nulle, et alors néces-
sairement

F(^...<;=0
en particulier, si la forme F(S^ _ i ) est définie négative,
alors, il n'existe pas de p-forme conforme non nulle. Plaçons-
nous maintenant dans le cas où il existe de telles p-formes.
Nous noterons Qp, l'opérateur qui au tenseur de composantes
Çi^ i fait correspondre le tenseur Qp(S) dont les compo-
santes sont données par :

p i.-.p
(QpS)i,... ip == jj Ix ifiit... f,-«^+(... ip + ^j R- "^hifiii... <<-i«t+<... K-<W((+, ... tp«

s=i s<t

Partons de la relation
(17-3) V'V^,,^-g/%(V^,,,.,-V,^,,^———Vj,,,^^)

—(Vi.^••4....p—^v^^(.<....<p—•• —^^r<,...̂ p-.i.) = (QA...'p-
De (17-2) on déduit

P î...... (p + v<.̂ (.... ip + ̂ À./,.... (?+•••+ ̂ .pÇ..,,... ip-J

== -̂ [gv^r„...ip——g,vVrS''(....ip—— • • • —— g(pW4...ip-J-

(17-3) devient alors

(17-4) -pV,V ,̂̂ +(^—l)[V^r4...,p-V,V ,̂,̂ -...

-^pV .̂,...ip_.,]=(Q^),...ip
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et, en utilisant la relation

W,...<,=(-AS+QA...,,,
on voit que (17-4) peut s'écrire :

(17-5) pAÇ + (l - ̂ -) d^ = (p + 1) QpS.

Nous allons voir maintenant que cette relation caractérise
les p-formes conformes sur un espace riemannien compact.
Nous noterons

Ai; == pAÇ + (1 —ji-W - (p + 1) QpÇ.

Considérons le tenseur

( e\

^... ip< == P v .̂.. .p + v(,̂ 4... <?——-„- ̂ ^ '̂4... ip)

et la 1-forme
(^==^-^.,^

(,) désignant le produit scalaire local, on a, par un calcul
direct
V,P'+(AÇ,Ç)

== p -̂W,̂ ...,, + V^"-W^,,,,-^V,^---W^,^

ou

(17-6) V,p'+(Aç, ^)==-j-(/7'S•.-<p+V^".•••ip-^-gi.'çrî.•••lp^

( 2 \
^^Si.... .p + ̂ 4... <p —— ̂  ë^ri,... i,J •

II résulte de cette dernière relation, par intégration sur la
variété Vn compacte orientable que toute p-forme solution de
(17-5) est conforme.

THÉORÈME. — Sur un espace proprement riemannien Vn,
compact orientable^ une p-forme est conforme, si, et seulement
si elle est solution de Inéquation

pAS;+(l—i)<tôÇ=(p+l)Qp(S;).
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Plaçons-nous maintenant dans le cas où Qp est défini positif
(c'est-à-dire, pour tout tenseur Ç, (Qp(S), S) > 0), et reprenons
la relation (17-6) que nous pouvons écrire :

S? = Ç[p^ + (l --1) ̂  - {P + l)Qp(^)], ^)-f («, a).

Si X est une valeur propre de A qui correspond à une p-forme
ce-fermée sur Vn, (17-6) se réduit à

(17-7) Sp=([p^-(p+l)Qp(S)]^)—Ç-(a, a).

Par intégration sur Vn, on en déduit que si Xi est la plus
petite valeur propre de l'opérateur (p + 1) Qp sur les p-formes
co-fermées, on a nécessairement

pX>Xi.

Nous allons maintenant considérer les p-f ormes fermées,
on remarque d'abord que (17-6) peut s'écrire, sous la forme
équivalente

^=fiïp+l-A)^-{l-2)s^-(p+l)Q,(d, ^
\ L\ n / \ n / J /

-t<a, a).

Soit pi une valeur propre de A correspondant à une p-forme
fermée, alors

(17-8) 8p = ( [(? + 1 —l) ̂  - (p + 1)Q,(S)], ^

-t(a. «)
on en déduit

t^> ^.p^-^
THÉORÈME. — Sur une variété riemannienne compacte orien-

table, où V opérateur Qp est défini positif en tout point, si \^
est la plus petite valeur propre de Vopérateur (p + 1) Qp sur
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les p-formes, les valeurs propres de V opérateur A sur les p-formes
co-fermées (resp. fermées} sont supérieures ou égales àî-/^.^-^" [ p+i-^

Supposons maintenant l'espace Vn à courbure constante

alors

•R D
Ri^ = nfn——i) ^ëjkgil —— gjlgik), ^jk = -^ gjk

«y'•.-^^E^£)E•-•.•
Nous supposons toujours F(^_^) > 0, on sait qu'alors il

n'existe pas de p-forme harmonique non nulle ([27], p. 64),
toute p-forme se décompose d'une manière unique suivant

S=î:+co,

où ^ est cohomologue à 0 et œ homologue à 0. D'autre part,
dans le cas d'un espace à courbure constante, si Ç est une
p-forme conforme, on a

(17-9) pA^+(l—^-W=K^
v Rp(p + i)(n — P)
^= n(n-i) ;

on a d'autre part,
A(î:+û>)=S^+<i8œ,

(17.9) devient

pS dd + ( p + i—^)d^ == K^ + ")

et, on en déduit
(17-10) pAî:=K^ (^=0)
(17-11) A(«)=K2(» ( r fœ=0) avec Ka =———Kl—«-.

p+i-1-
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De (17-10), il résulte que ^ est une p-forme de Killing, de
(17-11), on déduit

ASco == KgSco,
réciproquement, si o/ est une (p-l)-forme solution de (17-11),

1on peut lui associer la p-forme co ===-—(i/ solution de (17-11),
2

la correspondance biunivoque entre les formes œ et a/ est donnée
^

par û/ === Sco et (o === _— co', les formes œ solutions de (17-11)Kg
définissent des p-formes conformes que nous appellerons sui-
vant LICHNEROWICZ ([13], p. 137) conformes pures. On voit
alors que l'espace vectoriel L des p-formes conformes est la
somme directe L == Li + ^2 °ù LI est l'espace vectoriel des
p-formes de Killing et L^ l'espace vectoriel des p-formes
conformes pures.

THÉORÈME. — Sur un espace proprement riemannien, compact
orientable^ à courbure constante, les valeurs propres de l9 opéra-
teur A sur les p-formes co-fermées (resp. fermées) sont supérieures
ou égales à

K _Rp(p+l)(n-p) / ^ K,
- "~ ————n7n———iTi——— p' 2 "~ ————————9y^(n— l) l p+l_- 2

n
Les formes co-fermées correspondant à Ki sont des formes de
Killing, les formes fermées correspondant à Kg sont des formes
conformes pures. H espace vectoriel L des formes conformes est
somme directe des espaces vectoriels Li et Lg des formes de Killing
et des formes conformes pures. Les projecteurs de L sur Li et
Lg sont respectivement Sd et dS.

§ 18. — Transformations affines sur un espace complet.

Soit Ç un vecteur affine sur un espace riemannien V^, asso-
cions à ce vecteur et à la géodésique x^s) (où s est l'arc),
la fonction

f-f^
' " ^ d s
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de l'équation différentielle des géodésiques
(Px1 . p. dxjdxk f.
^+1^^=0

on déduit
df - . dxidxk d^f -, -. dxidxfdxk

^^ds-ds9 ^=vw^^^
et, d'après (1.2)

^/t o rldxidxîdxk ^
d^=~T{i^ds~^~ds=o

d'où

f = (̂ )̂  ^ + fo = (v,^ew)o. + (^e%
6 étant le vecteur tangent en 0 à la géodésique considérée.
Supposons V^ complet, alors s peut prendre toute valeur de
0 à + oo ; si le vecteur Ç est de longueur bornée, il en est de
même de la fonction /*, ce qui entraîne nécessairement

?6^)0=0,
et, puisque cette relation est vérifiée en tout point 0 et pour
toute géodésique issue de 0, en on déduit

^+V^==0.
Ce résultat a été démontré par HANO [6] par une autre

méthode.

THÉORÈME. — Sur un espace riemannien complet, tout vecteur
affine de longueur bornée est isométrique.

§ 19. — Transformations projectives sur un espace compact.

Si ç est un vecteur projectif sur un espace riemannien,
on a, d'après (2-2) et (2-3)

v^< + R,̂  = -^(ëW^ + g^W
d'où, en contractant / et k

V^E.+R^P=-^^V^P
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on a, d'autre part,
(A^)..=R,^—V,V'ç..

d'où

(19-1) ^-^^-Q^
Supposons l'espace V compact orientable, < , > désignant le

produit scalaire global, de (19-1) on déduit

(19-2) <A^>-^<^)=<Q!;,Î;>

or, sur un espace compact orientable

<AÇ,Ç>==<^,^>+<o%^>
et

<rfSU>=<SUS>
alors (19-2) s'écrit:

(19-3) <^, ^> + ̂  <SÇ, SÇ> = <QÇ, Ç>

d'où si Ry^<0 (19-3) entraîne
IW =0 et ^ = SÇ == 0.

De SÇ == 0, il résulte que Ç est affine, donc isométrique
puisque V est compact, alors ^ = 0 entraîne en plus V^y= 0.
Nous obtenons donc le résultat suivant, analogue au résultat
de YANO pour les vecteurs conformes,

THÉORÈME. — Sur un espace de Riemann compacta orientable,
il n9 existe pas de vecteur projectif vérifiant RyÇ1^ <; 0, à moins
qu^il soit à dérivée covariante nulle, alors nécessairement ̂ ^=0.
Si la courbure de Ricci de V espace est partout définie négative,
il r! existe pas de vecteur projectif non nul.

§ 20. — Décomposition des vecteurs projectif s et conformes.

Soit Vn une variété riemannienne complète, simplement
connexe, on sait [23] que Vn peut être identifiée au produit
topologique et riemannien de (r + 1) variétés riemanniennes
W^a = 0, 1, ... r), complètes simplement connexes, W° étant
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euclidienne et W^a -=f=^ 0) irréductible, de dimension >. 2.
Nous désignerons par T l'espace fibre des vecteurs tangents
à Vn et par T0 F espace fibre des vecteurs tangents à W0.
Tout vecteur X e T est défini par X== |X<,|, où X, e T0.
La connexion riemannienne de Vn est définie par ses coefficients

r}*=^
où les F}̂  sont les coefficients de la connexion riemannienne
de W0.

Si V est la dérivation co variante sur VM et V^ la dérivation
covariante sur W", on a

(20-1) VxY == i /V^Y, + S [X, Y,U.
a=0 \ û^& /

De plus, R désignant le tenseur de courbure de Vn et Ra
le tenseur de courbure de Va, on a

(20-2) R(X, Y)Z == S Ra(X,, Y,)Z,
a

(où VxY désigne le vecteur de composantes V^YX^ et R(X, Y) Z
le vecteur de composantes R^X^YZ^).

Soit \ un vecteur projectif, il lui correspond, d'après (2-2)
un vecteur ^ tel que, pour tout couple X, Y de vecteurs e T,
on ait

VxVï(^) - V (̂i;) + R(Ç, X)Y = (^, X)Y + ( ,̂ Y)X.

De (20-1) et (20-2) on déduit

(20-3) [VxVY(S) - Vv.ï($) + R(Ç, X)Y],
= VxVY(S.) - VvxT(S-) + R(Ç,, X)Y.

D'autre part, de (20-1) on déduit

YzaY^V^YeT"

De plus, pour un champ de vecteurs Z tel que Za, e T^
en chaque point x (où Z., désigne le vecteur du champ associé
au point x et TS l'espace tangent au point a; à la variété W^,),
nous avons

Vx.Z == V^Z
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par suite :

(^Vy^)-V^(E) + R(Ç, X,)Y^ = (^, XJY, + (^ YJX,

soit

(20-4) V^V^J - V^^(^) + R(^ X,)Y,
= (^ XJY, + (^ Y,)X,

Puisque, dans la décomposition de DE RHAM envisagée
les sous-espaces TS sont deux à deux orthogonaux on a

(^ X.) = ( ,̂ X.) et (^, YJ = (^ Y.)

et (20-4) montre alors que le vecteur ^ est sur W^ un vecteur
projectif.

Supposons maintenant que ç est un vecteur conforme, on
a alors, pour tout couple de vecteurs X, Y e T,

(20-5) (VxS, Y) + (X, V^) = 2$(X, Y),
écrivons (20-5) pour deux vecteurs X<,, Y<, es T°

(V^, Y,) + (X, V^) = 2$(X, Y.)

et, en utilisant Porthogonalité deux à deux des T^, en un
point x et les relations

(Vx,Ç)a = YX,^ = VaX^a,

on peut écrire

(V ,̂, Y,) + (X,, V,̂ ,) = 2$(X,, YJ

c^est-à-dire que ^ est sur Wî un vecteur conforme.
Réciproquement, si on a sur chaque W°, une transfor-

mation ©a,
< = ̂ a(^a),

il en résulte une transformation S sur V" définie par :

^==^)= |S^)|, si x= \x^

A la transformation S, correspond un vecteur Ç == f ̂  L
^ étant le vecteur correspondant à ®a, et on a

{^w^mwy^.
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Si les transformations ®a sont projectives, pour chaque a,
il existe un vecteur ^a tel que :

^(î.)^)^=^K+^k•
Si on désigne par ^ le vecteur dont les composantes sur les

W" sont les vecteurs ^a, il en résulte que la transformation
définie précédemment est une transformation projective.

En ce qui concerne les transformations conformes, nous
avons montré que si S; est un Vecteur conforme, ses compo-
santes ^ sur les différentes feuilles W0 sont des vecteurs
conformes, mais la réciproque n'est pas nécessairement vraie.

Si ^ est un vecteur conforme, on sait qu'il existe un vecteur '̂
tel que

(20-5)' (Ï(E)r)}, = ̂  + â^—fc.
Toute transformation infinitésimale (S;) vérifiant (20-5) sera

appelée collinéation conforme; de la même manière que dans
le cas projectif, on voit que si les vecteurs ^ définissent des
collinéations conformes, il en est de même du vecteur Ç.
Ce sera un vecteur conforme si V71 est compact ([26], p. 278).

THÉORÈME. — Soit V" == W° X W1 X • • • X W"* une variété
riemannienne, simplement connexe, complète, soit Ç === [^a\ un

vecteur projectif {resp. conforme), la restriction de ^ sur chaque
W^ est un vecteur projectif (resp. conforme).

§21 . — Endomorphismes associés
à une transformation infinitésimale ([10], [20]).

Soit V une variété munie d'une connexion linéaire (y) qui,
rapportée à un système de coordonnées locales est définie
par des coefficients F^, rappelons que la connexion linéaire
(y) dite connexion associée est définie par les coefficients F}̂
donnés par

r^U,
A toute transformation infinitésimale X définie sur V nous

associons les tenseurs VjX1 et V/X1 qui définissent en tout
point des endomorphismes notés Cl et ex de l'espace vectoriel
tangent en ce point.
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Reprenons d'abord les résultats de LICHNEROWICZ ([13],
p. 98). Soit y une algèbre transitive de transformations affines
sur une variété différentiable Vn munie d'une connexion
linéaire. Soit ( un tenseur quelconque, nous prendrons un
tenseur fy, les résultats s'étendent immédiatement à un
tenseur d'ordre quelconque.

Considérons les trois propriétés suivantes :
a) Le tenseur t est à dérivée covariante nulle

V^==0.
fc) Le tenseur t est invariant par y

Ï(X) ̂  = X^1, + ̂ V^ — t^X1 = 0.
c) Le tenseur t est invariant en un point particulier 0

par les endomorphismes (X
(A^o = (t^x1' — r^xOo = o.

Nous allons montrer que deux quelconques de ces propriétés
entraînent la troisième.

1° a et b entraînent évidemment c).
2° b) et c) entraînent

(X-V^o = 0

et, par suite de la transitivité
Wo == o

mais d'autre part t est invariant par y donc Ï(X)( = 0, de
plus, les transformations de y^ étant affines,

Vï(X)(—Ï(X)V(==0
ce qui montre que le tenseur V( est invariant par (^), et,
puisqu'il est nul en un point, il est nul en tout point.

3° Considérons maintenant a) et c), de V( == 0 et de
V^X- == - R^X1

puisque (X) est affine, on déduit immédiatement
v^=o.

Le tenseur A1^ nul en un point, est à dérivée covariante
nulle, donc il est nul en tout point, alors

Ï(X)^ == 0
( est invariant par (y).
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Soit maintenant sur une variété différentiable à connexion
symétrique F^, (%) une algèbre transitive de transformations
projectives, à tout X e y^ est associé un vecteur <p, et on a

(ï(X)r)}. = ̂  + Siy,
( étant un tenseur fj considérons les quatre propriétés

suivantes :
a) ( est à dérivée covariante nulle,
b) t est invariant par ^,
c) ( est invariant en tout point par les endomorphismes

définis par les tenseurs
B^=X'y,, X.îc.

d) t est invariant en un point particulier 0 par les endomor-
phismes Ci.

1° a et b entraînent évidemment d, d'autre part, on a
ï(X)v^-v^x)^= (ï(X)r)^-(ï(X)r)^= $^-8?9/,
d'où

X'9,̂  — XVp = X-(Ï(X)V,^ - V^(X)^,
il en résulte que a et b entraînent c.

2° Supposons vérifiées a, c et d et calculons V^Vy
V,A^,==^V,V,Xr-f,V,V,Xl,

mais, en utilisant la définition de X
V^X- = — R^X1 + ̂  + ̂

on a, en tenant compte de a,
V,A^=S^—Sfcf^,

d^où d'après c
X^A^ = 0

et, par suite de la transitivité
V^=0

finalement, on voit que a, c et d entraînent 6.
3° Considérons maintenant les propriétés 6, c et d. De

& et d il résulte
WÀ = 0

d'autre part
X-(Ï(X)V^-7,f(X)^) == X-a(X)V,^= X^- XV,,
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donc en tenant compte de c et de la transitivité, on en déduit
Ï(X)V^ = 0

d'où V^y == 0, &, c et d entraînent a.

THÉORÈME. — Soit sur une variété différentiable munie (Kune
connexion linéaire symétrique, (^) une algèbre transitive de
transformations infinitésimales projectiles; si un tenseur t
vérifie trois des conditions suivantes^ il vérifie la quatrième:

a) ( est à dérivée covariante nulle,
b) t est invariant par y^
c) t est invariant en tout point par les endomorphismes %,
d) t est invariant en un point par les endomorphismes €i.
Plus généralement considérons une variété différentiable

munie d'une connexion linéaire quelconque et une algèbre
transitive (yj de transformations infinitésimales conservant
les géodésiques. On sait ([241, p. 322) qu'à tout vecteur X
définissant une telle transformation sont associés deux vec-
teurs 9 et 4' tels que

(^(X)r)i,==^+^k
Nous considérons maintenant pour un tenseur t quelconque

les quatre propriétés suivantes :
a) t est à dérivée covariante nulle,
b) t est invariant par (yj,
c) t est invariant en tout point par les endomorphismes â5

définis par les tenseurs B^ = X^, X e ̂ ,
d) t est invariant en un point particulier 0 par les endo-

morphismes dt.
En utilisant (1-2), un raisonnement analogue à celui fait

dans le cas où la connexion est sans torsion, montre alors
que si t vérifie trois des conditions, il vérifie la quatrième.

Remarque. — Nous allons dans la suite considérer une variété
riemannienne, par suite de la dualité définie par la métrique,
on sait, d'après (2-3), que la 1-forme associée au vecteur y
est, à un facteur constant près égale à la 1-forme ctôX, en
désignant encore par X la 1-forme associée à la transformation
infinitésimale X. Alors si (yj est une algèbre transitive de
transformations projectives pour la connexion riemannienne
d'un espace de Riemann V, on peut énoncer le théorème pré-
cédent, en prenant pour ensemble âî les endomorphismes
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définis par les éléments du produit tensoriel y^ctô^. Soit
maintenant, sur une variété riemannienne (yj une algèbre
transitive de transformations conformes

V,X,+V?C,=2$g,
avec

$ = -1- v ,̂ $, == -1- v,v, x^
n n

Considérons pour un tenseur ( les quatre propriétés sui-
vantes :

a) ( est à dérivée covariante nulle,
b) t est invariant par ^.
c) ( est invariant en tout point par les endomorphismes G

en désignant par 6 tout endomorphisme défini par
c^x^—^x,

(ou encore, on peut prendre les endomorphismes associés
aux 2-formes

XA^,
d) t est invariant en un point 0 par les endomorphismes a.
1° a et b entraînent évidemment d. D'autre part, on a

(TOr^^.+^-gprT',
d'où

Î(XW —— ̂ W = ̂ pfj —— t^1 —— ̂  + g/r̂ p,

il en résulte
X^X^ — V^(X)^) = t\{^ — X^) — WX, — X1^)

et on voit alors que a et b entraînent c.
2° En notant toujours A^ le tenseur (^V^ — ^VrX1 on a

d'après a et la définition de X

V,A^ = ̂  — t\g^ — t^ + ^y^
d'où X^A^ == — ̂ (ç^ — X^) + f/y1^ — X1?,)

alors c entraîne, en tenant compte de la transitivité

V,A^ = 0.
Si on suppose de plus que d est vérifiée, il en résulte A^ = 0

en tout point; c'est-à-dire que a, c et d entraînent b.
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3° Prenons maintenant &, c et d, 6 et d entraînent
(7^), = 0.

On a d autre part,
Xr(Ï(X)V^-V,e(X)^)=(i,(9rX,-Xrï,)-f/9ÎX,-X^)

b et c entraînent
X^X)^

d'où, par suite de la transitivité
^(X)V^ = 0

et puisque (^r^o == O? il en résulte V^ = 0.
En définitive, on voit que 6, c et d entraînent a.

THÉORÈME. — Soit sur une variété riemannienne, (^) une
algèbre transitive de transformations infinitésimales conformes9,
si un tenseur t vérifie trois des conditions suivantes, il vérifie
la quatrième:

a) t est à dérivée covariante nulle,
b) ( est invariant par y^,
c) ( est invariant en tout point par les endomorphismes Q.
d) t est invariant en un point par les endomorphismes a.



CHAPITRE II

VECTEURS ET TENSEURS INVARIANTS
SUR UN ESPACE HOMOGÈNE

Nous considérons maintenant un espace proprement rie-
mannien homogène G/H, le but de ce chapitre est de montrer
que certains des résultats obtenus par BOCHNER, LICHNE-
ROWICZ, YANO [16, [19], [27], pour les tenseurs d'un espace
proprement riemannien compact sont valables pour les ten-
seurs invariants définis sur l'espace G/H.

§ 22. — Dérivée covariante d'un tenseur invariant.

On sait [16] que sur un espace riemannien compact orien-
table, tout tenseur dont la dérivée covariante d'ordre p quel-
conque est nulle est à dérivée covariante nulle. Soit mainte-
nant OL un tenseur G-invariant sur G/H. Le tenseur métrique
g étant G-invariant,

(̂  ^}=-^^"'ip^i,
P •

est constant; on en déduit
V^...^^=0

^^k^..^'"^ + ̂ ...^A11"'^ = 0
W .̂,,̂ 0si

alors ^^....pV^...ip=0
d'où, par contraction

^...ip=0.
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THÉORÈME. — Sur un espace homogène proprement rieman-
nien G/H, si un tenseur G-invariant a une dérivée covariante
(Tordre quelconque nulle, il est à dérivée covariante nulle.

Nous pouvons appliquer ce résultat à un espace homogène
hermitien, le tenseur <&1^ de la structure complexe est évidem-
ment G-invariant, d'autre part au paragraphe 11, un calcul
local nous a montré que VS == 0 (où S est le tenseur de
torsion de la deuxième connexion canonique) entraîne

V,V^ = 0.

THÉORÈME. — Tout espace homogène hermitien dont le tenseur
de torsion est à dérivée covariante nulle dans la connexion
riemannienne est un espace kàhlerien.

§ 23. — Vecteurs harmoniques et vecteurs de Killing.

Soit Ç un vecteur quelconque, partons de

(23-1) (AÇ),=R^-V^.

Si S; est un vecteur G-invariant gij^ est constant, donc

^(W^o
d'où on déduit, par dérivation et contraction

(23-2) (VTO^-Wi;1

(23-1) donne alors :

(23-3) (A^^R^+W^
un vecteur de Killing vérifie la relation

^+v^=o
d'où

(23-4) V,V'Ei+R^=0,

s'il est G-invariant, on en déduit, d'après (23-2)

(23-5) W^-R^=0.
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En utilisant (23-3) et (23-5) nous obtenons :

THÉORÈME. — Sur un espace homogène proprement rieman-
nien G/H, il n^existe pas de vecteur G-invariant harmonique
(resp. de Killing) vérifiant R^P > 0 (resp. R^y<0), à
moins qu^il soit à dérivée covariante nulle, alors nécessairement
RyS;1^ = Q. Si la courbure de Ricci est définie positive {resp.
définie négative) il n^existe pas de vecteur harmonique (resp.
de Killing) G-invariant non nul.

Soit G l'algèbre de Lie de G, et X le champ de vecteurs
de Killing de G/H correspondant à X e G. Supposons X inva-
riant par les transformations infinitésimales définies par G,
alors pour tout jx e G on a

Ïy(X) = [X, Y] = 0

(où Y correspond à pi) donc [X, [x] == 0, c'est-à-dire que X
appartient au centre de G. D'après le théorème précédent,
on voit que si la courbure de Ricci est définie négative, le
centre de G se réduit à 0. Si, par exemple on suppose de plus
G réductif, il en résulte qu'il est semi-simple.

THÉORÈME. — Soit V^ == G/H un espace homogène riemannien,
si la courbure de Ricci est définie négative, le centre de G est
réduit à 0.

§ 24. — Tenseurs harmoniques et tenseurs de Killing»

Pour un tenseur antisymétrique d'ordre p quelconque,
on a

(24.1) (A^),,^= i R'À...,_,,,....<,
^==1

1...P

+ 2 ^\À ... i^lit^i... it^mit^t... ip —— ^l^1^... ip
s<t

Le tenseur Ç étant G-invariant E^ i Ç1* " ̂  est constant,
on en déduit, en dérivant deux fois et en contractant

^^,...^•"•^+^,...^'••••^=0,
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on déduit de (24-1), en utilisant toujours les notations de
BOCHNER-YANO

F(̂ ....p) = R^-^.^ + ̂ RV^-^ .̂..,,
(24-2) (AÇ),,,^-1? = V^,,,^--p + pF(Ç,,^).

Un tenseur de Killing d'ordre p est défini par la condition
d'être antisymétrique et par une condition analogue à celle

des vecteurs de Killing, à savoir que ^ , — est parallèleî ' " p as
le long de la géodésique x1 {s) ; un tel tenseur vérifie la relation :

V/^.-p+^^.-p-O
d'où on déduit ([27], p. 63-66)

V^,..^•••ÎP+F(S,,^==0
on a donc, pour tout tenseur de Killing G-invariant :

(24-3) F(S,,,;-V^,,^--p=0.
De (24-2) et (24-3) on déduit.

THÉORÈME. — Sur un espace homogène riemannien G/H il
n^ existe pas de tenseur harmonique (resp. de Killing) G-invariant
vérifiant la relation F(S^_, ) ̂  0 (resp. F(^_i ) <; 0) à moins
qu^ïl soit à dérivée covanante nulle et alors nécessairement
F(Si\...ip) == 0- Si la forme F(S^_( ) est définie positive (resp.
négative), il n^existe pas de tenseur harmonique (resp. de
Killing) G-invariant non nul.

§ 25. — Vecteurs conformes et projectifs.

Puisque pour toute transformation infinitésimale affine (X)
les opérateurs î et V commutent, si ^ est un vecteur G-inva-
riant, il en sera de même du tenseur V .̂, et, pour toute trans-
formation infinitésimale du groupe G, Ï commutant avec la
contraction, V^ est une fonction G-invariante, donc une
constante, il en résulte que pour tout vecteur G-invariant.

vW=o,
en particulier, tout vecteur G-invariant conforme est homo-
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thétique, et tout vecteur G-invariant projectif est affine.
D'autre part, pour un vecteur G-invariant gijW est constant,
donc borné et de plus, l'espace homogène riemannien G/H
est complet, en appliquant le théorème du paragraphe 18,
on en déduit :

THÉORÈME. — Sur un espace homogène riemannien G/H
tout secteur G-invariant conforme ou projectif est un vecteur
de Killing.

§ 26. — Vecteurs et tenseurs analytiques
sur un espace homogène kàhlerien.

Supposons maintenant que G/H est un espace homogène
Kàhlerien. Soit Ç un vecteur covariant analytique, c'est-à-dire
vérifiant

V(^a = V|̂

de l'identité de Ricci
V^Vp — V^p == — SaR^,

on déduit
v^p—^R>p=0,

d'où
VïV^p—R^^O.

avec la formule complexe conjuguée, ce qui d'après (23.1)
est équivalent à

A^=0.

Si Ç est G-invariant nous pouvons alors appliquer le théo-
rème du paragraphe 23. Si 2; est un vecteur contravariant
analytique

7^=7^=0,

un calcul analogue à celui fait précédemment, donne

VïV^+R^P^O,

(avec la formule complexe conjuguée), ce qui entraîne la
relation (23-4), on a donc la même conclusion que pour les
vecteurs isométriques.
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THÉORÈME. — Sur un espace homogène kahlerien vérifiant
Ra^S01^ > 0 (resp. Rap^S^O), tout acteur réel, G-invariant,
co variant (resp, contr avariant}^ analytique est à dérivée co va-
riante nulle^ et si Rap-^^ est définie positive (resp. négative)
il n9 existe pas de tel vecteur non nul.

Si les composantes ^•"•^...p^ d'un tenseur réel de type
mixte sont des fonctions analytiques des coordonnées (z®),
nous avons encore

(26-1) V^-.-"pp.,^ = V^î-»^,^ == 0,
par contraction de l'identité de Ricci, on obtient

(26-2) V,7TS-."-«p^=-R .̂..«p^
-R«p .̂...»p-.̂  ^ + R ;̂011-'̂ ....?, + • • •

+RW<-^,..^.,.
Le tenseur Ç étant supposé invariant par le groupe G, on a

^•••^,..pA...^-P''==Cte,
a où

v^ - "̂ ... p,Sa.... .̂  - ̂  + ̂  - «Pp.... p,V,̂ ., ̂  - P, = 0,

le deuxième terme qui peut s'écrire
^...^•••PîV^î-^,pî

est nul d'après (26-1), donc
VTSal•••a^...p^...^•••^=0

d'où, après dérivation contractée :
.̂.. «^ - ̂ v^- -a^... p, + v^». - «pp., p̂ ,., .̂ . - P, = o,

de la relation (26-2), on déduit alors, en posant
G(Ç) == - R^"--^...^,..,/--^- • • •

__R^o....«^ ̂  ...̂ .-PP+R '̂.-'P^ ,̂ ,. ,̂ .-P.+...

+R^»....^ ^_^ .̂...p,

des résultats analogues à ceux de YANO-BOCHNER ([27],
p. 131-142).

THÉORÈME. — Sur un espace homogène kàhlerien, si les
composantes analytiques complexes Ça•"•aPp,„R d'un tenseur
G-iwariant réel de type mixte vérifient l'inégalité G(Ç) > 0,
alors G(^) = 0 et V,̂ -̂ ...̂  = 0.
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Suivant YANO-BOCHNER [27], si nous désignons, en chaque
point de la variété, par M et m, respectivement la plus grande
et la plus petite valeur propre de la matrice R<xp*, on a :

THÉORÈME. — Sur un espace homogène kâhlerien, M et m
étant en chaque point respectivement la plus grande et la plus
petite valeur propre de la matrice Rap*? si qm—pM ;> 0, tout
tenseur complexe analytique G-invariant de type mixte S01* "" ̂ p,... e
vérifie ^^at"'ag^..Q = 0, si qm — pM > 0, il n^ existe pas de
tenseur complexe analytique G-invariant de ce type^ non nul.

COROLLAIRE. — Sur un espace homogène d9 Einstein-Kàhler,
tout tenseur analytique complexe G-invariant de type mixte
^...a? ^ ^ dérivée covariante nulle. Si la courbure sca-
laire est positive {resp. négative), il n5existe pas de tel tenseur
non nul pour q > p (resp. q < p).

§ 27. — Espaces homogène 96^)9 définition.

Sur un espace homogène G/H de dimension n, nous désigne-
rons par 3ë(G/H), l'algèbre de cohomologie relativement à
l'opérateur rf, des formes G-invariantes sur G/H. ^(G/H)
désignera l'espace des classes de degré p. Nous considérerons
dans la suite des espaces homogènes vérifiant la condition :
dimension ^"(G/H) =^ 0, cette dimension est alors nécessaire-
ment 1 ; et, la condition est équivalente aux deux suivantes :
a) il existe une réforme G-invariante non homologue à 0,
b) pour toute (n—l)-forme, G-mvariante, on a don ?= 0. On sait
que ce cas se présente par exemple si G est un groupe de Lie
unimodulaire et H un sous-groupe fermé connexe réductif
dans G (ou si G/H est orientable, G unimodulaire agissant
effectivement sur G/H). Nous désignerons dans la suite par
96^)tout espace homogène proprement riemannien de dimen-
sion n vérifiant la condition : dimension 3ë"(G/H) == 1. Sur
un tel espace si Ç est une 1-forme G-invariante, son adjointe
»Ç est une (n—Informe G-invariante, donc

d^ = 0, d'où ^ = 0,
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de plus, de la relation

^(aA*6)== {da, b) — (a, S6),

on déduit que si a et b sont des formes G-invariantes de
degré, respectivement p et p + 1, on a

(da, b) = (a, §6).

Il en résulte alors qu'une forme G-invariante est harmonique
si et seulement si elle est fermée et cofermée et que toute
forme G-invariante admet une décomposition unique en
somme de 3-formes G-invariantes, respectivement harmonique,
homologue à 0 et cohomologue à 0 [7].

§ 28. — Vecteurs de Killing 0-invariants
sur un espace 96^y

Nous avons vu qu'un vecteur contravariant analytique
(calcul local du paragraphe 26) vérifie la relation

AÇ=QS.
Nous allons voir que sur un espace 3ë^ kâhlerien, cette

relation caractérise les vecteurs contravariants analytiques
G-in variants.

Par un calcul direct, on a, $y étant la 2-forme canonique :
(28-1) 2^(7^ +R^)

+ (^^^—^V^^^,^5—^^^1) = V^V^)
+2(R^^-$l^^aV,Ç,),

d'autre part, de
7^$y—V^y==0,

on déduit

^R^t^IW
d'où

R^^^W/pr^

de plus, en utilisant l'identité de Ricci et l'antisymétrie de ^pr,
on a

R^'^—WW,,^
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finalement (28-1) s'écrit :
(28-2) 2^(7^ + R^P)

+ (^W — $W) (0^ — $V7^)
= ̂ 7p(W) - 2V,(0 (̂V )̂ ç*).

Le membre de droite est la divergence d'un vecteur G-inva-
nant, donc nul sur un espace ̂ . II en résulte que

VpV^+R,^=0

(ou encore d'après l'expression de (A$)( rappelée au para-graphe 19) rr f

A Ç — Q Ç = O
entraîne

^W—^w=o
c'est-à-dire que le vecteur Ç1 est analytique.

Considérons maintenant un vecteur covariant analytique,
on sait qu'un tel vecteur est harmonique. Réciproquement
soit sur un espace kàhlerien S6^, un vecteur harmonique

A Ç = O
est alors équivalent à

^ == ̂  = 0
d'autre part sur un espace kàhlerien les opérateurs 3 et A
commutent, d'où

A3Ç == 0
soit

S3Ç = d3^ = 0
d3^ == 0 entraîne

WÀ=^p,
c'est-à-dire, en coordonnées locales complexes

Vp.^=—7^.
d'où, d'après ^ = 0,

v^,=o.
Le vecteur ç est un vecteur covariant analytique.

THÉORÈME. — Sur un espace kàhlerien 36^, il y a identité
entre les vecteurs G-invariants analytiques contramriants (resp
co fartants} et les vecteurs de Killing (resp. harmoniques} Q-inva-
nants.
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§ 29. — Tenseurs conformes 0-invariants.

Nous reprenons maintenant les notations et les calculs
locaux du paragraphe 17.

Il s'agit ici de tenseurs G-invariants conformes sur un espace
3ê<^. De la définition d'un tenseur conforme, on déduit

(29.1) ^llt•••W^,^=-^^•••lpV,^,^+2^•-
d'autre part
V,(V/^-^, ̂ -V/V^".-^,,^)

= F(Ç,,^) + V/,•-••W<K/4....p-v.^•••W î,....,,
le premier membre est la divergence d'un vecteur G-invariant,
il est donc nul. La relation (29.1) devient alors :

"̂-•w .̂,.. ip + "(" - 2)0'.- '"e,, („- F(Ç^, ,„) = o.
THÉORÈME. — Sur un espace 3ë^ il n'existe pas de tenseur

G-invariant conforme, vérifiant F(Ç^ ...i)^0 d moins qu'il
soit à dérivée coloriante nulle, alors nécessairement F(!̂  ^ ) == 0.
En particulier, si la forme F(^^ , ) est définie négative, alors il
n^existe pas de tenseur G-invariant conforme non nul.

De même, dans le cas d'un espace 96^ P étant un tenseur
G-invariant, on déduit de (17-6),

THÉORÈME. — Sur un espace proprement riemannien 3ë ,̂
un tenseur G-invariant est conforme si et seulement si il est
solution de Inéquation

p^ + [l — ]̂̂  = (p + l)QpS.
De la même manière on déduit de (17-8),

THÉORÈME. — Sur un espace homogène 96^) proprement
riemannien où l9 opérateur Qp est défini positif si \ est la plus
petite valeur propre de l'opérateur {p + 1) Qp sur les p-formes,
les valeurs propres de l'opérateur A sur les p-formes G-inva'
riantes co-fermées (resp. fermées) sont supérieures ou égales à^/^.^_\." { p+i-^



228 R. COUTY

De (17-9) on déduit,

THÉORÈME. — Sur un espace 3ë(n) proprement riemannien
à courbure constante^ les valeurs propres de Vopérateur A sur
les p-formes G'invariantes co-fermées, (resp. fermées) sont supé-
rieures ou égales à

'̂ "'"^V' ̂ .K,=-̂
n(n-1) P+i-2-

\ ^

Les formes co-fermées correspondant à Ki sont des formes de
Killing. Les formes fermées correspondant à Kg sont des formes
conformes pures. L9 espace vectoriel L des formes conformes
est somme directe des espaces vectoriels Li et Lg des formes
de Killing et des formes conformes pures. Les projecteurs de L
sur LI et Lg sont respectivement Sd et ctô.



CHAPITRE III

TRANSFORMATIONS PROJECTIVES ET CONFORMES
SUR UN ESPACE D'EINSTEIN

§ 30. — Espace vectoriel des Mormes conformes
et des 1-formes projectives.

1° Soit sur un espace riemannien V une 1-forme conforme

(30-1) V,̂  + V^, == 2 ,̂ ($ = -^V

Soit Y] une autre 1-forme conforme correspondant à la fonc-
tion ^, a = [Ç, Y)] est une 1-forme conforme correspondant
à la fonction: S^p—Y)^?.

De (30-1) on déduit

(30-2) A^+(l-^W=QS.

Supposons V espace d'Einstein avec R -=f=- 0, alors

Q^^re
et (30-2) s'écrit

(30-3) Ï=^dï-{-"-^d^.

Désignons par *(, le vecteur ^i + -v———- ̂  et formons
ri.

(30-4) V,̂  + ̂  = ̂  + V^. + 2re^1) V,̂
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on a d'autre part

^(Ç)Ry == - (n - 2) V^, — gyV^,

d'où, pour un espace d'Einstein

(30-5) R (V^ + V^<) = - (n - 2)V,^ - gyV ,̂
îv

d'où 7^,==——!^—$p n— 1
et (30-4) se réduit à

V^ + V^ = 0.

Le vecteur (^ est un vecteur de Killing, alors la 1-forme

———dS^ est une t-forme conforme homologue à 0. Si L
n.

désigne l'algèbre de Lie des 1-formes conformes, l'espace
vectoriel L est la somme des espaces vectoriels Li et L^, où
LI est l'algèbre de Lie des 1-formes isométriques et Lg l'espace
vectoriel des 1-formes conformes homologues à 0. La somme
est directe puisque toute 1-forme e Li n L^ est à dérivée
covariante nulle, or sur un espace d'Einstein à R =/= 0, d'après
l'identité de Ricci toute 1-forme à dérivée covariante nulle
est nécessairement nulle. Les projecteurs de L sur L^ et Lg
sont respectivement Sd et rfS.

Nous allons maintenant étudier les crochets des éléments
de LI et Lg.

On a d'abord [L^, Li]cLi$ soit maintenant v e Li, pieLg;
et a == [v, [x]. Par un calcul direct, utilisant le fait que
V^. === —V,Vp et que (JL est un vecteur gradient, on a a; == ^-(v^p)
d'où a e Lg, [LL, Lg] c L^.

Soit maintenant (JL et pi deux 1-formes es Lg correspondant
aux fonctions y et y, et pt == [(x, [x], pour une 1-forme conforme
correspondant à la fonction y, on a

(30-5) V,V^,+ R^= g^+ g^—^î»

d'autre part, pour une 1-forme conforme fermée sur un espace
d'Einstein, on déduit de (30-2)

t30-6' f———n^^
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en tenant compte <^u fait que les 1-formes (A et pi sont fermées,
on a facilement, en utilisant (30-5) et (30-6)

^i+^P^O
c'est-à-dire que [Lg, Lg] c L^.

2° Soit maintenant S; un vecteur projectif, il lui correspond
un vecteur ^, tel que

(30-7) V,V^ = - R^ + ̂  + ̂

si Y) est un autre vecteur projectif, a = [E, Y)] est un vecteur
projectif correspondant au vecteur y^ défini par

7.J = fW-^pW + ̂ V^-yjPV^.

Reprenons la relation (19-1) pour une 1-forme projective

^-n-h^-^

et supposons que V est espace d'Einstein à R ̂  0, on a :

^^l^+ÏR^
soit v la 1-forme définie par.

n(n—i) ^
< 2R(n+l)dôs?

utilisant le fait que sur un espace d'Einstein, pour tout vecteur
projectif Ç, on a

n^</=-^-^k
on obtient facilement

V^,+V,v^=0

le vecteur v est un vecteur de Killing, c'est-à-dire que la

1-forme 9?^% est une 1-forme isométrique, tandis que la

1-forme •^—i^T^, est une 1-forme projective homologue

à 0. L désignant l'algèbre de Lie des 1-formes projectives,
Li, l'algèbre de Lie des 1-formes isométriques et Lg, l'espace
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vectoriel des 1-formes projectives homologues à 0, on a, comme
dans le cas conforme la somme directe L = L^ + Lg, les
projecteurs de L sur L,i et Lg sont respectivement Sd et dS.
Nous allons maintenant étudier les crochets des éléments de
LI et La, si v e LI et (À e Lg, en utilisant le fait que v est forme
de Killing et (A homologue à 0, on a déjà vu que a = [v, pi]
est homologue à 0; on en déduit alors [Li, Lg] c Lg. Soit
maintenant (À et p. e Lg et p == [[A, pi], par un calcul direct,
utilisant le fait que les formes pi et pi sont fermées, on a

V^ + V^ = ̂ (V/7,^ + V,V^) - (Ï,(V,V,̂  + V.V^p),
d ou, puisque les 1-formes (A et pi sont projectives
^i+ ̂ = - ̂ (IW + R^) + W^r + Rpy.)

+ ,,-̂ : ̂ W^ + ̂ W^—— ^Wr^—— ̂ V^r^J,

en utilisant maintenant les relations classiques entre les
composantes du tenseur de courbure et en remarquant que
pour toute 1-forme, projective, fermée, on a

t-7 r-y r 2tl\
V^V,^ = ———————- (A.,

n(l — n) '
on en déduit

7^+^=0
donc [La, Lg] c LI. Nous obtenons donc un résultat analogue
au résultat donné par LICHNEROWICZ [19] pour les trans-
formations conformes dans le cas compact.

THÉORÈME. — Sur un espace d'Einstein, si L désigne
l'algèbre de Lie des 1-formes conformes (resp. projectiles),
l'espace sectoriel L est la somme directe L = Li + Lg, où Li est
l'algèbre de Lie des i-formes de Killing, Lg l'espace vectoriel
des 1-formes conformes (resp. projectiles) homologues à 0.
Les crochets de Li et Lg vérifient les relations: fL,, L,] c L,
[4, L,] c 4, [L,, L,] c L,. ^ M?

§ 31. — Cas d'un espace d'Einstein complet.

1° Soit S; une 1-forme conforme, on a alors (paragraphe 2)

(31-1) ^^i+R^+^[g,(d^+g,^^^^^
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pour une 1-forme conforme fermée sur un espace d'Einstein
à R =^= 0, cette relation devient :

(31-2) V,V .̂ + Ry^ + -T -̂n (g*Â + ̂ Â- &Â) = 0
ft\fï —— X)

associons à la 1-forme ç, et à la géodésique a;'(s), la fonction

f=^dx',on déduit de (31-2)
as

^ / , _ _ t ^ _ . n
(Isa'n^—l)'

•p

d'où, si R < 0, en posant K2 == —..———.?

(31-3) f = A ch {Ks + B), A et B constantes.

Supposons le vecteur S; de longueur bornée, alors la fonction
f est bornée, d'autre part, l'espace étant complet, s peut
prendre toute valeur de 0 à + oo, alors d'après (31-3), f ne
peut être bornée que si A = 0, d'où f = 0; de cette relation
vérifiée en tout point et pour toute géodésique issue de ce
point, on déduit ^ == 0.

2° Si ç une est 1-forme projective fermée, repartons de

(31-4) V^ç. + Ry^' + ̂  [gW, + g,^] = 0.

Si ç est une 1-forme projective fermée sur un espace
d'Einstein à R ̂  0,

^ 2R(n+ll
n{n—1)

(31-4) devient alors
(31-5) V^, + Ry^' + ̂ ^ (gy^ + g^) = 0

dx1
et pour la fonction /* = .̂ — ? on en déduit

gf+ 4R f =Q
d^n(n—l)'

et, dans les mêmes conditions que précédemment, on en
conclut S; == 0.
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THÉORÈME. — Sur un espace (P Einstein complet, à courbure
scalaire négative, il n^ existe pas de 1-forme projectile ou conforme,
fermée non nulle, correspondant à un vecteur de longueur
bornée.

Et, en utilisant le théorème du paragraphe 30 nous pouvons
énoncer :

THÉORÈME. — Sur un espace (V Einstein complet, à courbure
scalaire négative, toute t-forme Ç, conforme ou projectile, telle
que le vecteur associé à la 1-forme ctôÇ soit de longueur bornée,
est une forme de Killing.

§ 32. — Cas cTun espace harmonique.

1° Pour tout vecteur projectif S;, on a

Ï(S)W^ = 0

où Wy^ est le tenseur de courbure projectif, qui, dans le
cas d'un espace d'Einstein s'écrit :

•p
w^ = R^ —— ,__^ (gilgjk —— gikgjl)

d'après (2-5) pour tout vecteur projectif ç sur un espace
d'Einstein on a :

(32-1) ^g.^^p'^V^
et

(32-2) ^gv^-^p-^vy.

En utilisant ces deux relations et en remarquant que dans
le cas d'un espace d'Einstein le tenseur Wy^ vérifie les rela-
tions :

W.̂  = - W^ = - W^ = W^

on obtient, pour la dérivée de Lie du scalaire W = Wy^W^

(32-3) î )W = 2n(yl—l)w^W^nV^i,
rx.
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pour un espace d'Einstein, on a d'autre part, par un calcul
direct :

w W^ _ R wimn 2R2 ^^ilmn^ — ^ilmn1^ ——-»,————_-^^(n— 1) l

Supposons maintenant l'espace harmonique correspondant
à la fonction /'(Q), on sait que ([15], [16]),

^^=^(^+2)^, ^-^no)-^^2)
où T est le tenseur défini par

Tijkl = T ̂ Rw + Rl^ —2f^':l^
Par un calcul direct, on en déduit alors

R^R^-» = ̂  (h = - .1- [-1 (n + 2)F(0) + (f(0))^)
et,

(32-4) W.̂ W/"»" = I- /c(n + 2)SJ,

W==^(n+2)/c.

Pour un espace harmonique, le scalaire W est constant, d'où
Ï(^)W = 0, alors, de (32-3) et (32-4) on déduit, si l'espace n'est
pas à courbure constante

(32-5) Vp<pP = 0.
Calculons maintenant (Ï(S)r)}k à partir de

WWj, = I- §W(^ + v,ï(S;)g«» - v,̂ )̂ ]

= re(42R:re)giaTOy« + WT.-V,V ]̂,
on en déduit, en utilisant l'identité de Ricci

?^(j2R:re) [̂ W + 9pRV] = Siî» + ̂

et, par contraction w-^^^
(32-5) entraîne alors, y^ = 0, Ç est un vecteur affine.
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2° Considérons maintenant le tenseur de courbure conforme
Cy^/, dans le cas d'un espace d'Einstein, il est identique au
tenseur de courbure projectif, en utilisant, pour une 1-forme
conforme, $ les relations

Ï(Ç)C^ = 0, ^)g, = ̂  Ï($)^ = - <^,
on obtient facilement

a($)(C^C^=-2ÎC^C^
d'où, si l'espace est harmonique, non à courbure constante,
il en résulte (? = 0, ^ est une 1-forme isométrique.

THÉORÈME. — Sur un espace harmonique qui n'est pas à
courbure constante, tout secteur projectif {resp. conforme) est
affine (resp. isométrique).

§ 33 .— Cas (Tun espace (PEinstein compact.

Soit ^ une 1-forme projective fermée, de (31-4) on déduit
qu'une telle forme vérifie :

(33-1) 2V,7 ,̂ = ̂ -^ [WW + g^yVp^ + &.VWL

réciproquement, on voit facilement que si VM est un espace
proprement riemannien compact toute 1-forme vérifiant
(33-1) est une 1-forme projective fermée. Nous avons remar-
qué d'autre part, que sur un espace d'Einstein une telle
1-forme est solution de

m 9^ //^ — ̂ (n + ^) t(33-2) d^- ^_^ S.

Pour une 1-forme S; quelconque, considérons le tenseur

a,y = 2V^,-^^(2^V,V^ + ̂ V/7^ + gy.VW),

sur un espace proprement riemannien compact, a^y == 0
signifie que Ç est une 1-forme projective fermée. Sur un espace
d'Einstein, pour les solutions de (33-2) ce tenseur s'écrit

O-D

(33-3) a,, = 2V,V,̂  - _^ (2g.̂  + g^ + g^i)
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on en déduit

(33-4) a^v = 4V,V,̂ y - 8J(^+f) ̂

transformons maintenant V^V^.V^V1^, on a successivement

V.V^V^1 = V,(V,^V^1) —V,^V,7*V^
V^V,V^1 = V^V^V^-) —^.V^V^,

et, en notant simplement V,A1 les termes qui sont des diver-
gences

V.V^V^ = V,A1 + ̂ V/7,V^1,

en utilisant deux fois l'identité de Ricci, on a, sur un espace
d'Einstein, pour les solutions de (33-2)

v.v.v^1 = v.v^v^ + ̂ .n^3) y + R^v^y,

d'où on déduit :

VW^ = W + ̂ ^Ï ̂ ^ - R^R '̂̂ ,

(33-4) devient alors

(33-5) a^v + 4W,̂ W^^ = V,A1,

où W,^ est le tenseur de courbure projectif, c'est-à-dire que
dans le cas d'un espace d'Einstein compact les 1-formes pro-
jectives fermées sont les 1-formes qui vérifient (33-2) et

w^w^^^o,
on en déduit encore que dans ce cas, si la forme quadratique

„ _ W W Imn
^ij — ^Umn^j

est définie, il n'existe pas de 1-forme projective fermée non
nulle, donc toute 1-forme projective est isométrique.

THÉORÈME. — Sur un espace d'Einstein compact, pour lequel
la forme quadratique a,j = W^W/*" est définie, toute 1-forme
projectile est isométrique.
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§ 3 4 . — Transformations projectives et conformes
sur un espace homogène (^Einstein.

NAGANO [2l], a démontré que sur un espace homogène
proprement riemannien, non « conformally flat », toute
1-forme conforme est isométrique, ceci entraîne en particulier
que sur un espace homogène d'Einstein proprement riemannien
qui n'est pas à courbure constante, toute transformation infini-
tésimale conforme est une isométrie. Par la même méthode,
on peut démontrer un résultat analogue pour les 1-formes
projectives. Soit V un tel espace d'Einstein, considérons
l'espace V constitué par la même variété différentiable mais
munie de la métrique

gij=V^gij
on a immédiatement, pour tout vecteur projectif Ç

î^-g, = —_[2W^)^ + g^)W]
2VW

d'après (32-3) on en déduit
^=0,

c'est-à-dire que tout vecteur projectif de V est un vecteur
de Killing de V. Si V est homogène, le scalaire W est constant,
donc les isométries de V et V sont identiques, par conséquent
dans ce cas, tout vecteur projectif de V est un vecteur de
Killing.

THÉORÈME. — Sur un espace homogène d'Einstein propre-
ment riemannien, à courbure non constante, tout secteur conforme
ou projectif est isométrique.



CHAPITRE IV

TRANSFORMATIONS PROJECTIVES ET CONFORMES
SUR UN ESPACE KAHLER1EN

Dans ce chapitre V^ est un espace kâhlerien de dimension
réelle 2n, soit Fy = — F .̂ la 2-forme canonique de la struc-
ture ; en coordonnées locales complexes, on a :

Fa? = Fafi* = 0, FaB< = igy.^ Fa»6 = —— ig^Q
F^ = % F,̂  = —— iSg:, FPa = —— ̂ ê, F^, = 1̂ :.

Ce tenseur définit l'opérateur complexe sur les vecteurs,
que nous noterons 3.

(axy^F^, (3X),=F^x,
en coordonnées locales complexes :

(3Xr=iX^ (3X),=-iX,,
(3X)01' = — iX^, (3X)a< = iX^.

§ 35. — Une propriété locale.

1° Soit Ç un vecteur projectif, repartons de
(35-1) V,V^ + R^ = Sjy, + S^

multiplions (35-1) par Fp1, ce tenseur étant à dérivée covariante
nulle,

^WY=F^W
d'où

(35-2) ^W + F;R '̂ = F/y, + F^y,
En coordonnées locales complexes, en utilisant les relations
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classiques entre les composantes du tenseur de courbure pour
un espace kàhlerien, la relation (35-2) donne

(35-3) V^V^)' — R'̂ .̂ r = — 8j(3yL— ̂ (3®)o
(35-4) v^^^'+R'pr^^^yy),.
(35-5) v,Vp.(3S;)«=^)/
(35-6) V^Vp.(^)-=0

avec les formules complexes conjuguées. De
vW^r + R^W = ̂ :{3^

on déduit, par contraction

(35-7) VP*Vp.(3S). + R,a.W = (39),,
d'autre part, de

V^Vp(3Ç), = g^,(39)p
on déduit

(35-8) VPVp(^). = (3y),

d'où, par addition de (35-7) et (35-8)
(35-9) W^), + R^(y = 2(3y),

considérons maintenant

V^W—R^y = —^(3ç)^ + Sç(3y)p
et

V,Vp,(3Ç)^ + R^p^(3Ç)^ = ̂ :(3y^

contractons a et ? d'une part, a* et ?* d'autre part et ajoutons
(35-10) ^W + 2R^(3^ = - (3y)^

ou

(35-11) (3y), = - 2R^.(y + (^3Ç),;

portons maintenant cette expression de (3y)^ dans (35-9) qui
peut s'écrire

-(A3S),+2R^(3^=2(39),
on a alors

(35-12^ - (A3$)a + 6R^W = 2(^S),.



SUR LES TRANSFORMATIONS DES VARIÉTÉS RIEMANNIENNES 241

avec la formule complexe conjuguée; finalement, si S; est
une 1-forme projective sur l'espace kâhlerien, on a

(35-13) — A^ + 3Q3Ç = 2rfS3Ç.

Nous allons maintenant considérer des 1-f ormes projectives
fermées, A désignant l'opérateur i(F) (produit intérieur par F)
on sait que sur cet espace kâhlerien pour une 1-forme

g^ = _ A^

donc d^ = 0 entraîne §3Ç == 0, toute 1-forme projective fermée
vérifie donc la relation

(35-14) — AJÇ + 3Q3Ç = 0.

d'autre part, on a vu que toute 1-forme projective vérifie
la relation

Aç-^Sç-QÇ,

il en résulte que si Ç est une 1-forme projective fermée, elle
vérifie

(35-15) 1^-^=^
mais, sur un espace kâhlerien l'opérateur 3 commute avec
les opérateurs A et Q, de (35-15), on déduit alors

(35-16) 1^^=^

de (35-14) et (35-16) il résulte

^T^"0

d'où, si n > 1, A3Ç == 0 c'est-à-dire que la 1-forme 3^ est
harmonique, il en est de même de la 1-forme Ç, et, puisqu'elle
est de plus fermée, elle vérifie alors ctôÇ = 0, c'est-à-dire que
c'est une forme affine.

2° Soit maintenant Ç une 1-forme conforme, repartons de

(35-17) (Î{W, = V,V^ + R1^ = S)9, + Siy, - g^1
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A

où y, est le vecteur gradient y^ = ôjÇ = —<.-^SÇ de (35-17)
on déduit n

(35-18) V,V/3Ç)1 + F^R^ = F/ç, + F, 9, - g^.
Par un calcul analogue à celui fait dans le cas projectif,

on déduit de (35-18), en coordonnées locales complexes
(35-19) V,Vp(3Ç)» - R^y = — Sj(3<^—^(3ç)j,
(35-20) V^7p(^)« + R-p^a^ = âp(̂  — g^W
(35-21) V .̂(3Ç)« = $S?(Oy)p. — g^Y
(35-22) V^Vp^aç)" = 0

avec les formules complexes conjuguées; de
VW^)a + R.̂ .W == g,p.(39)ï - ̂ (3ç).

on tire par contraction
(35-23) V^.(^)» + Ras.W* = (1 — n) (3ç).

d'autre part, de

Vr7^3^ = ̂ ï^3?)? — ̂ r^î)'
on déduit

(35-24) V^(3S), = (1 — n) (3?).,
d'où, par addition de (35-23) et (35-24)

(35-25) WW, + R,pW = 2(1 — n) (3y).,
considérons maintenant

V^W - R^(^)^ == - W, - S?(3y)p

V,Vp,(3Ç)^ + R^W = - ̂ :(3?), - g^W
contractons a et ? d'une part, a* et (î41 d'autre part et ajoutons,
il vient :

(35-26) 2(3y), = — 21 (̂3^ + {dS 3^
portons cette expression dans (35-25) on en déduit

— (A 3^ + 2(2 — n) R^)P = (1 — n) (dS3^
avec la formule complexe conjuguée.

Finalement, si S; est une 1-forme conforme sur l'espace
kàhlerien Vgn, on a

(35-27) —A3S+(2—n)Q^==( l—n)^3S.
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Nous considérons maintenant des 1-formes conformes
fermées, S3^ = 0, elles vérifient

(35-28) — A3$ + (2 — n) Q3Ç == 0
d'autre part 3 commutant avec Q et A, on a pour de telles
1-formes

(35-29) 2 (i — 1 ^ A3ç == Q3Ç
\ ^"/

de (35-28) et (35-29), on déduit

^^O
n(n — 2)

d'où, pour n > 1, A3Ç = 0, c'est-à-dire que la 1-forme 3Ç
est harmonique, il en est de même de la 1-forme Ç, et, puis-
qu'elle est de plus fermée, elle vérifie

^ == 0.

c'est une 1-forme homothétique.

THÉORÈME. — Sur un espace kâhlerien Vgn (n > 1) toute
i-forme projectile (resp. conforme) fermée est affine {resp. homo-
thétique).

Supposons maintenant que l'espace kâhlerien est aussi
espace d'Einstein pour sa métrique riemannienne ; QÇ = 0
vérifiée pour toute 1-forme projective (resp. conforme fermée)
entraîne alors si R ^=f=. 0

S = 0

donc, dans la décomposition

L == LI + La,
on a

Lg = 0 d'où L == LI

on obtient alors le résultat suivant donné par YANO ([26],
p. 273) dans le cas compact seulement.

THÉORÈME. — Sur un espace SEinstein- Kâhler V^ (n > 1)
a courbure scalaire non nulle, toute 1-forme projectile ou conforme
est forme de Killing.
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§ 36. — Cas (Pun espace compact ou complet.

Si V^ est compact, on sait que toute 1-forme affine ou
homothétique est isométrique; si une telle forme est de plus
supposée fermée, elle est à dérivée covariante nulle. La même
conclusion est valable sur un espace complet dont le groupe
d'holonomie ne laisse invariant aucun vecteur, mais alors
la 1-forme à dérivée covariante nulle est nécessairement
nulle.

THÉORÈME. — Sur un espace kâhlerien compact V^ {n > 1),
toute 1-forme projectile ou conforme fermée est à dérivée cova-
riante nulle. Si Vgn est un espace kâhlerien complet dont le
groupe d^holonomie ne laisse invariant aucun vecteur, il n'existe
pas de 1-forme projective ou conforme fermée non nulle.

Sur un espace kâhlerien V^, associons suivant LICHNEROWICZ
([13], p. 145), à toute 1-forme réelle Ç, le tenseur réel a(Ç)y
défini par :

û^)x(i = v^, ^(S)x^ = a^)^ = 0, a(^)^^ ==7 ,̂,
a(Ç) = 0 fournit une condition nécessaire et suffisante pour

que la 1-forme Ç soit analytique.
Pour toute 1-forme $ sur une variété kâhlerienne compacte,

on a ([13], p. 145)
(36-1) <AÇ-Q^>=4<a(Ç), a(Ç)>.

Supposons que ^ est une 1-forme projective

^-Q^2nt-l^
(36-1) devient

1 <^, ç> = ^——— <SÇ, ^> = 2<a(^), a(^)>
In + 1 N "' '/ 2n + 1

d'où
a(^) = 0

entraîne
^=0.

THÉORÈME. — Sur un espace kâhlerien compact, toute 1-forme
projective analytique est isométrique.
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