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APPLICATIONS
DES FAISCEAUX ANALYTIQUES SEMI-COHERENTS
AUX FONCTIONS DIFFERENTIABLES

par Jean MERRIEN

Dans cet article nous appliquons les résultats obteﬁus dans
«Faisceaux analytiques semi-cohérents» ([5]) 4 I’étude des fonctions
différentiables.

Les trois premiers paragraphes conduisent & un théoréme de
division par un polyndme distingué P, sur une partie A compa-
tible avec P, d’une fonction de classe C~ sur A et plate sur 9A,
avec des conditions de platitude sur le bord pour le quotient et le
reste (théoréme 3.12).

Le paragraphe 4 donne un théoréme de division par des fonctions
Nash-analytiques, analogue au théoréme de division de B. Malgrange,
mais avec des conditions de platitude sur le bord (théoréme 4.10).
Ceci est le résultat principal de I’article.

Le paragraphe 5 introduit le formalisme des faisceaux différen-
tiables de Fréchet, utile pour exprimer les propriétés de fermeture
dans les modules différentiables.

Dans le paragraphe 6 on étudie les faisceaux différentiables en-
gendrés par les faisceaux analytiques semi-cohérents. On donne en
particulier (théoréme 6.2) une description du sous-module de &(82)?
engendré par un sous-faisceau analytique (R de ©°, quand ©°/R
est semi-cohérent. Cela s’applique, par exemple, a la description des
fonctions de classe C™ nulles sur un ensemble semi-analytique.

Dans le paragraphe 7 on étudie des propriétés des fonctions
différentiables composées par un morphisme analytique propre et
fini. On obtient des résultats analogues, sous des hypothéses diffé-
rentes, a ceux de G. Glaeser [1].
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1. Préliminaires.

Pour les résultats sur les fonctions différentiables et les théo-
rémes de Whitney nous renvoyons a [6].

Pour x dans R", &, est 'anneau des germes en x de fonc-.
tions réelles de classe C”. Pour £ ouvert de R", &(§2) est I’an-
neau des fonctions de classe C™ sur €.

Si X est une partie de R"”, J(X) est I’ensemble des jets d’ordre
infini sur X, ou encore I’ensemble des champs sur X de séries
formelles a coefficients réels et 4 n variables. Un élément de J(X)
est platen x €X silejetestnulen x.

Si X est localement fermé, W(X) désigne le sous ensemble
de J(X) formé des fonctions de Whitney sur X, i.e. des jets pro-
longeables en une fonction de classe C™ sur un voisinage ouvert
de X. Si X estouvert, R¥(X) = &(X).

Si X est compact, et si f= (fi)renn appartient 3 W(X)
on note, pour mEN :

IfIX = Sup |f(x)I
IkI<m

*eX fk(y) _ Z M fk+2(x)
L!
X X k+21<m
= + Su
[ [f m x’yepx IIx — "m—lkl
x#+y Y
IkiI<m

Alors X(X) est un espace de Fi'échet pour la famille de normes

Il IX,. Les normes | [X et Il IX ne sont pas, en général, équi-
valentes. Cependant, si X est convexe, il existe C, dépendant
uniquementde m et n, avec || IK,<C | X.

Si X est localement fermé, on note 7(9X, X) I'idéal de W (X)
formé des jets nuls sur 0X.

Avec ces notationson a :

THEOREME 1.1. — Soit X une partie s.alf. de R", fEN(X)
et p€JX,X). Alors le jet égal a of sur X etd 0 sur X ap-
partient a W(X).
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Démonstration. — La question étant locale, on se place au voi-
sinage d’un point de dox. D’aprés 1.5.1 de [5], on peut supposer que
f est prolongé en un élément de 4 (§2), £ ouvert semi-analytique
contenant X. On peut, puisque 0 2NXC3X et que X et [
sont réguliérement situés, prolonger ¢ en une fonction de classe
C™ sur R", platesur (.

Alors, d’aprés 1.2.1 de [5], la fonction fy, de classe C* sur
€2, se prolonge en une fonction de classe C~ sur R"” nulle sur
(. Don1.1.

\

Pour démontrer 3.1 nous aurons 4 utiliser un cas trés parti-
culier du théoréme de préparation différentiable ([3] ou [4]). Nous
redémontrons rapidement ce résultat au paragraphe 2, en suivant
les idées de [1]. Le théoréme 3.1 permet d’ailleurs trés facilement
de démontrer le théoréme de préparation, du moins sous la forme
initiale de Malgrange.

2. Division générique.

q
Soit Q(v,t) =1t + Z v,t"" le polynéme générique sur
i=1

R? x R. Soit R™ un espace auxiliaire et II la projection de
R™ x R? x R sur R™ x R?,
. 20
Onpose V = {(y,v, ) ER™ xRIxR; = (,v,£) = 0 pour
i€[0,q —1]}, i.e. ’ensemble des points ol Q a une racine d’ordre

q, et V' =TI(V), homéomorphe 4 V par H(t=—%‘— sur v).

LEMME 2.1. — Pour tout ¢ E€WV), il existe Yy EWXV) et
q

X; €WV, i€[1,q], avec ¢ = QY + 3, x, 7.
i=1
Démonstration. — Soit ¢': R™ x R? —> R™ x R? défini par:
0'(y > wl ey wq) = (y s T a](w) ’ az(w)’ ceey (_ l)q oq(w)) ’ Ol) leS
g, sont les fonctions symétriques élémentaires.
Puis :
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o0=0"xIg:R"xR?xR— R™xR?xR.
W=0'V)={(y,w,t); t =w, pour i€[l,q]}, W =II(W)
*=Qoo=if[l (t._.wi)
o|W est un homéomorphisme de W sur V.

Supposons ¢ prolongé en une fonction de classe C™ sur
R™ x R?x R etsoit ¢* = poo0.

Par division successive par les (& —w;), il existe Y* dans
&R™x R?xR) et x* dans &(R™x R?), symétriques en les w,,
q
avec: ¢*=Q*yY* + Y xrpi,
i=1

Puisque ¥* et x; sont symétriques, il existe ¥ dans J(V)
et x, dans J(V') avec:
Y* =Yoo sur W

XF=x;00 sur W.
q
Dol oo =(QV¥ + ¥ x, 19 ")o0 sur W et donc
i=1

q
p=Qy+ Y x 1t
i=1
sur V, car la composition par o est injective.
Il reste & montrer que Y EW(V) et x, EW(V’). Cela se
fait en suivant les idées de [1], dans un cas trés simple.

On remarque d’abord que, pour tout indice de dérivation o,
on a (D*Y)oo EW(W) et (D*x,)o 0 EW(W’'), ce qui implique
en particulier la continuité des composantes de ¢ et x iy

Puis on remarque que, pour tout (a,b) de W?, on a
d(o(a),o0(b))=d(a,b). Or
(o(b) — 0(a))®

W) - X 7 Y2 (a))
12I<m :
ne différe de
b— 2
@@ - X D (Yoot
11<m :

que par des termes de degrés supérieurs & m en (b —a) et a coef-
ficients bornés sur tout compact de W.



APPLICATIONS DES FAISCEAUX ANALYTIQUES SEMI-COHERENTS 67

Cette quantité est donc un o(lla—- blI™), et donc aussi un
o(lla(a) — a(b)l™), surtout compactde V.

Cela montre que Y appartient & ®W(V). De méme ¥x; ap-
partient 3 W (V').

COROLLAIRE 2.2. — Soit K un compact de V, K' =I(K).
Alors Uapplication de W9(K) x ¥(K")? dans W K), qui d

q
(:p,xi) fait correspondre QY + z X, ti-!  est un isomorphisme

. i=1
d’espaces de Fréchet.

Démonstration. — L’application est évidemment continue. Elle
est surjective d’aprés 2.1. Elle est injective d’aprés I'unicité de la di-
vision formelle, puisque, en tout point de V, Q est distingué.

3. Division d’un élément de J (3A , A).

Nous reprenons les notations des paragraphe II.1 et I1.2 de [5] :
P(x’,x,) est un polynéme unitaire, A une partie s.al.f. de R”
compatible avec P, de degré q, et A’ sa projection.

Avec ces notations on a le théoréme suivant, analogue C~
de 11.2.4 de [5].

THEOREME 3.1. — Soit @€ J(A, A).

Alors il existe Y dans JOA,N) et X; dans JOA', A",

q
i€[1,q], avec: ¢ =Py + Y x, x374.
i=1
Ces éléments sont uniques.

Démonstration. — L’unicité est claire puisque P est régulier
d’ordre ¢ sur A.

D’aprés I1.1.1. de [5], on a P= RS, ou R et S sont des élé-
ments de # (A’) [X,], R distingué de degré ¢ sur A, S nes’annu-
lant passur A.

q
Onécrit: R=x%+ ) g x3~1, g €N (N).
i=1
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Le théoréme de préparation formel implique I’existence d’élé-

q
ments ¢ dans J(A) et X, dans J(A') avec: ¢ = Ry + }: xixZ"
dans J(A). i=1

On va montrer que I’élément gb_(resp. X;) p_rolongé par 0
sur dA (resp. OA') appartient 3 W (A) (resp. ¥XA')). Le théo-
réme en résultera puisque, S étant inversible dans A (A), -g ap-
partient 3 9(dA,A) d’aprés 1.1.

On va montrer successivement :

1) 1l existe des constantes ¢, o, c', o', c",a", ¥,,, p, (MEN),
positives, telles que :

(1) Si x€EA et |ly —xl|<2Cd(x,dA)*, alors
d(y,oA) < 2d(x,0A).
) Si x€EA et x'=1I(x) ona
(B, NA)DB,, NA'DIIBINA)
oi B, (resp. B/,B) estlaboule fermée de centre x et de rayon

Cd(x,dA)* (resp. de centre x’' et de rayon C'd(x’,dA")*, resp.
de centre x et de rayon C''d(x,dA)*").

3 el <y, d(x', M) Pm ob a=(ay,...,a,).

2) w'anA EW(B, NA), x,'IB;‘rﬂA'E WBy NA"), VxEA et,
pour tout (m,r) EN?, il existe une constante positive Cpn,, avec:
B“nA

el = <C,,d(x,dA)
P echid

Démonstration du 1. — Le (1) est immédiat.

| ( Vx €A )
<C,,,d(x "y S

Puisque a, €N (A"), il existe un ouvert semi-analytique ' D A’,
tel que a, se prolonge en un élément de A" (2').

On peut prendre C' et o' tels que B, C Q' pourtout x'
de A’, et que d(y',9R") >y d(x',92'Y , pour tout y' de B..,
avec des constantes y et p, positives, indépendantes de x'.

On déduit alors de I.2. 1 ,de [5] Texistence de constantes posi-
tives v,, et p, avec: lal,; By <7 d(x',0A)™"m . mEN. Alors
il existe v,, positif avec: IIaII:," < v, d(x',aA") “Pm 4’00 I'iné-
galité (3).
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a,(x")
q
nentd A etsi y' =II(y)€EB..,x' =1II(x), ona:

St x€EA, ona x,=— . Donc si x et y appartien-

1 B, Y -
o = 20l < X =1 1y < ;‘ Ix' —y'll d(x’, aA") "1 .

On peut alors trouver C' et a' de maniére a avoir la premiére
inclusion de (2) (on utilise les inégalités 11.2.2.2 de [5]). La seconde
inclusion de (2) résulte des mémes inégalités.

Démonstration du 2. — On va utiliser 2.2 en prenant m = n —1,
y=x',t=x,.
On suppose que ¢ € §(R").

Pour chaque x de A, on prend une fonction u, dans &(R")
égale 3 1 sur B, et nulle en dehors de B(x,2Cd(x,dA)*), et telle
que |u,R" < C,d(x,dA)"®™, avec des constantes C,, .

La platitude de ¢ sur 9A, et 'inégalité (1), montre alors que,

pour tout (m,r) de N? il existe des constantes C'm', avec :

lu,@lR"< CL ,d(x,dA) , VXEA. (5)
Considérons les applications A (resp. A’) définies au voisinage
de A (resp. A') par:
Ax', x,) = (x",a,(x"),...,8,(x"), x,) ER"" ' xR xR
(resp. A'(x") = (x', a;(x"),..., a,(x")) ER"" 1 x RY).
Puisque les a; sont bornés, il existe un compact K de V tel
que A(A)CK et A'(A')CK' (les notations sont celles de 2.2).

On considére u,¢ comme fonction de (x',v,x,) indépen-
dante de v.

D’aprés 2.2 il existe Wx dans W(K) et X, dans 0K'),
i€[1,q], avec:

q
Uy = QUy + O Xip ¥27' dans W0(K). (6)
i=1

De plus la continuité de 2.2 montre qu’il existe, pour tout
entier s, des constantes C. et m, avec :

T, nK R7
K < C) Nyl

K’ ' Rn
lly < Cs luyolly,

ix's

lIx
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De (5) on déduit alors, pour tout (s, r) €EN?:
IV, IE < C,Cp, , d(x, MY

B )
I < C; Cpy , dlx, BAY . |

On pose wx=ExOA sur A, X, =X;,,°A sur A'.-On a
VU, EW(A) et x, EW(A).

En composant (6) par A, et puisque Qe A = R, on a:
q
up =Ry, + Y x,, x37' sur A.
i=1

Puisque u, vaut 1 sur B, ona:

Valpna = Vg na € Xilp.nar = Xle.nar-

BYNA

) : LLOA
On va majorer || wxllm" et Ix,.MI, Bx

Pour cela, on remarque que, si F est un compact de R", f un
élément de V(F)?, et g un élément de VW(f(F)), il existe des
constantes C,, " . ne dépendant que de n, p et du diameétre de F,
telles que: figo flim < Con Ngl® Sup (IF1,)* . 11 en résulte que

Hwix"" < ci v, X Sup A"y
8)

sl < sup (IAILY"")*.

m

hx;l,, < G, Xl

Alors les inégalités (4) du 2) résultent de (8), (7), (3) et des iné-
galités 11.2.2.2 de [5].

Pour terminer la démonstration du 3.1, il suffit d’appliquer le
le lemme suivant, de démonstration classique :

LEMME 3.2. — Soit F une partie localement fermée de R",
¥ € J(F) tels que :

D) Ylgrp =0, Ylp €EW(F).

2) il existe C et a positifs et des constantes C avec :
VYm,Vr,V¥x€F, llwll" <C,,d(x,dF)", ou

B, ={y€R"; lly— x|l <Cd(x, aF)*} .
Alors § € W(F).
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4. Division par des fonctions Nash-analy tiques.

THEOREME 4.1. — Soit X une partie sa.lf de R", et fis
JE€I[1,s]l, des éléments de A (X)". Pour tout élément ¢ de
J(BX,-)'(—)’, appartenant ponctuellement sur X au sous module
de J(X)" engendré par les f’ , il existe a,.ea(ax,i), j€|l,s],

S
avec ¢ =3 o f, sur X.
j=1
Remarques 4.2.
1) La condition d’appartenance ponctuelle signifie qu’il existe
s
a, dans J(X) avec ¢ =Y «,f.
j=1
2) Le théoréme de division de Malgrange [2], implique, si X

S
est ouvert, qu’il existe «; dans &(X) avec ¢ = 2 o f.
j=1

3) La condition supplémentaire de platitude sur le bord sera
essentielle par la suite (Théoréme 6.2).

4) 11 résulte de 1.1 que chaque terme «; f; se prolonge en une
fonction de classe C™ sur R" plate sur dX.

Démonstration de 4.1. — On raisonne par récurrence sur n.
Le résultat est évident pour n = 0. On le suppose vrai dans R"~!.

Il suffit de montrer_4.1 localement, c’est-a-dire de montrer
que pour tout x, de X il existe un ouvert 2, 3x, et des

aIEJ(aXﬂQO,_)ZﬂQO) avec «p=z o f; sur XNK,. En
j=1

effet, le résultat global s’obtient alors par une partition de I’unité.

On va donc raisonner au voisinage de 0. La demonstratxon
est analogue a celles de I1.4.1 et I1.5.1 de [5].

a) On peut supposer X connexe au voisinage de 0.

_ En effet supposons X =X, UX,, X, et X, salf. avec
X, NX, CaX, NaX,, X, CoX, 90X, CIX. Alors, si le théo-
réme est vrai pour X, et X, , il 'est pour X; UX,:

S
Si 2 o f; sur X, et 9o = Z B;f; sur X, avec o
dans J(0X,, i) et B, dans a(axz,xz), il existe v; dans
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(X, UX,) coincidant avec ; sur X, et s[3,- sur X, (réguliére

situation de X, et X,). On a alors ¢ = 2, v f; sur X, avec
Y, €9(X,X). j=1

On montre ensuite, comme dans les points b), ¢) et d) de 11.4.1
de [5], qu’il suffit de montrer 4.1, au voisinage de 0, sous I’hypo-
thése suivante: r<s et [f,,...,f,] =PI, ou P est un poly-
nome distingué en x,, .

On va montrer, avec cette hypothése :

LEMME 4.3. — Soit A CX une partie ﬁa.l.f. compatible avec
P. Alors pour tout élément ¢, de Y(OA,A)", appartenant ponc-

tuellement au sous module engendré par les f;» il existe «; dans
b

d(aA,K) avec ¢, = Z oz,f,’ sur A.
j=1

Montrons comment 4.3 implique 4.1.
D’aprés 11.2.3 de [5], il existe une partition de X N V(P), dans

un voisinage de 0, en parties s.alf. A,, k€[], N], compatibles
avec P, telleque: 90A, C (ng A UoX pour k€E€[1,N].

On va montrer, par récurrence sur Kk, que, si ¢ vérifie les’
hypothéses de 4.1, ¢ est égal modulo J(3X,X) (f;,...,f,) a
un élément ¢, de W(X) plat sur (QL<Jk Ag) U 0X.

C’est vrai pour kK =1, puisque ¢ est plat sur 90X (¢ = ¢,).
Admettons le résultat a I’ordre k%, et montrons le a l’ordrg_ k+1.
On applique 4.3 & ¢, sur A, : il existe a;, dans J(0A,, A;) avec

S
¢k=2 e f;osur A
i=1
Puisque les deux fermés A, et (ng Ag)U0X sont régu-

licrement situés et que leur intersection est contenue dans A,
il existe B;, dans ‘W(X), plat sur (U Ag) U 03X et égal &4 oy
sur Ak

Posons ¢,,, = 2 B f; dans W(X). Cet élément est

plat sur (U Ag) U oX par construction, et egal a ¢ modulo
JX, X) ( fl ,-.» f;). Donc il vérifie la récurrence a I'ordre k +1.
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A lordre N+ 1 onobtient un élément ¢y,, platsur XN V().
Puisque [f,,...,f,]= PI,, I'inégalité de Fojasiewicz montre que
¥n+1 appartient a J00X,X) (fy,...,f,). Donc ¢ appartient a
J0X,X) (fy,...,f,), doud.l.

Démonstration de 4.3. — C’est exactement celle qui a été faite
en I1.5.1 de [5] aux changements suivants prés: remplacer O(A)
et O(A') par J(A) et J(A'); utiliser 3.1 au lieu de I1.2.4 de [5]
pour diviser ¢ par P ; utiliser I’hypothése de récurrence de 4.1 au
lieu de celle de I1.5.1 de [5] ; écrire des identités modulo P Z(3A,A)”
aulieude P & (A) .

Remarque 4.4. — On peut reprendre les démonstrations précé-
dentes dans le cas de fonctions de classe C?, p fini, en utilisant la
remarque 1.2.4 de [5].

On obtient alors la variante suivante du théoréme 4.1 :

Soit X wune partie s.al.f. relativement compacte de R", et
fl , JEI[1,s], des éléments de A(X)". Il existe des constantes
a et B telles que, pour tout entier p et tout élément ¢ de (R (X))"
(fonctions de Whitney de classe C? sur )_(), plat sur 90X et ap-

partenant ponctuellement sur X au sous module engendré par les
S

f;» il existe a,.ewlp/‘“*ﬂ(i), plat sur X, avec ¢ =} «;f;.
i=1

5. Faisceaux différentiables de Fréchet.

5.1. Notations. — Si §2 est un ouvert de R", on note &g,
ou simplement &, le faisceau des germes de fonctions différen-
tiables réelles sur £, de fibre &, en x.

Pour x dans R", on note m; lidéal de &, formé des
germes plats en x, %, le quotient & /m_, anneau de séries for-
melles, et T,: &, — &, lasurjection canonique.

On appelle faisceau différentiable un faisceau de &-modules.

Si g est un faisceau différentiable, on note s, (resp. g(X))
la restriction de § a X (resp. le module des sections sur X).

5.2. Topologies canoniques. — Soit & un faisceau différentiable
sur .
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5.2.1. Supposons d’abord & engendré sur £ par p éléments de
G(2). On a alors une suite exacte: 0 — 8 — & — g — 0.
D’ou Ia suite exacte: 0 —3$(Q2) — &QY — §(2) — 0.

On munit §(2) de la topologie quotient de &(2)?/8(Q2),
ou la- topologie sur &(£2) est la topologie usuelle. Pour cette topo-
logie, &(§2) est séparé si et seulement si $(2) est fermé dans
&(2)?, et dansce cas g(§2) est un espace de Fréchet.

La topologie quotient sur &(£2) est indépendante du systéme
de générateurs [6].

5.2.2. On supposera désormais € de type fini sur Q. Alors ce
qui a été fait en 5.2.1 s’applique sur tout ouvert relativement
compact de £, et, puisque §(S2) est la limite projective des
g(U), U relativement compact dans £, on munit §(2) de la
topologie limite projective des topologies des g(U). Cette topo-
logie sera dite topologie canonique sur &(£2).

Si @ est engendré sur £ par un nombre fini d’éléments,
la topologie canonique de §(§2) coincide avec celle définie en 5.2.1.

La topologie canonique de §(£2) peut étre définie par une
famille dénombrable de semi-normes. Si elle est séparée, G(§2) est
un espace de Fréchet.

5.3. Soit g' un sous faisceau de §. On vérifie qu’on peut définir
un sous faisccau §' de @ en posant, pour tout ouvert U de £,
§ '(U)=gm adhérence de §'(U) dans §(U). Le faisceau é'
est ’'adhérence de @' dans §.

DEFINITION 5.4. — Un faisceau différentiable § sur 2, de
type fini, est un faisceau de Fréchet si Q(2) est séparé (donc est
un espace de Fréchet).

D’aprés 5.3, @ est de Fréchet si et seulement si §(U) est un
espace de Fréchet pour tout U assez petit.

DEFINITION 5.5. — Soit G un faisceau différentiable, de type
fini, sur Q.~0n appelle faisceau séparé du faisceau G, le faisceau
de Fréchet g, quotient de § par l'adhérence du sous-faisceau nul.
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5.6. Propriétés. —

5.6.1. Le module des relations entre une famille finie de sections
d’un faisceau de Fréchet est fermé.

5.6.2. Si g est dela forme &°/8 , alors Q estégala &°/8.

Dans ce cas, il résulte du théorégme spectral de Whitney qu’un
élément ¢ de &(§2)? appartient & $(S2) si et seulement si, pour
tout x de &, T,pE€T,S, =8, + m;8%/m; &’ .

6. Faisceaux analytiques et faisceaux différentiables.

6.1. Soit M un faisceau analytique, de type fini, sur 2. Alors
M @, & est un faisceau différentiable de type fini.

Supposons qu’on a, sur §2, une suite exacte :
00— R — 02 — M — 0.
Puisque & est plat sur ® on a aussi la suite exacte :
6.1.1. 00— R — &% — MR, & — 0
ol R & est le sous-faisceau de &” engendré par R , de fibre R, &, .
On a aussi les suites exactes :
6.12. 0 — RE() — &) —m M B, 8(82) — 0
—_— P
0 — REK) — &) — M @, (2) — 0.
Pour tout x de £ on a aussi la suite exacte :
6.1.3. Oﬂ@xﬁx—*ﬁﬁ——*mx? g — 0
x
puisque &, estplatsur O, .

~

Soit alors m;, i€[1,p], les générateurs de N, et m; les
images de m; ® ()15 dans M@, &2).

D’aprés 5.6.2ona:
6.1.4. Un élément ¢ = (p,) de &(2)? appartient 3 RE(K), i.e.
)

vérifie Y ¢,m, =0, si et seulement si, pour tout x de £, on
i=1 P
a T.pER,F,, donc si et seulement si ), T,y m®, 1’ =0.
i=1 xox
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6.1.5. Exemple. — Soit X une partie semi-analytique de £
et J le faisceau analytique des germes nuls sur X. Un élément
¢ de 8(2) appartient a J&(SY) si et seulement si, pour tout x de
Q, T,p€Y,%,. On démontre comme dans [4] que ceci est réa-
lisé si et seulement si ¢ est nulle sur X.

Dans le cas ou X est un sous-ensemble analytique fermé de
€, X est cohérent si et seulementsi J& =98 ([4] et [6]).

THEOREME 6.2. — Soit (R un sous faisceau de type semi-fini
de 0% . Soit: x, €Q; A;, i€[1,q], une partition finie d’un voi-
sinage U de x, en parties s.a.lf. avec 0A; C L<J A U, i€(l,q],

1<\i

un ouvert semi-analytique contenant A;; r;, une famille finie
d’élémentsde R(U;)NA (U;)P engendrant R sur A,;.

Alors un élément ¢ de &(U)? appartient @ R&U) si, et
seulement si, il existe des o, dans &(U), plats sur 0U,, et tels

q
que : ‘P=Z Zaikrik'
i=1 k

Remarques. —

1) Pour tout x, de £, il existe A;, U,, r, satisfaisant aux
hypothéses de 6.2. (Théoréme 11.6.8 de [5]).

2) D’aprés 1.1, chaque a r, , prolongé par 0 sur 0 U;, ap-
partient 3 &(U).

3) D’aprés I11.7.1, de [5] le résultat s’applique au cas de 6.1.5.

Démonstration de 6.2. — Tout élément de la forme Z 2 O i s
avec oy plat sur 0 U;, appartient a GQ&(U) d’ apres le théoréme
spectral de Whitney.

Soit, réciproquement, un élément ¢ de R&U). On définit
les éléments o, par récurrence sur i.
Supposons qu’on ait défini, pour j < i, les @ , plats sur (u
de telle sorte que ¢, = ¢ — :; %: Oy Fyy SOt plat sur igi A (c’est
j<i
vrai pour i =1, enposant A, = @).

L’élément ¢, de RE(U) est plat sur 0A; et appartient ponc-
tuellement sur A; au sous-module engendré parles (r;), .
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Daprés 4.1 il existe des oy, dans J(OA;, A,) avec ;= Y 7y
sur A;. k
D’aprés la réguliére situation de /—\,. et de (.g' A,-)U(ﬂ U,),

j<i
dont Pintersection est contenue dans 0A,, on peut prolonger les

(@), en des éléments de &(U), toujours notés o, , plats sur
(,-3.- ApuUCU.

Alors, ¢, =@, — 2 QT =¢ — 2, > Qy Iy, est  plat

dond
k i<i &
sur .&LzJ. A,
IAY

ce qui montre la récurrence.
Pour i=gq + 1, on obtient 6.2.

THEOREME 6.3. — Soit (R et R deux so_us-faisceaux, de
type semi-fini, de ©% . Alors on a R+ R'6= R+ R'G.

Démonstration. — 11 est clair que RE + R'EC RE +R'E.

Réciproquement, soit ¢ une section de R& + R'& sur un
ouvert U. On raisonne au voisinage d’'un x, de U. Il résulte de
11.6.8 de [S] qu’il existe A;,U,, r, (resp. riy), satisfaisant aux
hypothéses de 6.2 pour R (resp. R'). Il suffit en effet d’appliquer
I1.6.8 de [5] a chacun des faisceaux, et de raffiner les deux partitions
en une partition convenant simultanémenta ® et R'.

Alors les A;, U;, et la famille union des r,, et rj,, vérifient
les hypothéses de 6.2 relativement au faisceau R + R'.

Il existe donc des &, et o)y, platssur [ U, , avec
=2 (Z U e + 2 ai'Qri'Q) =X X%t Y Y .
ik 2 ik iR

Donc 9 €E(RE+ R'8) (U), d’on 6.3.

Soit MM et M’ deux faisceaux analytiques de type fini sur
£, et 7 un morphisme de I’ dans JT. Alors le morphisme
T®1:M'®, 8 — M ®,8, définit par passage au quotient

~ P e P —”
un morphisme 7: '@, & — M B, &.
Avec ces notationson a :
THEOREME 6.4. — Soit 7: 90— M, M’ de type fini et

. , T . R
I semi-cohérent. Alors coker T est isomorphe d coker T. Il en
I ~ I3 ’
résulte que Im T est un sous-faisceau ferméde M ® , &.
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Démonstration. — Sur un ouvert U assez petit, on a le dia-
gramme commutatif suivant :

OF'—> ' ——> 0

P

0O—m R—> F — M —— 0

Dans ce diagramme les lignes sont exactes, (R est de type
semi-fini, et f est défini par p’ éléments de O(UY, f,,f,,..., fpr -

On en déduit le diagramme commutatif a lignes exactes :

& ——> M ®, 8 —>0

T

0—>RE—>8& ———> M B, 6 —>0

Ona: Im7=((f,,...,f,) 8 + RE)RE .

Puisque (fy,..., f,) &U) e_st_fermé dans &U)?, il résulte
de 6.3 que (f,,...,f,) &U)+®R8&U) est fermé. Donc Im7(U)
est fermé dans O ® &U) et coker T est un faisceau de Fréchet.

Le diagramme commutatif suivant, a4 lignes exactes, montre
}) . k) . . - - ~
alors I’existence d’un isomorphisme de coker 7 sur coker 7 :

me,s—Me, 8 ——>coker 7®, § —=0

|

—~—— ’1}‘ ——~—~— ~
N, § —= MO, & ——— coker7 ——— 0

7. Fonctions composées différentiables.

THEOREME 7.1. — Soit 2 (resp. ') un ouvert de R™ (resp.
R™), f une application de classe C™, propre et finie, de Q dans
Q'. Alors

1) Si G est un faisceau différentiable de type finisur Q, f, (Q)
est de type fini sur '.
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2) Si G est un faisceau de Fréchet sur U, [, (§) est de
Fréchet sur ', et les topologies canoniques de &(2')»module
et de &(S2)-module sont égales sur [, (8) (') = g(Q).

Démonstration. — Le 1) résulte du théoréme de préparation
différentiable.

En particulier f, (&;) est de type fini. Donc si U’ est un
ouvert relativement compact dans 2, et U = f~ Y,

f(8g) (U") = &)
est un &(U')-module de type fini. On en déduit qu’il existe une ap-
plication &(U')-linéaire, surjective, &(U')? — &(U). Cette ap-
plication est continue.
Pour montrer le 2) il suffit de montrer que sur £, (§) U =g,

qui est de type fini sur &(U’) et sur &(U), les topologies de &U")-
module et de &(U)-module sont égales.

Or on a une surjection, continue pour la topologie de ‘&(U)-
module, de &(U)? dans g(U). Par composition on a une surjection
de &(U"?? dans g(U), continue pour la topologie de &(U)-module
sur §(U). Puisque, pour cette topologie, §(U) est un espace de
Fréchet, il en résulte que §(U) est isomorphe, algébriquement et
topologiquement, a un quotient de &(U’)?? par un sous &(U')-
module fermé. On en déduit le 2).

On suppose désormais que f est un morphisme analytique propre
et fini de Q dans Q'. Si I est un faisceau analytique de type

fini sur £ on a un morphisme naturel
N

P fO1) By, 8 — [N ®, 8g).

D’autre, part [, () est de type fini sur Q'. D’aprés 7.1,
[, Q%ngn) est un faisceau de Fréchet sur Q'.

THEOREME 7.2. — Le morphisme p de Wﬂ' dans
£, ®0089), obtenu a partir de p par passage aux séparés, est
un isomorphisme.

Démonstration. — On montre d’abord que p est surjectif.

En effet, soit y €Q', et x;, J€[1,q], les éléments de '
(avec éventuellement g = 0). Alors
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OV, &x), = O (N, 8, 8,)=O (N, &, (0,8, 8,),

T TN—— .
£, (O ®9n89 ), est un quotient de f, (M ®, &q), = ® O, ®vx,8xf)’

et p, est obtenu en tensorisant par IR, le morphisme naturel
de O"i ®¢,y &, dans 8";" Celui-ci est surjectif d’aprés I’hypothése

de finitude et le théoréme de préparation.
Puisque p est surjectif, il en est de méme de 7.

Pour montrer 7.2 il suffit de raisonner localement sur ', donc
on peut supposer que f,(NT) est engendré sur Q' par des éléments
m;, i€[1,p], de M().

On a donc une suite exacte :
0— R— 08, — [, () — 0.

D’ou le diagramme, ot la 1™ ligne est exacte :
- /"\___/
0 — R&;y — &7 — f*(D'lZ)®0n'89, — 0

’51
e’
£ (MB8).

~ N
Soit m; les images dans I ®, 8q(§2) des éléments -m; B, q)l4(q)-

Pour montrer que p est injectif il suffit de montrer que toute
relation a = (a;) E&(L')? entre les m, appartient 3 R8,.(Q"),
c’est-a-dire que, pour tout y de ', T,aER,F, .

p
Or Y (oo f)m,=0 implique que, pour tout x de £,
i=1

T,(ao f) est une relation entre les m,x® l . Donc, pour tout

'y de @', T,aoT ,f est une relation entre les Mix, @ lg 00

f~ (y)—{x,lell ql}. S
Puisque d',,l_ est isomorphe a (9,‘}®0 g, , I'élément

q
Miy®,lg, = & (M, 1,) de f,000),®, 5,= e On, @, %)

s’identifie a I’élément
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Donc T, est une relation entre les m,, ®o lg . Il en résulte
que T o appartlent a R, F,

THEOREME 7.3. — Soit ' un faisceau analytique de type fini
sur Q', O un faisceau analytique semi-cohérent sur S et T un
morphisme de I' dans I au-dessus de f (ie. un morphisme
de M' dans f, (). Soit T:

— —_— —
' & 8o £ (00) 8, 8o = f(M®, &q)
le morphisme de faisceaux de Fréchet associéd T .

~, N
Alors (Im7) (') est fermé dans OTZQD%& a(9).

Démonstration. — f, (5[1) est semi-cohérent d’aprés II.7.1 de

N
[5]. D’aprés 6.4, Im 7(2') est fermé dans fe (:JIZ)@ 8,(R27). Le
théoréme résulte alors de 7.1 et 7.2.

En prenant U = @% et M' = ©F. on obtient :

COROLLAIRE 7.4. — Le sous &(2')-module de &(S2)P engendré
par q élémentsde O(Q)P est fermé.

Le cas particulier suivant est analogue a un théoréme de G.
Glaeser [1].

COROLLAIRE 7.5. — La sous-algébre de &(S2), formée des fonc-
tions composées ao f, ou aE€E&(N'), est fermée.
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