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CALCUL STOCHASTIQUE ET INÉGALITÉS DE NORME
POUR LES MARTINGALES BI-BROWNIENNES.

APPLICATION AUX FONCTIONS BI-HARMONIQUES

par J. BROSSARD et L. CHEVALIER

0. Introduction.

Nous nous proposons de donner ici les démonstrations complètes de
résultats, annoncées en partie dans [l], concernant une classe de martingales
à deux paramètres en relation naturelle avec les fonctions bi-harmoniques.
Pour f = l et 2, on note

(Q1,^1,^),,^, (By,^., p1)
le mouvement brownien usuel issu de 0 dans R, et (Q,^,p) l'espace
produit; pour t = (t^t^) e(R+)2 , on pose ^ = <^ x «^ et on désigne
par B( le produit tensoriel B^ ® B2^.

A toute martingale M relative à la ûltration (^), dite bi-bro\vnienne, on

associe sa fonction maximale M* = Sup |MJ et, lorsqu'on sait le faire (part
exemple, si M est fermée dans L2), son processus croissant associé S^M).
Un des objets du présent travail est d'établir, pour tout p > 0, l'existence
d'une constante Cp telle qu'on ait,

E[S^(M)] ^ C,E[(M*)^]

pour toute martingale M « de classe FF » (paragraphe 3). L'analogue de ce
résultat pour les martingales discrètes régulières est contenu dans un récent
travail (cf. [2]) du premier auteur, où des résultats plus précis sont obtenus ; la
méthode suivie ici est une extension d'un procédé utilisé par le second (cf. [3])
pour les martingales à un indice. Cette extension, rendue possible par la
« formule de Itô » du paragraphe 2, nous permet d'obtenir l'estimation
cherchée à partir des estimations

Sup (E(|M,r) ^ C,E(S^(M))t

pour r = p / 2 et r = p / 4 , qui sont connues.
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Le paragraphe 1 contient un résultat de base, dont l'idée est due à
C. Fefferman (théorème 1), qui nous fournit des inégalités utilisées pour
prolonger l'intégrale stochastique et pour démontrer le théorème 2. La même
idée intervient aussi dans des questions de localisation (proposition 3).

Enfin, dans le paragraphe 4, on obtient à partir du théorème 3 une
démonstration probabiliste du théorème correspondant pour les fonctions bi-
harmoniques sur le bi-disque, i.e. la majoration de la norme L^ de leur
fonction d'aire par celle de leur fonction maximale. Ce résultat d'analyse est
dû à R.F. Gundy et E.M. Stein (cf. [6]).

1. INTÉGRATION STOCHASTIQUE

Pour tout seR+ x R+, on note 5, la i-ième projection de s (i = 1,2).
Si s et t sont deux éléments de R^ x R^ on note [s,r] (resp. Js,t])
l'ensemble des reR^ x R^ tels que s^ < r ,^ t, (resp.
s. < ^ < ti) (i = 1,2).

1.1. Intégrale stochastique de processus simples.

DÉFINITION 1. - On appelle processus simple sur (0,̂ ,p) tout processus
0 de la forme

œ ^ = Z ^O]̂ 5) (seR^2)

où, pour 1 ̂  i ^ n, o1 et T1 sont des éléments de R+ x R+ vérifiant
çy1 ^ T1 et (p, une variable aléatoire bornée et ^ - mesurable. On notera
y l'espace des processus simples.

DÉFINITION 2. — Étant donné un processus simple 0, admettant l'écriture
(1), le processus

t ̂  ̂  <P.(Bi^.i-B^,,^)(B,2,, -B^,,,^),
f = l 1 1 2 z 2 ^

indépendant de t'écriture de <D, est une martingale continue relativement à
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(^t), qù'on appelle intégrale stochastique de 0 par rapport à B, et qu'on note

^ rfB, ; su valeur au temps t se note O, dB,.

\^ t ï '

JJ- J J[0,t]

On vérifie immédiatement qu'on a, pour tout r e R'^ x R"*^ :

(2) f f <MB,= pfr2^^)^,
J J[0.t] Jo \Jo /

où les intégrales stochastiques à temps unidimensionnel du second membre
sont déûnies de manière usuelle.

1.2. Extension de l'intégrale stochastique.

DÉFINITION 3. — Pour tout p > 0, on appellera espace L^L2) l'espace
des applications mesurables 0 : Q x (R^2 ——> R telles que

"'--WL^yt-^ v/p
-h 00,

et espace A^ l'adhérence de l'espace des processus simples dans L^(L2), pour
la topologie définie par la norme 0 i—> \W\p si p ^ 1, ou par la métrique
(<Di,<D2) ^ll^i-^ll? si Q < p < 1.

On vérifie, comme dans la théorie à temps unidimensionnel, que l'intégrale
stochastique d'un processus simple vérifie, pour tout t e (R^2, la propriété
d'isométrie :

(3) ^JL '̂HIL^}
de plus, il est bien connu que, pour toute sous-martingale (X^) de carré
intégrable à un indice, on a E((X*)2) ^ 4 E(X2) ; de cette propriété et de
l'égalité (3), on déduit facilement l'inégalité :

(4) EÏÏSUP f f (D^Y'LcEfff 0)̂ 1,
L\"^ J J[0,u] / J U J[0,(] J

où C est une constante universelle ; cette dernière inégalité permet d'étendre
aux processus <I> e A2 la définition de l'intégrale stochastique, qui reste une
martingale fermée dans L2 et p.s. continue sur (R^2, pour laquelle l'égalité
(2) est encore vraie.
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PROPOSITION 1. — Pour toute martingale M relative à (^i) fermée dans
L2, il existe un processus <I> 6 A2 et un seul tel que

M = ff<DrfB, .-JJ
Démonstration. — Notons SDÎ2 l'espace des martingales relatives à (<^\)

et fermées dans L2. L'application 0 i—> O5 dB3 est une isométrie de

A2 dans 9ÎÎ2 (prolongement de l'égalité (3)); son image contient, d'après un
résultat bien connu pour les martingales à un indice et l'égalité (2), les
martingales M de la forme M( = M^ ® M2^, où (M\) est une martingale
sur (^î\y\p1) relativement à la ûltration ( .̂ (i = 1,2) ; elle est donc dense,
et la prop. 1 est démontrée.

COROLLAIRE 1. — Toute martingale M e SOÎ2 admet une version p.s.
continue sur (R'*')2.

Remarque. — Cette propriété est en général en défaut pour une martingale
fermée dans L1, contrairement à ce qui se passe pour les martingales à un
indice. On le voit facilement, à partir d'un contre-exemple de S. Saks (cf. [4]) à
propos de la différentiabilité de l'intégrale de Lebesgue.

DÉFINITION 4. — On appelle tribu prévisible la tribu sur Q x (R4')2

engendrée par les processus simples, et processus prévisible tout processus <I>
qui, considéré comme application de Q, x (R4')2 dans R, est mesurable par
rapport à cette tribu.

Remarques. — On vérifie sans difficulté que :

— tout processus adapté et p.s. continu est prévisible ;
— un processus <î> appartient à A^ si et seulement s'il est prévisible et

||<IT < + oo.

On se propose dans ce paragraphe d'étendre la définition de l'intégrale
stochastique (par rapport au processus (B,)) aux éléments de l'espace

A = (J A^. Cette extension est rendue possible par le théorème suivant :
p>o

THÉORÈME 1. —Soit a : A2 ——> L2 une application telle qu'on ait, quels
que soient <I> et ^F e A2, les propriétés suivantes :

(i) CT(O +40 ^ a(0) + c^) et CT(-<D) = o(^) ;
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(iï) o(0) = 0 sur tout événement où 0, = 0 pour tout s ;
(iii) E[(<7(<D))2] ^ C||<D||2, où C est une constante universelle.

Alors, pour tout p e ]0,2], il existe une constante Cp telle que, pour tout
0 e A2, on ait V égalité :

(5) B[(a(0))<| ^ CpWp.

COROLLAIRE 2. — Pour tout p e ]0,2], il existe un nombre Cp tel que, pour
tout processus 0 e A2, on ait

Eiïrfsupf"^)2 .„)"•]< ̂ 11;
L\Jo \ t! Jo / /et

Efsup |[f (D^Bjl^C^O)^.
L t J J[o,t] 1 J

La démonstration du théorème repose sur une idée de C. Fefferman pour
les séries de Haar à deux indices.

Soit 0 un élément de A2 et soit S(<I>) = ( M^2 ds ) . Nous allons

démontrer, pour tout À, > 0, l'inégalité :

(6) p[a(0>) > ?i] ^ Kfp[S(<D) > )i] + 1 E[(S((D))2 ;S(0) ̂  5i]V
\ À /

où K est une constante universelle. Le th. 1 s'obtiendra ensuite en
multipliant les deux membres de cette inégalité par pÀ^"1 et en les intégrant
sur R^ par rapport à la mesure de Lebesgue.

Soit E l'ensemble {S(<I>)^À-} et soit (^) une version p.s. continue de la

martingale (E^e/^J); soit F l'ensemble ^ ( l — v ) * < - ^ ; comme on a

p[a(<D) > ?i] ^ p[a(<D) > ̂  ; F] + p[¥^,
et que

pCP] ^ 4E[((l-l;)sl()2] < 64E[(l-r)2] = 64p[S(<D) > ̂ ],

il suffit donc de majorer convenablement p[<j(<I>)>^;F] pour obtenir
l'inégalité (6). Pour cela, on remplace <I> par le processus « tronqué »
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$^ = 0^ qui appartient à A2. Il résulte des hypothèses i) et ii) et de
{^3}

la définition de F que les variables aléatoires a(0) et <r(<î>) sont égales sur
F. On peut donc écrire :

p[a(<Ï))>X;F]=p[a(<&)>^;F]
^ (lA^ERa^))2]
^ (CA^EKS^))2]

^(C/^Efff O)̂  n^|
UJ(R^ t^} J

< (C/X2) f f E[<D,\] ds
J JÇR^2

^ ( C A ^ f f ECO^E]^.
J JtR-)2

On en déduit donc :

p[a(<D)>îi;F] ^ (CA^EftS^^iS^^X).

On a donc obtenu l'inégalité (6), et le théorème est démontré.

Venons-en au but de ce paragraphe. Si on applique le corollaire 2, on voit

que l'application 0 i—> 0,rfBs, définie au § 1.1 sur l'espace y , s'étend

par continuité à l'espace A.

DÉFINITION 5. — On appelle intégrale stochastique d'un processus

0 e A^ ' et on note 0, riB,, la valeur au point <D du prolongement continu

à A^ de l'intégrale stochastique définie sur y (déf. 2).

C'est un processus p.s. continu qui vérifie encore l'inégalité

E[(( 0), riB,)*^] ^ Cp||0||^. C'est une martingale si p ^ 1.

DÉFINITION 6. — On appelle espace W l'espace des processus qui

s'écrivent <I>, dBy, où <I> e A^, et martingale (locale) de classe I-P tout

élément de cet espace (cette terminologie sera justifiée au § 2.3).
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1.3. Intégrales stochastiques simples, doubles et itérées.

Sur chacun des espaces (Q1,̂ 1,?1) muni de la filtration (^; ), on dispose
de l'espace c9^ des processus simples (au sens usuel dans la théorie des
martingales à temps unidimensionnel). On notera, pour p > 0, Af
l'adhérence de l'espace <9^ dans l'espace L^(L2) construit sur Q1 x R+,
pour la topologie associée à la « norme »

^ ̂  \m\p,i = (E,[( [ o?^^2])17',
\ •/R+ /

où Ei désigne l'espérance mathématique relative à la probabilité
P^U).

Le but de ce paragraphe est l'extension aux processus <D e A de l'égalité
(2).

PROPOSITION 2 (« propriété de Fubini stochastique »). — Pour tout
p 6 ] 0,2], et tout $ e A^, on a les propriétés suivantes :

(i) pour presque tout (cc^^eO2 x R + , le processus (œi,5i) i—> ^(œ)
appartient à F espace Aç.

(ii) le processus (œ^) i—> ^s^B^ (défini pour presque tout
J[o,ti3 1

(0)2,52)) appartient à l'espace AÇ ;
(iii) pour tout t € (R4')2, on a presque sûrement :

|( 'O^B,1- <D^B,.
JQ \JQ 2 JJ[o,t]

Démonstration. — Comme 2p ^ 1, l'inégalité de Minkowski permet
d'écrire

{["(-[(r^-yt'^-.KJb.-r]-
d'où le point (i).

Pour établir (ii), on écrit

E^ .̂̂ .̂B .̂pd;..̂ ]̂.
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En vue de majorer ce dernier terme, on se donne une suite (O") d'éléments de
A2 qui converge vers 0 pour la topologie de A^ ; l'inégalité utilisée pour
prouver (i) montre que, pour presque tout (œ^), la suite (de processus en
l'indice s^) ((0^)) tend vers (0,) dans l'espace Aç ; il résulte de ceci et des
inégalités de Burkholder-Gundy que, en remplaçant au besoin la suite (<!>")
par une sous-suite convenable, on a, pour presque tout (00,52)

lim sup <D^B,1 f = s u p ^dB1 p.
r! '^O I"

On en déduit, en élevant les deux membres à la puissance 2/p et en
appliquant le théorème de Fatou :

^i \2 ^i /pi \2
sup ( 1 0), rfB,1 A?2 ^ Um sup 0); dBï ds^.r2 /r1 v P1 /r^ v
sup 0), dBl ] ds^M \ sup 0); dBï

Jo ti \Jo V n^ao Jo <i \Jo VJo ti \Jo V n-'00 Jo (i \Jo V

On élève les deux membres à la puissance p / 2 et on applique de nouveau le
théorème de Fatou, ce qui donne :

^r-Œ^H']
< lim EÏÏ f 2 sup ( f O? rfB,1 )2 ds, Y~\ »

"-'00 L\Jo (i \Jo V / J"-'00 L\Jo (i \Jo

et le corollaire 2 permet d'achever la démonstration de (h).

Enûn, pour prouver (iii), on observe que, l'égalité étant vraie si 0 e A2 , il
suffit de montrer que, si une suite (O") d'éléments de A2 converge vers
Ï> e / ^ p , alors

et

(<D;-<D,)rfBJ

(<D;-<D^B,1 ^

tendent vers 0 quand n tend vers l'infini. Pour le premier terme, c'est une
conséquence de la définition 5, et on majore le second par

E|(f"(f"w-^.B..,)l^y°1
l\Jo \Jo / / J

(inégalité de Burkholder-Gundy), ce qui permet de conclure grâce au
corollaire 2.
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2. UNE « FORMULE D'ITÔ » POUR LES MARTINGALES
DE CLASSE ïP

2.1. Notations.

Généralisons la notion de classe W de la façon suivante : soit M un
processus adapté non nécessairement nul sur les axes et posons
AM( = M, - M^o - Mo,^ + MQ,O- On dira que M est dans W si :

* AM est dans W au sens de la définition 6 ;
* les processus (M^^ et (Mo^en+ sont des martingales locales à

un indice de classe W au sens usuel.

^M, ff ^M
on notera ̂ W le processus tel ̂  AM = JJ gB1 gg2 ̂ - (Ce

processus est entièrement déterminé par M, à un ensemble de mesure nulle
de 0 x (R^2 près, d'après la proposition 2 et des propriétés connues pour

les martingales à un indice). On notera ——^° le processus tel que
(?B

M^ o = MQO + ~~^ dB^ et P0111'tout h et presque tout ^ :
Jo C/B 1

gM, ^ 8M^ p^M^
ôB1 " ôB1 + Jo ôB1 ôB2 ""S2•

l.=^M^+ftl^^^
i1 ôB1 Jo 8B1 ôQ2 S2•

On déûnit de même ——. Compte tenu de ces notations et de la proposition
CD

2, on a donc pour tout t € (R'1")2 :

^M"^-^,n -̂̂ '.-•'rc'Jo \-rc-a 52M- -,dB,.
^SB^B2
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De plus, si (p est une application de classe <<?4 de R dans R, on définit,

pour 0 ^7 < i < 4, le processus . ,_^. comme dérivée formelle de

la fonction composée (p o M, en faisant de plus les conventions

ô2 ^ 82 ^M _ ^M
SB^ëB2 8B28Bl et (ôB1)2 - (<5B2)2 = 0'

On a, par exemple,

^(^ ^M^J^Y . ̂  82M 8MSM

mw2 = 2(p (M) [Wsy) + 4(p (M)aBW ̂  W
+<pn(M)faMYfaMY

'^BV V3BV '

2.2. Énoncé et démonstration de la formule.

THÉORÈME 2. — Soient (p une fonction de classe ̂ , à support compact,
définie et à valeurs dans R, et M une martingale de classe H " , où p > 0.
On a presque sûrement, pour tout t e (R'1')2 :

(9) (p(M,) - (p(M^o) - <p(Mo,^ + (p(Mo.o)

rr ^(M,) i pi /^(M,,^ ^(M^V,
JL ^B^B2 dBS + 2jo [-(ÔB^ ~ "(^Bî^-r51

i ^/^(M,^ ^^M^Y i r r _5^(M^
2jo V (aB2)^ (5B2)2 / ^"ïJL^BWB2)2^-

Démonstration. - Soit ^(R-^)2; on a, d'après la formule d'Itô classique
pour les martingales à un indice :

(10) <p(M,) - (p(M,,,o) - <p(Mo,^ + (p(Mo,o)

, ^(8V(M^ ^(MO.^
Jo V <?B2 aa2 ^"^

If' ^̂ (M,,.̂  _ 82v(M^\
2Jo V (5B2)2 (3B2)2 F1'
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On conserve ce dernier terme, en qui on reconnaît le troisième terme du
second membre de l'égalité (9), et on transforme le premier de la manière

3(p(M) 8M
suivante : on a dune part, par définition, ——y- = (p(M)—^, et d autre

<yB ^B'6

part, en vertu de la formule d'Itô :

.(M,,,,-^.j;^>^^j;^(^y.,.
Par conséquent, si on applique la formule d'intégration par parties aux semi-

8M,
martingales ti i—> (p'(M, J et t^ ^p-, on obtient l'égalité :

8B

g<P(M,̂  _ g(p(Mo.̂  ^ pi 8M, 8n>W
SB2 8B2 Jo 8B2 8B1 51

1 f'1 8M, ^M,\2 f'1 32M,
^i ̂ ^M ̂ -^i ̂ w^^

pi ^(p^M,) ^M,
^ J o aB1 aB^B2 1 -

^M
II résulte du fait que M e FP que le processus (p'(M) —^—^ appartient à

^B ^B
3M8M

l'espace A^, et nous allons montrer que le processus (p"(M)—j-—^
oQ ^B

appartient à l'espace A^/2 : en effet, (p'^M) est borné et p.s. continu, et d'autre
part

a M ^ M ^ 2 17 f^ /^MA2 f^ /ôM,y y^l
w w ^E\[\ sup (^Jd s 2 sup (^) ^1 )oc on p/2 L\Jo ^i \OD / Jo '2 \("s / / J

/ r/f^ ^MA2 Y^iy/2
"«(Jo ïW)^) J)

/ |Y f^ ^M,Y, Y^V
«Uo ï M 'sl) J)

^^ .̂riv
<c. ^M H"

p I^B^B2 (Corollaire 2).
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II résulte donc de la proposition 2 qu'on a l'égalité :

(il) HW^ _ W^\
Jo \ 8B2 ÔB2 } ^8B2 )

-JJJJ[(

}w^

^<P(M,) ,„
),, ÔBW dBS

, f'^f'' ^M^-
'Jo Uo ^^B,

/ÔM,Y
V5BJ

--<M•»f(^)*•) .̂
Admettons un instant qu'on puisse, dans la dernière intégrale itérée écrite, soit
A,, permuter l'intégration stochastique par rapport à B2 sur [0,̂ ] et
l'intégration par rapport à la mesure de Lebesgue sur [O.îJ. En appliquant

la formule d'intégration par parties aux semi-martingales -(-ML) et
2 \ôB /

(p"(M) (relativement à l'indice s^) sur l'intervalle [0,^], on obtient sans
difficulté l'égalité :

(12) A^ 1 { t l (^(M^ - ̂ (M^
( 2 jo V (8B1)2 (8B1)2 r1

a4(p(M,)UI 2\24JJ[o,,](3Bl)2(aB2) ^,

à condition de prouver que, presque sûrement,

f f (̂̂
JJro,] (QB^WJJcaJ^B^^B2)2

pour tout t, ce qui résultera des inégalités :

ds < + oo

[(..p JJ
L\ i J J[o.t]

E i sup ^M,\2 /ÔM,Y \"/4

^ [~ÔB2 ds

y/4-j

} ^
C.

^M II"
" W8B2

2 \p/2

rf5[(- JIE ( sup ^M.
co,,] V<3B^B2,

8M, 8M, ^ME ( supK- JI ^M II"
"HaB^B2![o,q I^B1 âB2 aB^B2

La seconde est triviale, et la troisième résulte des deux autres et de l'inégalité
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de Hôlder ; prouvons donc la première : son premier membre se majore par

r/f^ /<?M,Y, vvf^ /aM,Y y/4-)
lUo ^W1) Uo TM^) J

/ 17 f^ ^M,Y y/^y/î^LO. ï^)^) J)
«({"^fé)2^"2])"2
\ L\Jo s! \^ / / J/

^M 11^
(Corollaire 2).^ cp I^B^B2

L'égalité (9) étant bien évidemment conséquence des égalités (10), (11) et (12), il
nous reste à montrer que, dans l'intégrale itérée A( , la permutation envisagée
est possible ; en fait, nous nous bornerons à établir l'égalité suivante, l'autre
partie du travail se faisant de manière analogue :

<"' l'I-^^H^
-J:!2-̂ )'̂ .

Pour cela, nous montrerons que :
(a) Le premier membre de l'égalité (13) est limite dans L^3, quand le pas

de la subdivision 83 de [0,̂ ] tend vers 0, de la quantité

\ = [tl ( Z ^(M,.,) f^p)2 (M,^ - M ^ ds,U,=

JO \]CT2,CT'j6S2 \ 0\5 / A z /

et que
(b) Le second membre de l'égalité (13) est limite dans L^3, dans les

mêmes conditions, de la quantité

V< = Z ( P1 cT(M,^) (^p)2 (M,^ - M,^) ds,} ;
]o,,a',]6S, \Jo 1 2 \ ^B1 / 1 2 1' 2 /

comme H = Y( , le résultat cherché s'ensuivra ; posons

*-̂ (̂ )2-,j.̂ ••<M•,.̂ W^>
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la propriété (a) sera conséquence du fait que

^--'ir'd"^^)*-"1]L t! Uo \JO UD / J

tend vers 0 quand le pas de la subdivision S^ tend vers 0. Observons alors
r^ /8M,\ .

que, pour tout s^, le processus ^ '—^ ^ITTJ^ est une martinga-
Jo \ôB )

le X5! dont le processus croissant vaut, à l'instant ^, \|/^ ( —^ ) ds^ ;
Jo V00 /

l'application X i—> S(X) étant sous-additive, le processus croissant de la
(\

martingale X5! ds^ est majoré, à l'instant ^ » P31'
Jo ati / r^ /8M y \i/2 v.(i^^)^)d")-

Par suite, en utilisant les inégalités de Burkholder-Gundy pour les martinga-
les à un indice, on peut écrire :

<sdJ:Œ•^K]
^•(M^)2^)'''}

Comme, pour presque tout (<a,Si), <)/, tend vers 0 ponctuellement
/ 3M,\ /3M,Y
( continuité p.s. en s; de —.- 1, en restant majoré par C sup l —.-- i , on
\ Sa ) $2 \oB /
voit que, si on prouve que

17 f11 ( [ t l ( ^M^yv^MA2. y /2 . y73"]1/2 \p/3-j

ds-i} dsi) < + oo,mUoiï^A^)^) 'sl) J'
le théorème de la convergence dominée permettra d'achever la démonstration
de (a). Mais cette dernière quantité se majore par

[Vf'i /3M,\2, ^P/Y^ /ôM,\2, y'6'}
^U ^(a^) âsl) [\ ^(ô^) dsl)L\Jo "i \VD / / \Jo ^ \o's / / J

/ r/f'i /ôM,\2 y/2^2/3/ [ ( r ' i /3M,\2 y/2^1/3

«(Jo ïW) dsl) J) «(Jo TW) ^) J)
< C,E[S(M)P]
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(conséquence de l'inégalité de Hôlder et du Cor. 2). La propriété (a) est donc
établie.

Pour démontrer (b), on observe que, grâce aux inégalités de Burkholder-
Gundy pour les martingales à un indice, on a

<-I:(J>M<'']
_ 17 f'2 / r'i ÔM, y y/6'KI: a

KJ: (I
<CE( ( ^8^^) ds2)L\Jo \Jo VD / / -

r/ r'i / c'2 /su \2 \1'2 \1"3'
<CE|( r ( r^^) ds,) ds^

L\JO \JO

(inégalité de Minkowski), et on termine comme précédemment.

On a donc prouvé que, pour tout ^(t^)2, on a presque sûrement
l'égalité (9). Pour obtenir le th. 2, il nous suffit par conséquent de montrer que
les quatre termes du second membre de cette égalité sont p.s. continus. Le
premier est une intégrale stochastique, donc il est continu par construction
(déf. 6) ; la continuité du dernier résulte de la propriété

^<P(MJ _ ,JJJ Jro
l,2^p2,2 ds < + 00 P0111' tout t 6 (R+) '^ WW)

que nous avons établie pour justifier l'égalité (12). Enfin, la continuité p.s. des
deux intégrales simples résulte d'un théorème classique grâce à la continuité

, . , , . ,. 8M, 8M,p.s. des martingales a un indice s^ i—>—^- et s^ i—^—-, à l'inégalité
dB ^B

<(}: ^ M - , \ 2 , y/2

0 '2ï ^ dsl

y/2-j

} J^ c, ^M II"
" ôB^B2 (Corollaire 2),

et à l'inégalité analogue obtenue en permutant les indices 1 et 2.
Le théorème 2 est donc démontré.

2.3. Extension de la formule aux martingales locales sur un domaine d'arrêt

DÉFINITION 7. — On appelle domaine d'arrêt une partie aléatoire T de
R'*' x R^ telle que le processus (îC{,6T}) soit prévisible et que s < t et
t e T impliquent s e T.
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DÉFINITION 8. — On dira qu'un processus (M() est une martingale locale sur
un domaine d'arrêt T s'il existe une suite (T^) croissante de domaines d'arrêt,

telle que (J '!„ = T, et une suite (M") ^ martingales fermées dans L2,
n 6 N P-s.

telles que, pour tout n, on ait M( = M^ si î e T^. Un tel couple
((T^),(M")) sera dit réduire M. On notera ^f(T) l'espace des martingales
locales sur le domaine d'arrêt T.

DÉFINITION 9. — Soit T un domaine d'arrêt. On dira qu'un « processus »
(<!>(), défini pour presque tout (t,(ù), appartient à l'espace Aioc(T) s'il existe une
suite croissante (TJ rf^ domaines d'arrêt, de limite T, t^fc ^M^, pour tout n,

K, <D^ ds soit fini presque sûrement.
^n

Un processus presque sûrement continu appartient, pour tout domaine
d'arrêt T, à l'espace AiJT).

PROPOSITIONS. — Pour qu'un processus prévisible <S> appartienne à l'espace
Aioc(T), il faut et il suffit qu'il existe une suite croissante (T^) de domaines
d'arrêt, de limite presque sûrement égale à T et telle que, pour tout entier n, le
processus ((^s)L{se^}) appartienne à F espace A2.

Démonstration. — Soient T un domaine d'arrêt et 0 e Aioc(T). On va
construire une suite (T^) de domaines d'arrêt telle que

(i) U ^n = T presque sûrement.

(II, ̂(ii) E ^ ds < -h oo pour tout n.

Ceci terminera la démonstration car, si la suite (TJ ainsi construite n'est pas

croissante, on la remplacera par la suite de terme général T^ = (J Tp qui
p=i

est croissante, vérifie évidemment (i), et vérifie encore (ii) car

f[ ^ds^Y f f <D2^.
JJîn P=l JJTn'Tn P=l •/•/T,

Soit (T^) une suite croissante de domaines d'arrêt vérifiant (i), et pour laquelle

02 ds est fini presque sûrement, pour tout entier n. Pour tout entier nJL
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et tout entier k, on désigne par G,,̂  l'ensemble ^ 0^ as < k ^ , par

^"'^ une version continue de la martingale (E[^o ./.^J), et par D^

l'ensemble des se(R+)2 tels que ( l — g " ' ^ ^ - . Les ensembles

aléatoires D^ sont des domaines d'arrêt qui vérifient, pour tout n et tout k

P[D^ + (R^2] = p[(l-rt > I] ̂  64P[(G„,,)C],

quantité qui, pour tout n, tend vers 0 quand fc tend vers l'infini. On peut
donc, pour tout n, trouver un entier k^ tel que P[D^ ^ (^+)2] ̂  2~".
Si on pose, pour tout n, T^ = T^ n D^, on a P[T^ ^ TJ < 2"".
D'après le premier lemme de Borel-Cantelli, on a donc, presque sûrement
T^ = T^ pour tous les indices n sauf peut-être un nombre fini, et, par
conséquent, la suite (TJ vérifie (i). La condition (ii) est aussi réalisée car, si

seT^ alors g"^ ^ -» et donc

iï ^^^^iï ^g^ds,

d'où

E[JJ^..^<2E[|^,..,;G,.]<2t.,

d'après la définition de G^ . Ceci achève la démonstration.

DÉFINITION 10. — Étant donné <I>eAioc(T), et une suite (TJ de domaines
d'arrêt tels que, par exemple, (OsX{seT })e A2, il existe pour tout t e R'1' x R"*^
un in^ic^ Ho a partir duquel t e T^ ; on pos^ ûJors

iï <MB,= iï OsX^}^.
jJro,t] •/•/[o.n

On vérifie immédiatement qu'on définit ainsi un objet indépendant de la
suite (T^), qu'on appelle intégrale stochastique de <D par rapport à B sur
[0,î]. Le processus obtenu est p.s. continu sur T, et c'est un élément de
^(T).
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Avant d'énoncer le théorème, on étend aux martingales locales les
notations introduites au §2.1: étant donné Me^f(T), et une suite

réduisante ((T^),(M")) on définit en posant, pour presque tout t et
CD CD

tout n e N :

^M, . ^M?
8B1 8B2 x{t6Tn} 8B1 8B2 z{t6Tn} ;

c'est un élément de l'espace A^(T). On définit de même les dérivées
8M 8M

premières —y et —.. On peut ainsi énoncer le
80 8B

THÉORÈME 2 bis. — Pour tout domaine d'arrêt T, toute martingale locale
M sur T, et toute application (p : R -> R de classe ^4, on a presque
sûrement, pour tout t e T, l'égalité (9).

En utilisant une suite réduisante pour la martingale M, et en tronquant
la fonction (p, on se ramène sans difficulté au théorème 2.

2.4. Extension de la formule en dimension supérieure.

Supposons maintenant que, pour i = 1 et 2, n,. soit un entier ^ 1 et B1

un mouvement brownien à valeurs dans R\ L'égalité (9) est encore valable,
8

à condition de considérer les opérateurs —^ comme des gradients et
8B1

82 82

l'opérateur comme un bi-gradient ; de même, les opérateurs —^
CD CD (ÔB)

84

seront des laplaciens et ^ un bi-laplacien. Enfin, l'expression
(8B ) (8B )

82^>(M)
. ^ dB1 dB2 sera considérée comme «bi-produit scalaire» (ou, siCD CD

2(S>(M)
on préfère, produit contracté de tenseurs d'ordre 2) de —^——. par

8B 8B
dB1 ® dB2.

Dans le même contexte, si on suppose que MS M2, . . . , M" sont n
martingales locales, et que (p est une fonction de classe <^4 définie dans R",
les idées que nous avons utilisées précédemment permettent de montrer que
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l'égalité (9) est toujours valable, à condition de remplacer partout M par
(M\M2,.. .,M") et d'utiliser le même formalisme pour effectuer les dériva-
tions. Si, dans la démonstration de la formule, on ne transforme pas les
intégrales « mixtes » que les intégrations par parties font apparaître, on
retrouve, dans le cas particulier où les n^ premières M1 sont les composan-
tes de B1 et les n^ suivantes celles de B2, une formule utilisée par P.
Malliavin dans [5].

3. EXTENSION DES INÉGALITÉS DE BURKHOLDER ET GUNDY
AUX MARTINGALES (LOCALES) BI-BROWNIENNES

DE CLASSE W

DÉFINITION 7. - Soit p > 0. Pour tout M e FF, et tout t e Ç R ' ^ ) 2 , on
pose :

S(M\ = ( iï f——1^)2 dsY; S(M) = sup (S(M),) ;
\JJ[0,t] \CD dB / / t

^-(JL^^)2")'"^-5-^»-
Le but de ce paragraphe est la démonstration du

THÉORÈME 3. — Pour tout p > 0, il existe une constante Cp telle que,
pour toute martingale MeIP, on ait : E^M)^] ^ CpE^M*^].

Démonstration. — Soit 0 < p ^ 2, et soit M e I-P. Il existe, d'après la
proposition 3 (par exemple), une suite (M") de martingales fermées dans L2

qui converge vers M pour la «norme» M i—^ (E^M)^)^, donc aussi
pour la « norme » M -^ (ERM*^])^. Comme H2 = L2 et que L°° est
dense dans L2 pour chacune des topologies associées à ces « normes », on ne
perd rien à supposer, dans la démonstration du théorème, que M est une
martingale bornée, auquel cas le résultat se déduit, par un argument standard,
des deux lemmes suivants :

LEMME 1. — Pour tout p > 0, il existe une constante Cp telle que^ pour
toute martingale M bornée, on ait :

E[(S(MOT < C^CEKMT] + E[(T(M))^]).
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LEMMEZ — Pour tout p > 0, il existe une constante Cp telle que, pour
toute martingale M bornée, on ait

E[(T(M))^] ^ C^(E[(M*)^] + (E[(M*)^E[(S(M))^])1/2).

Dans les démonstrations qui suivent, on notera Cp toutes les constantes
ne dépendant que de p.

Démonstration du lemme 1. — Puisque la martingale M est bornée, il
existe une application / : R -̂  R, de classe ^4, à support compact,
valant 1 dans un voisinage de l'adhérence de M*(Q). On applique alors le
théorème 2 à la martingale M et à la fonction u -^ u\(u) ; on obtient,
presque sûrement, pour tout teÇR^)2 (pour alléger récriture, on suppose M
nulle sur les axes) :M.-N.-^(^)2-•+^(^B)'J-<s<M»i
ou

^ -,iï ( 52M» 8M,ôM,\J Jf (^ Ô2M' 1 ̂ ^^'JLr-aB^Bï4-^^'^u^^^^'^-
On en déduit l'inégalité :

(14) (S(M).)" < C,[|N.|̂  + (T1 (^Y dsY

-Œ^y^].
en vue de majorer l'espérance du premier membre, on observe que EClN^72]
se majore par CpE[(S(N)^2] (c'est une conséquence du théorème 1, et peut
aussi s'obtenir par d'autres procédés), et on a par suite :

(15) E[|N^2] ^ C^((E[(M^]E[(S(M))^])1/2 + E[(T(My]).

D'autre part, comme ( . f2 ) ds^ représente la valeur au temps t^ du

processus croissant associé à la martingale à un indice ^ -> M( (égalité (8)),
les inégalités de Burkholder-Gundy permettent d'écrire(16) ''[(rfê^)'"]( ̂ [.̂ '"•-r] ̂  C•E[(M•"•
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et l'inégalité analogue relative à l'indice ^. L'inégalité à démontrer se déduit,
grâce à un argument standard, des inégalités (14), (15) et (16).

Démonstration du lemme 2. - Conservant les notations précédentes, on
applique le théorème 2 à la martingale M et à la fonction u i—^u4^), ce
qui donne l'égalité :

M-^.a"^^)2-!"^^)2-.)
-'i^^—IL"^^^-
-C^)'-

où, cette fois,

ÎJ4 -̂-.2 )̂»..
On en déduit sans difficulté l'inégalité :

(T(M)^ ^ C/|Nr + (Mn^ffY^2)2 ds,Y
\ \Jo \ OD / /r̂̂ n'"

+ (M*)''/4(S(M),)''/4(T(M),)'•/2 + (M*^(S(M),)?/2).

On prend les espérances des deux membres; on majore EnNtI^4] par
CpEI^N))''74] (th. 1), et les espérances des produits au moyen de l'inégalité
de Schwarz ; en utilisant les inégalités de Burkholder-Gundy pour majorer les
termes à temps unidimensionnel, on obtient l'inégalité :

E[(T(M))"] < C,(E[(M*)"]+E[(S(N)r]
+(E[(M*)^E[(S(M))^)1/4(E[(T(M))^)1/2

+ (E[(M*)"]E1:(S(M)^:I)1/2).

D'où par un argument standard

(17) E[(T(M))"] < Cp(E[(M*)']+E[(S(N))"/4]
+ (E[(M*)'']E[(S(M))"])1/2).
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(Le fait que E^M)^] soit uni si M e W résulte de l'inégalité

r^ /aM \2 r-'00 /<9M \2
T(M) ^ s u p ( 5 ^ ^ sup(̂  ^

JO 53 \C't> / JQ ^ \OD /

et du corollaire 2).
D'autre part,

-̂•ŒJ".6 )̂'-̂ )̂')̂ .
(18) (S(N))^/4 ^ C,((Mslt)p4-((Mîlc)p(S(M))p)l/2 + ((M*)P(T(M))P)1/2).

Des inégalités (17) et (18) découle facilement l'inégalité

ECCHM))^ ^ C^E^M'T] + (ERM^^EK^MOT)^2

+ (EKM^^ECWM))^)1/2)

dont on déduit, par un argument standard, l'inégalité cherchée.

4. APPLICATION A L'ÉTUDE DES FONCTIONS
BI-HARMONIQUES

Pour i = 1 et 2, soient n, un entier ^ 1, O1 un ouvert de R"^1, B1

un mouvement brownien à valeurs dans R"^, T, son temps de sortie de
l'ouvert O1. Soit T l'ensemble des ^(R^2 tels que r, < T .̂ pour i = 1
et 2. A toute fonction bi-harmonique /: O1 x O2 ——*- R, on associe
les variables aléatoires (V^/ désigne le bi-gradient de /) :

/rr v^
S(/) = |ViV2/(B,)|2 ds et /* = Sup |/(B,)|.

\J JT / 5 6 T

On a ainsi le

THÉORÈME 4. - Pour tout p > 0, il existe une constante C telle que,
pour toute fonction bi-harmonique f, on ait

EKsm^EK/^].

Démonstration. - On se donne, pour i = 1 et 2, une suite croissante

(Ky de compacts tels que \J Kin= O1» et on note T;, le temps de sortie
neN
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deK;, pour B1. Pour tout entier n, le processus t\—>f(B^^B^^^
est une martingale bornée, à laquelle on peut appliquer le théorème 3. On
conclut ensuite au moyen du théorème de la convergence monotone.

On suppose dans ce qui suit que n^ = n^ = 2, et que, pour i = 1 et 2,
O1 est le disque unité ouvert D1 du plan complexe. On note D le bi-disque
D1 x D2. Pour tout 9 = (ô^) 6 [0,2<] x [0,2<|, on désigne par Fe le
bi-cône Fe x FQ , où Fe désigne un cône de sommet le point exp(f9j),
d'ouverture constante et d'axe passant par le centre de D7 (/=1,2). Pour
toute fonction / bi-harmonique sur D, on pose, pour tout
6e [0X1 x[0,2<l,

/rr \112
A(/)(9)=N ^^zf^y^dxdyj

et

N(/)(9) = Sup |/(x,y».
(^)er,

On a alors le résultat suivant :

THÉORÈME 5 (R.F. Gundy et E.M. Stem [6]). - Pour tout p > 0, il existe
une constante Cp telle que, pour toute fonction f bi-harmonique sur D, on ait

| (A(/)(9))^m(9) ^ C, f (N(/)(e))^m(6)
JôD JôD

où m désigne la mesure de Lebesgue sur la «frontière distinguée»
8D = 3D1 x SD2 du bi-disque.

Démonstration. - On se donne, pour i = 1 et 2, un mouvement
brownien B1 issu de 0 dans R2 et on associe à /, comme on l'a fait plus
haut, les fonctions « browniennes » S(/) et /*. Le théorème 5 est une
conséquence immédiate du théorème 4 et du résultat suivant : II existe un
nombre C tel que, pour tout ^ > 0, et toute fonction bi-harmonique / sur
D, on ait

m(A(/)>?i)<CP(S(/) >^)
et

P(J*>îi)^Cw(N(/)>^).

La démonstration de ces inégalités utilise essentiellement les mêmes idées que
dans le cas unidimensionnel ; nous renvoyons à [7] pour les détails.
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