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ULTRACONVERGENCE ET SINGULARITÉS
POUR UNE CLASSE

DE SÉRIES ^EXPONENTIELLES

par M. BLAMBERT et R. PARVATHAM

Dédié à Monsieur Claude Chabauty.

INTRODUCTION

Ce travail est une contribution au problème de la localisation
des singularités des fonctions analytiques d'une variable complexe
définies par des séries d'exponentielles dont les coefficients sont
des polynômes tayloriens.

Il est bien connu qu'un tel problème est difficile à cerner et
que les méthodes utilisées par un certain nombre d'auteurs pro-
cèdent très souvent d'une généralisation de celles développées pour
les séries de Dirichlet classiques.

L'école russe a obtenu de très intéressants résultats dans l'étude
des fonctions représentables par les séries étudiées ici (du type
2 P^(^) exp(—^)). On a convenu, dans diverses notes, de désigner
celles-ci sous le vocable d'éléments LC-dirichIé tiens, réservant d'une
part celui d'éléments L-dirichlétiens à la sous-classe des LC-
dirichlétiens dont les coefficients \ constituent une D-suite,
sous-classe étudiée avec succès spécialement par B. Lepson [13],
et d'autre part celui de C-dirichlétiens au cas où les polynômes
P^(^) se réduisent à des constantes complexes. Certains des résul-
tats de B. Lepson ont été repris, améliorés et généralisés par
M. Berland et M. Blambert [1] et sont en partie rappelés et utilisés
dans ce travail. T.M. Gallie [7], [8] a inauguré pour les C-diri-
chlétiens une méthode d'étude féconde qui, affinée par J. Siméon
et M. Blambert [6], leur a permis de structurer une théorie fine de
la convergence de tels éléments, et J.R. Shackell [191, [20], [21]
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et G.L. Luntz [14], [15], indépendamment l'un de l'autre, ont
donné, pour ces séries, d'intéressants résultats. Le présent travail
s'inspire, en partie, de méthodes introduites par ces deux auteurs,
notamment celles de G.L. Luntz [16], [17] pour les séries de Taylor-
Dirichlet. Bien entendu, les noms cités ne constituent en aucune
manière une liste exhaustive des auteurs ayant spécialement abordé
l'étude de problèmes concernant les séries d'exponentielles. Dans
cet ordre d'idées, citons les résultats obtenus dans sa belle thèse par
J.P. Kahane [9], reflets de certaines idées dues à S. Mandelbrojt [18].
On reprendra dans un mémoire en préparation des idées et des mé-
thodes de ces deux auteurs, que l'on combinera à des travaux russes
récents.

Ici, dans ce travail, on aborde le problème de la localisation
des singularités des fonctions analytiques définies par des éléments
LC-dirichIé tiens dont la suite des exposants complexes (X^) est
assujettie à une condition restrictive. Le résultat fondamental
obtenu (proposition 11.1) est déduit du rapprochement de deux
types de propriétés (et généralise d'autres résultats obtenus par les
auteurs [2]) : l'un relatif à la détermination d'une portion de fron-
tière naturelle d'une fonction analytique, conséquence d'une pro-
priété d'ultraconvergence de la série de définition de cette fonction,
et l'autre reposant sur un beau théorème de A.F. Leont'ev —
G.P. Lapin [10], [11] relatif à l'existence de fonctions entières
du type exponentiel, au sens de G. Polya, sous des conditions por-
tant sur la donnée des valeurs de ces fonctions et de certaines de
leurs dérivées en des points déterminés. L'ensemble constitue le
chapitre II.

Dans un premier chapitre, on traite des propriétés de conver-
gence et d'ultraconvergence des éléments LC-dirichlétiens, généra-
lisant certains résultats antérieurement obtenus par les auteurs [3].
Incidemment, ces propriétés permettent d'énoncer un résultat sur
la localisation des zéros dont on sait l'intime relation avec les sin-
gularités des fonctions. Les propriétés énoncées au chapitre 1 sont
systématiquement utilisées au chapitre II.

Une bibliographie, non exhaustive du sujet, complète l'exposé.
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CHAPITRE PREMIER

A. On considère l'élément {/} : ^ P^(s) exp(—s\), où
mn n=l

P^(s) = ^ ^ w / 5 7 » 1e5 anj ét^ des constantes complexes, avec
/=o

a^^ =^ 0, s = a -+- ir , (a, r) €E R2 , et où les À^ sont des cons-
tantes complexes telles que la suite des modules des \, (|XJ),
est une D-suite (^==» |XJ < |X^J , avec lim |XJ == oo , n t °°;
dans tout ce qui suit, on supposera cette condition réalisée. Il en
résulte que : dire "(X^) est une D-suite" est équivalent à dire,
par définition "les \ sont positifs et satisfont à cette condition").
On désigne par ê^ l'ensemble des points de C qui sont des zéros
pour le polynôme P^ et par &„ l'ensemble des points de C qui
sont chacun un zéro pour une infinité de polynômes P^ . On pose
ê* = g^ U g^ , où S1 désigne le dérivé de & = U g^ . On sup-

n

posera, dans tout ce travail : C — ê* ^ 0. Cet ensemble est un
ouvert de C. Pour chaque point ^ € C - ê * , on a P^(5 ' )^=0,
à partir d'une certaine valeur de l'entier n, dépendant évidemment
du point s considéré. On pose :
,e^ 8^)=l iminf{-Log |PJ^)exp(-^)|/|Xj}, n t oo .

(où Log x désigne, pour x > 0 , le logarithme népérien de x ) et
v ^a= {s^C- ê*|S^)>a}.

a€R
On sait que :

V V 3 V V
SQ(=C-&* €(=]0,dïst(sQ,6*)[ w'GN n>n' sGd(So,l/2)

|P^)|>AJ3(1+ I^Dr^MinU^e^)^}

où A^ = Max [\a^\ l 7 ' e { 0 , l , 2 , . . . , m^}}.

On pose j8* = lim sup {m^l\\^\} , n t °° . Supposant |3* == 0 ,
on déduit de la minoration ci-dessus et d'une majoration triviale de
\w\:
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s^-^ l i m s u p { L o g A"/ I XJ^= = l i m s uP{L ogl p / ,^) l / l^ l} , ^ t °°

(et l'analogue pour la limite inférieure).
Utilisant ce résultat et posant

a^ = I n f { a = Sis | l im{A^ exp(- ^|XJ)|} = 0 , ^ f o o } ,
on prouve facilement :

PROPOSITION 1.1. -Sous les conditions: (\) est une D-
suite, f?* = 0 et a^ est finie, si D est un domaine convexe inclus
dans C-ê* alors, pour chaque a G R , l'ouvert D H û)^ ^r
convexe ou vide. Si g* = 0 ûfo/-^ CD ̂  ^ convexe ou vide.

Si pour chaque 72 on a w^ = 0, et G\) étant en général
une suite complexe, (<==^ {/} se réduit alors à l'élément C-dirichlétien

00

S ^o^PC-^), avec û ^ o ^ O ) , on sait que 6D^ est convexe
M=l

ou vid^ pour chaque a E R . On considère l'élément dirichlétien

W'' Z A^exp(-^IX^I) ; on pose:
"=1 /Aa^ = Uminf{LogA,, / |Xj}

j3^ = l i m i n f { m ^ / | X ^ } , n t oo .

,e?-^ ^^"^^P^-^gIP^^expC-^l/lXj}, ^ f o o .

Supposant a^ fini ,ona: ô*(^) < a - a^ - ̂ [Log7 + Log(l + \s\)},
où 7 est une constante qui peut être, eu égard à la minoration de
iP^(5-)| citée ci-dessus, prise égale à 6/e . On pose :

aïp ^ = {^C - ê* | a -^A - ^[Log7+ Log(l + \s\)} > a] ,

a^=^ec-g* is* (^)>a} ;
on a : û)^ C û)^ C A^ , et on prouve facilement :

PROPOSITION 1.2. - Sous les conditions : (\) est une D-suite,
^ < 00 , or^ ^^ /m^, ey D désignant un domaine convexe inclus
dans C - ê*, alors : si s^ et s^ sont deux points de l'ensemble
D n c - ê * - A ^ , avec fi^ = (R^ le segment [^ , ̂ ] /o^û^
c^ û?^^^ ̂ o^^ appartient aussi à cet ensemble.
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Dans ce qui suit 3C désignera toujours un compact de C. On
convient de dire qu'une application est sous-lipschitzienne sur un
ouvert de C si elle est lipschitzienne sur tout compact inclus dans
cet ouvert. On rappelle les trois propositions suivantes :

PROPOSITION 1.3, [3]. — Sous la condition j3* < oo et s ' i l existe
un point SQ E C — ê* tel que 8^(^o) est fini, alors l'application
C — ê* 3 s 1—^ 6^(s) est sous-lipschitzienne sur son support (et
donc uniformément continue sur chaque compact inclus dans
C — ê * . L'ensemble (D^ pour chaque a G R est alors un ou-
vert ( s ' i l n'est pas vide) non nécessairement connexe de C — ê* .

PROPOSITION 1.4, [3]. - Sous la condition |8* < °o , l'impli-
cation suivante est vraie :
V < û)̂  ̂  0 ==^ V 3 3 V V

aGR ( .XCcO^ (3'>0* n'GN n>n' jG JC

IP^^expC-^Kexpt-IXJ^-jS^lj .

On pose L == lim sup {Log nl\\ |} , n t o° ; on a :

PROPOSITION 1.5, [3]. —Sous la condition L < °° , l'élément
LC-dirichlétien {/} converge absolument sur l'ouvert û&^. Sous
les conditions : L < °° et j3* < °°, l'élément LC-dirchlétien {/}
converge absolument et sous-uniformément sur ^^L+JS* et (^l~
verge sur C — S* — (D^Q (où (Q^Q désigne l'adhérence dans C
de CD^o) ' ^ans condition sur j3* , sous la seule condition L = 0,
l'ouvert CD^o est alors l'ouvert maximal de convergence absolue
de {/} dans C - g* .

B. Utilisant une idée de G.L. Luntz [17] et considérant à nou-
veau l'élément LC-dirichlétien {/}, on suppose ici, dans tout ce
paragraphe, m^ > 1 pour chaque entier n > 1 ({/} ne peut
donc pas se réduire à un élément C-dirichlétien). On désigne par
M l'ensemble des points de R+ qui sont des quotients |XJ/m^ .
On suppose M borné. On désigne par M^ son dérivé, par Moo
l'ensemble des points réels a qui sont chacun respectivement
égaux à une infinité de quotients l \ J /w^ , et on pose
M* = M3 U M,, . L'ensemble M* est un fermé de R (et donc
un compact de R puisque M est borné). Soient deux constantes
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p et a, avec p G M* et a > 0 . L'ensemble des quotients 1\J/^
appartenant à l'intervalle compact [ p — a , p + a ] est ordonné
en une sous-suite (.\\.a\lmn^ " /^N, de la suite (|XJ/w^). On
pose (comme au paragraphe (À)) :

^ MP,^)=
= lim i n f { — L o g |P a(s) exp(—5À a) 1/1^ JL n t 00 .

M/ "/ n;
et on désigne par {/}p^ l'élément LC-dirichlétien

^P,a(,)exp(-^).
/ / /

L'application C - ê* 3 s^—^ 8^(p, a, s) est définie pour l'élément
{/} comme §^ pour l'élément {/}, et avec |8* < oo s'il existe
SQ € C — ê* tel que ô^< (p , a, 5ç) est fini alors elle est sous-
lipschitzienne sur C — ê* . Il est évident que :

a' > û?===» §*(?, a\ s) < S*(p, a, s ) .
On pose (s'il existe un point s tel que | ô,c(p , a, 5) | < °°) :

et

V 5^(p. •S') = lim ô^ (p , a, 5) , a J. 0,
5'GC— 6*

V Û)»,p,o- {5GC-ê* |5»(p,s) >ft.
(3£ R

II est évident que :

^ * ^M. ^n ^(p^)>ÔJp,a,,)>S^œs^C-6* pGÎA* a>0

et donc V V CD . . D û). .. On énonce :
pGM* ^€R "'^^ *îp

PROPOSITION 1.6. — Sous les conditions : l'entier m^ > 1
pour chaque n > 1 , M* est borné, et L est fini, on a :

1 ) {/} converge absolument sur H à) , •
pGM* *.P^

2) {/} diverge sur C - ê* - ̂  0)^^ (où ~0>^~o
désigne l'adhérence dans C de ®^,p,o)-

Soit 5'ç H ^ ®4;,p,L (sl ce^ ensemble n'est pas vide). On a :
ô^(p, 5') > L et donc

V 3 3 5^(p,a ^ ) > L + e ^ .
peM* 6?>o oip>o
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On considère l'ensemble des ouverts ] p -^ ,p+a , [ , indexés
par p sur M* , et, puisque M* est un compact, on a :

, 3 ., M* C U 1p. - a a + a 1
{P1.P2'-.^}CM* /e{l,2,...,fe} -pl r , ' ^ "V-

II n'existe donc qu'un nombre fini au plus de quotients |X |/w
n'appartenant pas à l'ouvert U ]p, - ̂ ., p, + ̂ .[ . On considère
l'ensemble des quotients \\\lm^ appartenant à [ p , - ̂  , p. + a ]
et on l'ordonne en une sous-suite (\\,\/m,,), /eN^deh suue
(l\i !//"„). On a : P "p

/ea^..,.} ^o MP/,",,,.)>L+e/,

et (eu égard à la définition de ô^p., a , s)) :

3, PÏP, Log '̂  exp(- ̂  <-(L+ ̂  l̂ l ;

donc la série {/}p^ converge absolument au point s . Il s'ensuit
qye {/} converge absolument au point s .

Si C - &* - ̂ f^ ®^,p,o est non vide, soit s un point de
cet ensemble. On a :

POJM. ^®^="MPo^)<0

^^ S*(Po^X-e=^J^ ô,(po,a,,)<-e).

On considère l'ensemble des quotients \\\lm^ appartenant à
1 intervalle tPo-û ' ,Po+" l et on l'ordonne en une sous-suite
de (IXJ/w,,) que l'on note (|X^.|/^.), /GN. On a donc :

/3 /Xo ^P^'S'^'V^P^S^
L'élément {/} diverge au point 5.

Remarque. - Sous les conditions légitimant l'assertion (1)
de la proposition (1.6), on a, avec L == 0 : (0^ = mt n û&

peM* *•p•o '

C. n et /!' étant deux entiers naturels, avec n1 > n, on désigne
P^ En,»- l'ensemble (indexé par le couple (n, n ' ) ) des points
de C qui sont des zéros pour le polynôme LC-dirichlétien :
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S.,^)= 2: Py(^)exp(-^,),

par E la réunion de tous les ensembles E^ ^, correspondant à
tous les couples (n, n1), et par E,, l'ensemble formé des points
qui sont chacun zéros pour une infinité de polynômes S ^ ^ ( s ) .
On pose E* == E^ U E^ , où E^ est le dérivé de E. E* est un
fermé de C . Il est évident que E D & et E^ D g,, , donc E* D ê* .
On suppose dans tout ce qui suit C - E* =^0 (==» C - ê* ^ 0).
On énonce :

PROPOSITION 1.7. — Sous les conditions : (1\J) est une D-suite,
L < oo , (3* < oo ^ o^ < oo , alors on a : Fr(û)^) ^ C - g* C E* .

L'assertion est évidemment triviale si l'ensemble Fr(6D^) H C - ê*
est vide. Dans le cas contraire, on suppose l'assertion fausse. Il existe
alors un point b appartenant à cet ensemble et un disque ouvert
de centre b et de rayon p > 0 --noté d(b, p)- inclus dans
C - ê* et tel que d(b , p) H E* = 0. On considère un compo-
sant connexe § de l'ouvert d(b , p) H (D^ . On remarquera que
si, plus particulièrement, les conditions de la proposition (1.1) sont
satisfaites, alors puisque d(b , p) C C — ê* , l'ouvert d(b , p) H <0^
est convexe (donc connexe).

Puisque d(b , p) H E* = 0, on a :

3 V V S. ̂ (5)^0.
MQ M'^M^WO s(Ed(b,p) nfn

Or

^o^c IW^-^)! < r w-« ~\ \<A,,exp — — L o g ( l + | 5 | ) + | s | | X J
( Ll^nl J '

et V 3 V , m^\\^\<y. Soit un certain j3'> j3*.
P -"P MO tî^fÎQ

On pose: " =P 'Log( l + [b\ + p) + (1 + \b\ + p ) ,

âîoù Jno JL) IP.œexp(-^)|<A^exp(a,|XJ). On a,
comme on le constate facilement eu égard à la définition de o^ :

or,, = limsup {LogA^/ IXj} , n t oo ,

et donc (/A - a^ < L, où ^A désigne l'abscisse de convergence
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de l'élément dirichléfien {/^}. On a :

V 3 V A, <exp(a'|XJ).
<7'>o, n^ n>n^ n n

En définitive, posant n^ = Max [n^ , HQ , ^'}, on obtient :
V V IP.^expC-^JKexpK^+or^jXj].

n^îïi ^eu(6,p)

On pose :

,e.L) T"I-œ=[^..(.)]l/lÀ"l

[^pj1^1 étant» P31' définition, égal à exp [(1/jXJ) Log S^^Cj-)],
où Im Log S^ ^(s) € ]- TT , TT] , pour chaque point s de d(b , p).

Pour chaque entier n > n^ , l'application T^ ^ :
ûf(é , p) 3s '—>> T^ ,„(>?) est holomorphe sur son support d(b , p).
On a :

V IT^^WI^IS^^I^'^'^fâ [P^^expC-^ll171^1
d(b^ | /=^ Js^d(b,p) /=^

^expK^+orQIXj ] } 1 7 1 ^ 1 .

Eu égard à la condition L < °° , la suite des applications (T^^) ,
n > ^i , est bornée sur le disque d(b, p). Cette suite est donc
normale sur d(b, p). Soit 3C un compact inclus dans d(b, p)
tel que gnint3<:^=0 et Int3<; est un connexe. Il est évi-
dent que Int 3C U ^ est un ouvert connexe non vide. De toute
suite extraite de (T^ ^), on peut extraire une sous-suite unifor-
mément convergente sur 9C. La fonction limite est holomorphe
sur Int 3C et continue sur 9C. Puisque (D^^ est, comme on sait,
un ouvert de convergence absolue pour {/} (et plus précisément
l'ouvert maximal de convergence absolue de {/} relativement à
C - g* si L = 0), on a donc :

V limT^ ^(s)= 1 , ^ t o o .
îGJcn ^ "r"

De toute suite extraite de (T^^) , on peut donc extraire une
sous-suite uniformément convergente sur 3C vers une fonction
limite holomorphe sur Int 3C, continue sur 3C, et prenant la
valeur 1 en chaque point de l'ouvert 3C H ^. Donc cette fonc-
tion limite prend la valeur 1 en chaque point de 9C.

Il en résulte que la suite (T^ ^) converge vers la même fonc-
tion limite sur 3C et donc :
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V UmT^ ^(s) = 1 , ^ f o o ,
sç=d(b,p) "1'"

puisque tout point s de d ( b , p) peut appartenir à un compact
3C satisfaisant aux conditions précisées.

Soit un point SQ G d(b , p) H (C - g* - 6E),«o). On a (eu égard
au résultat obtenu ci-dessus) :

v 3 , v. Ê P/(^o)exp(-^X,) <(l+e)""1
e>0 ^(>/ip yi>7î; ^ / u v /

et donc
^ |P,(5o)exp(-^)| = IS^^(^) - S^,,_,(^)| < 2(1 + e)""1

d'où
-Log|PJ^)exp(-^)|/ |XJ>-Log2/|XJ-Log(l + e),

8*(^o) ̂  ~ Log(l + e) (3S=S^ ô^(^) > 0 puisque e > 0 est arbi-
traire) et donc SQ G û)^ H C - g* . La contradiction établit
l'assertion.

D. Dans ce paragraphe, on suppose que la suite complexe (Xy) sa-
tisfait aux conditions (C) suivantes :

00

1) la série ^ exp(- s |Xy |) converge sur PQ = {s G C | Sis > 0} ;
7=1

2) V la suite d'applications (0 ) est bornée sur
7j>0

î»,, = {seC|(R;r>7?}, où 0,,:PoE5.î^0,,(5)

00

= S exp(-;?(|^|-[XJ))
/=71

3) V la suite d'applications (0*) est bornée sur P» , oùrî>o ^ n ^
0;:P,3,-^0^)= ^ exp[-^(|XJ-|^.|)].

/=i
Les trois conditions suivantes sont vérifiées par toute D-suite

(IX, |) satisfaisant à Inf {|X^J - |X,|} >0 . Pour toute suite (X,)
satisfaisant aux conditions (C) on a L = 0.

PROPOSITION 1.8. - Sous les conditions
1) la suite complexe (\) satisfait les conditions (C) ;
2) j3* < °° et a^ est fini;
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3) â)̂ , ^ 0;
4) z7 existe une sous-suite (n^) , ^ G N , A? fa 5^7^ û?^ ^^r^

naturels (n) et une suite de constantes strictement posi-
tives (6 y ) , î/ e M , av^c lim 6 y = oo, ^//^ ^ ;

.ÏN l^il > (1 + °^ ̂ î alors la suite (s^)) ̂ G N -
"y

oriî S^ (^) = ̂  P^(5) exp(-5\y), converge en chaque point s d'un
7=1

ouvert connexe D, mc/^5- rfû^ C ê* er r^/ ̂ ^ D HûD^ » ^=0,
da^ /^^^/ /a fonction analytique f définie par {/} est holomorphe.

On considère trois domaines bornés A^ , A^ , A3 satisfaisant
aux conditions suivantes^ : A^ C A^ , A^ C A^ C ^3 C C - ê* ,
A^ C CD^ ^» . En outre, ^^ est inclus dans un ouvert connexe dans
lequel la fonction analytique / définie par {/} est holomorphe.
Enfin, on suppose que Fr(Ai), FrCA^), Fr(À3) satisfont à une
condition du type Hadamard, notée (H), à savoir :

^V Log M^ < b Log M^ + (1 - b) Log M3

où 1^2 3} Ml = Max {1/(5)1 15e Fr(A^'

Remarque 7. - Soit 3<; un compact inclus dans l'ouvert
C -g* . On pose :

M ^ = Sup{ô^)|5e5€}
m,,=Inf {6^)|^e3<:};

M^ç et mjç sont des réels finis et 3 5^(^) == m , puisque
^o^ Jc

5^ est continue sur l'ouvert C - g* . On a :
^ ô,(.) > m^ et V̂ ^^ W > a (-. 3C C (^),

tA,

et ^(?^.^

On pose : a^ = Sup {a G R | 3CC ®^} et on a : m^ç > a^ç.
On suppose ^y:<m^\ on a alors: 3 û ^ < w ^ - e . Or

^^^û^w^-e et donc aJc nlest P^ le supremum de l'ensemble
I^= {aeRigcc®^} ; d'où: a^= /n^ .

Si pour 9C on choisit A^ on a donc o^ = m^ et
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IA = 1~00 s °'A t ^P* ^ si P0111' ̂  on Moisit A3 on a Ox = m^ ,
et 1^3 =l-oo,o^[.

Remarque 2. — Soient un point s G A^ et une constante
réelle a telle que A^ C û)^ . On a montré que a < a^ = m^ ;
on a : ô^(^) > a. L'application ô^ est continue sur C — ê* , en
particulier au point s ; donc à chaque point s de A^ on peut
associer un disque û^y ç , de centre .y et de rayon égal à Cy > 0,
et un nombre Oy strictement supérieur à a tels que :

d^CCD^ et V S^)>a,.
•^"î,^

L'ensemble des disques d ^ ç indexés par s sur A^ est un re-
couvrement ouvert du compact 2^ . On a alors :

3 , Û ûf D Ai .
{^2,...^J/=1 s/^/ 1

On pose a' = Min {o^ , . . . , a, }. On a : a' > a et

^/e{,^,.....)s'e^•(-5^')>a-/>a')•

Ainsi, on peut écrire :
3 V 5^) > a' (<^ 3 AiCCD^,).

Q:'>Û: .yGA^ 0!*>a

On a, en définitive :
A^ C (D^ => ̂  A, C (D^ .

On rappelle qu'on a prouvé (îîC désignant un compact de C) :

V V 3 V V |PJ^exp(-^)|<exp[-[XJ(a-^)].
^CcO^ ^>j3* M' n>n' sGX " •I •*

Or Fr(A^) est un compact inclus dans chaque ouvert Û^;^ -e »
avec e > 0 arbitraire. Utilisant ce résultat et les remarques anté-
rieures, on obtient :

V 3 V V |Pj5)exp(-^)|
^e]^,a^[ n\ n>n\ ^EFr(Ai) n n/

<exp[-|XJ(a^-^)]
d'où, pour n > n[,

à |P,(^)exp(-^,)|< 1 exp[-|Â,|(a.-^')]
/=M+1 /=»+!

où ^ exp[-|X,|(a^ -j3')]
f=n+l
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-expf-IX^Ko^ - H ' ) ] 1 exp[-(a^ -^) ([^.|-|X^[)].
/=M+1

Puisque la suite (X^) vérifie les conditions (C) et que o^ - f}1 > 0 ,
il existe donc un nombre fini strictement positif, dépendant de
fî' C ]j3*, û^J , que l'on note B(^), tel que :

00

V ^ exp[-(a^-<3')(|X,|-|X^i|)]<B(^'),
/=yi+l

d'où, en définitive, pour chaque n > n[ :
00

S IP/(s)exp(-sX,)|<B(^)exp[-|X^i|((x. - ̂ ')].
/ = M + 1 1

On considère maintenant l'ensemble 1̂  . On a :

V 3 V 6(n,s)>—l^^-'mn-Log(l+\s\)-\s\
.6EA3 ^(=^) n>n1 \\^\ \^n\

Posant ^3 = Sup { | 5] | s e ̂ 3}, on a :

^ô(^)>^-^o^)-^

d'où Ô^(s) > - o^ - /î* Log(l + ^3) - ̂ 3 •

II en résulte que A3 est inclus dans chaque ûD^ , avec
« < - o* - j3*Log(l + ju^) - ju^ , et donc

"Aa^-^-^Logd +^3) -^A3-

Eu égard à la proposition (1.4), on a :
v 3 v v IP«(î)exp(-5X.,)| <exp[-|XJ(a. - B')]

y>!S* n'^ n>n'^ s(=Ft(^) " " - ^3 p "

d'où: "(>"2) «2-1

.̂3) s IP/œ-P(-.X,)|=S ' • • • l 4 - ^ ! - - - !
n,-I

<Max ^ | . . . | | s£Fr(A3) + ^ exp[-|X,| (a. - j3')].
^ 7=1 ) /=yi^

On choisit j3' > |3* de sorte que a^ - fi' i= 0. On examine suc-
cessivement les deux cas suivants :

s
/="

1) Si a^ -p '>0 , on a :

exp[-|X,|(a^ -j3')]=
-"2
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-exptI^Ka^-^')] ̂  exp[-(c^-^)(|^.|+|XJ)]

<B"(^')exp[|Xj(a^-p')]

où B"(^') est la somme de la série ^ exp[-2(c^ _^')|\.|].
/=o 3 /

2) Si a, - y < 0. on a :
" n
L exp[-|^.|(a j3')]= ^ exp[|À,.| |a^ - p ' \ ]

/="2 /="';; 3

= exp[|Xj IQ^ - p'|] ^ exp[-(|ÀJ - |̂ .|) |̂  - ̂ '|].
/="2 3

II existe un nombre strictement positif, dépendant de j8' que l'on
note B'(j3'), tel que :

n^-W | ^Pt-d^l - l^l) 1% - ^'1] < B'f^') ;

d'où, en définitive :
n
2 exp[- 1^.1 ja^ - ;3'|] < B ' Ç f S ' ) exp[|XJ |̂  - ̂ '|].

/=yi^ 3

Rapprochant les résultats obtenus dans les deux cas et posant
B"'(|8')=Max{B'(j3'),B"(|8')}, on a :

n

S exp[- |̂ .| (o^ - fS')] < B'"(i3') exp[|XJ |̂  - p'|].
/=M^ 3

Eu égard à la généralisation du théorème des trois cercles de Hadamard
(supposant la condition (H) satisfaite), on a :

oeâit Log M^ ^ b ̂  M^ + (1 - b) Log M,^

en posant ..^^^^SupaR^OOllîeF^A,)} où
"f ' '

^/•î) = f(s) - ̂  P^.(s) exp(- 5\p. On a ici pour n^ > n ' :
i=i

M,^ < B ( S S ' ) exp[- |\^J (a^ - fS')]

<B«3')exp[-(l+0,)|X^|(a^-^')].
Posant Bo = Max {\f(s)\ | s 6 FrC^)}

( "2-1 \+ Max ^ |P^.(5) exp(- s\,)\ \ s G Fr^) ,
' /=l )
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on a, pour n^> n\:

Ms.. < Bo + B'"(i3') exp[|Xj|a^ - p'|],
d'où, posant B*^') = Max {B,,, B'"(^')}, on a :

M3,, < 2 B*(^') exp[|\^| |a^ - ̂ '|].
Enfin, on obtient :
b Log M, ̂  + (1 - é) Log M3 ̂  < è Log B(j3') + (1 - b) Log(2B*(j3'))

+ {[- b(\ + 0,) (a^ - I S ' ) + (1 - b) \a^ - !S'\] |X |̂}.

Puisque lim Oy = oo , v t oo , on a :

-6( l+0J(a^ - /? ' )+( ! -b)\a^-y\ = -~ , i/1 °o

d'où : lim Log M,,, == — oo , y t oo ^ et donc :
fly

V lim R (s) = 0 (^(^ P/.(s) exp(-sX)) converge) .
2 7=1 /
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CHAPITRE II

A. On considère une application entière ^ du type exponentiel
au sens de G. Polya («==» ^ est au plus de l'ordre borélien égal à
1 et au plus du type fini de cet ordre, par exemple égal à or , si cet
ordre est 1 On note, comme il est usuel, < ^ G [ l , o o ) , et, plus

précisément, ^ G [ l , a ] ) . Soit {^?} : ^ a^ le germe taylorien
yi=0

00

de (^ au point z = = 0 . L'élément {$} : ^ (a^nl/z^1) est le germe
M=0__

taylorien.jau point oo du plan gaussien C, d'une application de
support C — rf(0, a), holomorphe sur son support, que l'on note
$(ûf (0 ,a ) est l'adhérence du disque rf(0,or)) . On a, comme
on sait :

V (p(^) = (l/27n) f $(z) exp(z5)dz,
•îec ^VTWO.a))}

où rf(0,cr') est le disque centré au point z = 0 et de rayon égal
à c r ' > o r . On considère à nouveau un élément LC-dirichlétien

00

^: Z P^(s) exp(-s\). (On désigne par {f}, ou f(s) la
n=0

somme de cette série en un point s où elle converge). On désigne
par E .̂ un ensemble sur lequel {/} converge uniformément.
On suppose Int E .̂ =^ 0 . Soit G un ouvert connexe inclus
dans Int E^.. Soit G^ un ouvert connexe (contenant G) dans
lequel est holomorphe une extension / de l'application G 3 s 1—>f(s) ;
on a par définition V f(s) = f(s). On suppose que

____________. .y€EG
Gff = G — U d ( z , a ) est non vide et soit un composant

z CE Fr(G) ____

connexe de Gp, — U d ( z , a) - que l'on note Gu -
zGFr(G) riîa

ayant une intersection non vide avec Gy . On peut donc trouver
un nombre strictement positif e^ suffisamment petit de sorte
qu'il existe un ouvert connexe GH ̂ ^ satisfaisant aux conditions :

GH.<^ <= G» - ̂ ^^+2eo)

ÛH^CO n G^^o ^ 0- où G^eo = G -^^rf(z,a+2eo) ̂  0.
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II est évident que :
V V y S-^Cr f ( z ,a+ 2eJCGH.2eGH,(7+2eo S^O^) uç=d(0,a+€Q) 0 H

Posant G^ = U rf(z ,2eo) , on a : G; C G^ . (G^ peut
^^-^o

être partie "stricte" de Gy comme le montrent des cas triviaux).
00

L'élément ^ P^(^ - u) exp[—\,({ - u)] converge uniformé-
M = I ____ _______

ment par rapport à (Ç, u) E d ( z , e^) x d(0, a + Co) pour chaque
point ^G^^ (et donc en particulier pour chaque point
z ̂  GH^+^Ç ^^a+îe ) • ^a fon^ion / des deux variables ^ et
^ : (Ç, u) «—^ /(^ - i^) est holomorphe sur ûf(z , eo) x d(0, a + e^)
et continue sur d(z,Co) x rf(0, a + e^). Le point z étant fixé sur
^o+ie ' la fonction: r f ( z ,Co )3^ i— > f(^ - u) indexée par u
sur d(0, a + e^) (et plus particulièrement sur I\ = Fr(d(0, a 4- eg)),
est holomorphe sur son support û f ( z ,Co) . On considère l'applica-
tion suivante, indexée par z sur G^^ç :

F,: ^(z^Dê^F.a)- (^) ^ /a-^)$(^)^;
eo^

F^ est holomorphe sur ^(z , e^). On a :

V F,(Ç)=çed(2,co) z . 7

( / 1 \ r /mn \ }
S exp(-$À,) ( _ _ ) f (^ a^-uy)^p(u\)^(u)du
n^l \ z"ïl ' e o } /=0 )

oo ^^M /

= ^ exp(-^)^ ,̂ ^ (-l/^)^^0^)
M=l /=0 t=0

puisque ^ (X^) = (-L) f ^rexp(^) $(^)^ (où ^(\)
Z'ïïl ^Q}

désigne la valeur en X^ de la dérivée d'ordre t de <^). On déduit
facilement de ce résultat que :

w» (_1V^(0(\ )P<°m
^v ..J . ̂ a) = S exP(- ̂ .) 1: ^)^^^^+260 ^^^o) ^i r=Ï t }

(la série converge uniformément par rapport à Ç sur û?(z,Co)) .
L'espace des doublets (rf(z, eo),F^), indexés par z sur G^.^ »
est, en général, une restriction d'une branche de fonction analy-
tique —que l'on note F— holomorphe sur G-., = U d ( z , Co).0 ^^o^^eo
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Chaque doublet est un germe de F. Il est évident que :
V 3 ç<Sd(z,eo)

^^ ^G^

et donc ,
F,O) = (—) f m - u) <s>w du

^Ivi' ^r^
d'où :

Y Fa)=(——) f fa-u)Ï(u)du
WJr^ -»(_i)^)(,)p(^))

= 2: ^P^ ̂ ) 1: ^ „ " " vg/ •
n=l [ f=0 * • /

/ est une fonction des deux variables Ç et u, en posant $ — u == s ,
avec Ç - ^ G G H . La fonction G^^ x^ 3 0, ^) ^^ /O- ^)
est holomorphe sur son support ; donc l'application

GH,̂  ̂^^^) f,^ ̂  -M) ̂ du

est holomorphe sur son support. Cette application est une extension
holomorphe de F à G^ y^ç .

B. On rappelle un résultat dû à G.P. Lapin [10] et généralisant
un résultat plus simple de A.F. Leont'ev [11]. Soient :

* (X^) une suite de constantes complexes telle que la suite
associée des modules des X^ , (|\J), satisfait aux conditions :

n^-{o} l^^l^il et U111!^00- ̂  \^Q\

* (p^) est une suite d'entiers strictement positifs ;
* p une constante strictement positive et m = Inf [n G N \n > p} ;
* (û^), n G N - { 0 } , z G { l , 2 , . . . , ? „ } , < 7 G { 0 , l , 2 , . . . , m - l } ,

un ensemble de constantes complexes satisfaisant à la condition :
l imsupKl/IXJ^Log^Koo, ^ f o o , où

b^ = = M a x { | û ^ l / ( z - l ) ! | f G { l , 2 , . . . , p J , < ? e { 0 , l , 2 , . . . , m - l } } .

Posant: n .
Q, =l imsup ^ P./IXJ^ , ^ t o o

v 1=1 )
et

6^ = lim sup {(l/\\n Log Max [|^,|//! I / C {1 ,2 , . . . ,? , } ]} , n t oo
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^-1 [-(z-X^I
" ^'dz^ L~F(zH^ et F(z)=." [^/VY-,

^ fcî conditions: ^ < oo ^ ^ < °° ^^ satisfaites, alors il
existe une fonction entière f appartenant à la classe [p ,oo) et
satisfaisant aux conditions :

(e) : V V V n - f0'-1)^^ ^
neN-{o} fŒ{l,2,...^} <,Œ{0,1,2 ...,m-l} û^ ~ f (6 ^)

où e = exp[2m/m]. Plus précisément, posant

M.=M.x IT-"-'-"' . "̂  ^w'î ;•••''•' a •
<"•—"' " ^s:̂ :::::̂ :,',' •

7 = lim sup {(l/\\\fi) LogM^} , n t oo ;
7^ Max {7 ,0} ;

et sous les conditions ci-dessus. Lapin, prouve que 7 < oo et qu 'il
existe une application entière f satisfaisant aux conditions (e) et
appartenant à la classe [ p , r + 7-^ ] , avec F G [p , r].

Remarques :

1 ) L a notation 7.,=^ [^p^^],^ signifie que

7^ est la dérivée au point z =\ de l'extension à C - U X.
(z - \ )^ /(:?&M) /

de la fonction C - U X , 3z -^ n} en lui attribuant pour
(z - X V"

valeur au point X^ : lim ———"— • z —> X
F(z) " '

2) La condition 0^ < oo implique que le produit infini
^ [1 - (^/\,y"f" est absolument et sous-uniformément conver-
gent sur C (<===» uniformément convergent sur tout compact de
C) et qu'en outre, il existe une constante strictement positive r
telle que la fonction entière F : C G z «—^ F(z) appartient à
l'espace [ l , r ] .

Revenons à l'élément LC-dirichlétien {/}: y P^(s) exp(- s\ )

considéré au début du chapitre II et à l'ouvert (D^ défini comme
il a été dit au chapitre (I-A). On précisera ultérieurement la valeur
de la constante réelle a. On remarquera, en outre, qu'ici la suite
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de constantes complexes (\) satisfait à une condition un peu plus
restrictive que celle figurant dans la proposition de Leont'ev (en
effet, ici, la suite des modules (|XJ) est une D-suite). On suppose
que Fr(d)^) n C - g* + 0, (û)^ est alors partie stricte de C - g* .
Il existe un point 5, £ C - &* tel que ô^,) < a ; ce qui implique :
të^-e* ^(s) est fmi)- soit ^o un Point de cet ensemble. On a :
5*(^o) = oc (puisque ô, est continue sur C - &*). De la suite
(X,,) on peut extraire une sous-suite ( À ) telle que les conditions
suivantes soient satisfaites :

a = lim {- Log |P^(^) exp(- s^)/\\^\} , p f oo

et l1"1!^/^!-00^!-3.
On considère l'élément LC-dirichlétien suivant :

^'- S P^(5)exp(-A« )
p»i p p

et on pose

,e?-^ ^(5) = lim Inf {- ̂  lp"/5) ̂ P^V/I^,!} , P t 00

et ®^= {5GC-ê*|5^)>a}. On a : V.5^)>ô^),
et donc CD^ D ̂ ^ . 5^ est à valeurs finies^ sur C - ê* et sous-
lipschitzien sur C - ê* et CD ̂  est un ouvert inclus dans C - g* ,
en outre, on a : C - &* n Fr((X)^) = {, e C - g* | 0^(5) = a} 3^ .'

On pose T o = l i m s u p j ^ ( w , + l ) / | X j j , « f oo, et on suppose
' 1=1 )

TO < °° ; cette dernière condition implique la convergence absolue
et sous-uniforme sur C du produit infini: n [1 - (^2/X2)]"'"+l .
On désigne par L(z) sa valeur au point z "de C. L'application
L : C =>z i—> L(z) est entière et L G [1 , Tn-o].

Choisissant, dans la proposition de Lapin, la constante p égale
à 1 , on a m = 2. On suppose que la condition 6^ < oo est sa-
tisfaite ici avec L(z) en place de F(z). Pour valeurs a^ on choisit :

« » ^ i ..
neN-{o} <îe{o,i} fe{2,..., m^i} ̂  == °'

^-{0} %.«.o = 1 et û^,^ =0,

<,^t} n^) an•l'll = 0 -
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La condition du théorème portant sur les b^, à savoir, avec p == 1 :
lim sup {Log ^ / |Xj}<oo, n t oo, est, avec le choix ci-dessus des
û^. , trivialement satisfaite et, en outre, on a :

M, = M a x ( ^V-V2-"' z E { l , 2 , . . . , m , +1}|
p ( ( m , + 1 - 0 ! p )

et pour ^ ^ (^ ) : M^ = 0 . Or la condition Q^ < oo implique
(avec O! = 1)

0, == lim sup ( l / |ÂJ)LogMax 7 -̂, / E { l , 2 , . . . , m , + l } 1 j ,

et donc ^ = lim sup {(1/|\, |) Log M^ }, ?2 t oo , d'où 7 = 0^ < oo
(=^^<oo). p p

Les conditions du théorème de Lapin étant satisfaites, il existe
alors au moins une fonction entière </?G [1 , TTÏQ + ^+] telle que les
conditions ((°) suivantes sont satisfaites :

V, , , V , ^°(XJ = 0
M£N-{0} ^{l,2,...,m^} • v "/

v r -, ^(x^ ) = 1 et V ^(XJ = 0 .
PŒN-{0} ' v ^/ (̂Mp) T v "7

Soit donc une certaine fonction entière (p G. [1 , a], avec
a = TTTo + y^ , satisfaisant aux conditions (û) précisées ci-dessus.
On suppose que les précautions de type topologique formulées
au début du chapitre II sont satisfaites avec la valeur a = TTT^ + ̂ +.
La série ^ ^

{F}: ^ exp(-s\) ^ (-l/^CX^P^^) ,
M = I ( r=o )

où <î) est la transformée de Borel de <^ , converge uniformément
sur G^ . L'application

^,0^0 3 ̂ ^ ( l /27rz) ^ 7(^-^)<Ï>(^)^

est une extension holomorphe de F à G^ ^.^ .

La condition TQ < °o implique, comme il est trivial :
( " )

lim Log S (^+1)/1\J - 0 , ^ t o o .
( /=! )

On sait qu'alors {/} converge absolument et sous-uniformément
sur l'ouvert (D^ et diverge sur C - ê* - û)^. Donc {F}
converge absolument et sous-uniformément sur l'ouvert û)^ et
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diverge sur C - ê* - (D\^ . Si {/} est plus particulièrement un
élément LC-dirichlétien dont la suite (X^) satisfait aux conditions
(C) énoncés au chapitre (I — D), alors eu égard à la proposition
(1.8) tout point de Fr((3)^) H C — ê * est singulier pour la fonc-
tion F définie par le prolongement analytique de l'application

0)^3 s ̂  F(s) = § P^(s) exp(- s\ ) .
p=i p

Eu égard aux résultats antérieurs, il est impossible d'obtenir une
extension holomorphe de l'application

(D^3s^f(s) = ^ P^)exp(-^)
M = l

à Q)^Q U d(sQ, r), où d(s^, r) est un disque centré en SQ et de
rayon r > TTT^ + 7"^ ou, ce qui est équivalent, / admet au moins
un point singulier dans tout disque centré en SQ et de rayon
r > TTÏQ + 7'1' . Or SQ est un point arbitraire de Pr((D^o) 0 C — ê* ;
on peut donc énoncer :

PROPOSITION 11.1. — Considérant un élément LC-dirichlétien
00

{/} : S PM^) ̂ P^ ^M) » sous ^es conditions :
i

<* To = l i m s u p f f (m,+l) / |Xj1 < oo ,
L / = i JL / = i

* ^ = li'm sun 5 T npr May 1 -î-^"7 = l imsupj LogMax 4f l l / e { 1 , 2 , . . . , ̂  + 1} <| / € { 1 , 2 , . . . , ^ + 1 } <°°

, d'-1 |(1_\^|
"^^ "" ^'rfzT-r L L(Z) 1 - ' avec

z=\^
L(z) = n [1 -(z/X^)2]^''1 , ^^c fa signification attri-

n=\
buée à 7 • fifû^z^ Zû remarque ( 1) consécutive au théorème
de Lapin),

* (S^Q est une partie stricte de C - g* ,
on ne peut obtenir une extension holomorphe à (D^Q U d(s, r)
(où s e Fr(®*o) H C - ê*) de l'application (D^o 3s1—> f(s),
où r > TTTo + 7+ , avec 7+ = Max {0 ,7} .
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