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INTRODUCTION

Le probleme de Dirichlet a été étudié par de nombreux
mathématiciens; de la Valée Poussin, Perron et Wiener etc...
Ce sont R. S. Martin et M. Brelot qui ont pu le résoudre dans
un cadre général, et ce faisant leur recherche a donné naissance
4 la théorie axiomatique du potentiel dans laquelle se manifeste
la structure essentielle de la théorie du potentiel. Si on veut
résoudre le probléme de Neumann sous une forme aussi
générale que possible, 1l est naturel, comme dans le probléme
de Dirichlet, que I’on ne veuille pas falre intervenir la frontiére
de l’espace cons1dere, elle peut étre trés singuliere. Clest
Z. Kuramochi qui a résolu le second probleme dans le cas des
variétés riemanniennes.

Dans cet article nous résolvons le probléme de Neumann
dans le cadre de I’axiomatique de Brelot. Notre but général
est de développer 'analyse sur les espaces harmoniques de
Brelot. Ainsi les résultats obtenus s’appliquent a la vaste classe
des opérateurs différentiels elliptiques du second ordre.

Nous allons d’abord développer la théorie générale des
espaces fonctionnels non séparés en vue de présenter une
méthode naturelle adaptée aux problémes aux limites non-
coercives. A. Beurling et J. Deny ont introduit les espaces
fonctionnels (séparés) pour faire la théorie de la méthode de
projection orthogonale dans la théorie du potentlel et envisagé
les divers principes qui jouent un réle important dans la
théorie du potentlel Pour atteindre notre but nous devons
traiter le cas ot la forme de Dirichlet n’est pas séparée. En

effet la forme de Dirichlet classique f | Vul2 dz n’est pas
séparée : elle annule les constantes. Ainsi nous sommes amenés
a considérer les espaces fonctionnels & nullité 1.

Dans les Chapitres I et II nous cherchons, comme J. Deny
I'a fait dans [4], le lien entre les opérations de contraction
dans un espace fonctionnel & nullité 1 et le principe semi-
complet du maximum  satisfait par Popérateur potentiel
associé a cet espace fonctionnel : le théoréme principal annonce
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que, dans un espace fonctionnel E & nullité 1 du type L%,
lopérateur potentiel satisfait au principe semi-complet du
maximum si et seulement si toutes les contractions opérent
dans E.

Un des exemples importants de tels espaces fonctionnels
est I’espace H des fonctions harmoniques u dont I'intégrale
de Dirichlet D(u, u) est finie. La forme bilinéaire D(u, u)
sera définie comme la demi-masse totale ?v(i) de la partie
potentiel de la fonction sous-harmonique u?. Notons la
formule classique pour uné fonction harmonique;

| Vu|2 = A(u?).

Nous montrons que Despace fonctionnel & nullité 1
(H, D(, )) a un noyat reproduisant b,(z) notmalisé en
un pomt Ty :

u(y) — u(z) = D(b,, u)
pour tout u € H, et en particulier,
b,(z) = D(b,, b,).

La théorie des espaces fonctionnels & nullité 1 qui sont
munis des noyaux reproduisants est donnée daits le Chapitre 111,
aihsi que la condition de compacité de

fr—Uf = [b,(.)f(y)m (dy).

Les Chapitres IV et V sont consacrés au probléme de
Neumann sur les espaces harmoniqués symétriques de Brelot.
Soit (X, #) un tel espace.

Sofent A la Irontiére de Martin et ki(z), £ € A, le noyau-
fonction de Poisson-Martin. On définit la dérivée normale
de ue H par la formule (de Green):

on

D(u,v)=fa—u§dl ve € H,
A

ou ¢ est la valeur au bord de ¢. Alors on peut résoudre le
probléme de Neumann non-homogéne: Etant donnée ume
fonction ¢ sur ‘A, pour qu’il existe une fonction harmonique
u de H dont la dérivée normale sur A soit ¢, il est néces-
saire et suffisant que l'intégrale de ¢ sur A s’annule. La
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démonstration découle de 'inégalité

[i|z— [ @dif dl < aD(u, u)

ou a est une constante associée a l’espace harmonique
considéré.
Les deux résultats suivants sont ceux les plus importants

dans le Chapitre VI et V:

1) Pour tout compact K, on a I'estimation

sup |u(.) — u(zo) < V2 aMgD(u, u)2
K

pour tout ue H, ou Mg est la constante qui provient de
I'inégalité de Harnack.

2) (Principe du minimum). Si une fonction surharmonique s
dans un domaine «, de frontitre dw compact, vérifie les
conditions :

liminfs > 0 sur dw,
o >0 sur A,
on =
alors s est positive.

Pour la démonstration nous aurons besoin de localiser
Iespace (H, D(, )) au domaine «: C’est la méthode que
nous avons adaptée dans notre article précédent [8].

Le noyau de Neumann est donné par

Nf = Gf + Uf, |
pour toute charge nulle f, 1.e. telle que f fdm =0, ou

Gf = [ p()f(y)m (dy)

avec p,(z) = p,(y) la fonction de Green sur (X, #).
N satisfait au principe semi-complet du maximum : Pour
tout réel a et toute charge nulle f, sila relation

Nf<a

est vraie sur I’ensemble {f > 0}, elle ’est aussi sur X.
Nous construisons la résolvante (N,),., du probleme de
Neumann qui vérifie la relation
Nf = Njf + pNN,f = N,f + pN,Nf
6
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pour toute charge nulle f. La mesure m est invariante par
rapport a (N,). La méthode de construction est intéressante :
Nous nous servons du théoréme de 'indice. En effet

(I+pG), p>09,

restreinte aux charges nulles a le noyau 0 et 'image & codi-
mension 1 dans L?(X,m), et I'opérateur U est compact,
ce qui assure l’existence de (I 4+ pN)' sur un sous-
espace de codimension 1.

Nous montrons que (N,) est une résolvante des noyaux
markoviens et que I’on a la décomposition

N, =G, + (I — pG,)U,(I — pG,),

ou (G,),.o estla résolvante associée & G, et U, est défini

par
D( p8 U u) + p((I — PG )Upg’ u)Lz(X) = (g, u)Lz(Xb

pour tout u e H. La derniére formule exprime la condition
limite du probléme de Neumann, c’est-a-dire, une expression
déformée de

Je suis heureux d’exprimer ici ma profonde reconnaissance
4 MM. Brelot et G. Choquet qui m’ont invité dans lEqulpe
d Analyse et qui m’ont soutenu pendant ce travail. Je tiens
a exprimer ma gratitude & MM. G. Mokobodzki et A. Ancona
pour § 1nteret qu’ils ont porté & mon travail, et pour les discus-
sions que )’al eues avec eux 4 ce sujet. Je remercie également
MM. D. Feyel et M. Yor qui m’ont aidé a corriger les erreurs
linguistiques et qui m’ont encouragé. Ma reconnaissance va
également & M. P. A. Meyer qui m’a signalé que le noyau de
Naim donne un exemple d’opérateur carré du champ. Je
remercie aussi tous les autres auditeurs du Séminaire de
Théorie du Potentiel, dont je ne cite pas les noms, de qu1 a1
pu apprendre divers résultats ou aspects de la Théorie du
Potentiel. Enfin je remercie Mme Le Perchec qui a reproduit
ce travail soigneusement.



CHAPITRE PREMIER

PRINCIPE SEMI-COMPLET
DU MAXIMUM ET CONTRACTIONS

Nous envisageons, dans un espace fonctionnel & nullité 1,
la relation entre l'opération de contraction et le principe
semi-complet du maximum satisfait par 'opérateur potentiel.
Nous donnerons dans le chapitre II la correspondance précise
entre les espaces fonctionnels, les opérateurs satisfaisant au
principe du maximum et les résolvantes sous-markoviennes,
en nous restreignant au cas ou les objets sont dans (L2).

1. Espaces fonctionnels a nullité 1.

Sotent X un espace localement compact et m une mesure
de Radon positive sur X. On désigne par Lf,.(X) = L{,(X, m)
Iespace des classes de fonctions numériques sur X, dont la
puissance p-éme est localement m-intégrable.

Une forme bilinéaire b( , ) définie sur un espace vectoriel
V est dite a nullité 1, si la dimension du sous-espace constitué
par les éléments ¢, tels que b(v, u) =0 pour tout ueV,
est égale a 1. Dans cet article nous supposerons toujours qu'un
tel sous-espace d’annulation est R?;

{reV; bly,u) =0 pourtout ue V} =R

Soit H wun sous-espace vectoriel de LL,(X, m), mum
d’une forme bilinéaire < , > symétrique, positive et a
nullité 1. Nous supposons que les axiomes suivants sont vérifiés;

(1) H est complet par rapport a ¢ , ),

(11) & tout compact K de X, avec m(K) # 0, on peut
associer une constante a(K) telle que 'on ait

(10 flu@) — Cx(w)m (d2) < a(K)<u, ws,
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pour tout u € H, ol on a désigné
Cx(w) = m(K)™. [, udm.

Deux fonctions localement presque partout égales (pour m)
représentent le méme élément de LL,(X, m), et aussi de H.

On dira que (H, <, >) est un espace fonctionnel a nullité 1.

On appellera charges nulles les fonctions d’intégrale nulle.

On désignera par 4, l’ensemble de toutes les charges
nulles qui sont bornées et & support compact.

Désormais on fixe un compact K, avec K, # @. Dans
le cas ot X lui-méme est compact on prendra K, = X.

Voici opérateur potentiel associé a ’espace fonctionnel a
nullité 1.

On peut associer, a toute fonction fe 4, un élément
unique Vf de H tel que l’on ait

(1.2) <Vf,ud = ffu dm, pour tout ueH,
(1.3) Jx, Vfdm =0.

En effet soit K = Supp. f. D’aprés I’axiome (i1) on a
| uf dm| =] [, f(u — Cx(w)) dm|
< a(K) sup |f] . Cu, ud'®, Vu € H.
I1 existe donc ¢ € H tel que I'on ait
v, uy = [‘ufdm, VueH.

L’opérateur
fr—Vf=¢— Cg(0),
satisfait donc (1.2) et (1.3). L’unicité est facile & montrer.
On appelle V Popérateur potentiel.
Nous allons introduire maintenant les principes fondamen-
taux.

Soient u et ¢ deux fonctions numériques sur X. On dit
que ¢ est une contraction de u si on a les relations :

lo(z) — o(y)l < |u(z) —u(y)l (2, yeX).
En particulier

lu] et Tyu=((uV 0) A1) = min (max (u, 0), 1)
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sont des contractions de u que ’on appelle respectivement
la contraction module de u et la contraction unité de u.

Dérinitions. — (1) On dit que la contraction module (resp.
unité) opére dans H si H est réticulé et si

(1.4) ul, |u|> < (u, u)

(1.5) (resp. (T u, Tiu) < <u, u))

pour tout u e H.
(11) On dit que toutes les contractions opérent dans H s,
pour tout u e H et toute ¢ contraction de u, ona ve H et

Ly, 9> < Lu, u).

(1) On dit que le principe semi-complet du maxvmum (par

rapport & &) est satisfait dans H si, pour tout réel c et

toute feN,; la relation ((Vf < c)) est satisfaite

(1.6) presque partout (localement) sur X dés qu’elle Uest
presque partout sur {f > 0}.

On dit qu'un opérateur satisfait au principe semi-complet

du maximum (par rapport a &) s’il vérifie la propriété (1.6).

Si un opérateur U vérifie le principe semi-complet du
maximum Popérateur U + pl le vérifie aussi, quel que soit
p > 0. Donc la propriété (ii) de H ne dépend pas du choix
du compact K,.

Nous notons aussi que la condition

. ul, [ul> < <u, ud
équivaut a
g, u_y < 0.

Trtorime 1.1. — Si la contraction module opére sur H,
le principe semi-complet du maximum est satisfait.

En effet, soient ¢ un réel et fe s, tels que ¢ > Vf
presque partout sur {f > 0}. Pusque la contraction module
opére dans H on a

0> <(c—Vf)-, e = V> = — (e — Vf), V)
=— fle=Vf)_fam= [, (¢ —V)_.(— fldm > 0.
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De sorte que

(e = Vf)oy e = Vf> =0,

(e = Vf)-, (¢ = Vf)_> = 0.

(¢ — Vf)_ est une constante, qui est, d’aprés I'hypothése,
égale & 0 sur {f > 0}, donc partout. Dot ¢— Vf>0
Ce qui montre le principe semi-complet du maximum.

et

2. Espaces fonctionnels a nullité 1
localement de carré intégrable.

Dans ce paragraphe nous demandons que ’espace fonctionnel
4 nullité 1 H vérifie la condition suivante, plus forte que
(1.1):

Pour tout compact K (tel que m(K) # 0) 1l existe une
constante b(K) telle que 'on ait

21)  felul@) — Cx(wl*m (do) < B(K)<u, u)

pour tout u e H.

Cette condition implique que H est un sous-espace de
L2o(X, m).

On désigne par # D’ensemble des fonctions a support
compact, de carré intégrable et d’intégrale nulle.

A toute charge nulle f de 47, on peut associer un élément
unique V/ de H tel qui satisfasse aux (1.2) et (1.3).

En effet, soit K = Supp.f. On a

’fufdm‘ U'fu—CK dm’
< [frdm [, (w— Cx(w) dm
< f(K)ff2 dm.<{u, uy, VueH,

ce qui montre I'existence d’'un ¢ € H tel que

{9, u>=fufdm, Vu € H.

Il suffit de poser Vf = ¢ — Cg(¢).
V est appelé opérateur potentiel.
On dira que le principe semi-complet du maximum (par
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rapport & &) est satisfait dans H si1 la condition (1.6) est
vérifiée pour tout réel ¢ et toute fe 4.
Le méme raisonnement que celul du théoréme 1.1 montre le

TatoriME 2.1. — St la contraction module opére dans H
le principe semi-complet du mazimum (par rapport & A°) est
satisfait.

TrtoriME 2.2. — Soit H un espace fonctionnel localement
de carré intégrable a nullité 1. Su le principe semi-complet du
mazimum est satisfait dans H toutes les contractions opérent

dans H.

(1) Démonstration dans le cas ov X est compact. — Dans
ce cas H est un sous-espace de L2(X) dont l'injection est
continue d’aprés (2.1). De plus puisque le principe semi-
complet du maximum ne dépend pas au choix du compact K,
on peut le supposer identique & X. Donc V est un opéra-
teur de 4 dans 4. La théorie générale de I’espace fonc-
tionnel dans L2, que nous donnerons dans ce chapitre suivant,
1.e. le théoréme 5 du chapitre 11, donne la conséquence.

(2) Démonstration dans le cas général. — On se rameéne au cas
d’un espace compact de la fagon suivante : soit K un compact
de X. On peut supposer que 'opérateur V est normalisé
par

ﬂVfdm =0, few.

Soit #'x l’ensemble des charges nulles, de carré intégrable,
a support dans K. On désigne par # le sous-espace (fermé)
de H engendré par Vf, fe Ak, et on pose

Hx = Restx # @ R,

ou Resty# est ’ensemble des restrictions & K des éléments
de #. Hx est la somme directe des Restx# et R, car tout

élément u de # est d’intégrale nulle sur K; ﬁ(udp. = 0.
On définit la forme bilinéaire < , >x sur Hg par

Chyy hyyx = <uy ¢4,y Uy + 2> = {uy, uy),

ou hy=u|K + ¢; avec u;e # et c,;eR, 1 =1,2.
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" D’aprés la condition (2.1) on voit que (Hg, ¢, >x) est
un espace fonctionnel a nullité 1 dans L3(K, m|K). L’opé-
rateur potentiel associé a cet espace fonctionnel n’est autre que

VEf = Restg Vf

défini pour fe Ax. De sorte qu’il satisfait au principe semi-
complet du maximum (par rapport 4 A'x), et la partie (1)
ci-dessus montre que toutes les contractions opérent dans Hx.
" Nous notons le fait suivant: la restriction d’un élément
we H sur le compact K est un élément de Hy. En effet
soit ux la projection de wue H sur le sous-espace #. Par
définition on a

» {u — ug, V[ =10
pour toute fe A#x. Cela implique

i ﬁ{(u—ux)fdms(),

donc (u — ux) restreinte & K est orthogonale & A4’ (dans
L2(K, m|K)), i.e. u — ux est une constante, soit ¢, sur K.
Mais comme nous avons remarqué précédemment ux est
d’intégrale nulle sur K, donc c¢ est égale a

o Cx (u) = m(K)? [ udm.
On a
Restx u = Restg ux + Cg(u) € Hx.
Nous commencons la démonstration du théoréme. Soit ¢
une contraction de u € H. 1l est clair que, pour tout compact

K, la restriction de ¢ & K est une contraction de u res-
treinte & K. D’apreés (1) on a

J/KeHx, <K, o|Kox < (UK, u[KDx.

Il découle de la définition de Hg, que ¢ coincide sur K
avec une fonction de H. Ceci étant pour tout compact, ¢ est
un élément de H. On a donc

(o, 9> = K, o] Kdx < ulK, u|K>x = {u, u).



CHAPITRE 1II -

ESPACES FONCTIONNELS A NULLITE 1 DANS L¢

1. Résﬁltats.

Soient (X, m) un espace mesurable muni d’une mesure
positive et bornée, L2 = L2?(X, m) l’espace des fonctions
sur. X de carré intégrable et 4" le sous-espace de L3*(X; m)
constitué des fonctions d’intégrale nulle. On désigne par

(f, g) l'intégrale ff.gdm, et.on pose |f| = (f, f)*2.

Un espace fonctionnel H dans 12(X, m) est un sous-espace
vectoriel de L#(X, m), muni d’une forme bilinéaire ¢ , >
symétrique et positive pour laquelle H est complet. On dit
que H est un espace fonctionnel a nullité 1 (dans L2) si la
forme bilinéaire ¢ , > est & nullité 1, et si elle satisfait &
I'inégalité suivante pour une constante a > 0:

(1) lul® < adu, uy,

pour tout ue H N 4.
On peut définir opérateur potentiel U qui associe a toute
fonction fe & Délément Ufe H N A tel que 'on ait:

<Uf, u> = (f, u)

pour tout u € H. On a alors |Uf| < 4lf]. -

Quand nous considérons un opérateur dans L2 (ou ),
il s’agira d’une application linéaire continue de L2/X, m)
(resp. #°) dans lui-méme. On dit qu’un opérateur V dans L2
(resp. ) est symétrique si (Vf, g) = (f, Vg) pour tout f, g
dans L2 (resp. #7). , . ‘

On appelle (L2)-résolpante une famille d’opérateurs (V,),.
dans L2, telle que ’on ait pour tous p, ¢ > 0,
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(1.2) a) V, est un opérateur symétrique,
b) V,— V, 4+ (p — q)V,V,=0,
¢) V, est sous-markovienne, ie. 0 < pV,f<1
presque partout si 0 < f < 1 presque partout.

Une résolvante (V,) est markovienne s’il existe un p > 0
tel que pV,1 = 1. Celaimplique pV,1 =1 pourtout p > 0.
Voici les résultats principaux de ce chapitre :

TatoriME 1. — Soit V un opérateur symétrique dans N
qui satisfait au principe semi-complet du maximum; i.e. pour
tout réel c et toute fe A, la relation

Vf<e

est satisfaite presque partout sur X dés qu'elle Uest presque
partout sur Uensemble {f > 0}. Il existe alors une (L2)-résol-
vante markovienne (V) telle que;

(1.3) Vi = Vof + pV,Vf = Vof + pVV,f
pour toute € & . En particulier on a
(pVog; 1) = (8 1)
pour toute g€ L*(X, m).
Comme une conséquence de ce théoréme on a le

TutoriMe 2. — Tout opérateur symétrique dans ¥ qui
vérifie le principe semi-complet du mazxvmum est un opérateur
positif;

V) =0,  fewn.

On a déja montré dans le Chapitre I que I'opérateur potentiel
U associé a I’espace fonctionnel a nullité 1 (H, < , >) satisfait
au principe semi-complet du maximum sila contraction module
opére dans H. Donc, dans ce cas, il existe une (L?)-résolvante
markovienne (V,) telle que

Vofs w> + (PVif — fu) =0
pour tout fe A& et ue H. En effet, d’aprés (1.3),
fo= U(f'— prf) € H’



THEORIE DES ESPACES FONCTIONNELS A NULLITE 1 59
et :
<Vp P uy = (f_ pr ) u)9

ou on a utilisé le fait que V, applique 4 dans A", ce que
nous montrerons. On a, en outre, le théoréme suivant :

Tutorime 3. — Soit (H, ¢, D) un espace fonctionnel
a nullité 1 (dans L2?) dans lequel la contraction unité;
T,: ur—(uV 0) A1 = min (max (u, 0), 1)

opére. Il existe alors une (L?)-résolvante markovienne (V
telle que :

(1.4) {u, uy = lim p(u — pV,u, u)

P>

P)P>0

pour tout u e H.

TutoriME 4. — Si un espace fonctionnel a nullité 1
(H2 'y D) et une (L?)-résolvante markov‘ienne (Vo)pso sont
reliés par la relation (1.4), toutes les contractions opérent dans H.

TutoriME b. — Les 4 conditions suivantes sont équivalentes :

(1) la contraction module opére dans H,

(11) la contraction unité opére dans H,

(111) toutes les contractions opérent dans H,

(1v) Dopérateur potentiel associé & H vérifie le principe semi-
complet du mazimum.

2. Lemmes.

Dans ce paragraphe nous préparons des lemmes pour montrer
les théorémes annoncés précédemment.

Lemme 2.1. — Si un opérateur dans A" satisfait au principe
semi-complet du maximum Uopérateur (1 + pV) dans 4 est
une injection.

Lemme 2.2 — Soit (V,),., une (L?)-résolvante. On a :
1) 1pVel <4, vp >0,
(W) 0 < (pVfy f) < (i 1),
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(i) Les fonctions

p—=p(f — PV, f);
P I_""p(f— prf’ pvpf)’

pr— (pvpf’ prf)

sont positives et croissantes dans Uintervalle (0, oo).

et

LemME 2.3. — Soit A un opérateur symétrique et markovien
(le. Al =1) dans L2. Alors A applique & dans & et,

pour toute g e L3(X, m),

g— Ages.
En effet on a

(A(g — clg)), 1) = (g — c(g), A1) = (g — c(g), 1) = O,

ou c(g) = m(1)(g, 1). Dou A(g — ¢(g)) € #, pour toute
g € L3(X, m), en particulier, Age # si ge#. On a aussi

g—Ag=(g—clg) —A(g — c(g)) e .

LemME 2.4. — Une (L?)-résolvante vérifie :
(1) (Jul, (T —pVy)lul) < (u, (I — pV,)u),
(i) (uy (I — pV,)u) < 0.

Car on a

(lul + w).pV,(lul — u) > 0.

3. (L?)-résolvante markovienne
et le principe semi-complet du maximum.

Démonstration du Théoréme 1.

L’argument qui suit est plus ou moins de routine. Nous
procédons comme dans le Chapitre 10 de [11]. On note que,
pour toul r > 0, 1l existe au plus un opérateur V. qui vérifie
(1.3), car I + rV est injectif.

Supposons d’abord que, pour un r > 0, un opérateur V,
dans L2, qui est symétrique et markovien et qui vérifie (1.3),
existe.
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(1) V, satisfait a (1.2)(c).

En effet, soit [ une fonction & valeur 0 < f < 1 presque
partout.

(Désormais nous omettrons la phrase « presque partout »).
La fonction h = f — rV,f appartient & A4 d’aprés le lemme
2.3. D’autre part on a rVh = f — h =rV.f. Donc

rVh < 1 sur {h >0}, et rV(—h) <0 sur {— h > 0}.

D’aprés le principe semi-complet du maximum on a
0<rVE=rVf< 1

D’ou 1l découle 4 ’aide du Lemme 2.2 que:

(i) |rV,] <1, donc la série d’opérateurs Y, V (— £V, )*

converge pour 0 < ¢t < r. k=0
Désignons la somme de cette série par W. On voit que W

est symétrique et qu’il laisse le sous-espace 4 invariant.

On a
tVVW=tWV, =V, — W,

dans L3(X, m). De plus W restreint & A4 commute avec
Popérateur V. D’ou on déduit

V—W=(r+ VW dans .

(1i1) L’existence de V, pour un r > 0 entraine celle de
V. pour 0 < ¢t < r.

En effet il suffit de poser V., =W. V_, est vraiment
markovien. En effet on a

(r+t)W1=’+"§<_i>“=1.

r k—0 r

Passons alors a I’existence de la résolvante (V,): Soit
a=sup (IVfl; fen et |f] <1} < o.
Pour 0 < p < a, lasérie d’opérateur
3 V(= pVy

converge vers un opérateur dans 4, qui est symétrique.
Le méme raisonnement que celui ci-dessus montre qu'’il
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vérifie la relation (1.3). Désignons-le par V, (sur 47). Soit
gel?)(X,m),g=f+c avec feNs et

¢ = m(1)? f g dm.

On définit, pour 0 < p < a
1
Vg=V, [+ ;c.

Evidemment V, est un opérateur dans L2, symétrique et
markovien qui laisse 4 invariant et satisfait a (1.3). Un second
prolongement de V, dans lintervalle (0, 2a) est possible
d’aprés (i), un troisiéme prolongement au moyen de la série
permet d’atteindre I'intervalle (0, 4a), etc. Enfin I'opérateur
V, peut é&tre défini pour tout p > 0. Comme V, satisfait
(1.3) on voit que

(I+ pV)(V, — Vo)f = (I + pV)(qg — p)V,V.f
dans . Encore d’apres le Lemme 2.1 on a
fo_ qu+ (p— q)Vquf= 0, Vies.

Or, la méme égalité pour une constante étant banale on a
montré que (V,) est une (L%)-résolvante.
Propriétés des (L?)-résolvantes markoviennes.

Cororraire 3.1. — Soit (V,),50 la (L?)-résolvante marko-
pienne que nous avons construite dans le Théoréme 1. On a :

lim pV,f = olf) = m(1)*(f, 1),

et
lim | V,f] = oo
pPYo

pour toute fe L*(X, m).

En effet, d’aprés le Lemme 2.2, on a

Vi ) — (Vs f) > 0,

pour toute fe 4. Donc on a

0 < hm (pV,f, f) < im p(Vf, f) =0,
pP>0 p>0
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et
0 < lim |[pV,fI* < lim (pV,f, f) =0,
p>0 pP>0

pour toute fe #. Soit ge L¥(X, m). On a alors
pV,g = pV,f + c(g)pV,1 = pV,f + c(g),

ol

f=g—clg)eN.
Cela implique

im |pV,g — c(g)l = 0.
P>0

Démonstration du Théoréme 2.

Soit V un opérateur symétrique dans 4 vérifiant le
principe semi-complet du maximum. D’aprés le théoréme 1
une (L2?)-résolvante (V,),., est associéea V. On a

(V) = (Vof, ) 2 0

pour toute fe A#. Donc V est positif.

Prorosition 3.2. — Sotent (V,),.o une (L2%)-résolvante
markovienne et 'V un opérateur symétrique dans 4. St on a

la relation
Vi=V, (14 pV)f

pour toute fe N, lDopérateur V satisfait alors au principe
semi-complet du mazimum.

D’abord nous montrons que I'opérateur I 4 pV satisfait
a ce principe : Soit fe A4, 5=0. Supposons que la relation

a> (14 pVf

est satisfaite sur 'ensemble {f > 0}. D’aprés le Lemme 2.4
on a, en posant u =a — (I 4+ pV)f,

0> (u, (I+ pr)u) = — (u f)-

Le terme dernier vaut

[eo (= D ou_dm > 0,
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car u_ =0 sur {f>0}. Donc u_=0 presque partout
sur X, ie. a2 (I 4 pV)f presque partout.

Ensuite nous montrons que V vérifie le principe semr
complet du maximum. Soit la relation ~

a> Vf
vraie sur {f > 0}. Posons f,=f A n. Ona
a > Vf, sur {f. > 03,
on a donc, pour p > 0,
n+pa > (I+pV)f, sur  {f, >0}

D’aprés ce que I’on a montré ci-dessus, cette relation est vraie
sur X.p étant quelconque, on a

a = Vf, et puis a > Vf.

Remarque. — Soient V un opérateur symétrique dans L2
et (V,) une (L%)-résolvante telle que
V=V, (14 pV).

V satisfait alors au principe complet du maximum.

4. (L?)-résolvantes markoviennes
et espaces fonctionnels a nullité 1.

Considérons la forme quadratique suivante définie dans un
espace fonctionnel a nullité 1 (H, ( , >):

ou f estun élément de L%(X, m). Par une méthode classique
basée sur I’égalité :

1 1

3 Bl + 5 o) — B (“59)

= oo+ Ly,

on peut montrer Pexistence de l'unique élément u, de H
qui rend minimum cette forme quadratique. u, est aussi
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l'unique élément qui vérifie la relation
(4.2) Cu, 0> + play— £, 9) = 0
pour tout ¢ e H. Soit V, opérateur qui associe 1 us a
toute fe L3}(X, m): _
V,f= % u e H.

D’apres (4.2) on a

Vofs Vog> + p(Vof, V,o8) = (s V,8),
et

1 1
V.fiz2 < — (V0 <=1V fl-1Ifl.
VA P (Vo5 ) P IV I-1f]

Donc V, est un opérateur symétrique dans L3(X, m) qui est

borné par i; IV, < 1 D’apreés 'unicité de u, dans (4.2),
on a p p

Vf = Vof+(p— gV, V,f=0.
0 =F,(1) < Fi(pV,1).

Done, pV,1 étant I'unique élément de H qui rend minimum
la forme F;, ona pV,1 =1.

Enfin, on a

Démonstration du Théoréme 3.

D’aprés I'hypothése que la contraction unité T, opére

dans H, on a
FAT(pV,f)) < FApV,f),

pour toute fe L*X, m) telle que T,f=/{f, 1e. telle que
0 < f< 1 pV,f étant 'unique élément qui rend minimum
la forme F;, ona pV,f=T,(pV,f);

0 <pV,f<1 si 0<f<1.

Nous avons montré ’existence d’une (L2)-résolvante marko-
vienne qui satisfait a

iy o> + (PVof —1,9) =0

pour tout ¢ e H.
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Nous allons montrer la relation (1.4).
Soit ue H. On a

= <pV u, pV u> —|— pllpV u — ul?
= p(u — pV,u, pV,u) + plpV,u — ul?

= p(u — pV,u, u).
De cette inégalité on tire que
(4.3) lu — pVyul =0 (pt o)

et
lim p(u — pru, u) < <{u, ud,
P>

qui montre que si une suite converge dans H elle converge
aussi pour la (pseudo-)norme

R(u, u) =lim 4 p(u — pV,u, u).

D>

Soit maintenant 2 I'image V,(4") de 4 par la résol-

vante. 2 ne dépend pas de p, et, d’aprés le Lemme 2.3,
92 <, donc 2 < Hn . Pour tout élément u, soit
= fo, de 2, ona

{u, uy = <.fo7 fo> = (f_ pvpf’ fo)
== lql_)IE (f - pvpf7 qVquf)
= lqi_)rf q((I — qVo)Vifs Vif) = R(u, u).
On va montrer, d’autre part, que 2 estdensedans H n 4.

En effet, soit ue H n 4 orthogonale & 2. On a, d’apres
(4.2),

p(f, v — pru) = p(f — pVifs u) = <pV,fs u> =0,
pour toute fe . Il en résulte que u — pV,u est une
constante, qui se trouve é&tre nulle car u — pV,u € #'. Encore
une fois d’aprés (4.2) on a
{u, u) = {pV,u, u) = p(u — pV,u, u) =0,
de sorte que u = 0.
Enfin il découle de ce que I’on vient de montrer que

u, uy = R(u7 u)
pour tout ue H n A4,
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D’autre part, évidemment
1,1> =0=R(1,1).
On a donc, pour tout ue H
{u, uy = R(u, u). c.q.f.d.

CororraIre 4.1. — Pour tout u e H,

lim pV,u =u

>0

ala fois dans H etdans L2.

En effet (4.3) montre que pV,u converge vers u dans
L#(X, m). D’autre part, on a

{u—pVu, u—pVud> < {u, u) — p(u — pV,u, u).

La derniére décroit vers 0 avec p4 .

Démonstration du Théoréme 4.

(C’est une conséquence de ’expression suivante :

plu — pV,u, u) f f — u(x))n, (do dy),
2 XxX
ou n, (drdy) estlamesure définie parla relation
[ f@a)n, (dz dy) = (pV.f, g).

En effet, soit ¢ une contraction de w e H. D’aprés la rela-
tion ci-dessus, on a

p(v — pV,w, 9) < p(w — pV,w, w) < (w, w),
donc

(v, 9> = R(y, ¢) < (w, w).

Ici, il faudrait remarquer que u est dans H s1 R(u, u) < .
En effet, la relation

d
;l_}; p(u - pVPu, u) = |u — pru”2
implique

ﬂ: lu — pV,u|?dp = R(u, u) < oo,
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donc
lim |u — pV,u| = 0.

D>

D’autre part on a, en posant u, = pV,u,

Cuyy upy = p((I — pr)u’ up)
et

up — g, u, — u> = (p(I — pVy)u — ¢(I — ¢V, )u, u, — u,)
< 2 (2R(u7 u))1/2" U, — uq”)
ol on a utilisé I'inégalité
pl(I — pV,)ul < 2p(u — pV,u, u)? < 2R(u, u)t?2.

Il en résulte que {u,} est une suite de Cauchy dans H qui
converge vers un ¢ € H. Mais, d’apreés (1.1) on a

Nu, — o) — 9l < alu, — 9, u, — ¢,
ou
¢ = m(1)7(u, 1),
et
u,=pVu=pV(u—c)+ec
avec pV,(u —c)e# N H. D’ou, en faisant tendre p vers
I'infini on obtient u = ¢ 4+ ¢ € H.

Démonstration du Théoréme 5.

Les implications; (1) = (iv), (1) = (i), (1) => (1) et
(111) =~ (11) ont été établies. Supposons que I'opérateur poten-
tiel V associé & (H, ¢, ») satisfait au principe semi-complet
du maximum. D’aprés le Théoréeme 1 une (L2)-résolvante
markovienne (V,),., vérifiant (1.3) existe et, comme nous
avons expliqué dans la section 1, elle satisfait a

Vi, wy = (f — pV,fs w)

pour toute fe # et ue H. Mais puisque on a
V1, uy = < —%, u> =0=(1—pV,1, u),

la formule ci-dessus est satisfaite pour tout fe L*(X, m),
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et ce n’est autre que (4.2). Ensuite on a
Fi(u) = FpVif) + <u — pVif, u — pVif> + [u — pVifl?,

i.e. pV,f rend minimum la forme F, L’argument dans la
démonstration du Théoréeme 3 pour établir la formule

{u, uy = lim p(u — pV,u, u),
P 0
s’adapte sans aucun changement. Donc, d’aprés le Théoréme 4,

on voit que toutes les contractions opérent dans H, ce qui
montre I'implication (1v) =~ (ii1).



CHAPITRE III

NOYAUX REPRODUISANTS DANS LES ESPACES
FONCTIONNELS A NULLITE 1

1. beaux reproduisants.

Dans ce paragraphe nous étudions des espaces fonctionnels
un peu spéciaux. Nous nous intéressons au cas ou ’espace
fonctionnel considéré a un noyau reproduisant.

Soit H un espace vectoriel des fonctions continues dans X,
muni d’une forme bilinéaire ( , > symétrique, positive,
et & nullité 1. Nous supposons que les conditions suivantes
sont satisfaites :

(1) H est complet par rapporta ( , )

(i1) A tout couple de points z, y € X on peut associer une
constante c(z, y) telle que I'on ait

(1.1)
lu(y) — u(@)l < oz, y)<u, up® pour tout u e H.

On dit que H est un espace fonctionnel a nullité 1 du type
noyau, car nous montrerons ci-dessous que ’espace H a un
noyau-fonction.

On pose
H, = {u e H, u(z) = 0}.
Tutorime 1.1. — A tout couple de points =z, y on peut
associer un élément unique k,(y, .) € H, tel que l’'on ait
(1.2) Cuy ko(ys )> = uly) — u(2)

pour tout u e H.
De plus on a

(1.3) kY, 2) = kolz, y) = <kuly, ), hal(z, 1))
En effet on a, d’apres le (1.1),
luly)l < c(z, y)<u, ure
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pour tout uwe H,. H, étant un sous-espace vectoriel de H,
le théoréme de Hahn-Banach montre que, quel que soit
y € X, 1l existe un élément
v =v¢,,(.) € H tel que u(y) = (v, ud> pourtout ue H,.
Soit
kulys ) = ¢ — o(a).
Evidemment on a k,(y, .) € H, et

u(y) = <ky(y, .), ud

pour tout u € H,. Puisque la forme ( , > annule les cons-
tantes on a

pour tout u € H. En particulier on a

kz(y9 Z) = <k$(Z, ')’ kz(ya ')>)
ce qui montre que

ko(y, 2) = ko3, y)-

Montrons I'unicité : soit h(y, z) un autre élément de H,
avec la propriété (1.2). On a

<k:c(y, ) - h<y’ °)’ kz(y7 ) - h(:’/, )>

donc k,(y, .) — h(y, .) est une constante qui s’annule car
Kly, ) — My, ) e H,. |

La fonction (y, z) — k,(y, z) est appelée noyau reprodui-
sant associé & H, et normalisé en z.

CorovrraIre 1.2. — Pour tout ue H, ona
(1.4) lu(y) — u(z)|? < <u, u>.k(y, y).
CororraIre 1.3. — Pour y # x ona

k.(y, y)72 = inf {<u, u)'?; ue H, et u(y) = 1},

ot le minimum est atteint pour

u=k(y, )™ k(y, .)-
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En effet; pour ue H, avec u(y) =1, ona
L= uly) = <hify, )y u> < kify, gPe.Cu, w,
et ’égalité est valable si et seulement si |

u=k(y, y)*.ky, .).

Dans la suite nous fixons un point z, et nous supposons que
le noyau-fonction k(y, z) est normalisé au point z,, i.e.

k(y, 2) = ka(y, 2)-

Ici nous notons que H est un espace fonctionnel & nullité 1
dans Li, (X, m) (resp. L{.(X, m)) au sens du Chapitre I
pour toute mesure m dans X telle que la fonction
Yy —>c(zy, y) soit localement intégrable (resp. de carré
intégrable), et que m(U) > 0 pour tout ouvert U.

En effet on a, pour tout compact K et tout we H,

|u(zy) — ex(w)]? < m(K). [ clz, y)rm (dy). <u, upo,

fl ) — ex(u)|Pm (dy>
< [iluly) — u(@,)'m (dy) + |u(zy) — ex(u)l?.m(K)
< (1 + m(KPr) [ olao, y)P dm. Cu, uyre,
ol p=1 ou 2, ce qui montre I'inégalité (1.1) (resp. (2.1))
du Chapitre I.

Ainsi, 'opérateur potentiel U™ associé & une telle mesure m
existe et,

ffu dm = <U"f, u),

ou f est une charge nulle par rapport & m. Mais dans le cas
présent I'hypothése forte faite ci-dessus entraine de meilleurs
résultats.

Prorosition 1.4. — Soit v une mesure dans X telle que la
fonction y+— c¢(x,, y) soit intégrable. Il existe un élément
unique U¥ de H, tel que

(1.5) [wdv = <U, uy

pour tout ue H,.
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De plus on a la relation

(1.6) Uy) = [ k(y, 2)v (d=
En effet, dans la démonstration du théoréme 1.1, on a
(1.7) Ky, y* = <kly, .), k(y, )>** < (o, ).

D’autre part on a, pour tout ue H_,

Juty (@) = [ <k(y, ), wv (dy),

[uds| < [1<kly, ), wlv (dy)
< [ <kly, ), kly, )M (dy). Cuy upt
< fc(xo, Y)v (dy).(u, uy2,

Il existe alors, d’aprés le théoréme de Hahn-Banach, un
élément w e H tel que

o, )y =fu dv, VueH,.
U =w — w(x,) est I’élément que I'on désire. Cela montre

la premiére partie de la proposition.
D’apres I'inégalité (1.7) on a

|k(y, z)| < c(x, 2).k(y, y)*?,

donc, quel que soit y fixé, k(y, .) estv-intégrable.
Enfin on a, d’apres (1.2),

U'ly) = <Ky, -), UM,
ce qui vaut, d’apres (1.5),
[ k(y, 2 (da), c.q.f.d.

Remarque. — Si v ci-dessus satisfait en outre & v(1) = 0,
la relation (1.5) est valable pour tout u e H.

2. Compacité des opérateurs potentiels.

Nous montrons que, pour une mesure bornée m dans X
telle que la fonction c¢(x, .) soit m-intégrable, I’espace
fonctionnel a nullité 1 et du type noyau H est un espace
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fonctionnel dans L3(X, m), et que I'opérateur potentiel associé
est compact.
Soit m une telle mesure. D’aprés (1.1), on a

[ 1uy < lu(@o)lm(1) + [e(z, y)m (dy) <u, wy < oo,
S 1u( |u 1 im(w)? dm < [ |u(z) — u(y)2m (dy)

< [fela, y)m (dy) <u, wy < o,
et

lu — m(i)_lm(u)"ie(x,m)
2 [lu— u(z)2 dm + 2 [ |u(z) — m(1) . m(u)|* dm
<4fx0, (dy) <u, u) < .

D’ou H est un espace fonctionnel dans L2.
Soient 4 le sous-espace des charges nulles et V 1'opérateur
potentiel associé :

NVf,uy = fufdm pour tous feN et ueH.

On a donc:
Vi(y) — Vf(ze) = <Vf, k(y, .)> = [ k(y, 2)f(z)m (dz), fe N.
Ou, plut6t, si on note que er A, ona

24)  Vfy) = [ (kly, 2) — e[k(z, .))f(@)m (da),
ou

o[g] = m(1) [gdm.

Soit j I'injectionde H N 4 dans 4. Elle est en dualité

avec V, l.e
KV, wy = (f, ju).
TutoriME 2.1. — Les applications
j: Hnw - et V: ¥ >Hnw

sont compactes.

En effet, 1l suffit de montrer que I'injection j est compacte,
car d’aprés le théoréme de Schauder, la transposée V =1
sera compacte. Soit {u,} une suite d éléments de la boule
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unité de H N 4. On peut en extraire une suite {¢,} qui
converge faiblement dans H vers ¢ € H N 4. Les fonctions

0u(@0) = — m(1) [ (0, — vu(m)) dm
= — m()* [ <Ky, ), o> dmly)

convergent donc vers ¢(z,) en vertu du théoréme de Lebesgue
et de I’estimation :

[<k(y, ), ol < k(y, yPE<on, 00M® < Ky, y)*.
Donc, pour tout y e X,

aly) = oal@o) + <k(y, .), o>

converge vers ¢(y). D’autre part on a

[va(20)|? < )t f k(y, y
et donc, d’apres

(1
loa(y)|? <

.4), on a

200u(y) — oa(®o)[* + 2| eu(2o)]?
2k(y, y) + 2m(1)™ [ k(y, y)m (dy).
En appliquant encore une fois le théoréme de Lebesgue on sait

que la suite {¢,} converge vers ¢ dans L%*(X, m). Cela
montre que I'injection j est compacte.

CororrAIrE 2.2. — L’application
U: &/ — H%,
définie par Uf(x) fk (z, y)f(y)m (dy), est compacte.

En effet, on a

Uf: Vf_ Vf<w0)1 et <Ufa Uf> == <Vf7 Vf>

D’ou le corollaire.

CororrLaire 2.3. — L’opérateur U considéré comme une
application de & dans L*(X, m) est compact, ainst que

Vapplication,
fr—U(f — <(f))
dans L2(X, m).
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Nous montrons quelques résultats concernant la continuité
de I'opérateur U.

Prorosition 2.4. — St une suite {f,} dans la boule unité de
L>(X, m) converge en mesure m, alors {Uf,} converge dans

mi’application
U: (L*(X, m), (L=, L)) - H,,
est donc continue.
En effet on peut supposer que la suite {f,} converge vers 0
en mesure, 1.e.

lim m(|f,| > ¢) = 0.

n>w®

Nous allons montrer que H = {f,.Uf,; n=1,2, ...} estun
ensemble uniformément intégrable. En effet

LRINUE dm < [, [y el@o, 9l fy)] | ful@)lm (dy)m (da)
< m(1) [, elzo, y)m (dy)

pour tout A mesurable, ce qui montre I’assertion.
D’autre part, de I'inégalité suivante;

UR@ < i) o0 1K@ 9 IA@)Im (dy) + € [ ke, y)im (dy)
< Jurus ey @0 gm (dy) + & [elay, y)m (dy)

il vient que {f,.Uf,} converge vers 0 en mesure.
De sorte que

lim [f,.Uf,| dm = 0.

Enfin on a
Uf,, Uf> = [Uf(a)fi() dm(z) > 0 (n4 ).

Prorosition 2.5. — St une suite {f,} est bornée et converge
en mesure, la suite {Uf,} converge uniformément sur X.

En effet 'inégalité que nous avons utilisée ci-dessus entraine
la proposition.



CHAPITRE 1V

PROBLEME DE NEUMANN
SUR LES ESPACES HARMONIQUES

1. Espace fonctionnel a nullité 1
sur la frontiére de Martin.

D’abord nous rappelons quelques préliminaires de la théorie
axiomatique du potentiel et ensuite nous donnons les résultats
dans notre article précédent [8], mais 4 ’aide d’un point de vue
différent.

a) Soit (X, s#) un espace harmonique de Brelot muni d’un
potentiel strictement positif dans X. Nous supposons que la
constante 1 est harmonique dans X, que les potentiels a
support ponctuel sont proportionnels, et que, pour tout y € X,
il existe un potentiel p,(.) & support {y} tel que

(2, y) = py()

est s.c.1., et continue hors de {z = y}.
Comme hypothése supplémentaire, nous supposons la symé-
trie :
Py(z) = Psly)-

Nous désignons #,(%,, 2;) l'ensemble des fonctions
harmoniques (des fonctions surharmoniques, des potentiels)
dans 'ouvert . Les potentiels dans X se représentent selon

[P, )m (dy)

par une mesure positive. Concernant la représentation des
fonctions harmoniques on connait le résultat suivant:

Il existe une compactification X = X U A de X, unique
4 un homéomorphisme pres, telle que, quel que soit = € X,

y — ky(z) = (py())7* . py()
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admette une extension continue et que les extensions
E— ky(z), z € X,

séparent les points de X. La fonction x> ky(z) est
harmonique dans X pour tout £ e A, et toute fonction
harmonique positive (ou bornée) dans X se représente selon

fuke( ) (d8)

a 'aide d’une mesure p positive (ou bornée) sur A, concen-
trée sur 'ensemble A; des points minimaux de A.
On appelle A frontiére de Martin de ’espace harmonique X.
Soit dl la mesure sur A, & support A;, associéa 1:

1= [ k() UdE).

Ona [(A,) =1 car kyx) = 1.

Un ensemble A de X est dit effilé au point £ €A sl
existe un voisinage o de £ tel que la fonction kg(z) ne soit
pas conservée par le balayage sur A N o;

ke == RAN©ky;  la régularisé s.c.i. de RAN©k,
ou, pour toute fonction f sur un ensemble B,
R®f = 1nf {u; u est surharmonique dans X et u > f sur B}.

La pseudo limite d’une fonction f au point £ € A; est la
limite de f le long du filtre

Fr={A = X; X — A est effilé en £},
elle s’écrit ps. ]in&l f(x).

On pose, pour toute fonction f finie ou non sur A, Hf=inf
{u; ue £%, bornée inférieurement et

lir;a)ianf u(z) > f(&), VEeA}.
Si f est dl-intégrable on a [6];
(1) Hf = [, ke )f(e)L(d2),

et
(1.2) ps. lingl Hf(x) = f(&), dl-presque partout sur A,.
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b) Nous avons introduit [8] le noyau @ de Naim sur X
qui joue un role important dans les problémes au bord, en
théorie axiomatique du potentiel, aussi bien que dans I’étude
du comportement & la frontiére des fonctions surharmoniques.

On a les propriétés suivantes :

(13) () O, y) =2 vayeX,

Py(@0) - Px()

(ll) 9(7)’ §) = @(E, 7])’ VE, n € X.
(iii) Pour chaque £ e X, la fonction 3+ O(y, £) est
s.c.l. sur X.
(iv) O(n, &) = lim inf O(v, y), V&, 7 € X.
Xay>§ _

Lemme 1.1. — Il existe une constante ¢ > 0 telle que l'on aut

O(n, &) > ¢, VE neA.
De plus (7, &) —> O(x, &) ests.c.i. sur X X X.

Démonstration. — Rappelons d’abord la construction du
noyau ©. Soit R¥k;, £ € X, la balayée de k; surle compact
K. R¥k; sécrit

Rk = [\ pl W (d)

a l'aide d’une mesure v§ a support dK. Pour tout = € X,
on définit

O%(n, £) =[5 kalal¥ (da),

dont on peut vérifier qu’il est égal a:

R¥ley(w).

Iim

> p%(x)

O(n, &) est obtenu comme la limite croissante de O%(, &)
lorsque K tend vers X en croissant.

Il suffira de montrer ©%(n, &) > ¢ pour une constante

¢ > 0, donc que OX(y, &) est strictement positif en chaque

point (v, &) e X X X car, comme nous le verrons, la fonction
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(n, &) —> ®X(n, £) est continue sur espace compact X X X.
Montrons que : (1) la famille des fonctions {®%(z, .): 2z e X}

est équicontinue sur X, (i) la famille {®%(., £): £ e X}
Pest aussi et (11) OF est symétrique;

OX(E, n) = OX(n, E), Vi, mne X.

(11) est une conséquence de la définition de OF et du fait
que v — k,(z) est continue uniformément par rapport a

z € dK. En effet, solent e X et ¢ > 0. Ona
sup |ky(2) — ky(2)| < < inf p.(z)
z€dK z€d0K

pour %’ assez voisin de %. Donc

|0%(n, &) — O%(n’, E) < < [, pulwo)¥ (d2)
= e R%(z,) <

€

pour tous £ e X et x' assez voisin de 7. Soit maintenant
ox(dz) la mesure balayée de ¢, sur dK;

R¥s(z) = [, s(y)o% (dy)
pour toute se &%. On a alors

1 A

OX(z, £) = -+ A%k, (z) = p—i(;) [ kel ()

Par()

Le méme argument que celui de (i1) entraine que

10%(a, ) — 0%z, 1| < S [ pue)o¥ (ds)

_ ATp)

=

pour tous ze X et %' assez voisin de 7, d’ou (i). Enfin
d’apres (1) (1) et du fait que R¥p,(x) = R*p,(y), (X, #) est
symétrique!), OF est symétrique.

De sorte que I'on a vérifié la continuité de

(‘Ea 71) = GK(E, 77)~

Montrons ensuite que OXE&, 7) > 0 en chaque point
(£, 7)€ X X X. Soit « une constante (dépendant de &)
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telle que
inf R > o sup p,,.
0K dK

Evidemment « > 0. La fonction s= R%; — «ap, est
harmonique sur l'ouvert X — K, et vérifie les conditions
suivantes :

lim inf s(y) > 0, vz € 3(X — K), s+ ap, > 0.

y>z
D’ 5s 1 .. d .. .. d
apres ie principe au minimum § est posﬂ:lve, onc

1
Pa(®)

R¥ky(z) > « pour tout ze X — K.

Il en résulte OX(n, &) > « > 0 pour tout =9 e X — K.
D’autre part OX(n, £) > 0 pour tout n € K de maniére
évidente. D’ou le lemme.

¢) Introduisons I’espace fonctionnel & nullité 1 sur la fron-
tiere de Martin.
On pose

B={felxa,d: ([, 0, &)

— f(n))* UdE) Udx) < oo}

On définit la forme bilinéaire ¢ , > sur B par

w4) <fogy = [, e Bl

fgcB — f(m))(g(€) — g(n)) L(dE) Udn)
pour [, g€ b.

Cette forme bilinéaire est symétrique et positive.
D’apres le lemme 1.1 on a

(15) <> < ff )2 U(dE) U(dn),

e [(f&) — [ fdi)*ude) < <f, >

L’inégalité ci-dessus n’est autre que I'inégalité fondamentale
(1.1) des Chapitres I et TI. Elle montre aussi que <{f, f> =0

si et seulement si f est une constante.
7
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TutorimMe 1.2. — (B, <, D) est un espace fonctionnel a
nullité 1 dans L12(A, dl), sur lequel toutes les contractions
opérent.

En effet la définition de la forme bilindaire, elle-méme,
montre que toutes les contractions opérent. Il ne reste alors
qu’a montrer que B est complet. Soit {f,} une suite de
Cauchy dans (B, <, »). Il résulte de (1.5) que la suite des

fonctions
& = fn - f fn dl

est une suite de Cauchy dans L2(A, dl). Soit g sa limite
dans L2(A, dl). Evidemment g est d’intégrale nulle. On pose

Gu(E, 1) = () — &(n) = (&) — fu(m)
G(g, m) = g(€) — g().

et

On a alors

5 [ 164 1) — 68, it Ud) Uam) = [(al8) — g2 Ha2)

de sorte que la suite {G,} converge vers G dans L2*(A X A).
Ensuite d’aprés le Lemme de Fatou (on prend au besoin une
sous-suite de G,) on a

[f ©(n, &)G(n, &)2 UdE) Udn)
< liminf [ 0(x, a)Gnoz, n)? UdE) Udn)

n>oo

= lim inf [ 0(n, £)(£,(&) — fu(n))? UdE) Udn)
\Sl:P<fmf> < .

Donc g e B. Le calcul suivant termine la démonstration

lim sup <f, — g, fo — g> = lim sup [ o, %)

[(7a(8) — &(8)) — (fuln) — &())]* UdE) Udm)
= lim sup [ o(n, &)(Gu, )— G(E, m))* U(dE) Udn)
)

hm sup lim inf ff O(n, E)(G.(E, 1) — Gu(&, m))* l(dE) Udn)

n>0 m>»w

h,,.Tw o —fu o — > = 0
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d) Appliquons D’espace fonctionnel B sur la frontiére
de Martin dans ’espace des fonctions harmoniques sur X.
On pose

H°={ue%x-u—Hu—fkg (£) U(dE)
avec

u(€) = ps. hzm u(z) € L2(A, dl)},

et
H= {ueHo: u) = ps.lim u(z) € B}.
o>

Nous définissons une forme bilinéaire qui fait de H un
espace fonctionnel a nullité 1, isomorphe & (B, ¢, >). (L’iso-
morphisme est au sens des espaces hilbertiens, mais, au lieu
de la condition de séparation, on demande la correspondance
bijective des espaces d’annulation.)

Soit u e HO On a la décomposition de la fonction sous-
harmonique u?;

(1.6) u* = H(u?) — p,

ou

p e 2%, f ke( )a(E)? Y(dE),
et
u(€) = ps.lim u(z) € L3(A, dl).

x>
Nous avons montré [8] la formule de Doob-Osborn qui s’énonce

(1.7) % w(l) = <@, Y,

ou u estla mesure positive associée au potentiel p;

p= [ pyu (dy).

Soient u et ¢ deux fonctions de HO. Le produit wuo ¢
s’écrit comme différence de deux fonctions surharmoniques,
soit :

uov=~h-+p — p,

avec he #x et p,e 25 (1 =1, 2). On notera y; (1 =1, 2)
les mesures associées aux p; (1 = 1,2).
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Si (1) est fini, on pose
D{w, ¢) = - (ta(1) — m(1)).

D’apres (1.7) on a D(u, u) = <u, u), donc D(u, ¢) est finie
pour tous u, v € H, donc c¢’est une forme bilinéaire symétrique
sur H X H. En tenant compte du fait que D(u, u) =0
équivaut & u? € #y, on peut vérifier que cette forme bili-
néaire est a nullité 1.
On a
H = {u e H°; D(u, u) < «}.

Il s’ensuit que (H, D(, )) et (B, <, >) sont isométriques
et isomorphes, ou 'isomorphisme est donné par:

H B
voow
u — f = ps.lim u,

Pour voir que (H, D(, )) est un espace fonctionnel il faut
vérifier 'inégalité (1.1) du Chapitre I. En effet nous montrerons
en section 2 l'inégalité suivante plus forte que (1.1) du Cha-
pitre I: & chaque compact K de X on peut associer une
constante M(K) telle que

(18)  suplula) — ula)| < M(K) D, u)
pour tout u e H.

En laissant la vérification de cette inégalité importante et
intéressante nous terminerons ce paragraphe par la remarque
suivante :

H est muni d’une structure réticulée définie par

uyo = [ k(.) max (@(%), 5(8)) UdE).

H muni de cet ordre et B sont isomorphes comme espaces
vectoriels réticulés, donc la contraction module (par rapport
a cet ordre) opére dans H.

e) Dans ce paragraphe nous expliquons le concept de dérivée
normale d’une fonction harmonique en un point frontiére.
Ce concept n’est pas nécessaire pour établir les divers résultats
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qu suivent, 1.e. la forme bilinéaire ci-dessus suffit pour la
théorie générale. Mais si I'on écrit certaines formules a I'aide
de la dérivée normale, on trouve les mémes formules que celles
de I'analyse classique et on comprend facilement ce qu’une
telle formule signifie.
On pose
2 = {ue He:

il existe une constante a = a(u) > 0 telle que 'on ait

@ g < a(fgad)”
pour tout ge B}, ou u(k) = ps.liEm u(z) € L3(A, dl).

Pour un ue 2, le théoréme de Hahn-Banach montre
Pexistence d’'une ¢ € LA, dl) telle que

D(u, HY) = <@, §> = [ 94 di
pour tout ¢ € B.

DEriniTiONS. — La dérivée normale :%: de ue 2 estla
classe des fonctions ¢ € L2(A, dl) vérifiant la condition
(1.9) D(u, HY) = [, ¢ dl

pour tout ¢ € B.

Une fonction ¢ € L3(A, dl) est dite négligeable st fA pgdl =10
pour tout g < B.

Pour les données ue 2 et ¢ €B nous emploierons la

notation abusive
ou
— ¢ dl
f on v

pour indiquer 'intégrale fcpq; dl, ou ¢ € :’—Z En effet cette

intégrale ne dépend pas du choix de ¢ € g%

Nous emploierons aussi la convention

0 0 , qe
ﬁz =f ou « S;% — [ est négligeable »
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pour indiquer que ¢ — f est négligeable pour un (donc pour
S ou
tout) ¢ € .

Dans un cas un peu restreint on peut donner une expression
qui justifie la terminologie. Supposons un moment qu’une
fonction négligeable soit nulle presque partout sur A.

D’apres (1.4) et (1.9) on a I’égalité :

IRAEERCE?
— 5 [[etn. B)tate) — wn)e(2) — bim) Ude) Udn
= [(J ot exate) — wm) ttam)) o(e) ),

pour tous ue 2 et ¢ €B.
De sorte que notre hypothése provisoire entraine

ou — —
(1.10) 5 (&) = f®(m €)(w(&) — w(n)) Udn)
pour presque tout & e A. Cette fonction U o5t aussi dans
L2(A, dl). on
D’autre part nous avons montré [8] que, pour toute s € &5%;

s = Jeua kv (dn),

on a

s.lim L= | O, n)v(dy),
pe tim 20— [o(z, ap (an)
pour presque tout § € A,.

C’est une extension d’un théoréme de Naim ]12].

Soit maintenant ue 2 et u > 0. D’aprés le théoréme
ci-dessus (1.10) s’écrit :

du . u(z) — u(k)

on ) = TP T )

’

ce qui donne effectivement l'interprétation de la dérivée
normale au point frontiére.
Désormais on n’aura pas besoin de cette interprétation.
Les fonctions négligeables nous la donneront exactement.
Voici le probléme de Neumann non-homogeéne.
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Tutorime 1.3. — Soit ¢ € L3(A, dl). Pour qu’il existe une
. . du . , .
fonction harmonique u e 2 telle que T il est nécessaire
n

et suffisant que f o dl=0.
En effet, pour tout ue 2, on a

fﬁi‘dzz D(u, 1) = 0,
on

ce qui montre la nécessité.
Soit inversement ¢ € L2(A, dl) telle que f o dl = 0.

On a alors d’apres (1.5)

Jaeva=[fye(v— fyva)a]

< G (fA o2 dl) * (4, yn,

pour tout ¢ eB. De sorte quil existe feB tel que
fy 0> = f oY dl pour tout ¢ € B. Il en résulte que Hf e 2

et <Sb?l Hf) — ¢ est négligeable.

ProrosiTioNn 1.4. — 9, = {f e B; Hf € 2} estdense dans B.

En effet soit ge B, orthogonal & 92,. Etant donnée une
¢ € L?(A, dl), d’intégrale nulle, d’aprés le théoréeme ci-dessus,

. . [s) . —
il existe un ue 2 tel que gl—‘ = ¢. Soit uwe P, avec
n

u = Hu. On a
fcpgdl=<ﬁ, g = 0.

@ étant une fonction arbitraire d’intégrale nulle, g est une
constante.

Soit fe 2,. On dit qu'une fonction I'(f, f)(£) sur A est

s <, . O . .
le carré du champ de f associé a - H, sion al’expression
n

ﬁ(sbz Hf) fai= [ T, 1)(E) Udz).

D’apres la discussion que l'on a faite, et d’apres (1.10),
on a la propriété suivante.
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Prorosition 1.5. — Soit fe 2,. La fonction

D) = 5 [ 00 a)(f() — fn) dn

est le carré du champ.

St, de plus, %€ 2, et si toute fonction négligeable est nulle
presque partout, on a

O f) = 5 = Hf — f > Hf.

f) La dérivée normale du potentiel au point frontiére est
plus facile a définir.

Soit p un potentiel qui se représente selon

p= [ p,dy)

On a montré [8] I'existence de la limite suivante :

— ps.lim £ ki(y
pw->E p-To f E
en presque tout point & € A;, que 'on désignera par g’—)(i),

si v est une mesure (non nécessairement positive) a support
compact dans X, la limite

~lim s f piay (dy) = — [ Ky (dy)

i - . . 0
définit une fonction continue sur A; 53 e G(A).
n

Prorosition 1.6. — Sotent p la différence de deux potentiels,
w la mesure associée & p:

p= [ pyu(dy),

et h une fonction harmonique dans X. St gﬁ estdans L>(A, 1)
. n
et st

h(E) = ps.lim h(z) € L}(A, 1),

z>§

fh@+]?%ﬁﬂ=&

alors



THEORIE DES ESPACES FONCTIONNELS A NULLITE 1 89

2. Noyau-fonction du probléme de Neumann.

Considérons I’espace fonctionnel (B, ¢ , ») sur la frontiére
de Martin A introduit en section 1. C’est un espace fonctionnel
dans L2(A, dl) donc nous pouvons appliquer les résultats
des Chapitres 1 et 2.

Soit K 'opérateur potentiel associé a (B, < , >):

(2) <(Ke,f>= [f.¢  pourtout feB,

ol ¢ estdans 4y = {@ e L2(A, dI); fcp dl = 0.
Il en résulte
HKe = [ Keo(&)k(.) UdE) € 2,
et
0

b—nHch = o.

K satisfait au principe semi-complet du maximum.

De (2.1) et (1.5) on tire :
(2.2)  [Kel < c?o] pour tout @ € A A,

Nous cherchons le noyau-fonction qui donnera une repré-
sentation intégrale des solutions du probléme de Neumann
non-homogeéne (théoréeme 1.3).

On pose

o(8) = ke(z) — 1.

£ +—— ¢,(E) est une fonction continue sur A et d’inté-
grale nulle. Soit
b,(€) = (Keo,)().
est dans B N 47,. De la définition on a
(b, > = f (ke(z) — 1)f () U(dE) = Hf(z) — Hf (),

pour tout fe B.
S1 on désigne

b.(y) = (Hb,)(y) = [} kely)b.() (dE),

b

x

on a alors
y+— b,(y) € H,
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et
(2.3) h(xz) — h(z,) = D(b,, h)

pour toute fonction harmonique & de H. En particulier on a
(2.4) D(b., b)) = by(z) = b.(y).

car by(wo) = [ b,(E) UdE) = 0.

Cela signifie que b,(z) est un noyau reproduisant associé &
(H, D( , )) et normalisé en x,.

TutorimMe 2.1. — (H, D( , )) est un espace fonctionnel a
nullité 1 du type noyau. De plus, pour tout compact K et tout
ueH ona:

(25)  sup |uly) — u(ao)| < c#Mx.D(u, up?,
K

ow My est la constante de Harnack, i.e. la constante Mg > 1

telle que
sup b < Mgh(x,)
K

pour toute h e #x.

En effet, d’apres le paragraphe d) de la section 1, 1l ne nous
faut montrer que I'inégalité (2.5). D’abord on a:

sup kely) < Mx
et
sup o] = sup ( [ (kufy) — 1) U(de) "
< sup ([ ke(y)? Udz) — 1) < (Mg)e,

Yek
Donc on a

b, = | [ Fely)by(2) UdE)
< M. [ [5,(8) UdZ) < MxlKe,| < Mg.clo,] < c*Mg

ol on a utilisé P'estimation (2.2).
Il en résulte que

sup [u(y) — u(ay) < sup by(y}® . Dlu, W}
YekK Yek 1 1/
< My <—) D(u, ups.

c
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Prorosition 2.2. — (z, y) — b,(x) est continue et, pour
tout compact K, ona:

sup |by(x)] < Mk.c.
z,YEK

En effet une autre forme du principe de Harnack affirme
que la famille

{he #%; hly) =1}
est équi-continue en y. Donc, pour tout ¢ > 0, on a

lkr(y) — ke(z)] < eke(y)

lorsque z est dans un voisinage (indépendant de £) de Y.
Soit K un compact assez grand qui contienne les points
z et y. On a, griace a la symétrique de b,(y),

[by(2) — ba(y)

[ 1ily) — el 1051 UdE) + [ Vi) — kefu)] [0, 1)
EU ke(y)l b.(E) U(dE) + fks(xﬂ b.(8)] UdE)) "
< 2eMg flel]};)flbz(a)l l(dE) < 2eMic,

NN

ou on a utilisé le calcul de la démonstration du théoréme
ci-dessus. Donc (z, y) — by(x) est continue uniformément
sur tout compact.

Enfin on a, pour tous z, y € K,

b,(x) = D(b,, b,) < (by(y).b,(x)® < M.

Nous allons envisager l'opérateur potentiel de ’espace
fonctionnel a nullité 1 du type noyau (H, D( , )).

Soit v une mesure dans X a support compact. D’aprés
la Proposition 2.2 ci-dessus et la Proposition 1.4 du Chapitre IT1
il existe un élément unique de H tel que

DU, u) = [ (u— ula)) dv

pour tout u e H, et que UY(x) = 0.
Voici la représentation intrinséque de U.

Tutorikme 2.3. — Soient v une mesure a support compact

dans X et
p= f py (dy).
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On a les formules :

(2.6) D(HKG-Z— f %};dl), u>

- f(u(xo) —wdv, VueH
et

2.7 — HK<;’—§ _ f°P dl> fb

Démonstration. — D’apres le f) de la section précédente

L e, op . .
la dérivée normale o est une fonction continue sur A et
n

f(u(xo)—u)dvzfzp (u—fudl)dl
_f< fbpdl> wdl, VueH.

o=3L— [Ldicws

Soit

on on

On a alors, pour tout u € H,
D(HKe, u) = (K¢, > = [ 9. dl.

Donc on a montré (2.6). De la formule (1.6) du Chapitre IIT
on déduit (2.7).

CoroLLAIRE 2.4 (appelé condition limitée du probléme de

Neumann). — St v est une mesure d support compact dans X
etsi v(1) =0 ona
op —
(2.8) D<HK87L, u>+f wdv =0

pour tout u € H.

En effet, d’aprés la Proposition 1.5,

f92d1= — (1) =0.
on
Donc (2.8) suit (2.6).
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Nous allons poursuivre I’étude du noyau du probléme de
Neumann.

On pose
ny(z) = py(z) + by(2).
n,(z) est une fonction symétrique de (z, y) telle que
(1) (z, y) — n,(x) est s.c.i. et continue hors z =y,
(

1) pour tout y, n,(.) est surharmonique dans X et
harmonique dans — {y},

(111) <a—aﬁ ny> + 1 est une fonction négligeable sur A.

Comme application on peut étudier le probléme classique
concernant I’existence d’une fonction f dont on impose Af

o
et la constante —f.
on

ProrosiTion 2.5. — Soit v une mesure & support compact
dans X. La fonction surharmonique

[ ) (dy)

a sa dérivée normale égale & — v(1).

En effet,

L0 = g ([ rov ) &) = — [ ktyptay

est une fonction continue sur A, et la fonction

[y @y = — HK <§§; + v<1>)

est dans 2, d’apres le théoréme 2.3. De sorte que I’on a:

%(fmmw@0+wnzm

1.e. une fonction négligeable.
Définissons I'opérateur potentiel du probléme de Neumann.
Pour toute mesure v a support compact telle que v(1) =0,

on pose
N = [ n(.)v (dy).



94 TOSIAKI KORI
Du Corollaire 2.4 on a
(2.9) N' = G — HK 2 @&,
on
ol on a posé:

Gt = [ pu (dy)

pour toute mesure ., s’il est bien défini.

On dit que N:vi+—— NY, est l'opérateur de Neumann et G
est appelé opérateur de Green.

On a l'estimation suivante :

sup [N] < sup (Gv) + Mge]v|(1),

ou K = suppyv.



CHAPITRE V

PRINCIPE DU MINIMUM DU TYPE NEUMANN

Nous montrons le principe du minimum du type suivant:
s1 une fonction surharmonique hors d’un compact a sa valeur

positive sur la frontiére et si sa dérivée normale est positive
sur la frontiére de Martin, elle est positive.

1. Espace de Dirichlet localisé des fonctions harmoniques.

Nous allons expliquer ’espace de Dirichlet des fonctions
harmoniques dans un domaine ®, complémentaire d’un
compact de X. Tel espace a été introduit dans [8] pour
résoudre le probléeme de Dirichlet extérieur dans «, dont la
condition a l'infim est celle de Neumann. Ici nous ’adaptons
pour montrer le principe du minimum ci-dessus. La propriété
que la contraction module (d’ordre spécifique) opére dans un
tel espace est la clef de volte.

On pose, pour toute fonction f finie ou non sur do,
H®g = inf {s:
s est surharmonique dans o et

Iminfs > ¢ surdo,
liminfs > 0 au point a l'infini}.

On dit qu’une fonction harmonique f dans un domaine o,
complémentaire d’un compact, est réguliére si I'on a

f=H*¥f|2K] dans X —K,

pour un compact K extérieurement régulier tel que

X—Kc o
f est une fonction harmonique réguliére dans o, pour



96 TOSIAKI KORI

tout ouvert o', o < w, on peut trouver une mesure v sur
dw’ telle que

=G = f py (dy)  dans o'

On sait [7, 13] que toute fonction harmonique f dans un
ouvert o complémentaire d’un compact s’écrit uniquement

f=h+g dans ®

ou he #x et ge #,, réguliére. Si f est continue dans ,
ona

(1.4) f— H*f=h— H°h, g= H"({f— h).

On l'appelle décomposition de Cousin.
Soient fe #, N Clw) et he #x telles que

f— H*f = h — Heh.
H*h se représente, hors d’'un compact K, selon
Heh = GY

ou v est une mesure sur dK. On sait que, pour toute u e #x
P'intégrale
I=1(u, Hh) = [ udy

ne dépend pas du compact K, ni de la mesure v. Si h et u
sont, en particulier, données par

h=HE= [ I()h(E) UdE), u=Hag,
on peut représenter I par le noyau OX*-“(&, 7);
0%(&, n) = [ ke(y3~ (dy),
ou v,~* est la mesure telle que
R=vky = [ pyi= (dy).
En effet on a

Hoh = R~k = [, R""k,()h(n) U(dn)
— f p, m(dy) dans o,
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ou m est donnée par
m(.) = [, vi=(.)h(n) dn).

De sorte que I’'on a

(12) I= f w dm = f (ﬁ ke(y) m(dy)) u(g) U(dE)
— [ O%0(E, ma(e)h(n) UdE) Udn).

L’espace de Dirichlet localisé & o sera donné comme un
sous-espace des fonctions harmoniques dans o qui sont

continues dans « et s’annulent sur dw. D’aprés (1.1) telle
fonction harmonique s’écrit

f=(—H®h, he #x.
On pose
Hv.u = {fE H s

continue dans o et f= (I — H®)h pour he H}.
Soient

heH et fi=(1—H"heH, (i=12).
On pose
(1.3) Du(fis fe) = D(hy, he) + 1(hy, Ho,).

Comme on I'a fait pour D(., .), on cherche des propriétés
de la forme D,(., .) par une forme équivalente définie dans
Iespace B sur la frontiére A.

On pose, pour tous ¢, ¢ € B,

(14) <<P7 "I’>m - <(P’ "l)>
T [, 01 Me(E)b() 1) Udn),

AxA
(voir b), ¢) de IV-1).
D’apres (1.2) ~ (1.4), on a

(1.5) Du(fis fo) = <ha, R
ou
fi=(I—H)h et b= [k h(E) (dE) € H,
(donc k; € B), i =1,2.
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Lemme 1.1. — La forme quadratique <u, u),, u € B, définit
une norme dans B équivalente 4 {u, ud> + |ulfx,)

Démonstration. — O*-“(£, n) étant une fonction continue
et strictement positive sur A X A, on a

m= nelax 0X-v(, ) < ©
o
et

Pour tout ue B, ona
Cuy upy = <Cuy > + [ fm O(8, 7)u(E)u(n) (dE) d)
ff Ox-u(t, 1 [ (u(E) — u(n))2+u(€)u(n)] I(dE) Ud)
AX<A
2 OF-v(E, n)(w(€)? 4 u(n)?) UdE) U(dn),

AxA

car O(E, 7) > 0% «(§, ). La dermeére intégrale est plus
grande que

lf AxA ©¥=(E, m)u(8)u(n) UdE) l(dv,)l,

et que

U u|? .
, . I ” LA)
De sorte que I’on ait

2{u, up, = <u, uy
et
3<u’ u>m <u’ u> + l”u"L(A)

D’autre part 1l est facile & voir que
<u, u>w < <u7 u> + m” u”%’(A)’
Tutorime 1.2. — (H,, D,(., .)) et (B, <., .>,) sont des

espaces hilbertiens qui sont tsométriques et isomorphes.

Démonstration. — D’aprés (1.5) il nous suffit de montrer que
(B, <, >») est complet. Soit {f,} une suite de Cauchy dans
B, <, o). D’aprés le lemme ci-dessus les fonctions f,
convergent vers une limite g dans L2(A, dl) et convergent
aussi vers une limite u dans (B, ( , »). L’inégalité (1.5)
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du Chapitre IV montre que la suite des fonctions f, — f f.dl
converge vers u ——fudl dans L2(A, dl). Donc on a

g=u+f(g—u)dl.

Il en résulte que g estlalimite de f, & la fois dans L2(A, di)
et dans (B, ( , »). D’apres le lemme ci-dessus la suite {f,}
converge vers g dans (B, {, >,). v

Voici 'inégalité fondamentale associée & ’espace fonctionnel

(séparé) (H,, Dy( , ).

LemumEe 1.3. — Soit K un compact de ». On a

sup |u| < .const.D,(u, u)?, Vue H,.
K

En effet, d’apres le théoréme 2.1 du chapitre IV, on a

sup |u| = sup |h — H®h| < 2 sup [K]
K K Kudw
< 2 sup |k — h(z)| + |2h(z)|

Kuodw

const. <h, h)12 4+ 2f|ﬁ| dl

<
< const. (<h, k), )2 = const. D, (u, u}?,

La structure réticulée dans H, est définie comme suit:
u > 0 siet seulement si u= (I — H®)Hf avec un feB,

positif sur A. _
Soient uw e H,; u = (I — H*)Hf, feB.
On a, d’apres (1.5),

Dy(lul, [ul) = <Ifl, If>e < <f, fo = Da(u, u),

donc la contraction module opére dans H,,.
Nous appelons (H,, D,( , )) espace de Dirichlet sur o.

2. Principe du minimum.

Soit f une fonction harmonique dans un domaine o
complémentaire d’un compact. La décomposition de Cousin
de f est donnée par

f=h+g
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ou he #x et ge #,, régulitre dans . g s’écrit hors d’'un
compact K selon

g=G"

par une mesure v sur dK. Pour toute u € #x on considére
I'intégrale

I(u, g) =fudv.
I(u, g) ne dépend pas du choix des K et v [7,13].

En particulier la fonction sur A

B o(8) = — [ ki(y) dv(y)

est déterminée par g. La mesure v étant a support compact ¢
est continue. Dans f) de la section IV-1 on I’appelle dérivée

normale de
G = [ py (dy).

Puisque ¢ ne dépend que de g nous appelons ¢ dérivée
normale de g;

fk v (dy) € C(A).

Rappelons d’autre part que, dans le cas ot h € 2, la dérivée
normale de % est bien définie;

(2.1) f :—h wdl—D(h,u)  pourtoute  we H.
A

n

Dans ce cas nous définissons la dérivée normale de f par

of _dh , dg _ s
bn—bn+bnc LA, di).

<Not0ns que 3h est définie comme une classe dans L2(A, dl)

ainsi b—f>
on

On pose

2, ={fecH#,; f[=h+ g avec he 2 et ge #,, réguliére}.
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On dit que —f fe 2,, estnon-négative sur A si

of
(2.2) fA SL.gdl>0
pour toute ¢ € B, > 0.
TratorimMe 2.1 (Principe du minimum). — Soient « un

ouvert complémentaire d’'un compact et fe 2,. Si

lim inf f(z) > 0 pour tout Yy Edaw,
>

of

et st 5 o5t non-négative sur A, alors f est non-négative
n

dans o.

La démonstration s’effectuera a I’aide de I’espace de Dirichlet
H, sur o.

Lemme 2.2. — Soit fe 2, N H,. Ona

[3L-ea=u, (1 - H9 e

pour toute ¢ € B.
Eneffet fe 2, n H, s’écrit
f=(1—H“h, he 2.
D’apres (1.3) et (2.1) on a
D,(f, (I — H*)He) = D(h, Hy) + 1(Ho, H"h)
- f LT f Holy

oll v est une mesure représentant H®h selon

H*h = G* hors d’un compact.

La proposition 1.6 du chagitre IV et la définition de — H“’h
entrainent que

[Holyy (dy) = — [ 3 Hh(z)o(2) (de).
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Donc on a

Du(f, (1 — H)He) = [ L g ar

Démonstration du théoréme 2.1.

D’abord nous le montrons lorsque fe 2, est continue
sur @. On pose u=f— H°f. Comme fe @, f sécrit
f=h+ H(f—h) avec he 2. Donc u=h — H*he H,.
Puisque f > 0 sur dw» par hypothése, on obtient une mesure
positive v quil représente H‘”f selon G'. Donc

2 of=— fk <0 ot WA _ 2 fur
on on dn

est non-négative (au sens qu’on a expliqué avant le théoréme).
De sorte que ’on a, d’apreés le Lemme 2.2,

[} 7 = —
0 < an—n-(h)_ dl = D (u, (1 — H*)H)(R).)
= D,(u, u_) < 0,

car, si Uon écrit u= (I — H")h = (I — H*)Hh on a par
définition u_ = (I — H*)H)(k_) et la contraction module
opére dans H,. Il en résulte D,(u_, u_) =0 et u_=0.
Ce qui montre (h)_. =0, donc h est non-négative. Mais,
pour une fonction surharmonique s > 0, on montre facile-
ment que (I —H®)s>0. Dou u=(I—H“h>0 et
f=0.

Dans le cas général, d’aprés I’hypothése, quel que soit
e > 0, 1l existe un voisinage 8 de dw tel que f+ ¢ >0
dans 3 N w. Soit ©’ un sous-domaine de o tel que

©—3 <o <o < o.
Puisque
M:i?() sur A

on on ’

en appliquant le cas spécial ci-dessus a la fonction f+ ¢
restreinte & o', on voit que f+ ¢ > 0 sur o', doncsur o.
e > 0 étant arbitraire, 1l vient f > 0 sur o, c.q.f.d.
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TutoriMe 2.3 (Principe du Minimum). — Soit s une
fonction surharmonique dans un ouvert o telle que s =f—+ p
avec fe 9, et p potentiel dans o. Si

liminfs > 0 sur dw,
et

ds _df , dp

—=L4+-L>0

on bn+bn ’
ona s = 0.

En effet la dérivée du potentiel

op .
L= — [k)u
est toujours non-positive, donc ’hypothése implique of >0
) on
sur A. D’autre part on a
liminf p =0 sur dw,
car p est un potentiel sur », donc on a
liminff > 0 sur dw.

Le théoréme découle alors du précédent.



CHAPITRE VI

RESOLVANTE DU NEUMANN

1. Construction de la résolvante du Neumann.

Nous allons construire une résolvante markovienne qui
donne la solution du probléeme de Neumann. Celle-ci est
classifiquement la solution de

(A —Au=f
ou _ .
on

D’abord nous montrons le principe semi-complet du maxi-
mum de ’opérateur N.

TutoriMe 1.1. — Soitt v une mesure d& support compact
telle que v(1) =0 et que G est continue. St la relation
N<e

est yrate sur le supportde v, elle est ausst vraie partout dans X.

En effet, soient
p. =G = [p,(. . (dy),

et h= HK;—G". L’hypothése s’écrit, d’apres le (2.9) du
n
Chapitre 1V,
c+p_-—+h > p, sur SUpp. p+ = supp. v,.

Or ¢+ p_+ h est surharmonique dans X et p, est
harmonique hors de supp.v,, donc ¢— N =c—p-+h
est surharmonique hors de supp.v,. Elle est continue dans X
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d’apres I’hypothése. On a alors

liminf (¢ — N¥) > 0 pour tout T €dow,
w3y>T

ou o = X — supp v4. D’autre part, d’aprés la Proposition 2.5
du Chapitre IV,

2 e—N)=—2N=yv(1)=0 sur A

on on

Le principe du minimum précédent montre que
c— N> 0.

Etant donnée une mesure m dans X, on écrit, s’ils sont
bien définis
Nf = Nm = [ ny(L)f(y) m(dy),

et
Uf = Um = [ b,(.)f(y) m(dy),

pour toute charge nulle f.
On pose aussi

Gg = G*" = [ p,(.)gly) m(dy),

pour toute fonction g s’il est bien défini.

S1 m est une mesure de Radon sur X telle que Gg soit
continue pour toute g borélienne bornée, les applications
linéaires N, U et G définissent des noyaux propres fortement
felleriens, que nous désignerons par les mémes symboles.
Le théoréme ci-dessus et le méme raisonnement que dans

[11, Chapitre X] montrent la

Prorosition 1.2. — Le noyau N satisfait au principe
semi-complet du mawzimum; pour toute fonction mesurable f
telle que m(f) (soit définie et) soit nulle, et pour tout réel c,
la relation :

¢ > Nf sur {f > 0}
entraine :
¢

v

Nf sur X.



106 TOSIAKI KORI

Notre but est le théoréme suivant :

TrtorimE 1.3. — Il existe une résolvante fortement fellerienne
(N,)p>o des noyaux markoviens et une mesure bornée m inva-
riante par rapport & (N,) telles que l'on ait:

(1) Nf = Nf + pN,Nf = N,f + pNN,f
pour tout fe ¥/ = {fe L*}(X, m): (f,1) = 0},

(1) toute fonction (N,)-excessive est une constante.

La résolvante (N,) est appelée résolvante du probléme de
Neumann.

Avant de commencer la construction de la résolvante du
probléme de Neumann il nous faut préciser les arbitraires qui
se présentent.

Soit Q = (p,).»1 une suite des potentiels continus &
support compact telle que toute fonction continue a support
compact puisse s’approcher par les fonctions de Q — Q
uniformément, et soit m, la mesure correspondante :

pe= [ py(-)m (dy).
On désigne par M, (> 1) la constante de Harnack:

sup {u(z); x € supp. m,} < Mu(z,)

pour tout u € #x.

Soit  {¢,},»1 une partition de I'unité en fonctions boré-
liennes subordonnée a la famille des compacts {supp. m,}.
On choisit les nombres a,, k > 1, de telle maniére que I'on ait :

(1.1) (1) X a,sup p, < o
(i) 3 M, [ ¢, dm, < o.

k
Il en résulte que:

(111) la mesure dm = X a,y, dm, est bornée, et a support
X tout entier,

(1v) le potentiel p, =fp, m(dy) est borné continu,

(v) la dérivée normale de p, a la frontiére est bien défine
dans L2(A, dl), car

sup fkg(y) m(dy) < % a,,Mkf b, dm, < oo,
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(vi) (H, D(, )) est un espace fonctionnel & nullité 1 dans
L?(X, m), et du type noyau, car on a

J1b,) dmfy) < 3 aMi [ 4dm < o

d’aprés I'estimation de b,(y) donnée dans la démonstration
duthéoréme IV 2.1, donc I’argument en section 2 du chapitre 111
montre que H est du type L2

On sait [9, 10] qu’il existe une résolvante, appelée résolvante
minimale, (G,),», telle que:

(1.2) (i) Gol = po = [ p, m(dy),
(i) G, appllque les fonctions boréliennes bornées dans les

fonctions continues bornees et

lim pG,f = f uniformément sur X

1p>0

pour toute fonction [ dans ’adhérence (par rapport a la
convergence uniforme) de I’ensemble des fonctions

{he CyX); h = H**h hors d’un compact K = K,},

en particulier, pour toute fe C(X),

(i11) ’ensemble des fonctions (Gp)-excessives sont les fonc-
tions surharmoniques non-négatives dans X.

Evidemment (G,),,, donne une (L?)-résolvante symétrique
et sous-markovienne au sens strict.

LemMme 1.4.
(1) L’opérateur U;

f—Uf = [ b,(.)f(y) m(dy)

de & dans 12(X, m) (resp. dans H et dans H#x) est
compact.

(1) St (I 4+ pN)f est une constante pour un fe N, [ est
alors nulle.

En effet (1) est déja montré, (le Corollaire 2.3 en section 2
du Chapitre III). (i1) est une propriété générale des opérateurs
vérifiant le principe semi-complet du maximum et sera aisée
a démontrer.
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La résolvante (N,), .

a) On considére l'opérateur 1+ pG pour un p > 0.
Comme (G,),., est sous-markovienne au sens strict (I + pG)
est une bijection dans L*(X, m) avec son inverse (I — pG,).
Montrons que l'opérateur (I + pG) restreint & A& est
d’indice — 1. En effet, le noyau est évidemment nul. Soit g
un élément de L2(X, m) orthogonal a I'image (I 4+ pG)A# .
(I + pG) étant symétrique, (I 4+ pG)g est orthogonal & A7,
donc une constante. g est alors un multiple de (1 — pG,1).
Ce qui montre que I'image (I 4 pG)A~ est de codimension 1,
et 'indice est — 1.

Comme pU est un opérateur compact, d’apres le théoréme
de 'indice I'opérateur

I+ pN: ¥ - LX, m)

est aussi d’indice — 1. Le noyau de I 4 pN étant, d’apres
le lemme ci-dessus, nul, 'image (I + pN)A4 est de codi-
mension 1. De sorte qu’il existe un [ de L3(X, m) ortho-
gonal a 'image (I 4+ pN)#". On le normalise par ([, 1) = 1.
C’est possible, car 1¢ (I + pN)# d’aprés le lemme. Un
élément g de L*X, m) s’écrit g= (I 4+ pN)f pour un
certain fe N si et seulement si ([, g) =0. (I dépend
de p).

On pose maintenant, pour p > 0,
1
13)  Nglo)=Nflo)+ (L&) s X,

pour tout g e L3(X, m), ou
I+pN)f=g— (1 8-
D’ou il vient :
(1.3) g—f=pNg,

que ’on utilisera souvent.
Les propriétés suivantes sont des conséquences immeédiates

de (1.3'):
(1.4) (1) N, applique A4 dans 4.
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(11) fgdm =pr,,g dm.

(1) Nf = N,f 4 pN,Nf pour tout fe 4.

(iv) Nf= pr + pNN,f pour tout fe 4,
carona Nh = N, fe st s1 f= (14 pN)h avec f,h dans 4.
Done pNN,f = pNNh = Nf — Nk = Nf — N,f.

On a aussi, par définition,
pN,1 = 1.

Il en résulte que g — pN,ge & pour toute ge L3(X, m).
Par la méme méthode que celle de la section 3 du Chapitre II
ona

0 <pNg<1 s1 0<gx1

(la propriété est vraie ponctuellement).
Montrons I’équation résolvante. Soient

—(, ) =+ oNf
avec fe 4, donc N,g= Nf+ —;— (1, 8.
On a
1
Nyg = Ny(I + ¢N)f + > (L, 8
1
= Nf"’ (q - P)Npr+ ? ([’ g)’
donc

N,g — ng—(q—p)NNf+qpq (1, 8)

— (¢ — p)N <Nf+ (, >>
= (¢ — p)N,N,g.

Nous avons montré que (N,),., est une (L?)-résolvante
markovienne dont la mesure invariante est la mesure m.

b) Montrons que N, est un noyau fortement fellerien.
On remarque que, d’aprés le théoréme des isomorphismes de
Banach, I’application (I 4 pN) de 4 dans le complément
orthogonal de RI[ est un isomorphisme, i.e. ’application
inverse est continue.
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Soit {g,} une suite décroissante de fonctions positives
bornées, qui converge vers 0 en chaque point. La suite {g,}
converge aussi vers 0 dans L3(X, m). Ainsi que

{g& — (1, g)3-

De sorte, que, st les éléments f, de A4 sont tels que

(I + pN)fn = & — (L gn)a

les f, convergent vers 0 dans 4, d’aprés la remarque
ci-dessus. Donc la suite

Uf(@) = [ b(@)ffy) m(dy), n=1,2, ...,

converge vers 0 pour tout z e X.
D’autre part, en prenant une sous-suite f,, qui converge
presque partout vers 0, on voit que les

Gf.(2) = [ py(@)fuly) m(dy)
convergent vers 0, et la suite

N&M=NM@+%@N)

converge vers (. Mais, la suite {N,g,(z)}, étant décroissante,
converge vers 0. Il en résulte que N, est un noyau. D’apres
(1.3) ce noyau est fortement fellerien.

On va montrer la propriété (i1). Soit g une fonction (N,)-
excessive;

p

lim } pN,g(z) = la).
D’apres le Corollaire 3.1 du Chapitre II on a
lim pN,g = ¢(g) dans L¥(X, m),

PYO

donc g est égale a la constante c¢(g) presque partout. Il en
résulte

g(z) = lim} pN g(z) = ¢(g) Lim pN,1(z) = c(g)

pP>0

pour tout =x.
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2. Décomposition de la résolvante (N,).

Nous allons présenter la décomposition de la résolvante
(Np):
N, =G, + (I — pG,)UyI — pG,),

ou U, est un opérateur dans L3(X, m) dont I'image est
dans H et tel que [pU,| est borné.
On pose, pour toute fe L3(X, m),

Rp(f’f)zp(f—pGp,f)’ P>0,

qui est une forme bilinéaire bornée, symétrique et positive.

On a la relation
(V.f, 8 = (f, 8),

ou

1
fo:? (I + pG)f.
On pose aussi

A f= p(I — pG,)f.
V,A,=AV, =1L

Cela implique
La forme bilinéaire R ( ) n’est pas en général coercive,

mais on a l'estimation suivante :

Lemume 2.1. — Il existe une constante 8 > 0 telle que
D(u, u) + R,(u, u) > & fA £)2 di(E
pour tout ue H, et tout t > 0.

Démonstration. — Rappelons la définition de la forme
bilinéaire D(u, u);

D(u, u) =3 u(1)

ou p est la mesure qui donne le potentiel
p= f Py (dy)

u?* = H(u?) — p. (Chapitre IV, 1 — d)).

tel que
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D’autre part on a

(u, w) 2qu—uw) z) m(dx)

+ 5 [w@1 — GA)(w) m(de)
> — 5 [Pl — 1Gl)(@) m(da)
+ 5 [H@) @)1 — 1Gd)(w) m(da)
= — 5 [ G — 1G)y) wldy) + 5 (H), 1 — (G)
— — 5 [16AY) uldy) + - (H@), 1 — 1GA).
Donc on a
D(u, u) + R, (u,iu) t )
> 5 [[(L— 1GA)y) uldy) + 5 (H@), 1 — (G)
>§%Hm%1—ﬂM)/§4HmL1~Gm

Ce dernier terme est égal &

Or la fonction

EH»%L@@M—QW@MM

est s.c.. et strictement positive, donc plus grand qu’une
constante positive 3. On a montré que

(uu)—f—Ruu?té}fA )2 I(d§).

Cororratre 2.2. — Il existe une constante v > 0 telle que
D(u, u) '+' Rt(u7 u) = tY”uﬂz

pour tout u € H.
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. , .
En effet, on a, d’apres (1.1),

dm = Za, Y, dm,
et
0 < B:ZakM,,fn[»kdmk < oo.

On a d’autre part

72
sup H(at) < MJH(@)(z) =M, [,la]()
ou K, = Supp.m,, car M, est la constante de Harnack.

Donc
lul* < [, H@)(2) dm(z) < 8 [,]al* dI,

D(u, u) + Ry(u, u) > p(%) Jule.

d’ou

Le théoréme suivant est une conséquence immédiate du
Théoréme A et de la Proposition B de I’appendice.

ProrosiTion 2.3. — Il existe une famille (U,),., d’opéra-
teurs bornés, symétriques et positifs dans L12(X, m) tels que
Pon ait :

(1) U,f estdans H pour toute fe L:(X, m), et vérifie

D(U,f, u) + Ry(U,f, u) = (f, u)x,
pour tout u € H,
(i) Uf — Uf + Uy(A, — AYU,f =0, (p, ¢ > 0),

(m) U, < piy’ ou Yy estla constante du Corollaire 2.2, et

UAL =1,

pp
(iv) AU, applique & dans A etona

Uf=U,f+4 UAUf  sur X,
pour toute fe A. En outre

Uf = U,f — U,f(z,) + UA,U,f.

Les formules ci-dessus sont vraies ponctuellement, car
8
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toutes les fonctions sont harmoniques sur X. La formule (i)
n’est autre que la condition limite du probléme de Neumann.
(Voir le Corollaire 2.4 du Chapitre IV.)

TrtoriME 2.4. — Pour toute ge L23(X, m),
N,g(@) = Gyg(2) + (I — pG,)U,(1 — pG,)g(2)
sur X.
En effet g s’écrit
= (I + pN)f + (1, ).

donc il suffit de vérifier le théoréme pour une fonction g de la
forme g = (1 + pN)f, et pour une constante. On a d’une part

NI+ pN)f = N/
D’autre part, en utilisant la formule

I 4+ pN = (I 4 pG) + pU,

on a

(G, + (I — pG,)Uy(1 — pG,))(I + pN)f
—wv+¢uy+a meJ+U—meAUf
= Nf + (I — pG,)(— U + U, + U,A,U)f = Nf,

ce qui montre le théoréme pour g = (I + pN)f.
Vérifions-le pour la constante 1 ’

Gpi—l—(l—pGp)U(I—pG)l—Gl—l—( (I—pG)UA1>

1
=G, +-p—(1 — PGt =—=Nt.

Remarque. — Le Théoréme 2.4 n’est autre que le Théoréme
de Feller-Ueno :
0
Ny =G, + (I - pGp)HKpaGw

ou lopérateur K, : L2(A, ) >B est donné ci-dessous:

.
On pose

0,(8, 1) = [ (I — pG)k(a)k,(2) m(da),
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et définit une forme bilinéaire sur L2(A, m) par

0,9, 4) = 1., @& ne(E)4(n) UdE) Udn).
K,¢ est I'unique élément de B tel que

<Kp(P9 4-‘> + ®p(Kp<Pﬂ 4’) = ((P7 "p)A’

pour tout ¢ € B. Comme dans le Théoréme 2.3 du Chapitre 1V,
on peut montrer que

0
Upf: HKP%G]P’

au moins si f est a support compact. L’existence de K
découle du Lemme 2.1.

p

Conjecture. — L’image # de la résolvante (N,),., opérant
sur les fonctions continues bornées sera caractérisée comme
suit :

Soit

2= {feCyX): f appartient & Px_g pour un compact K
et of _ 03}.

on
Alors les fermetures (par la topologie de la convergence
uniforme sur X) de 2 et 2 coincident, en particulier,

lim pN,f = f uniformément sur X,

P>

pour toute fe 2.



APPENDICE

METHODE DES FORMES QUADRATIQUES DE GAUSS

Soit (H, ¢, >) un espace fonctionnel dans I12(X, m)
séparé ou a nullité 1.

On considére une forme bilinéaire &( , ) symétrique dans
L3(X, m) vérifiant les conditions :

-~ (a1) <, >+ b(,) est coercive, i.e. 1l y a une constante
¢ > 0 telle que I’on ait

Cu, up + b(u, u) > cful?
pour tout u e H,
(a.2) b( , ) définit un opérateur V =V, dans L[23(X, m)

tel que
b(Vf, u) = (f, u), ue L3(X, m).

Ces conditions sont vérifiées lorsque b( , ) est une forme
coercive. Mals nous nous sommes intéressés au cas ou elle ne
I’est pas. (voir le Chapitre VI).

On pose

2, = {u; 1l existe une constante a
telle que |b(u, ¢)| < all¢| pour tout ¢ € H}

et, pour u € 2,, A,u représente I'unique élément qui satisfait
a (A, ¢) = b(u, ¢) pour toute ¢e L3X, m). L’élément
Vof est dans 2, et on a A,V,f=/[f Lorsque b(., .) est
une forme bornée, 2, = L*(X, m). :
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Tutorime A. — a) Etant donnée fe L2(X, m) Il existe un

unique élément Jf = J,f de H qui rend minimum la forme
quadratique

¥y(u) = <u, up + b(u — f, u — f);
Jf est ausst Uunique élément de H tel que
I, uy + I — f, u) =
pour tout u e H, donc b(Jf, g) = b(Jg, f).

b) K, = J,V, est un opérateur borné (par c), symétrique
et positif dans L3(X, m).

c¢) Sotent b(., .), 1 =1, 2, deux formes bilinéaires bornées
vérifiant a.1) et a.2). On désigne par K, et A; (1 = 1,2) les

opérateurs ci-dessus correspondants auzx b , ). On a alors:
Kl — K, + KI(AI - Az)K2 = 0.

La démonstration est basée sur la formule

—;‘ Wi(u) + 1 Wi(p) — 1p’f<u + V> _ <u — 0 u— V>

2 2 2 2
v ou—y
2 72
Les b) et ¢) résultent du fait que Kf est’'unique élément de H
tel que

<Kf, ud> + b(Kf, u) = (f, u), ue H.

Prorosition B. — Sotent H un espace fonctionnel a nullité 1
et L UDopérateur potentiel associé, i.e. L est défini pour les
charges nulles et vérifie la relation :

(Lfw = (fu), wel.

Sotent, en outre, b( , ) une forme bilinéaire bornée qui vérifie
al)eta2).Ona:

(i) KAl =1,

A, K, laisse inpariant les charges nulles.

(i1) Pour toute charge nulle f,

Lf = Kyf + KA, LS.

(Cette formule ne dépend pas de la normalisation de L, sout
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que L laisse invariant les charges nulles, soit que Lf(z) = 0
en quelque point z,.)

(m) Lf = K,f + LA K,f & une constante prés, pour toute
charge nulle f. La constante est déterminée par la normalisation

de L.

En effet (1) est une conséquence de

(Abef’ 1) = <f, KbAbl)
= b(Kuf, 1) = <Kuf, 1> + b(K,f, 1) = (f, 1),

pour toute fe L% X, m). De sorte que l'on peut définir
LA,K,f lorsque [ est une charge nulle.
D’apreés un calcul on a

(Lf — Kiof — LAKf, u) =0, vu € H.
Donc, si L laisse invariant les charges nulles, on a
Lf= be_|“ LA.bef_ k,

avec une constante k qui est égale a

[ Kfdm = (K, 1).

L’autre formule est facile & montrer.
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