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Ami. Inst. Fourier, Grenoble
27,3 (1977), 29-44

SUR LE GROUPE FONDAMENTAL
DE L'ESPACE DES NŒUDS

par André GRAMAIN

1. Les espaces de nœuds.

On se propose d'étudier la topologie de l'espace X= PI (S^ , 83)
des plongements différentiables du cercle S^ dans l'hypersphère 83,
muni de la topologie de la C°°-convergence uniforme. Dans le présent
article, on se contente de décrire un sous-groupe du groupe fonda-
mental de chaque composante connexe de QC. Il est raisonnable de
penser que le sous-groupe décrit est le groupe fondamental de S^C,
tout au moins dans le cas des nœuds semi-linéaires.

L'usage est d'appeler nœud (orienté) une sous-variété orientée
de 83 difféomorphe à S^. L'espace des nœuds orientés est donc le
quotient 3C /Diff^(S^), où Diff" (S^) est le groupe des difféomor-
phismes orientés du cercle. Indiquons brièvement comment on déduit
la topologie de l'espace des nœuds de celle de l'espace 9C L'appli-
cation Diff^S^—> S^ qui, à un difféomorphisme </?, associe l'image
</? (a) d'un point donné a G S^ , est une équivalence d'homotopie.
Il en résulte qu'on a, pour chaque composante 3C^ de SIC, des iso-
morphismes :

7r,(^)—^ 7r,(^/Diff'(Si)) pour i > 2.

Si 3K^ est la composante d'un nœud non-trivial, on verra ci-dessous
(n° 5) que l'homomorphisme TT^ (Diff^ (S^)) —> TT^ (9<^)estinjectif.
On a alors des isomorphismes :

^2 W -^ ^2 WI^ (S^),

7^ (^/Diff+ (S^)) - TT, (X^/TT^ (Diff+ (S^)).
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Soit au contraire 3<^ la composante du nœud trivial, alors l'homo-
morphisme TT (Diff^S^)) —> TT^ (9<^) est nul. On peut le voir de la
façon suivante. Le groupe S0(4) opère dans S 3, donc dans 9K:et dans
3<-. Considérons le nœud (trivial) k défini par le grand cercle de S^
contenu dans le plan des deux premières coordonnées de R4 et conve-
nablement paramétré. Prenons k pour point-base de SK,Q ; alors l'image
du générateur de TT^ (Diff^S^)) dans ^^SK^) coïncide avec l'image du
générateur de 71̂  (S0(2)). Mais l'homomorphisme îr^(SO(2)) —^(X^)
est nul puisque S0(2) opère trivialement sur l'élément de 9^ défini
par le grand cercle du plan des deux dernières coordonnées. On a donc
un isomorphisme

7^(^)-^ T^(^/Diff^S,))

et une suite exacte

0—^ 7r,(^)——^ ÎT,(^/ Diff^S,))——> Z — ^ 0 .

On dit que deux nœuds k^ et k^ ont même type (orienté) s'il
existe un homéomorphisme orienté h : S^ —> S 3 tel que h(k^ ) == fe .
S'il en est ainsi, on peut supposer, d'après un théorème de Moise
(cf. [6], p. 7), que h est un difféomorphisme. Mais l'espace des difféo-
morphismes orientés de 83 est connexe par arc (Cerf [3]) et les nœuds
k^ et k^ sont images de plongements isotopes de S^ dans S^. Inver-
sement, par relèvement des isotopies, deux plongements isotopes de
Si dans 83 ont pour images des nœuds conjugués par un difféomor-
phisme orienté de S^. Ainsi l'ensemble ^(g^) s'identifie à l'ensemble
des types de nœuds orientés. La description de TT^OC), ou classifica-
tion des nœuds, n'est pas abordée dans cet article.

2. L'espace des nœuds basés.

Soient / : S^ ——> S^ un plongement, a un point de S^ , /' le
jet d'ordre un de / en a et b = f(a). Notons oc! (resp.ac") le sous-
espace de îîC formé des plongements g : Si ——> S^ tels que g(a) = b
(resp. J^ (g) = /•). On a les inclusions 90" C 3C' C 30. L'espace 3C' est
la fibre de la fibration localement triviale p : X —> S^ définie par
P(f)=f(a).
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LEMME 1. — L'espace !fC a le type d'homotopie de 3<' x S^.
En effet S est parallélisable et il existe une section s : S —^ S0(4)

de l'opération évidente. En composant s et l'opération de S0(4) dans
3C, on construit des sections de la fîb ration p dans chaque composante
deSC.

L'espace SC" est la fibre d'une fibration localement triviale q :
SK.'—> S où 2 est l'espace des jets de plongements d'origine
donnée, et a le type d'homotopie de S^. On se ramène à la base S^
en remplaçant 9C' par le sous-espace dont les jets ont une longueur
donnée.

LEMME 2. — a) On a un isomorphisme ^(îîC") —> ^(îK;').
b) Soient SK^ et X^ les composantes du noeud trivial ; l'espace

3K: Q a le type d'homotopie de îîC ̂  x S^.
c) Pour les autres composantes, on a des isomorphismes

^(3<-)^ ^(3<"),

^ (30 x TT^) ^ ^0</) , pour i > 2

et une suite exacte :

0 —> Z ~^> ^ OC") x (Z/2) —^ TT^ (SK:') —^ 0,

telle que (p(l) = (r, 1).
Le a) est immédiat puisque S^ est simplement connexe. En res-

triction aux composantes du nœud trivial, les grands cercles permettent
de définir une section de la fibration q, d'où &). Pour les autres compo-
santes, la fibration q^ : 9C^ —> S^ est trivialisée par l'application
canonique TT : S0(3)—^S^. En effet, l'opération de S0(4) dans
9C induit une opération de S0(3) dans 3C^ compatible avec TT et q.
Cette loi d'opération permet d'identifier le produit fibre S0( 3) x s^^
au produit S0(3) x 3^. L'application orbitale p^ : S0(2)—>3^
déduite par l'opération de S0(3) dans les fibres respectives au-dessus
d'un point de S^ induit, comme on le verra au n° 3 ci-dessous, une
injection TT (S0(2))—> TT^ÇK."). L'assertion c) résulte alors de la
suite exacte d'homotopie de la fîbration pr^ : S0(3) x § 3C ' —> 30^
dont la fibre est SO (2).
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Définissons l'espacer des nœuds basés. Soient 1 le segment [0,1],
B la boule unité fermée de R3, P et P' les points de cote +1 et - 1 de
B. Soit(B l'espace des plongements/ : 1 —> B tels que

/ ( 0 ) = P , / (1)=P\ / - 1 (&B)= {0,1}

(où 6B est le bord de B) et qui ont un jet d'ordre un donné, ortho-
gonal à 6B, en 0 et 1. Considérons S^ comme réunion de B et d'une
autre boule B', collées le long de leurs bords. A un plongement/G (@,
on associe un élément g E 3C" en prolongeant / par un plongement
d'image le diamètre PP' de B\ L'infection i : (Si —> 3C" ainsi définie
est une équivalence d'homotopie (cf. [2], p. 331).

k9

Fig. 1

3. Les rotations.

Soient /€ CB, g = i(f)^ k' le nœud image de g et k = k' H B.
Choisissons un point-base * G 6B, voisin et distinct de P. Le groupe
G = 7î^ (B - k , *) est le groupe du nœud k ' . Soit m G G la classe du
petit cercle d'axe PP' passant par * et orienté positivement : c'est le
méridien de k' (cf. [5]).

Soit % (resp. 36) le groupe des difféomorphismes orientés de B
qui induisent l'identité sur P et P' (resp. sur k). L'application
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K : % —> ^ ^^î a ^ G %-> associe h ° f est une fibration localement
triviale de fibre 96. Notons (fi C ^ le sous-groupe des rotations d'axe
PP7 et TT : ^ —^ <% la rétraction définie par le jet en P. On identifie
^i ((Si) à son image dans TT^ ( ^). Le choix, pour générateur, de la rota-
tion positive d'un tour identifie TT^ ((%) à Z.

LEMME 3. - Soient 7 G TT^ (96) et q = TT o L (j)

(où t : 7^ (96) —> 7^ ( ̂ )).

L'automorphisme lnt(mq) de G ̂  l'identité.
Soitg^t G [0,1], un lacet de ̂ représentant 7. Le lacet a :r *-^(*)

a pour classe mq dans G. Or, pour tout lacet jî de 3 — k basé en *,
le chemin g^ définit une homotopie de j3 à a. J S . a~, d'où le lemme.

LEMME 4. — Si k1 n'est pas un nœud trivial, Fautomorphisme
Int(m) de G n 'est pas d'ordre fini.

Cela résulte du théorème de Burde et Zieschang ([!]). En effet,
d'après ce théorème, si kf n'est pas un nœud torique, le centre de G
est réduit à l'élément neutre, d'où le résultat dans ce cas. Si k' est le
nœud torique (non trivial) d'invariants (a , b), où a et b sont deux
entiers premiers entre eux, le groupe G possède une présentation à
deux générateurs x, y et un relateur xay~b. Le centre de G est le
groupe cyclique engendré par xa et l'on 8i m = xg y ' 1 , où g et h sont
des entiers tels que ah + bg = 1. Il en résulte qu'aucune puissance
mq (q ^ 0) n'appartient au centre de G.

PROPOSITION 1. — Si kf n'est pas un noeud trivial, l'homomor-
phisme K induit une infection de TT^ ((K.) dans TT^ ( (îî, f).

Considérons le diagramme :

7T, (96) ——> 7T, ( §) ——^ 7^ ( (B, /)

t } -
^(^%)

dont la première ligne est exacte. L'application TT o i est nulle d'après
les lemmes 3 et 4.
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Remarque. — De même que l'on a remplacé 3C" par le sous-espace
Si qui a même type cThomotopie, on peut remplacer 3C' par l'espace
Ûï' des plongements de 1 dans B d'extrémités diamétralement opposées
arbitraires dans &B. La fibration q devient l'application / ^ /(O).
L'opération de S0(3) dans 3C' décrite au n° 2 n'est autre que l'opé-
ration dans <%7 déduite de l'opération ordinaire de S0(3) dans la boule
unité B. La restriction à S0(2) provient de l'opération de <%, et il lui
correspond l'homomorphisme K : TT^ (<K) —> TT^ (<fê , f). La démons-
tration du lemme 2 est ainsi complétée par la proposition 1.

4. Représentation dans Aut(G).

Soit T un voisinage tubulaire fermé de k dans B. On suppose que
&T rencontre transversalement 6B suivant deux cercles d'axe PP' et
que le cercle supérieur contient le point-base *. Notons V l'adhérence
de B-T ; c'est une variété à bord, à ceci près qu'il y a deux arêtes au
bord : c'est la variété du nœud k1 (cf. [5] ).

Soit G la composante connexe de l'identité dans l'espace
P1(T, T H &B ; B) des plongements de T dans B qui sont l'identité
surT H 6B.

LEMME 5. — L'application p : G —> (B de restriction à k induit
une équivalence d'homotopie de (° sur la composante de f dans (fi.

En effet, p est une fibration localement triviale. D'après le théo-
rème d'isotopie des voisinages tubulaires, sa fibre a le type d'homo-
topie d'une composante de l'espace des lacets de S0(2), c'est-à-dire
d'un point.

Considérons le groupe ̂  (resp. 96') des difféomorphismes de B
qui induisent l'identité sur&B (resp. T H 6B).Le groupe ̂  est connexe
(Cerf, [3]), et l'on a une fibration localement triviale g'—> (B de
fibre 9€f. D'où une suite exacte :

^(^') —" ^ ( e , I d ) —> 7^(3^)—> 0.

On identifie le groupe G du nœud k ' au groupe TT^ (V, *). Soit
F C Aut(G) le groupe des automorphismes de G qui laissent invariants
les éléments périphériques (c'est-à-dire de l'image de TT^ (&V, *)).
Remarquons que SC' n'est autre que le groupe Diff(V , &V). D'après
les théorèmes de Waldhausen et Cerf (cf. [3] et [10]), on a donc :
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LEMME 6. — L'homomorphisme JLI : TT^ (96' , Id) —^ F qw, à
une classe de difféomorphismes de (V , 6V), associe rautomorphisme
induit sur TT^ (V , *), est un isomorphisme.

PROPOSITION 2. — On a une suite exacte :

^ ( ^ — ^ 7 T i ( e , I d ) — > F—^ 0.

Remarque. — Si l'on s'intéresse aux nœuds semi-linéraires, tout ce
qu'on vient de dire est encore exact. Comme le groupe des automor-
phismes semi-linéaires de la boule relativement à son bord est acyclique
(rétraction d'Alexander), on a un isomorphisme TT^ ((°p^ , Id) —^ F.
Dans le cas différentiable, on ignore encore tout des groupes

TT,(^) , i> 1.

Dans la suite de cet article, on décrit par générateurs et relations
un sous-groupe de F et les relèvements des générateurs dans TT^ (<° , Id).

5. Les automorphismes intérieurs.

Supposons désormais le nœud k ' non-trivial. Choisissons une
surface de Seifert 2 de genre minimal, c'est-à-dire une surface connexe
à bord connexe plongée dans V de sorte que &2 = 2 H 6V et que
TT^ (2)—> TT^ (V) soit injectif. On peut supposer que 62 rencontre
6B — T suivant un arc de grand cercle et 6T suivant la trajectoire de *
dans une trivialisation de T comme fîbré en disque. On prend pour
parallèle (anglais : longitude) la classe £, dans TT^ (V), de 62 orienté
sur bT comme k (de P vers P'). Le groupe fondamental de 2 est un
groupe libre à 2g générateurs a ^ , . . . , âg , b^, . . . , bg, où g désigne
le genre de 2 et aussi le genre du nœud k ' . On a £ = FI [ a ^ , &J.i < i <g
Cette expression est minimale et £ n'est donc puissance d'aucun élé-
ment de TT^ (2).

Le sous-groupe des éléments périphériques de G est le groupe
abélien libre engendré par m et C. Les éléments de F sont les auto-
morphismes de G respectant m et £. Dans le cas d'un nœud de Neu-
wirth, TT^ (2) s'identifie au groupe dérivé D (G) (cf. [8]) ; le groupe
F est alors le groupe des automorphismes de D (G) commutant à l'au-
tomorphisme ^ de D (G) induit par Int (m), et fixant C.
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PROPOSITION 3. — Soit g G G. Pour que Int Q?) G F, ^7 /û^r ^
z7 suffit que g G TT^ (6V). L'application Int : TT^ (6V) —^ F ̂  invec-
tive lorsque le nœud k1 n 'est pas torique. Si le nœud k9 est le nœud
torique d'invariants ( a , 6), le noyau est engendré par z = mûb 9. ;
l'image de 71̂  (6V) dans F est cyclique infinie et engendrée par Int (m).

Le groupe TT^ (6V) est commutatif, donc les automorphismes
Int (g), pour g ç=. TT^ (6V), fixent les éléments périphériques. Inverse-
ment, soit g G G tel que Int (g) G F. On peut écrire g == m91 h, où
/z Œ D (G) (cf. [5], § 2) ; alors Int (A) induit l'identité sur TT^ (6V).
Il en résulte ([9], Satz 5) que h G TT^ (2). Dans le groupe libre TT^ (2),
comme h et S. commutent, ils engendrent un groupe libre à un géné-
rateur. Ce générateur ne peut être que £ ou £~1 puisque £ n'est puis-
sance d'aucun élément de TT^ (2). On a donc g = m" J^.

Le noyau de TT^ (6V) —^ F est le centre de G. Pour un nœud
non-torique, il est réduit à l'élément neutre ; pour un nœud torique,
il est comme indiqué ([!]).

Remarque. — On retrouve, en particulier, le résultat de la propo-
sition 1. En effet, la rotation de k sur l'axe PP' donne, dans F, l'auto-
morphisme Int (m). D'autre part, on peut décrire un élément

7 G 7 T i ( e , I d )

dont l'image dans F soit Int (C) de la façon imagée suivante. Pensons
que la boule B est très grande dans 83 et que la boule B' n'est guère
plus grande que la section du tube T. On note b le centre de la boule
B'. Soit F^ , t E [0 , l], un lacet dans SO (4) tel que F^ (b) décrive
k' en suivant son orientation, ainsi que F^ (P'), et que F^(*) G 2,
c'est-à-dire que F^(*) décrit un représentant de 6. Le lacet F^ est uni-
quement déterminé. La restriction de F^1 à k' H F^ (B) définit presque
un élément 7 de TT^ (<S , Id) ; presque, parce que le nœud ne passe pas
par P, mais une petite déformation nous ramène à cette situation.
On vérifie immédiatement que 7 donne bien lieu à l'automorphisme
Int (Ê).

Généralisation. — Supposons maintenant que le nœud k9 soit la
somme de nœuds indécomposables k\,. . . , k'^. Prenons le point-de-
vue des nœuds basés. Remplaçons la boule B par le cylindre D x [0 , n].
On suppose que P est le point (0 , 0) et on choisit * G D x {0}. Pour
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Fig. 2

1 < ; < n, soient B .̂ le cylindre D x [i — 1 , f], *. le point(* , ; — 1),
et, pour 0 < i < n, D, le disque D x { 0 . On peut supposer que k ren-
contre chaque D, uniquement en son centre et orthogonalement, et
que, pour tout i (1 < i < n), k^ = k H B .̂ est un nœud basé du type
de k\. On suppose de même que le bord 6T du tube rencontre D^.
transversalement suivant un cercle concentrique à bD^ et contenant *..
Les groupes G, des nœuds k\ sont considérés comme sous-groupes de
G, en les rapportant au point-base * à l'aide d'un chemin joignant *
à *,. ; on choisit (cf. fîg. 3) un chemin composé d'un segment de rayon
de DQ, d'un segment de génératrice du cylindre bD x [0,n] et d'un
segment de rayon de D ,_ i . Le groupe G est alors somme des G .̂ amalga-
mée par l'identification des méridiens m^ (entre eux et à m) (cf. [8]
p. 76). On peut choisir la surface de Seifert minimale 2 comme réunion
de surfaces de Seifert minimales 2, de chacun des noeuds basés k^
qui rencontrent orthogonalement D , _ i , 0 .̂ et bD x [; — 1, i ] suivant
leur section par le plan des points *, P et P' (cf. [4], p. 141). Les
bords b^i, rapportés comme précédemment à *, et orientés comme
k, ont des classes, notées C,, dans G^.. On a C = C^ . . . . £ „ .

Pour tout i = 1, . . . , n, soit \ l'unique automorphisme de G
tel que X, | G .̂ = Int (£,) , \ \ Gy = Id pour j ̂  i. Soit aussi ̂  l'unique
automorphisme de G tel que ^ | G, = Int (m^) , < .̂ | G. = Id pour
f^i.

PROPOSITION 4. — Les automorphismes \ et .̂ (i = 1,. . . ,n)
appartiennent à F et engendrent un sous-groupe abélien libre FQ de T.
Les automorphismes (p .̂ (1 < f < n) et \ (pour les i tels que k^ ne soit
pas torique) constituent une base de Fç.
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Fig. 3

Cela résulte immédiatement de la proposition 3 et de la défini-
tion de \ et (pf. Remarquons aussi que Int (£) = nX, et que Int(w) = n^.
appartiennent à FQ . Une description géométrique des lacets dans
TT^ (<° , Id) donnant lieu aux automorphismes de 1̂  est facile à donner
en utilisant la remarque suivant la proposition 3.

6. Un groupe d'automorphismès extérieurs.

Conservons les notations de la fin du n° précédent. Pour tout
couple d'entiers 0' , k) tel que 1 < i < k < n, posons :

a ^ ( x ) = ^ . x . ^ si x G G .̂ ,

= J^1. C;1 . ̂  . C , . x . Ê71 • C^ . C, . ̂  si x C Gk • i
i<r<k^ (3)

= 0~1 0~1 0 y Ç~1 0 0
^k ' /c! • ^k • x • ^k • "ï • ^ si x ^ Gfc ?

si x e G .̂ ,
/ < i ou k </.
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LEMME 7. — II existe un unique homomorphisme o .̂ ^ : G —> G
satisfaisant aux relations ( 3 ) . C'est un isomorphisme et il appartient à r.

L'unicité est immédiate. L'existence résulte du fait que m est
invariant par les Int (£•). L'homomorphisme o^ ^ est un isomorphisme
dont l'inverse est défini par :

oç^ ( x ) ^^ . ^ . ^ 1 . ^ .? , . ^ 1 . ^ 1 s i x G G,,

= ^ .^ .cr1 . e^ . x . ^ . f i / . e f c 1 . ^ 1 si X G G , ,
i<r<k,

= 9., . x . £71 si je E G^ ,

= x si x E Gy ,

(4)

/' < ; ou k<j.

Il est immédiat que o .̂ ^ (m) = m ; on vérifie que c .̂ ^ (C) = C .en
développant C = C^ . . . . . £ „ .

Soit K^ le groupe des tresses colorées de E. Artin et soient
A, ^ (i < k) les générateurs de K^ (cf. [7], p. 173).

PROPOSITION 5 . — I l existe un unique homomorphisme
r : K^ -—> F tel que r (A^. ^) = c .̂\ poî^- ^0^5 ; , k tels que i < k.
Il est infectif.

L'unicité est immédiate. Pour démontrer l'existence de r, il suffit
de vérifier que les o .̂ ^ satisfont au système de relations entre les A, ^
qui définit Ky, ([7], p. 174). J'ai fait cette vérification qui ne demande
qu'un peu de patience. On peut aussi raisonner comme dans la propo-
sition 7 ci-dessous. Le sous-groupe r(K^), que nous noterons A, opère
dans le sous-groupe L de G engendré par les C .̂ et qui est libre de base
(J^.). L'opération de Ky, dans ce groupe étant l'opération habituelle qui
est fidèle (loc. cit.), on voit que r est injectif.

Remarque. — Indiquons sans démonstration comment l'auto-
morphisme û^ peut être relevé dans TT^ ((° , Id). Décrivons d'abord
un relèvement de c^ ̂ . Faisons glisser le nœud k^^, qu'on imagine
très petit, le long du nœud k^ puis revenons à la position initiale en
faisant glisser le nœud k. devenu très petit, le long du nœud k^^ (fig. 4).
Dans le cas général où k ^ i 4- 1, on effectue la même opération entre
kf et kjç, le nœud k^^ # . . . # kjç_^ étant placé dans une boule fai-
sant corps avec la ficelle.
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Fig. 4

Dans le cas où des nœuds k, et k^ de la décomposition de k
ont même type, on peut trouver d'autres automorphismes extérieurs.
Soit, en effet, 7^ : G,——> G^ un isomorphisme respectant m et tel
que 7,^ (C,) = £^. Il existe un unique automorphisme j3, ^ de G tel
que :
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j3, ^ (x) = 7^ ̂  (x) si x E G .̂ ,

= C^ 1 . ^..;c. ^-1. J^ si x E G ^ . , i < r < k ,
(5)

^^M.^ si x e G , ,

= x si x Ç=. G. , 7 < i ou fc </'./

C'est l'automorphisme qui résulte de la transposition de kf et kjç en
faisant glisser kjç le long de k^. On vérifie immédiatement quef t jç G F
et qu'on a les relations :

^ = \. (6)

Choisissons, pour tous les couples ( f , fe), tels que kf et ̂  aient
même type, un isomorphisme 7, jç : G{ —> Gjc respectant m, tel que
7 .̂ ^ (£^) = £^, et ceci de telle sorte que l'on ait :

7,,, = Id(G^),

^ °^ , fc ==7.,/.
(7)

pour tous les triplets Ç i , k , h ) tels que les isomorphismes précédents
soient définis.

Supposons, pour fixer les idées, que l'on ait une partition de
[1, n] en segments consécutifs [ ï . i + 1, i s ] , 1 ̂ / ^ q, telle que les
noeuds k{ pour f G [ f . i + 1 , i - ] soient tous les noeuds d'un même
type dans la décomposition de k. Dans le groupe des tresses B , consi-
dérons le sous-groupe H^ des tresses qui ne mélangent les brins qu'à
l'intérieur des paquets [ij_i + 1, ï ,L autrement dit le sous-groupe de
B^ engendré par les a^ tels que i =^ fy (notations de [7], p. 173). Le
groupe H^ est isomorphe au groupe produit des groupes de tresses à
i/ - ^-i brins (/ = 1,. . . , q).

PROPOSITION 6. — II existe un unique homomorphisme
a : H^ —> F tel que o(a^) = j .̂ ̂  pour tout i tel que a. G H^. 77
est injectif.

La démonstration est analogue à celle de la proposition 5. L'uni-
cité est immédiate ; l'existence résulte de la vérification des relations
entre les a^ dans chaque facteur de H^ (moins pénible que pour la
proposition 5) ; l'injectivité provient de la fidélité de l'opération de
H^ dans L.
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Soient B C r le sous-groupe image de H^ et C = A. B le groupe
engendré par les c .̂ ^ et les fî^ ^. Soit d'autre part T^ C B^ le groupe
des tresses colorées par paquets correspondant à la partition en les
l1/-! ~^ 1 ? ^l ^e [ 1 » ^ L On a T^ = K^ . H^ (et ceci même au sens
où tout t G T^ s'écrit t = k. h avec fc G K^ et h G H^). On peut
aussi décrire T^ de la manière suivante. Soit TT : B^——> 6^ l'homo-
morphisme canonique du groupe des tresses dans le groupe symétrique.
Soit 6^ C 6^ le groupe des permutations a telles que k^ et ^/^ aient
même type pour tout i. On a T^ = 7r~1 (G^,).

PROPOSITION 7. — £^y homomorphismes a et T se recollent et se
prolongent en un isomorphisme 6 : T^ —^ C.

Montrons d'abord que o et r coïncident sur H^ H K^. Le groupe
H^ H K^ s'identifie au produit des groupes de tresses colorées corres-
pondant à chaque paquet [ij^i + 1, i j ] ' La vérification, pour chaque
facteur, nous ramène donc au cas où tous les noeuds ^ sont de même
type. Dans ce cas, a et r coïncident sur K^ en vertu des relations (6)
et de la relation :

\k = ̂  • °^-i,fc • M-^ P0^ i<k

où M , . = = ^ - 2 , . - 1 • • • • A ^ 1

La relation (8) se vérifie encore manuellement à l'aide des formules
(3) et (5). Il résulte de la fidélité de l'opération de B^ dans L que
a(H, n K ^ ) = A n B .

Pour plus de commodité, on va démontrer que les isomorphismes
T : A —> K ^ e t ( 7 : B -> H^, inverses der et a respectivement, se
recollent et se prolongent en un isomorphisme 6 : C —> T^. On sait
déjà que T et ~ô coïncident sur A U B. Il en résulte un homomorphisme
T * ( 7 " : A * ^ ^ g B —> Bn. Cet homomorphisme passe au quotient
par l'application canonique p : A*^g B—> A.B. En effet, un
élément du noyau de p opère trivialement dans le groupe L donc appar-
tient au noyau de T * ~a. L'application T * o~ induit donc un épimor-
phisme ~0 : A. B —> K^ . H^, soit ~S : C —^ T^.

Il reste à démontrer l'injectivité de ô. Soit a? G C ; on a :

c^(x) = H^ , . . . , £^) . 7^). w^, . . ., C^)-1 pour x G G^,

où W{ est un mot en les lettres £y, C~ 1 , et 7 .̂ un composé de 7. ^. D'après
les conditions (7) sur les 7y ^, on a donc 7 .̂ = 7 .̂ ^ pour un certain h.
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On remarque, par récurrence sur le nombre des a et JS composant a; et
compte tenu des formules (3) et (5), que le degré total de fi^ dans
v^ est 0. Par définition de ~Q", on a'0(o?) (J^) = w .̂ . £^ . w^~1 . Suppo-
sons que ?(o?) = 1 dans B^. On a fi^. = v^.. fi^ . w~1 , d'où il résulte
que /z = f car fi. n'est conjugué d'aucun autre générateur fi^ de L.
En outre, w .̂ est une puissance de fi^. car fi^. ne commute qu'à ses puis-
sances. Comme le degré total de fi^. dans H .̂ est 0, on en déduit que v .̂
est le mot vide et que a? = Id. D'où la proposition.

Remarque. — Pour démontrer la proposition 7, on pourrait aussi
recourir à l'image géométrique dans TT^ ((°, Id) et démontrer qu'un élé-
ment de A. B ne dépend que de la tresse qu'il définit. La démonstra-
tion algébrique qu'on a donnée a le mérite de prouver cette assertion
géométrique.
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