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PROPAGATION DES SINGULARITES
DES SOLUTIONS D’EQUATIONS
PSEUDO-DIFFERENTIELLES
QUASI HOMOGENES

par Richard LASCAR

INTRODUCTION

L’objet du présent travail est I’étude de la propagation des
singularités des solutions de certaines équations pseudo-
différentielles & caractéristiques multiples via des hypotheses
de quasi-homogénéité sur les symboles.

La propagation des singularites des solutions de I’équation

"3 02 .
(voir Hormander [12])

de Schrodinger
1 07,

nous a servi de modéle.

Nous prouvons la propagation des singularités par une
estimation de type Carleman (voir Unterberger [16] et Duis-
termaat [5]).

Dans les sections § 1, 2 et 3 nous procédons a quelques
constructions préliminaires.

Dans § 4 et b nous prouvons des résultats de propagation
de singularités.

Dans § 6 nous construisons des distributions singuliéres
(voir Boutet de Monvel [4]).

Enfin dans § 7 nous appliquons ces résultats a I’étude d’une
classe d’opérateurs pseudo-différentiels a caractéristiques
multiples.
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1. PRELIMINAIRES
L’ENSEMBLE DES SYMBOLES Sk

Nous donnons ici, une construction, assez classique, de classes
de symboles d’ordre variable « & croissance non isotrope &
I'infini » pour les preuves nous renvoyons a [14] et [15].

Soit donc M = (g;, ..., px) un N-uple de nombres
w; > 0; nous noterons :

(1.1) w=infy, w4+ &=inf{y > p},
3 i
v = sup 3; = inf (g, 3)

Soit X = R" une partie ouverte, on fait opérer R, sur
X X RY par les dilatations H}:

t >0, (xz,£) e X X RN,
(1.2) HM(z, &) = (z, t4 &y, ..., t" Ey)

Une partie I' = X X (R™\0), ouverte, est dite un M-
cdne anisotrope si elle est stable par les transformations H},
t > 0.

Donnons les définitions suivantes :

Dérinition 1.1. — Une fonction. — fe C*(T") est dite
M-quast homogéne de degré m si:

fi=1f H =t"f, t >0

Un champ de vecteur Y est dit M-quasi homogéne de degré 0
st:

vfeCx(T), ¢>0 (Yf)o H' = Y(f- HY)

Pour décrire le comportement & I'infini d’un symbole M-
quasi homogéne introduisons la définition suivante:

Dérinttion 1.2. — Soit T' un M-céne, f et g 2 fonctions
positives dans T. On dira que g domine f etonécrira f S g
si pour tout M-sous-céne T de T', a base compacte, il existe C
et C' >0 tels que:

f< Cg pour |E > C et (z, &) e TV,
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Quand f< g et g<f onécrira fr g (f et g « équi-
valentes » & 'infini).

Notons [£] le prolongement quasi homogéne de la fonction

égale & 1 sur la sphére unité Sy_,: Z £2 =1, 1l est donné
par I’équation implicite :

(1.3) £+ 0, g & ]%_

De plus il existe un nombre d > 0 tel que [E]* est sous-
additive et on a:

(1.4) e[ < [E] < [g[

S1 A est une fonction quasi homogéne, strictement positive
on a

NS

et si [ est quasi homogéne de degré m dans I' on a

Ifl s [E]"

Ces considérations motivent la définition :

Deérintrion 1.3. — Soit m un réel, on désignera par Sy(T')
Vensemble des fonctions a(z, &) de C*(T') vérifiant: Pour tous
champs de vecteurs X,, ..., X,, C* M quasi homogénes de degré 0
dans T on a:

| Xy, oony Xpa| S (14 )"

La classe S7(I') ne dépend pas du choix de la fonction [£]
mais seulement de sa classe d’équivalence modulo =.
Indiquons

Prorosition 1.1. — Soit ae C*(T'), a est dans S§(T')
st, et seulement si: Pour tout « n — multi-indice, et B N —
multi-indice on a:

(1.5) |(iD,)*(iD¢)Pa(z, €)] < (1 + [E])"—FM
ou

B.M = jgl Bj;.
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ProrosiTion 1.2.:

e sup (m/p. )
Vo Sp(T) = SERS™ avec la

notation des classes S7 (Hc‘ir,mancler [9)).
— St aeSHT) et beSp(T) alors:

abe Si+m™(T) et DzDfa e Sp—fM(T).

— On a les inclusions S

Introduisons maintenant des symboles d’ordre variable.

DeérinitioN 1.4. — Soit k un réel, et o(x, £) une fonction
réelle, quast homogéne de degré 0 dans T. Désignons par
S§*(X) Uensemble des symboles a(z, &) de C™(T') vérifiant:
Pour tous champs de vecteurs X, ..., X, quasi homogénes de
degré 0 dans T

1Xq, o0y Xpal 5 (14 [E])™D (Log (1 + [E]))*+".
Notons Af* la fonction (1 + [£])fD (Log (1 + [£]))*.

Prorosition 1.3. — A®* est dans S§*. On a en effet
; 0 ek — Jj O
1y A = ([E 5F Log (1 + [2])
+ (L4 ) 5 [E])Ars
J

kAR 4 [E]) ] %j €]
et

Par suite st X est un champ de vecteurs quasi homogeéne de
degré 0:
+1

XAk = 3 qA0* ) oules a; e SY(T)

—1
et par induction st Xy, ..., X, sontquast homogénes de degré 0
-+p
' c i
Xpy ooy XpARE = % o A6k
—P
ot les o; e SY(T), d’ou estimation

[ Xy, oony X AP S AS P



PROPAGATION DES SINGULARITES DES SOLUTIONS D EQUATIONs 83
ProrosiTioN 1.4.:

— a € SH(T) s, et seulement si, a vérifie une estimation :
|(iD,)*(iD)?a(w, £)] S (1 + [E])F=F" (Log (1 + [E]))+HEL
— St aeSGHT), be St alors:

ab e SiFe H(T) et D;D?a € SEbM ktlakBl,

Prorosition 1.5.:

— St p<odans T ou p <o e k<l ona:
Sk < Syt

— St p<r(reR) dans I, st k, =sup (0, k), et st
Uon désigne par = un nombre posiiif on a:

SEH(T) < ST ek
M

P/yv—e, €
(avec la notation de Hiormander [10]).

Indiquons maintenant une propriété d’invariance par difféo-
morphismes des classes S§*(T").

Prorosition 1.6. — Soit
I« X X R™O) (respT, = Y X (RN0))

un M, (resp My) quasi-cone et o wune fonction de C*(Ty)
M,-homogéne de degré 0.
St ¢: I', > Ty est une application C* commutant aux
dilatations
(1.e. YHM = HM: 0 ¢)
alors st
a € SGHTy), ao eSS k"'k(Fl)

Ceci permet de définir une classe S4¥(T*X\0), quand X
est une variété bien décomposée en un produit compatible
avec les poids du N-uple M, que l'on qualifiera de « M

variété ».
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2. LES OPERATEURS ASSOCIES AUX CLASSES
DE SYMBOLE Si*

Dans cette section nous construisons une classe d’opérateurs,
pseudo-différentiels associés aux symboles S§* pour lesquels
nous donnons un calcul symbolique.

L’étude du crochet de deux de ces opérateurs montre le role
que joue un crochet de Poisson « partiel » ne faisant intervenir
que les variables associées au poids d’homogénéité le plus
faible, qui conditionnera le reste de cette étude.

Deérinition 2.1. — Soit p(x, &) réelle et bornée, C* et
M-homogéne de degré 0 sur X X (R™0). Désignons par
OPS§*(X) Pensemble des opérateurs pseudo différentiels associés
auzx symboles de S§*(X X R™0).

Pour conduire 1’étude de ces opérateurs introduisons :
Dérinition 2.2. — Soit py(z, y, &) réelle, bornée, C* et
M-homogéne de degré 0 sur X X X X (R™0). Désignons par

OP»{"(X) Uensemble des opérateurs A: Cg(X) — C*(X)
de la forme

Au(z) = (2=)" [[a(z, y, E)eIuly) dy d& + Ru, ue C3(X)
o a(z, y, £)eSHHX X X X (R™N0)) et ou R est un

opérateur régularisant.

Prorosition 2.1. — Soit A € OP#{¢* on peut lui associer
une fonction ox(z, &) telle que:

(2.4)  Au(z) = (2m)" [on(z, E)eFea(Z) df + Ru.
De plus st o = p1|,—,(1.e. p(2, &) = py(z, 7, &) on a:
2.4) ox — (27) Y 1/« !(iD;)*D2a(z, y, E)ly_.

(N
e 8§tk (X X (R™N0))
pour tout entier .

On peut se limiter au cas ol a est proprement supporté.
Il suffit en fait de démontrer la proposition dans le cas ou p,
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est constante, en effet supposons ce résultat établi et écrivons :
oa(@, &) — ¥ 1/«l(Dg)Dja(z, y, E)l, -,

[ESIAR
=(°‘A'— 2 )_“ 2 =71+ ru
0<|al<™m I<la]<M,

Il est clair que ry € S§—i-F+2!
Soient donc m et m' réels tels que

m’ < inf p; < sup p; < m.

Alors rpe Sp—tMek+2Mi ep si Ion choisit M; > 1/u(m — m'),
on a rpe w2l d’ou le résultat.
Supposons donc p, = m; o,4(z, ) est donné (cf. Horman-

der [9]) par
alz, M) ffbx y, n)e " dy db

ou
_ b(z, y, ) = alz, z + y, )
et s1
z, ,"l fbx,y’ —iy()dy
on a

Al m) f b(x, 0, n 4 0) do
et d’aprés la formule de Taylor on a:

r=oal@,m) — % 1/al(D,)*D,)b(, y, n)yo

o<lal<!
= [[F(1 =9 3 0%iD,)b(z, 0, n + 16) dO d

T n al=t

or pour ze K =< X; on a donc des estimations pour tout
entier v:

IDzDEb(z, 0, )] < C(1 + [8])~"(1 + [4])m-B™
et

(14 [+ 0)™8M < C(1 + [n])™BMA 4 [t6])m-8-MI

Prenant v assez grand on a donc:

c.q.f.d.
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Donnons une notion de symbole principal qui fournira un
calcul symbolique relativement simple :

Dérinition 2.3. — Soit A € OPS{H(X) de symbole  a;

)

la classe de a modulo S§{*"+2(X), notée o(A), sera appelée
symbole principal de A.

[II est clair que o(A) ne dépend pas du choix du symbole «
de A.]

ProrosiTion 2.2. — 1) A est dans OPS{*, de symbole a,

Dopérateur adjoint A* est dans OPS§*(X) et son symbole a*
périfie :
vl entier a* — Y 1fali(D)*(D,)%a e S§ih 2

ag|lI<t
et:

s(A*) = o(A)

2) St A (resp B) est un opérateur propre de
OPS§;* (resp OPSgY)
alors B o A est dans OPS{ o+ et son symbole c(z, &)
périfie :
4

a !

¢~ 3 = (iDy)h(D,)%

plus précisément

e 3 L Dgb(D)ae Syromitar
0<|0&]<r°(- )

pour tout entier r > 0, et
(B o A) = o(B)s(A).

Ceci est une conséquence de la proposition 2.1.

Remarques. — 1) Nous pouvons maintenant étudier le
crochet [A, B] = AB — BA de deux opérateurs, [A, B] est

dans OPS{ro-#*+42 et on vérifie que s1 'on pose

5 = inf (g, 3)
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(ou rappelons-le, w =inf (u;) et w + & = inf (p; > u))
1 da(A) ds(B dc(A) d5(B
iam— Ly ) 2o
=i J J J J

en particulier si 5 > y, o([AB]) = % {o(A), o(B)}y avec:

e Si{—r—c—;}.—‘c‘., k4144

0 * y —_— \ _O_B.b_q_ P _b_B_ﬂ
P, q€ G (T X\O)> {p7 q}M == Hj}:‘lﬁl aaj bxj D:Bj bﬁj’

dans tous les cas la partie « prépondérante a l'infini » de

s([A, B]) est % {5(A), o(B)}x.

2) Tout ce qui a été défini, ou montré, plus haut concernant
les classes d’opérateurs OPS§;*(X), peut étre transposé dans
le cas d’opérateurs d’ordre fixe m e R, de classes analogues
OPSH(X). (La régle est de faire p = m = cte et d’« oublier »
Pautre indice.) .

Définissons également des opérateurs a symbole M-
homogene :

Deérinition 2.4, — Classe  OPSynomogine, on dira que
A € OPSE a un symbole M-homogéne s’il existe ao(x, £) quast
homogéne de degré m sur X X R*"— 0 vérifiant:

o(A) — Zay € SFHX X R — 0),
pour une fonction (&) telle que 1 — € e Cy.

[Il est clair que a, ne dépend ni de &, ni du choix de
o(A).] Enfin précisons que ’on peut définir une classe

OPS*(T*X\0)

quand X est une M-variété.

3. UN FRONT D’ONDE ET DES ESPACES
DE SOBOLEV ANISOTROPES

Dans ce paragraphe nous référons & Hormander [10]:

DeriNiTioN 3.1 M-cone caractéristique. — Soit A e OPS§*(X)
et a(x, &) un symbole principal de A on désignera par ensemble
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caractéristique de A cary A = {(z, £) e T*X — 0 tel que
[lim inf] ) (Log (1 + 6)~“a(a, ™%.5)] = 0}.

t>+o

cary A est une partie M-conique de T*X — 0, fermée,
ne dépendant pas du choix du symbole principal de A (et
bien définie si X est une M-variété).

Si A € OPS{inomogsne(X) @ pour symbole principal M-homo-
géne a,, alors cary A = a3%(0).

DeériniTioN 3.2. — Tout A € OPS{*(X) tel que cary A = @
sera dit M-elliptique.

Utilisant le calcul symbolique construit dans la partie § 2

on peut construire des parametrix pour les opérateurs M-
elliptiques.

Prorosition 3.1. — Tout A de OPSG*(X) M-elliptique,
propre, admet une paraméiriz, propre, dans OPSy®~*(X):
1.e. 3B € OPSye —%(X) propre, tel que AB — 1 ~ 0 (et

BA —1~0).
Cororraire. — Sott A-M-elliptique.
Vu € &'(X) sing sup Au = sing sup u.
Nous sommes amenés & introduire une notion de front d’onde

adaptée aux opérateurs quasi homogenes.

DériniTion 3.3. — Soit ue 2'(X) on pose

WFy(u) = ) cary (A), A € OPSY(X)

AuEC>®

(propre).

Nous laissons au lecteur la vérification des propriétés
suivantes qui résultent de 'inversion locale des opérateurs
quasi homogeénes elliptiques.

Proposition 3.2. — WFy(u) est M-céne fermé dont la
projection est égale d sing sup u.

ProrosiTion 3.3:

A € OPSH(X) WFy(Au) © WFy(u) © WFy(Au) U cary A.
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Pour étudier plus précisément la « régularité » définissons
des espaces de Sobolev appropriés :

DeériniTiON 3.4. — Désignons par
H*(X) = {u € 2'(X)|3A € OPS§*(X),
M-elliptique, propre, tel que Au e L{,.(X)}.

(Nous supposerons que X a été munt d’une densité de sorte
que Uespace L13,,(X) est défini.)

Les opérateurs de OPS%! opérent dans les « espaces de
P M 1Y 1Y

Sobolev d’ordre variable » H*(X) :

Prorosrtion 3.4. — Tout A € OPSY{%(X), propre, est continu
L%, — L. Utilisant la proposition 1.5 (2¢ partie) Uinclusion

WX X (R™ND)) = Sy, (X X (R™N0))

pour 0 < e < 1/2 u/v prouve notre assertion. Indiquons cepen-
dant un lemme dont on déduirait facilement la continuité L2
des opérateurs de OPS$°, et qui nous sera utile plus loin.

Prorosition 3.4'. —  Seit A e OPS{*  auto-adjoint
(A* = A) dont le symbole principal o(A) est « essentiellement
positif » au sens: Re (o(A)) 2 A&, alors on peut construire.
un opérateur B, M-elliptique de OPS{*"? (propre st A [est)
tel que:

A ~ B*B.

Notons que ’hypothése A* = A entraine que
Im o(A) € S{ w2tk

puis désignons par B, un opérateur de OPS{>*2 de sym-
bole réel b, tel que pour ze K == X et [£] assez grand
on ait |by|2 — Re 6(A) =0 (voir proposition 3.1).

A — BgB, est, par suite, dans OPS{—*"+2,

Puis construisons des suites d’opérateurs

(B;) et (R)) de OPS{-w/k2+2/

et respectivement OPS{—#/k+2/
telles que:

Rj=A—(By+ -+ +B)*(By + --- 4 B,,).
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Si By, ..., B;_; sont construits, R; est donné auto-adjoint
et son symbole r; estla somme d’un symbole réel de S§—#*+2/
et d’un symbole de S§{~¢+Dm-*+2+2 §i B; est un opérateur
de OPS{-/»2/ de symbole b, égal (pour [E] assez grand)

3

a — 2 alors

2b,
Ry = R, 4 Bi(Bo + -+ + By) + (Bo+ -+ + By)B}
a pour symbole modulo S{—C+Dwki2j+2
r; + bibe + bob, soit r; — Re (r))
qui est d’ordre S{U+Lk+2/+2 en vertu d’une remarque faite

0

plus haut, et enfinil est clair que I’on peut construire B ~ Z B,
qui repond a la question.

La définition et la proposition qui suivent précisent le
comportement des opérateurs de OPS{;* dans ces espaces.

DeériniTion 3.5. — u est HEGF en (x,, &) e T*X\0 st
u=1u + uy, u e HG*X) et (o, &) ¢ WFy(uw).

Prorosition 3.5. — Sotent T une partie M-conique de
T*X\O0, ¢, 6, © 3 fonctions, réelles, bornées M-homogénes de
degré 0 sur T*XNO0, k, j, Ll e R, telles que

inf(p —o—1) >0 ou p—oc—1>20
r
dans T et k—j]—1>0 alorssi ue 2'(X) est Hi* dans

I' et st A eOPS§/(X), propre, Au est Hy' dans T.
(Nous laissons la preuve aux soins du lecteur.) 1l en résulte :

Cororraire. — Hi* < Hy' st inf(p — ) >0 ou
p—1 =0 et k—12>0.

Indiquons, enfin, une description utile en 1mage Fourier
du front d’onde anisotrope :

Prorosition 3.6. — Soit ue 2'(X) et (z, &) un point
de T*X\O0.
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(w9, &) ¢ WFw(u) st, et seulement si, il existe ¢ € &' (X)
telle que:

¢ = u dans un voisinage de z, et ¢(£) est a décroissance
rapide dans un voisinage M-conique de E,.

Il suffit de prendre les opérateurs A de la définition 3.3
de la forme: A(z, D) = b(€)a(z) ou b(E) est M-homogéne
de degré O

a(zy) # 0 et b(&) # 0

et de poser ¢ = au.

Nous verrons plus loin comment ce front d’onde apparait
pour les problémes que nous avons a traiter comme un raffi-
nement du front d’onde usuel.

4. PROPAGATION DES SINGULARITES : CAS REEL

Nous allons montrer pour des opérateurs a partie principale
quasi homogeéne réelle un théoréeme de propagation des singu-
larités analogue au cas classique du « type principal réel »
(cf. Duistermaat-Hormander [6], section 3.2). '

n—1 2

L’opérateur de Schrodinger S = — i ° + <i>a

1 ox, =1 \0%;
est un opérateur quasi homogeéne de degré 2 si 'on attribue
a £, le poids 2 et aux & 1 <i<n—1 le poids 1;
rappelons & son propos la propriété suivante.

Si fe 2'(X), St e C* alors sing sup f est une réunion de
droites contenues dans les hyperplans z; = cte.

Nous allons commencer par définir les courbes sur lesquelles
se propageront les singularités.

Préliminaires.

Soit X un ouvert de R" p,(z, £) une fonction C” sur
T*X\0, quasi homogene de degré m, P(z, D) un opérateur
pseudo-différentiel de OPSp(X) de symbole principal
Pnl(®, ).
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Nous dirons que P(z, D) est un opérateur quasi homogeéne
4 caractéristiques simples si:

(4.1) dupn(z, &) # 0 s1 (z, &) e T*X\0
et
Pn(®, &) =0
ou dyp, désigne la 1-forme:
(4.2) dupe = 3 Lm gz, + bpm dz,
uj=u ba Ty

Désignant par ox la 2-forme canonique sur T*X\0,
introduisons le champ de vecteurs HY :

(4.3) ox(t, HY ) = <, dup), te T(T*X\0)
Nous noterons comme dans § 2:

(4.4) Hp(9) = {pm P

— v 229 _%Pndq . o(T*XNO
u,;—-u o, 0z, oz 08, 1° (2N,

Nous poserons la définition suivante :

DérFiniTioN 4.1. — Une courbe intégrale du champ HY
(défint en 4.3) sera dite M-bande bicaractéristique de P(z, D),
nulle sv elle est, de plus, contenue dans cary P = p;}(0); sa
projection sur X, M-courbe bicaractéristique.

Remarquons, enfin, que p, reste constant sur les bicarac-
téristiques définies plus haut, dont ’existence locale est assurée
si I’on suppose p, & valeurs réelles.

Pour fixer les idées donnons I’exemple suivant :

(Exemples 4.1.1) Considérons sur RP X X Dopérateur:

(4.5) P(z, ¢, D,, D,) = — b(t, D,) + A(z, D,)

Dans (4.5) on a noté par A(z, D) (resp b(¢, D,)) un opé-
rateur, elliptique, positif de degré 2 (resp 1) sur X (resp R?);
attribuant & ¢t le poids 2 et a z le poids 1 l'opérateur P
est quasi homogéne de degré 2, réel, a caractéristiques
simples; et les bicaractéristiques, quasi homogénes sont des
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géodésiques de la métrique définie sur X par la forme:

Ya = Y ay(x) du' du/
i,j
si on a posé
Ale, &) = 3 ay(2)Ee
LJ
contenues dans des hyperplans t = cte.
Indiquons que st X est une M-variété le champ de vecteurs
HY est bien défini par ses coordonnées locales.
Nous pouvons alors énoncer le théoreme.

TutoriME 4.1 (Propagation des singularités). — Soit P(z, D)
un opérateur, propre, de OPSE(X) de symbole quast homogéne
Pm réel a caractéristiques stmples.

Soit ue 2'(X) et Pu=1{f Alors:

WFm(u)\WFM (f)

est contenu dans p;1(0) et est stable par le germe du groupe de
transformations de générateur infinitésimal HY .

Nous allons prouver, en fait, 'énoncé plus précis. (Propaga-
tion de la régularité dans les H* quasi homogeénes) :

TatoremE 4.1'. — Soit 1 un intervalle ouvert de R, conte-
nant 0 et ¢t — y(t): I > T*X\O0 une M-bande bicaractéris-
tique, nulle, de P, et o un réel.

St ue 2'(X) est telle que: Pu est H dans y(I) et
u est Hif™* en v(0) pour tout s < o alors u est Hg™ ¢
dans (1) pour tout s < .

On se rameéne d’abord au cas ou I est relativement compact
et ue &'(X). Il suffit en fait de montrer que si: pour tout
s < o.

Pu est Hj dans +y(I) et u est Hi™ > dans y(I)
alors si u est Hy" " en v(0), u est Hy"* dans v(I)
pour tout s < o. KEcartons d’abord le cas o1 le champ hamil-
tonien partiel HY de P a en y(0) = (z, &) la direction

’ A : b .

de 'axe du cone anisotrope d = 2 i€ v auquel cas £ =0
J J

pour p; # w et la M-bicaractéristique passant par v(0)

est réduite a la demi-droite (xy, &)X > 0 qui est ’ensemble
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conique anisotrope engendré par (z,, &) et la proposition
est alors triviale.
Nous ferons la démonstration en 3 étapes.

1re étape.

Il s’agit d’abord de « localiser » le probléme. Multipliant P
par un opérateur quasi homogeéne elliptique positif d’ordre
convenable (ce qui ne change pas les bicaractéristiques définies
en 4.1), nous pouvons supposer que @ = m, puis considérant
un recouvrement ouvert de I nous pouvons supposer que si 'V
désigne un voisinage quasi conique, assez petit, de v(0)
sur une hypersurface S quasi conique transversale en v(0)

Y

a y(I) le flot hamiltonien partiel:

®: I X V->T*XN0
(qui a (¢, m) e I X V associe le point de parameétre ¢t sur la
M-bicaractéristique qui part en m a ¢ = 0) est un difféomor-

phisme.
Par hypothese il existe un voisinage W,, quasi conique,

de v(0) tel que:

(4.6) WEs™Hu) N W, = ¢
Posons 1 =]—T', T[ (T" > 0) et prenons T’ et V assez
petits pour que:

o(]—-T, T'[, V) = W

et soit Iy=]— Ty T,[ un sous-intervalle (I, = I) de I
et posons:

(4.7) ' =o(LV), Ty, = &I, V)

et
A=T— (T, UW,)

Il est clair que A = ®(]T,, T[, V).

Lemme 1. — Avec les notations de (4.6) et (4.7).

On peut trouver un opérateur B de OPSY(X) de degré
— oo horsde T tel que:

1) cary BN Ty =& et [P,B] estdedegré — oo dans T,.

2) Si ¢v=Bu, ve H"% e WFy(Py) < A.
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Construisons d’abord un opérateur B, de OPSY(X) de
symbole b, quasi homogeéne de degré 0 vérifiant:
supp by = T, bo(y(0)) =1
et
HY (by) =0 dans T,

[prendre par exemple by(®(t, m)) = b(m)x(t) ot b est une
fonction quasi homogéne de degré 0 a support dans V et
xe€Cg(I) x =1 sur I).

D’aprés la remarque de la section 2, [P, By] est d’ordre
— 3,(8, > 0) dans T.

Cette construction est, en fait, suffisante; mais pour aller
plus loin supposons que le symbole de P est une somme
asymptotique de fonctions quasi homogénes :

p~ Zo DPm—y;
J:
(Pm-py quasi homogéne de degré m — uj).
Construisons une suite (B;);,, d’opérateurs de degré

m;| — co asupports dans I' et tels que [P,B, + --- 4 B;]
son de degré m; dans T,. Supposons By, ..., B,_; cons-

truits, le symbole de [P, By + .-+ + B;;] est une somme
asymptotique de fonction quasi homogénes

I:P) BO_I— +Bj—1] :rmj+ rrln}—i_

construisons alors une fonction quasi homogéne b, de degré
m;, a support dans I' et vérifiant:

HY} (b)) = — rm, dans T
par suite [P, B;] a pour symbole — r, dans T, modulo
Spi=® et [P, By 4 -+ + B;; 4+ B,] est de degré
My < Inf (m; — 8y, mj)

dans T,, et si Pon remarque que m; < m; — 3§, 3, >0

ne dépendant que de M, il résulte que m;| — oo.

L’opérateur B ~ ¥ B; répond aux exigences du premier
point du lemme.  J=°

Posons ¢ = Bu, si V a été pris assez petit:

BPu € I—IT\I et [ Bu € H-;;""—H—al
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de plus Py = BPu 4 [P, B]u est dans H$, dans I, U E r,
et uw étant Hi™* dans W, il vient:

WEFs,(Po) € T — (T, U W,) = A.

Soit r tel que Py e Hy(X) (r < s — ) fixons un point
m=xy() 0 <t <Ty de y(l,) et construisons une fonction
e de C*(I') quasi homogéne de degré 0 telle que:

a) p<s dansI'p > s —a dans un voisinage de
m; (e > 0 arbitraire) et p < r dans A.

b) Hy’p > 0 quand HY o =0.

(Prendre par exemple p décroissante sur les bicaracté-
ristiques.)

De la conséquence suivante, de la proposition 3.5:

S1 we &'(X) est Hy, en meT*X\0 et s1 p < s dans
un voisinage de m alors Vk w est H{* en m, il résulte
que Py est Hf dans T.

Pour montrer le théoréme il nous suffit d’établir que ¢
est dans H{™ ¥ d’ou 'on déduira que w est H{™#
en m,, la construction précédente pouvant étre répétée pour
tout point m; de y(I) on déduira u est Hi™* dans v(I).

Pour cela nous allons établir une estimation a priort sur Py
dans I'espace Hf, ou p est le poids introduit plus haut.

2¢ étape.

Nous introduirons, avec les notations du § 3, un opérateur
propre Af équivalent a 'opérateur Af, de symbole

(L + [E)eD  pour  ([£] > 1),

Et prouvons:

Lemme 2. — Soit L un opérateur pseudo-différentiel, propre,
périfiant:
LAf ~ AP

Alors Q = L*L — LL* est de la forme:
Q = OP(2Hj},(p) Log (1 4 [E])) + Rawm-p

Rom-w € OPSH"H(X)

avec
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Désignons par H un opérateur pseudo-différentiel propre
de symbole HY (¢), H € OPS;i~#(X) et par B; un opérateur
pseudo-différentiel propre de symbole: Log (1 + [£]),

B, € OPSy(X).
Montrons d’abord que I'on peut écrire L sous la forme:

L=P,+ iHB, + R,, R, eOPSz¥X)

en effet AfP, — P,Af a pour symbole

1 ? A d

0 0 5
— f—P,—— A*—P,  modulo  S{ptm-o1

(cf. prop. 1.3) et:
2
dE;

(AF) = 57 (1 + [E])F Log (L + [£]) + (1 + [E]rr-y
j
ou
r_y € Sy¥(X)
et donc:
A{P, — P, Af
a pour symbole

— i{pms e (1 + [E])f Log (1 + [E])) 4+ (1 + [E])frmp,
Fmep € SEH(X)

par suite
AfP, — P, Ay = — tHB,Af 4 R,_ A} et A{P — PA{
peut s’écrire sous la méme forme.
Or
(L — P)A} ~ AfP — PAf = — i{HBA{ + R, _, A}
par suite

L =P, +iHB, + R,_,
Posons K = HB,
Q = L*L — LL* = [P}, P,] 4 i([P%, K] + [K*, P.]) + Ryuy
= 2i[P,, K] + Rym_p

or

P,B, = B,P, + R,_, et [P,, K] = [P,, H] + Rypu_p
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[Pm7 H] a pour SymbOle _1;' {pm’ {pm’ p}M}M _l" r' avec
r' e S¥"-#-% enfin puisque [P,, K] = [P,, H]B; 4+ Ry

il en résulte que Q a la forme annoncée dans I’énoncé du
lemme.

Nous utilisons également le lemme suivant:

Lemme 3. — St L est Uopérateur introduit dans le lemme 2,
¢ une fonction M-homogéne de degré 0, de C*(T') telle que:

Hp.(e) = 0—Hj () > 0

— St C est un opérateur de OPSY(X), propre, de degré
— o hors de T.
Il exvste C' > 0 telle que

vee ¢’ N Hy(X) [Colpp i < C(ILCoJ2 + [¢]%x)
(Nous utilisons ici une définition plus restrictive de
Hi* N ¢ = {ue &'|Af*u e L2}

muni de la norme [|A$*uly: = |u; )
Par compacité il est clair qu’il existe = > 0 tel que si Q,
désigne I'opérateur :

Q, = ~(HB{?)*(HB}?) + L*L — LL*
on ait :
Re (6(Q,)) 2 A¥m—1 dans T.

Nous pouvons prendre la « racine carrée de Q; »: si Q
est un opérateur auto-adjoint tel que:

Qi ~ Q, dans I' et Re (o(Q)) 2 AX™-¥:1
en appliquant la proposition 3.4 on déduit qu’il existe

M e OPSp-#12(X)
tel que:

Q; ~ M*M et par conséquent C*QC ~ C*M*MC.
D’ou l'on déduit pour ¢ e &'(X) n Hy(X):

(C*M*MCy, ¢) = (C*L*L — LL*Cy, ¢)
+ «((HBY2)*(HBY?)o, ¢) 4+ (R__¢, ¢).
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Et donc il existe C' > 0 telle que:
1Col 1 < C'(ILCoJ? + |HB}?¢[* + [¢]2x)
De plus remarquons que Ve > 0 3IC{ tel que:
IBi*ul® < ¢|Byul®* + Celul?

en outre
HBI? = Bi®*H + R, 5,12 et HB, =B/H+ R,
par suite
[HBi?¢|* < |Bi?*He|? + C”|¢]a_.
et enfin
IBi?He[? < e|HB,¢|* + G| -y

or
ILe[? > G| HByo|* — Cillola-p, 1

par suite si 'on choisit
Ce < 1/2
on a
Il g1 < GulLel® 4 9l R-p)
or
lol2-p < nloln-p1e + CylelZn m > 0 arbitraire

D’ou l’estimation annoncée.

3¢ étape.

Pour achever la preuve du théoréme il nous faut régulariser
la distribution ¢ construite dans la premiére étape.

Pour cela construisons d’abord A un opérateur d’ordre 0
tel que:

HY(a) =0 dans Ty, a(y(0)) # 0 et suppa < T,
Puis a, € C*(I') M-homogéne de degré u vérifiant:

a, # 0 dans T, et Hj (a;) =0

_*

1+ e2a?

Ona A, eOPSy;** supp A,=supp A et H) (a.)=0 dans T\.
De plus les a, forment une partie bornée de S (X) et

Ao - Ay pour la topologie faible.

Et désignons par A, Popérateur de symbole a, =
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Posons W, = A{A,» et désignons par C un opérateur
d’ordre 0 vérifiant supp C = T

C=1 sur suppA.

En appliquant les lemmes 2 et 3 aux distributions W, on a
avec une constante indépendante de «:

0 ” Cwe“m—p,llz < cte (" LCW:” + ”We” —N)
r

AfAp = CW, — (C — 1)AfA
et

LCW, = A%PA,p + R__Aw + L(C — 1)A%Ap

Les opérateurs (C — 1)Af et L(C — 1)A} sont d’ordre
— oo sur les supports M-coniques des opérateurs A, qui
forment, en outre, un ensemble borné d’opérateurs; de sorte
que:

IL(C — 1)AfAc] < cte 9] 5
et
I(C — 1)AQA5"”m—p,1/2 < cte 9] -x

finalement | AZAla_y, 15 < cte (| ATPA] + o] ).

Pour terminer il suffit d’établir que les |A{PA.»| sont
bornés; on déduira alors qu’une sous-suite de A, a une
limite dans H{+*"—*12 limite qui est nécessairement Ay
par suite de la convergence dans 2'(X).

Ecrivant

AfPA.v = ATAPo 4 A{[P, A ]y
on note d’abord
IATPA.] < [AcA{ee] + [[A], Ac]P¢]
inégalité dans laquelle le premier terme est borné car
AfPy € 12(Pv € Hf);
les [AfA.] forment un systéme borné d’opérateurs de
OPSs* (Al e OPSy car p < s)

or Po e Hirt* et donc les normes |[Af, A.]P¢| sont bornées.
Reste a voir le terme A{[P, A]y.
Ecrivons [P, A,] = R, + S, avec R. de symbole HY ()
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et S; décrivant un ensemble borné d’opérateurs de OPSp—#=3
AfS, décrit un borné de OPSg+m—#-—01,

et par hypothése ¢ € Hi™#=% par suite les |Af{S.,o| sont
bornés.

Puis écrivons AjR.y =T + Uyp ou T, a pour symbole
AfH%(a.) et U, décrivant un borné de

OPS§ym-t—# = OPSgm-2t

et par conséquent les |U.| restent bornés.
Enfin le symbole de T, est nul dans T, et d’ordre

Sr+m—p<s+m—2u

dans A par suite les |T.0|] sont bornées.

Il résulte donc que AfA¢ est dans HJ-*12 et que ¢ est
Hgmt=* en m; pour s < o et a > 0 arbitraire, par
suite ¢ est Hif™ " en m; pour tout s < o.

c.q.f.d.

5. PROPAGATION DES SINGULARITES : CAS COMPLEXE

Soit X un ouvert de R"® ou une M-variété et P(z, D) un
opérateur pseudo-différentiel propre, de OPSyE(X) dont le
symbole quasi homogéne P,(z, £) n’est pas nécessairement
réel.

Nous allons donner d’abord un résultat de propagation des
singularités dans le cas ou la variété caractéristique de P
est « quasl » involutive, ol encore quand P commute assez
bien avec son opérateur adjoint; analogue a [6] section 7.

1. Cas « quasi » involutif.

Nous ferons alors les hypothéses :
—38>up et {P, P, lu=0 quand P, = 0.
— Les champs de vecteurs Hip , HY,p, et d Paxe du

A . I) ., .,
cone anisotrope d = ZpLjZJ b—— sont linéairement mdependants
quand P, = 0. &
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11 en résulte que pour une fonction A € C* on a:

)\+7\ImP

{Re P,, Im P}y =

— 2 m
par suite dans P;*(0) la condition d’intégrabilité de Frobe-
nius est vérifiée : B

A— A n

(5-1) [ l{er, HImP ] - 2L ReP,, + A +2)\ HlmP

(5.1) peut également s’écrire :
(5.2) [H¥, Hp ] =2rHY —xHy quand P, =0

Dans la variété P;*(0) (de codimension 2) on peut définir
des deux feuilles tangentes aux champs HYz et HYn ;
ceux-ci induisent sur les feuilles une structure analytique
(cf. [6]).

Les deux feuilles ainsi construites seront dites deux feuilles
M-bicaractéristiques;

Nous serons amenés a considérer des fonctions ¢ sous-
harmoniques dans les feuilles, c’est-a-dire des fonctions dont
les restrictions aux feuilles sont sous-harmoniques pour les
structures analytiques considérées plus haut, ou encore qui
vérifient, dans les feuilles, (H%Im + MHY o > 0.

Sous ces conditions nous pouvons énoncer :

Tatorime b.1. — Soit ue 2'(X) Pu=f, WEw(u\WFy(f)
est contenu dans P;(0) et est une réunion de M-feuilles bica-
ractéristiques.

La preuve de ce théoréeme présente de nombreuses simili-
tudes avec celle du cas réel (section 4), les propriétés de « con-
vexité » des poids que nous avons construits sont remplacées
par une condition de sous-harmonicité.

Soit donc I wun intervalle ouvert de R contenant 0 et
vy: J=1IXT->T*X\0 une 2 feulle bicaractéristique,
nous allons prouver que st Pu est Hj dans vy(J), u est
Hg;m=2¢ dans y(J) et u est Hy™ ¥ en (0, 0) = (zy, &)
pour tout s < o alors uw est Hi™* dans vy(J) pour
tout s < o.

Nous allons d’abord nous ramener au cas ou le crochet
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{P,, P,}u est nul non seulement dans P;(0) mais encore

dans tout un voisinage de (x, &) dans T*X\0, par le lemme
suivant :

Lemme 1. — Soit (xy, &) un point de P;1(0) on peut trouver
une fonction e(x,k) quast homogéne de degré p — m telle
que:

e(xy, &) # 0 el {ePn, éﬁm}M =0
dans un voisinage de (xy, &).

La preuve de ce lemme est analogue a celle du lemme 7.2.3
de [6].

Nous pouvons alors introduire le 2 feuilletage M-bicarac-
téristique :

®: J X V->T*X\0, V désignant un voisinage de
my = (xy, &) assez petit, sur une variété quasi conique de
codimension 2 transversale en m, a la 2-feuille v(J).

Désignons encore par W, un voisinage quasi conique de
(o, &) tel que W, N WEF§™ ¥ u) = @, par I, un sous-
intervalle de 1,

Jo=I x I, T=®J X V), Ty=a(J, X V).

Construisons encore un opérateur B de OPS(X) tel que:
suppB = T, [P, B] degré — oo dans T, et

v(Jo) N cary B = @;
et posons ¢ = Bu.
WF(Pv) « A =T — (I, UW,) posons A = ®(K X V)

Fixons un point m; dans y(J,) et construisons p € C*(I")
quasi homogeéne de degré 0 telle que:

a) p<s dans I' p > s —a (« > 0 arbitraire) en m,
et p < s— p dans A.

[b) Hp, HY o > 0 quand HY o = 0.
SiTon désigne par K la réunion de K et des composantes

connexes non bornées de ECK et my = D(z, my) 7 € J,,

nous remarquons que z ¢ K = K (par suite du choix de I,)
et par le théoréme de Riinge 1l existe une fonction §,(z) sous-
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harmonique dans un voisinage de J telle que:
sup §; > fi(z) > sup P1-
Et pour une fonction ¢ réelle, croissante, convenablement
choisie § = ¢ o 3, vérifie:
§>supf >f(z)=s—a >s—pu>supp
K
et s1 on pose p(m)=5(z) st m = D(z,0) p vérifie les
conditions a) et b) ci-dessus.

On a donc Py e Hf et nous allons établir ¢ e H{m#
par le méme procédé que celui utilisé dans la section 4 dont le
lemme 2 devient :

LemMmE 2. — Soit L un opérateur propre vérifiant

LAZ ~ AP
Q = L*L — LL* est de la forme
Q = Op((Hie,, me )p Log (1 + [E])) + R2(m—(J-)

avec Rypoyy € OPSE™#(X).
L. est encore de la forme L = P, 4+ tHB, + Ru_y et

Q = L*L — LL* = [P;P,] 4 ([P7K] — [K*P,]) + Rem-p

or {P;, P,} —Op{P,, P,}u + Ren_ps = Rou—yy car 8 > u
et {P,, P,}u = 0 les termes [P}, K] et [K* P,] condui-
sant & HREep p et Hinp p.

La démonstration se termine comme dans la section 4.

2. Quelques extensions possibles.

Nous allons considérer, & la suite de [5], des opérateurs P
jouissant de la propriété suivante :

(5.3) 3% B, ng > 3P, + 3P,
M
pour une fonction » C* et quasi-homogeéne de degré m — p.

(5.3) correspond a une généralisation des opérateurs princi-
palement normés.
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Le théoréeme 0.1 de [b] tient pour des opérateurs quasi
homogeénes; nous en redonnons ici I’énoncé :

TutoriMmE 5.2. — St P e OPSE(X) vérifie:
1) gi.?m, P.{ > 3P, + 7P,
l M

2) Pour tout (z, £) de T*X\0 P est hypoelliptique en
(z, £) avec perte de p dérivées ou (x, ) est sur une bicarac-
téristique de P.

3) Aucune bicaractéristique compléte ne reste au-dessus du
compact K de X.
Alors Vse R ona:

ueéx(X) Pu=f S >s=5;>s4+m— p.

ou 'on a noté S la fonction quasi homogeéne de degré 0
Si(z, £) = sup {t e R|lu est Hiy en (z, £)}. Le point essen-
tiel de la démonstration est le résultat suivant:

Lemme 5.2. — Soit p e C*(T*(X)\0) quasi homogéne de
degré 0 vérifiant: Re <H¥m - —i 7\> HY o > 0 dans un

cone anisotrope X (b.4) et soit C un opérateur d’ordre 0,
de degré — oo hors de Z. Si L est un opérateur pseudo-
différentiel propre vérifiant LAY ~ AP on a Uestimation
mucrolocale,

(5.5) [Cullp—p,1e < cte (|L Cull + [uf—x) Yueéx nHH(X)

[la fonction A de (5.4) a été introduite en (5.3)].
Introduisons un opérateur M de OPSji* de symbole 2;
et considérons I'opérateur:

Q = L*L — LL* — ML + L*M*.
Nous avons déja calculé :
L*L — LL* = [P*, P]
+ Op (2Hp, HY ¢ Log (1 + [£])) + Ram-p

L =P + iH¥p Log (1 + [£]) + Ro_y

et
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de sorte que si l’on écrit

Q=L*L —LL* — M(L — P)— (L* — P*)M* — MP — P*M*
il vient:

Q=m«m%@%+%j>akL%u+gw

+ [P*, P] — MP — P*M* + R,y

Calculant (C*QC u,u) et utilisant 5.3, 5.4 et I'inégalité de
Lax-Nirenberg on a:

I1Culfimp, 12 < C'(IL Cul® + |L Cul [u]a-p) + C"ICulfi-y
ce qui fournit compte tenu de:
[l < el9lnp,1e + Celol-x

Pinégalité [Culn—p 1 < C'(|L Cu| + [Cuf_y) qui est (5.5).

6. CONSTRUCTION D’UNE SOLUTION
DE Pu ~ 0 SINGULIERE
SUR UNE M-BICARACTERISTIQUE

Nous reprenons dans cette section les hypothéses de la
section 4 (cas réel) ou de la section 5 (cas complexe); plus
précisément dans le cas ou le symbole de P est réel, nous
ferons ’hypothése suivante :

dans Cary P = P;1(0) les champs de vecteurs H} et

N
[ c 1.
>= Y y.jEja—g sont indépendants.
Jj=1 J

Notre but est de construire une distribution u telle que Pu
soit C* dont le front d’onde anisotrope soit concentré au-
dessus d’une M-bande (ou d’une M-feuille) bicaractéristique
nulle de P(z, D).

Un théoréme de L. Hérmander [11] appliqué a 'opérateur
de Schriodinger

d n 12
S— 1
l

établit le résultat suivant:
Etant donnée une droite A d’un plan =z, = cte 1l existe
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une distribution f telle que Sf est C* et sing suppf A.
Nous allons étendre ce résultat par le théoréme ci-dessous.
Le procédé que nous allons utiliser est inspiré de L. Boutet

de Monvel [4].

Nous pouvons alors énoncer:

TutorimE 6.1. — Soit y une M-bande bicaractéristique
(resp. M-2 feutlle) nulle de P et (z,, &) un point de +.

Il existe un voisinage quast contqgue V de (x,, &) et une
distribution f de 2'(X) telle que:

Pf est C* dans V et WFy(f) n V=y n V.

Montrons d’abord le théoréme dans le cas ot M comporte
2 poids distincts. Nous supposerons que

X=Y XT ou Y (respT) est un ouvert de R" (resp R?)

ou une variété de dimension n (resp p).

Notons (x, t) DI'élément générique de Y X T, (z, t, &, )
celui de T*Y X T*T, 1 et I (I > 1) les poids distincts de M
appliqués respectivement & £ et t de sorte que si P, est
la partie principale quasi homogéne de P on a:

P.(z, t, A€, A'z) = AP (2, t, €, =) A > 0.

Soit y la M-bande (resp M 2 feuille) bicaractéristique et
(Zo, to, Eo, To) un point de vy; rappellons que

Y < {t=t0,T=T0}.

Etudions d’abord le cas 1, # 0, nous pouvons alors sup-
poser, apres un changement de variable convenable que ¢, = 0,
=1, ..., 1.

Nous allons rechercher la distribution f du théoréme 6.1
sous la forme:

(6.1) flz,t) = Ag (a:, >
_ f ic(z,t, 7, u, <£U, t, Y, U, C, p) g(y, LL) dy du dc dP

(6.2) o = (D(x,y), L) + b(t, o) + x(u, o)
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Nous supposerons que les fonctions @, ¢, x de (6.2) vérifient :

— @ est C* sur X X X et Vz @, est de rang n quand

= 0.

— ¢ (resp x) est C* et homogéne de degré [ (resp 1) dans
un ouvert conique disjoint de p = 0.

De plus nous supposerons yx, # 0.

— La fonction a de (6.1) est un symbole de S"(Y x T,
R™*?) nul hors d’un cone disjoint de p =0, et hors d’un
voisinage de { = p = 0.

Remarque. — Les hypotheéses ci-dessus ne sont pas les hypo-
théses minimales pour que 6.1 définisse une distribution
convenable, cependant elles nous suffiront ici.

Donnons quelques résultats sur des opérateurs tels que (6.1).

Lemme 6.1. — L’opérateur A défint en (6.1) applique
G (X) = C*(X)
et admet un prolongement continu &'(X) - 2'(X) vérifiant:
fe &' (X) WFuy(Af) = € - WE(f)
ouw % est la relation quast homogéne sur T*X X T*X:

(€={(x,t,5,‘f,y,u,7l, )|®——O‘Pp—05—®mﬂl— (D:’ﬁ
T=1{, 0 = — x}.

La notation WF, , désignant le front d’onde anisotrope
d’une distribution de 2'(X) relatif aux dilatations:

(z, ¢, &, ©) = (z, t, AE, Mo)d > 0.
Intégrant par parties dans (6.1) a I’aide de I'opérateur:

1 "dp; D, dg; D

6i1) L= —~r——
( ) lpyl? + |(P1)'I2 =1 0Y; by] 6Cj bcl

ox d
])(_ul2 2 du; bu
ol on a posé

(Pl(x’ Y, C) = <(D<x7 y)7 .
L(e) = 0, L(e®+0) = ¢®+0 et L envoie S™ sur S™1.
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Il en résulte que A opére de C; dans C*. Le noyau de
distribution de l'opérateur A s’exprime par:

A(a:, t, Y, u) — fei(q)(w,.Y)’C>+iala(t.5f)+i)(,(u,p) a(x, t, Y, U, C, p) dt dp

A e 2'(X X X) nous allons déterminer son front d’ordre
relatif aux dilatations :

(x, t, &, 7, y, u, m, 0) = (x, ¢, AE, A7, y, u, Ay, A0) A > 0.

Nous le noterons WF,;;,(A).

Pour cela étudions le comportement quand A — 4 o
de S(A)= < A, pe-M-o-iNt.ttdvatided 5 ol o est une fone-
tion a support dans un voisinage assez petit d’un point
(#, &, 4, u) de X X X, et si S(A) est & décroissance rapide
c’est que (%, 1, &, 7, 7, 4, 1, 0) ¢ WFq11y(A).

S(A) = ante f eiMB@, 15— . at+y . m+INEE -+ @ £)—0)
a(z, t, y, u, ¢, o) v(z, t, y, u) de dt dy du df de.

Nous pouvons supposer, en intégrant par parties par (6.1.1),
que a € S¥ N assez grand; de sorte que en intervertissant les
intégrales de S(A) on se raméne a étudier des intégrales du
type:

o(A) = f N =D+ -0 ¢ o dt du dp
dont les points critiques sont ¢, = Q, T=1¢, et O = — X
en effet s1 sur supp (va), ¢p# 0 on intégre par parties dans
o(\) par:
M=

[N

o o
bpjbpj

et A='M(e*V) = ¥

INZ]

2

|

Il

i
et en itérant K-fois M 1l vient o(Ax)=0(1*-9) (I > 1);
de méme par une intégration en u, il apparait que o(}\)
a décroissance rapide si T # ¢; ou 0 # — x,.

On se rameéne également a des intégrales du type:

-~

1

o'(A) = f M@ - I-E+yD g o da dy dY.

Les valeurs critiques dans ¢'(A) sont, c’est un résultat
classique, les points :

{© =0, =0z, n =— O}
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Il en résulte que:

WF,llu(A)C {<x, Z, E} Y u, n, e)[(I) - 07 q)(li: 07 £ = q)a’va
‘Y)=(D;,,T=Ll)t’,e=-—x,’1}.

Par suite A peut se prolonger en un opérateur &' — 2’ et:

WFq o(Af) © WFy(A) o« WE(f).

ce qui acheve la preuve du lemme.
Nous allons particulariser la formule (6.1) de la maniére
sulvante :
Soit I' un voisinage quasi conique de (Zy, %, &, 7o) ne
rencontrant aucun hyperplan 1; = 0, I’application
(xy t, &, ©) = (2, t, &, 21')
avec la notation:

T= (11, ..., 7) T=(7 ..., reR,.

applique I' sur un céne I' de T*X\O0.
Soit a(z, t, £, ) un symbole homoge¢ne de degré 0 nul
hors de T' considérons :

(63) Af(x, 1) = [e5orala, , &, I)f (5, ) dedv feCi(X)

p
ayant noté si t=(t, ..., t,) 7=(7y, ..., 7,) t.t'= )
on a alors le résultat : 1=

Lemme 6.2. — L'opérateur A défint en (6.3) opére de
&' (X) dans 2'(X) et

fe &(X) WFq, (Af) = o(WFE(f) 0 supp a)
ou ¢ est Uapplication:
o: T*XN0 — T*X\0 o¢(z, ¢, &, 1) = (2,0, &, 79

Dulemme 6.1 il vient WF, y(Af) = ¢(WF(f)), Popérateur
A de (6.3) est déterminé par la phase:

¢=(x—y, L) —to'— p.u.

De plus si a est nul dans un cone A et si Q est un opé-
rateur propre de OPS{(X) de symbole ¢ & support dans un
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sous-cone anisotrope de A D'opérateur QA est régularisant.
On calcule :

QAf(z, ) = [ e=+¥b(z, 1,%, o) f(L, o) dE dp

avec
ba, t, €, o) = [ala, t, y, u, C, o, & et dy du d de
ayant posé

=gz, ¢, L+ ¢ 7+ palx +y,u+t7 )

« est un symbole (1,1,1,]) quasi homogéne de degré 0, nul
a lordre o sur y=u=0, 0 =7 =0: 1l en résulte par
le théoréme de la phase stationnaire b e S° et méme b est
a décroissance rapide, par suite QA est régularisant.

Nousn’utiliserons en fait que des opérateurs A (6.3) « ellip-
tiques »:

Soit I'y un voisinage quasi conique ou (&, £, &, To) contenu
dans T, nous supposerons que I'y comme I' est a base
compacte, construisons un symbole a(z, t, 6, v) homogéne
tel que:

a=1 dans Ty, suppa<=T et considérons l'opérateur F
suitvant :

(6.4) Ff(a, 1) = [ ez, 1, L, 0) (8, ¢) dtdo

On a alors la propriété :

Lemme 6.3. — L’opérateur F, (6.4) envoie &'(X) - &'(X)
et:

1) Si fe &' (X) est C hors de T'y WFy,(Ff) =9 (WF(f)).

2) St Q est un opérateur de OPSY(X) dont le symbole

complet q est nul hors de Ty et sannule a Uordre k > 0 sur
t =20 alors:

QF: gl N Hs} Hfl-:-‘l;(l—lll)

La notation H{ , désigne I'espace de Sobolev anisotrope
construit en § 3.
Introduisons 'opération

(6.5) F'f(a, t) = [ ef=+b(z) f (g, 7) dE d=
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ol b(7) est une fonction homogéne de degré 0, égale a 1
dans T’y et nulle hors de Pr. T

Il résulte du lemme 6.12 que si f est C* hors de [,
Ff=FfmodC”. F': & > & et peut se prolonger en un
opérateur ¥’ — &’ et il est facile de calculer:

(6.6) ﬁ?(z, T) = 1 f(g, 71/ b( 711"

H 1-1/

et de plus, en intégrant par parties, on a en ¢ # 0 pour tout
entier n:
6.7) Ffa=c"y [ ) < > F (2, v)el- ot d
p<n
ou les C, sont homogeénes de degré < — n(l — 1), et sont
nuls pres de = = 0.

De (6.7) 1l résulte que si fe &', F'f est la somme d’une
fonction de & et d’une distribution de &’ (dont le support
singulier est contenu dans ¢ = 0).

Siun point (z, 0, &;, 7,) de Iy n’est pas dans WEFy,(F'f)
alors (zy, t, &, 7,) n’appartient & WFq,(F'f) pour aucun ¢
de R?, on peut alors trouver une fonction ¢(z) a support
assez voisin de 2; et une fonction (£, v) & support dans un
voisinage quasi conique assez petit de (£, 7;) tel que:

x(D,, D)oeF'fe & qui s’écrit en vertu de (6.6),

F'(x(D,, D¥ef) e &
et donc

(xly t, El, lll) ¢ WF(f)

d’out le point 1 du lemme.

De 6.6 il résulte également que si Q est de degré — o
hors de T, QF envoie ¢’ N H® dans H} ,, pour achever
la preuve du lemme calculons :

QF'f(z, 1) = [ ql=, t, & )b(x)e+=f (5, <) dE d
S1 ¢ est nul & un ordre k > 1 sur ¢t =0 on peut écrire
q = tq;, et sur supp b on peut intégrer par parties

teitt‘ — P(T) 2_ (eitx‘)

ot
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ou p est une fonction homogéne de degré — I+ 1; d’ou

QFf(@, ) = [ o= (bgsof o= de d

_fpbq etE T4t th_. T _+_f elE.a:+h‘

Soit donc QF'f= QF'(¢f) + Q"F'(f) ou Q' (resp Q") est
un opérateur de OPSY? (resp OPSy!(X)) dont le symbole
est nul & 'ordre &k — 1 sur ¢=0; par itération on déduit
QF: ¢ n Hs - Hgya-w,

Si T, est un voisinage quasi conique de (z,, t, &, To)
contenu dans T, et si p est le symbole de P(z,¢ D, D)),
désignons par P, un symbole de OPSY,(X) nul hors de T,

et égal a bﬁe"—‘ (z, 0, &, ) dans TI';, puis par p, la fonction
T

pa(xa ¢ &, T) = pa<x7 t &, Tl), Pa € Sm(X)

Si f est C* hors de I'; on a P,Ff= FP,fmod C*, en
effet il est facile de voir que P,F' = F'P, ou F’ est défini
en 6.3.

Pour tout entier N on peut écrire par la formule de Taylor :

P= 3 ~P + Ry + Py
la)<N a!
avec Py ~ 0 dans T,.
De la preuve du lemme 6.2 il est facile de déduire :

tFf = FR;f mod C
par fC* hors T, R, étant un opérateur de degré — !+ 1< 0.
R#

Puis construisons Q ~ Y FP“’ Q est un opérateur de
lal>0

OPS"(X) dont le symbole principal est égal & P, (z,0, &, 7
dans T',. _
S1 f est C® hors de I'; écrivons

PFf — FQf — t'RaFf + F< Y Re )fmod c
|¢]>N
pour tout entier N.

On déduit par le lemme 6.2 que si fe H*
PFf__ FQfE H-Z]:*[—)N(l—l/l)
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pour tout entier N; et donc PFf= FQfmod C* si f est
C> hors de T;.
Si P vérifie les hypothéses de la section 4 ou de la section 6,
il est clair que I’on pourra appliquer & Q le théoréme 6.2.1
ou 7.4.1 de J.-J. Duistermaat et L. Hoérmander [6]; et notre
théoréme résultera du lemme 6.2 et de:
S1 ¥ est la bande (ou la 2 feuille) bicaractéristique de Q
passant par (Z, to =0, &, 7") on a o(y) =r.
Il reste & voir le cas 1, =0, &, # 0.
La proposition étant locale nous pouvons supposer que sur
supp pona & # 0.
Par la formule de Taylor nous écrivons :
pz, 6,80 = 3 Pz E0)+R
» by &y o<ia<n & | oz® y by & N
avec

R“Z.aéuf:%%(x’ t, £, 67) do
S1 N est pris assez grand on a Ry e S"™™™ en effet:
la| = N, |DADPD+1p| < (1 + [§, T])m—IBI—I(NHYD
or sur supp p [§, 7] = |E] > c|&, ©| et donc

|DADEDY+op| S (1 + |E, =|)m=~BlI-I7I

, 0% .
On a également S—% e S™*l par suite P e OPS™ et
T

son symbole homogéne est P,(z, t, &, 0).
Or par hypothése

P (%, to, &, 0) =0 et grgd P (%, to, &, 0) # 0

et donc my = (2, 79, &, To = 0) est un point caractéristique
simple de P.

Si ¢ est la projection sur =0 (=, ¢, &, 7)=(z, ¢, &, 0),
si ¥ estla bande (ou la feuille) bicaractéristique passant par
mq, on a U(7) = .

Et le théoréme résultera alors de:

fe&(X) WE(f) = {€ #0} alors WFqy,f) = $(WF(f))
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Enfin quand M est formé de plus de deux poids distincts,

M= (1, -y tay Bagr) B2 < =+ < Pgp

on applique aux variables de poids w,., le traitement des
variables t dans la méthode ci-dessus et on conclut par
induction.

La preuve du théoréme 6.1 permet en fait d’établir le résul-
tat plus précis et plus global suivant:

TutoriME 6.1'. — Soit 1 wun intervalle ouvert, relativement
compact de R et y: 1 —> T*X\O0 wune M bande bicaractéris-
tigue de P qui reste injective aprés projection quasi conique,
sur S*X. Et soit s un réel. Il existe une distribution f de
2'(X) telle que:

WEW(f\I" = WE(f\I" = I\I" et WEy(Pf) < I,

ou I' est Uenveloppe quasi-conique de y(I) et TV ses points
limates.

7. PROPAGATION DES SINGULARITES
POUR UN OPERATEUR A CARACTERISTIQUE MULTIPLE
SUR UN CONE INVOLUTIF

Les constructions précédentes ont eu, via des hypothéses
« quasi homogénes », pour objectif I’étude d’équations pseudo-
différentielles a caractéristiques multiples. Cependant des
hypothéses de type quasi-homogénéité n’ont de valeurs que
locales, ou globales si l’'on se restreint a des variétés
décomposées en produit « M-variété » de la section § 1.

Nous donnons ici une application « globale » des résultats
des sections 4 et 6.

A la suite de L. Boutet de Monvel [3] (également Treves-
Boutet de Monvel [2]), nous considérons des opérateurs & carac-
téristiques multiples dont le symbole p admet un dévelop-
pement asymptotique :

P~ X Pny OU pn; est homogéne de degré m —j

J
et s’annule au moins & 'ordre (k—2j), sur un cone C* =
de T*X\0; et ou p est elliptique hors de X.
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,Cette condition sur les termes  py_ (qui excepté _ Pn
n’ont pas de sens global) est invariante par transformations
canoniques.

Nous supposerons ici que Z est un cdne involutif ¢’est-a-dire

que si u; = --- u, = 0 sont des équations homogenes de =
on a

(7.1) {u, u;} =0 sur Z(i,7=1,...,v).

(7.2) Nous supposerons de plus que les champs H,, ..., H,

v

0 . Y
et r— le champ radial sont indépendants sur Z.
r

La condition (7.1) implique que les champs H,, sont
tangents & X et que les [H,, H,] = H,,;,,; sont des combi-
naisons linéaires des H,, sur X, de sorte que X se trouve
muni d’un feuilletage canonique, dont les feuilles sont les
variétés intégrales des H,(j =1, ..., v).

Dans ces conditions il est possible d’associer & P une famille
§(7=0, ..., [k/2]) de Kk — 2j formes invariantes (par
changements de coordonnées coniques) sur le fibré normal de =
N(Z) = T(T*X\0)/T(Z).

Le cas k=2 est bien connu il s’agit de §, = % Hess' p,,

§i = o5(P) respectivement le hessien transverse et le symbole

sous-principal de P sur X, dans le cas général nous ren-
voyons a [8].

On détermine une fonction C* sur N(Z) en posant:

(73) Q(X) = 2 qI(P)(x, E)(X’ ERY] X)’

0<J<[k/2]
X e (N(Z)e b, &) € 2.

La variété T étant involutive, on peut via la 2 forme sym-

plectique canonique identifier N(Z) au fibré cotangent des

feuilles sur lequel nous supposerons donc que la fonction §
a été définie. Nous pouvons alors donner le théoréme :

TatoriME 7.1. — Les conditions sutvantes sont équivalentes.
(i) § ne prend pas la valeur 0.
(1) P est hypoelliptique avec perte de k[2 dérivées i.e.

fe & (X)Pfe H* = f e H+m-"A2
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Ce résultat généralise Boutet de Monvel [3], théoréme 7.3;
pour la partie (i) = (ii) nous renvoyons a B. Helffer [8].

Nous allons donner un théoréme de propagation des singu-
larités contenant celui de L. Boutet de Monvel [4].

Définissons d’abord les courbes qui joueront le réle des bica-
ractéristiques quand les caractéristiques sont simples.

DeriniTion 7.1. — Quand § estréel et que
(7.4) j=0=—H; #0

nous désignerons par bicaractéristiques de P la projection
sur X d’une courbe intégrale de Hj.

Nous pouvons alors donner le théoréme suivant:

TutorEME 7.2.

(1) Sott une distribution f de &'(X) telle que Pf est C
dans un ouvert conique U de T*X\0, alors WF(f) n U

est une réunion de bicaractéristiques de P.

(i) Soit (z,&) unpointde X = car P,C un arc de bicarac-
téristique >(x, £), il existe un voisinage conique U de (z, &)
et une distribution f de &'(X) tels que:

Pf est C* dans U et WF(f) nU=C n U.

Indiquons les arguments essentiels de la preuve des
théorémes 7.2 et 7.1.

Des hypothéses 7.1 et 7.2 il résulte que ’on peut construire,
localement, une transformation canonique @, homogéne, qui
transforme le cone £ = carP enle cone § = ... =§, =0
de T*R"

S1 F est un opérateur de Fourier elliptique associé 4 @
et F' une paramétrix, 'opérateur FPF-! vérifie les hypo-
théses de la définition 7.1 et son ensemble caractéristique est
le come § = ... =&, =0.

Quitte & remplacer P par FPF-! nous supposerons que
car P est ’ensemble & = ... =%, =0.

Nous noterons (z, t) la variable de R*, (£, ) la variable
duale de sorte que:

car P devienne £ = 0.
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Le feuilletage canonique de X est constitué des « plans »
affines :

F={1t&=0,nr)zeR"}

Par un développement de Taylor au voisinage de = on
peut écrire

pm= 2 a(i),...ilfgi,...gi/,

iy i

ou les a? , sont homogénes de degré m — k.
Et désignant par A , un opérateur pseudo-différentiel
de symbole principal af  ; on pose:

Quai=P— 3 A% . <1/i a%) <1/i aii)

iy ige i

dont le symbole principal ¢,_; = 6,3(Q,—;), qui s’annule a
Pordre (k— 2), sur X, admet un développement de la
forme :

1= X @i, . 5. B

B,
En itérant le procédé sur Q,_, on construit pour
1 <7 < [k2]

des opérateurs Q,_; tels que:

Quopa = Qo= 3 My (Ui ) (1 2

ig... i/:—zj iy bxik—-2j

avec

Gm"k‘l'j(A‘{a v ilt——zj) = aii{ conik—sj . et Si qm_./ = Gm-—j(Qm—j)
qm—‘j = 2 a{‘ e il:—ejail e Eilr—ej

“"‘ilx—zj

de sorte que

thi2) . s N
P—R+7Y3 3 A{i,_.ik_ej<1/lax)...(1/Lb >

J=0 ir... ik-zj iy ifc—ej

ou R est un opérateur de degré m — [k/2] — 1.
s _ 1
Or (cf. B. Helffer), gz, t, 0, 7) ———————(k_ 57

(hessien transverse d’ordre k — 2j de ¢,_; sur X), de sorte
quesi X = (nq, ..., n,) estunvecteur cotangenten (z,¢,0, )

Hess' g,
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ala v-feuille contenant ce point:

4(P)e 0,0 (X ... X) = ¥ a{....ik_,j(w, t, 0, 7) m ... Nixsj

by
de sorte que:

kj2)
Q(X) == 2 2 azj,...ik_,j(x’ L 09 T) Niy « -« N 2j
FELI A
A ., est un opérateur de degré m — k 4 j.
Notant S%, les classes de symboles quasi homogénes
définis en § 1, les poids 1 et 2 s’appliquant respectivement
aux variables & et =.

Lemme. — Dans le cone « # 0 tout symbole a(z, t, &, <)
de S™ est un symbole de S¥'y admettant le développement
asymptotique :

an~ Y a,
-2

1
avec a, = — £*Dia(x, 1, 0, =) e S5

En vertu du lemme les opérateurs

, i 2\ (12
Au N Py <1/L bxi.) <1/'l bxik-—!j)

sont des opérateurs de OPSY'3* qui admettent pour symbole
quasi homogeéne :

ai,...i,,_,j(x’ ta 07 T>E-vi, e gik—ej

Et finalement P est un opérateur de OPS2";F et son symbole
P @2 Yy

quasi homogeéne est:
/2]

pP=ouP)=3 X alji---ik—-zj(x’ t, 0, 7)&, ... Cis

J=0 i ...ik_“-

Soit F une feuille F = {(z, t, 0, 7)|x € R'}, notons (z, )
les coordonnées dans T*F de sorte que:

q(x7 ")) = g 2 a‘ii‘nuvik—!j(w, t’ 07 T)ni, e y’ilg_gj
et



120 R. LASCAR

Par suite ’hypotheése (7.4) s’exprime par :

p’ estréel et H, # 0 quand p’ =0, H, étant le champ
hamiltonien partiel introduit dans la section 4.

De plus les projections sur les feuilles des courbes intégrales
de Hj; sont les projections sur £ = 0 des courbes intégrales
de H,.

Le théoréme 7.2 résulte alors des théorémes 4.1 et 6.1
ainsi que de la remarque :

fe &'(X) telle que WEFq 5(f) = v # 0

WE(f) = pre=oWFq,5(f))-

Indiquons maintenant la preuve du théoréme 7.1.

(1) = (11) de I’hypothése § # 0 il vient que p’ est un
symbole quasi homogeéne elliptique de SZy* par suite il
existe un opérateur Q de OPSGH™ ™ tel que

PQ—1~QP —1I~ 0 cequiprouve (i) = (ii).

alors

Pour établir (i1) =~ (1) prouvons le lemme:

Lemme 7.1. — Soit P un opérateur de OPSf,(X) de
symbole quast homogéne p,(x, £); notons
r=(y, 1) et E=(n, 7)
les variables duales de poids respectifs 1 et 2.
Soit (x4, &) un point caractéristique de P :
Pn(%o, &) = 0, T # 0.
On peut trouver alors une distribution w € 2'(X) telle que:

Pup e H 5 et po¢ HFR-12+ ve > 0
et
WFq ay(1) © Z' = {(@, Mg, M27)A € R},

Pour déterminer u nous allons nous inspirer d’une cons-
truction assez classique, voir par exemple [7].
On peut supposer, pour simplifier

xo———'o, 7)o=0 et ’70:(0, oo ey 0,1)-
Posons
t = (t’! tn) T = (T’, Tn)’ C= (71’ T,)
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de sorte que

¥={z=0,¢{=0,7 >0}

Considérons alors ’ensemble I"(Z’) des distributions p de
la forme:

(7.5) b= (2r)" [ €Fof(s,, Ul d
avec

(7.6) f(z, Q) ~ % f,j(r,,, %) avec ro=r rj— o

et ou les f,, sont homogeénes de degré r; en =, et a décrois-
sance rapide en (.

I1 est aisé de vérifier les propriétés suivantes, si p e I'(Z'):
— WFq, q() = Z'.
— y;u (resp tip) € I14(Z’).
— t,p € I1(Z).
_2 w | resp 2 p) e Iria(xzr),
oY o1
0

—_— r+1(%/
T pe I (2.

De plus si F est un opérateur de OPST,(X) de symbole
a(z,{) on peut par un développement de Taylorsur z ={ =10
écrire :

(7.7)

Fu = (2n) ' [ ¢ “aq, g, ¢ o(w)y 8603 (5, Tf]%]") + -

avec

1 d\*/d\/a\7/ 02\
aa,B:Y»b(Tn)=W<@> <57> (5}:> <a> a(x, C)|z=c=o.

m — [3]
—

Dans (7.7) Fp se présente sous forme d’une somme de termes

de:

Par suite les a, gy, sont homogeénes de degré

m—pl_fel_JBI_ |y 121
IH 2 e R

dont le terme prépondant est:

[ e=al0, 0, =)f(=,/1=1) 4t modulo I3 (21);
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d’ou le résultat suivant:
Si FeOPSj, de symbole quasi homogéne a, on a:

(")

m
r+4 2 1/4

(78) peIl'(Z)=>Fupel*+™(Z) et Fpel

si a, =0 sur Z'.

De plus de (7.5) il vient u € I"(Z’) est dans H§, pour
tout s tel que s+ 2r < 0.

Puis choisissant dans (7.6) f. elliptique en t, on peut cons-
truire (appliquer 7.8) une distribution p telle que:

PueHi, et w¢ HYH B ve > 0.

Ce qui achéve la preuve du lemme, puis celle du théoréme.
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