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CLASSES DTOEAUX DES CORPS ABELIENS
ET NOMBRES DE BERNOULLI GÉNÉRALISÉS

par Georges GRAS

INTRODUCTION

Soit / un nombre premier impair fixé. Soit K/Q une extension
abélienne dont le degré est premier à / et soit 3e^ le /-groupe des classes
de K. Il existe un certain nombre d'informations" numériquement
accessibles sur l'arithmétique de K, permettant d'approcher la structure
de 9e K (considéré comme Gal(K/Q)-module), sans toutefois la déter-
miner systématiquement. Ces "informations" sont les suivantes :

i) Le résultat de Leopoldt sur l'interprétation arithmétique de
la formule analytique du nombre de classes des corps abéliens réels
[13], au moyen des unités cyclotomiques [19], [26] : Grâce à ce ré-
sultat, on peut atteindre le nombre de classes de ces corps en utilisant
la méthode de "dévissage" des unités cyclotomiques [10], [11]. On
peut alors se demander si les groupes d'unités ainsi rencontrés (unités
module unités cyclotomiques) ne fournissent pas en réalité des pré-
cisions sur la structure de 9€^ (cf. Chap. V, § 2 et 3).

ii) Les nombres de Bernoulli généralisés : En effet, les nombres
de Bernoulli de la forme B^(x') (x' caractère de Dirichlet impair)
permettent de calculer les nombres de classes relatives des corps ima-
ginaires [13]. En outre, nous montrons (chap. I, § 2, f), que le théo-
rème de Stickelberger [18], [7] sur l'annulation du groupe des classes
relatives, s'exprime très simplement en terme de B^ (\) ; ceci permet
d'obtenir des résultats partiels sur la structure de 96^ (cf. [24], § 4
et 5). On peut aussi se demander, comme pour le cas réel, si ces ré-
sultats analytiques ne fournissent pas d'autres précisions sur la struc-
ture de 96^ (cft ^P- V, § 2 et 3). Enfin les résultats de Leopoldt
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[2l], [22] et Fresnel [4], [5] sur les fonctions L^ /-adiques montrent
que les nombres de Bemoulli B^(x') donnent, sous certaines hypo-
thèses supplémentaires, des conditions nécessaires de divisibilité par
/ des nombres de classes réelles : dans [2l], Leopoldt suppose
/ non ramifié dans l'extension considérée : les résultats de Fresnel
permettent alors d'éliminer cette hypothèse dans tous les cas sauf
un cas "spécial" ; ce cas sera défini dans le chap. III, § 2 (cf. Déf. III .4).

Nous avons établi, grâce à une méthode tout à fait différente,
l'énoncé général pour cette question (cf. Th. IV .1 et Prop. IV. 4).

iii) Le "Spiegelungssatz" de Leopoldt [23], [25] qui donne des
relations entre les /-rangs de groupes de classes réelles et de groupes
de classes imaginaires, constituant ainsi un lien partiel non trivial
entre i) et ii) [22], [24].

Dans cet article, nous nous proposons de montrer que la juxta-
position de ces différentes "informations" permet d'obtenir des ré-
sultats partiels nouveaux sur la structure du groupe des classes des
corps abéliens dans le cas "semi-simple".

Nous avons adopté le plan suivant :
Dans le chapitre I nous précisons tout le formalisme algébrique

"semi-simple" qui est bien connu et qui permet de simplifier le pro-
blème posé et nous exprimons, dans ce cadre, les résultats classiques
sur la structure des /-groupes de classes que nous venons de rappeler.

Dans le chapitre II, nous redonnons les définitions des nombres
de Bernoulli généralisés et des sommes de Gauss et nous établissons
un certain nombre de résultats techniques qui nous sont utiles dans
les chapitres suivants.

Dans le chapitre III, nous caractérisons les unités cyclotomiques
/-primaires au moyen des résultats de Fresnel afin de mettre en évi-
dence le cas "spécial" dont nous avons parlé dans ii).

Dans le chapitre IV, nous décrivons une généralisation de la
méthode utilisée dans [1] (chap. V, § 6) pour caractériser la régula-
rité du nombre premier / ; c'est cette méthode (dite des séries formelles)
qui nous permet d'englober le cas "spécial" et de donner un énoncé
général. Comme nous le disons dans le chap. III, § 4, et dans le chap.
IV, § 5, ce résultat doit pouvoir éclairer certains "défauts" inhérents
à l'emploi des fonctions Ly classiques. A titre d'illustration de ce phé-
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nomène nous montrons que les congruences obtenues pour les corps
quadratiques (et / = 3 ) par Ankeny, Artin et Chowla, dans le cas
non "spécial" (cf. [17], pp. 155-156) existent aussi dans le cas
"spécial".

Dans le chapitre V nous essayons de déduire des résultats pré-
cédents des précisions nouvelles sur la structure des 9C^ et nous don-
nons des illustrations diverses. Enfin nous posons quelques problèmes
(que l'on pourrait énoncer sous forme de conjectures si la quantité
d'exemples numériques dont on dispose à titre de vérification était
plus importante).

Signalons pour terminer que le cas / = 2 est particulier et a fait
l'objet des articles [8] et [9] (voir aussi [25]).
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CHAPITRE PREMIER

RESULTATS GENERAUX SUR LA STRUCTURE
DU /-GROUPE DES CLASSES DES EXTENSIONS ABELIENNES

DE DEGRE PREMIER A /

1. Caractères abéliens.

Dans toute la suite, / est un nombre premier fixé impair. On
appelle Q^ l'extension abélienne maximale de Q contenue dans une
clôture algébrique Q de Q et on appelle Q0 le composé de toutes
les extensions abéliennes de Q de degré premier à /. On désigne par
Î2j une clôture algébrique de Q; et par Î2, un complété de Î2^ ; on réalise
une fois pour toutes un plongement Q -> Sî^ de telle sorte qu'on a
le schéma d'extensions :

Q^———————— Q? ————————————— ^ —————^

Q———— Q/ n (y ———— çy ———Q^ —————Q ————c

où Q^ = Q^ Q0 est aussi le composé de toutes les extensions abéliennes
de Q/ de degré premier à /. Ce procédé de plongement signifie en
particulier que pour tout corps K de degré fini sur Q, il existe une
valuation % -adique sur K (% idéal premier de K divisant /) unique
pour laquelle un complété de K est contenu dans S2^. Par convention,
nous noterons K^ ce complété bien déterminé au lieu de K.,. pour
éviter une débauche d'idéaux premiers %.

On pose 60 = Gal(Qo/Q) et 6 = GalCQ^Q)
(On a 60 ^ lim (Z/^Z)*).

a) Caractères de GQ •
a) Caractères de degré \. On appelle ï^ l'ensemble des homo-

morphismes \ de Gy dans Q C Ù^ dont le noyau U^' est fermé et
d'indice fini dans ÊQ . On remarque que \ est à valeurs dans le groupe
des racines^' de l'unité, où g^ est l'ordre de \.
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j3) Caractères rationnels et l-adiques. A partir de X^, on va définir
plusieurs ensembles de caractères. Sur Xç on considère la relation
d'équivalence suivante : on dit que \ est équivalent à V/' si les groupes
engendrés par \ et ^f sont les mêmes ; il est équivalent de dire que
Ker \ == Ker V/', ou encore que V/' = x^ avec k premier à l'ordre
de x'. La deuxième caractérisation permet de définir la rç-conjugaison
[29], [27] : soit g^ tordre de \ ; l'isomorphisme canonique deffr i\
Gal(Q x /Q) sur (Z/^'Z)* permet de donner un sens à la notation
\° pour a G Gal(Q x /Q) : on pose \° == x'0, où a est un repré-
sentant dans Z de l'image de o par cet isomorphisme ; ainsi deux
éléments de X^ sont équivalents si et seulement s'ils sont Fo-conjugués.
Nous dirons que \ et V/' sont FQ -conjugués si ̂  = \°, a appartenant

(s ' )au sous-groupe de décomposition de / dans Q x /Q. C'est une relation
d'équivalence plus fine que la précédente. On posera :

X = S ^ et 0 = S ^,
^-x ^-x

respectivement pour la FQ puis pour la FQ équivalence, on notera
X une FQ-classe et 0 une FQ -classe ; les applications x et 0 sont ap-
pelées respectivement les caractères rationnels (resp. /-adiques) irré-
ductibles de Go ; on notera par ÏQ (resp. ^g) l'ensemble des caractères
X (resp. 0). On remarque que x est à valeurs dans Z et 0 à valeurs
dans ï^ C Ù^ (il suffit de constater que les valeurs de x et 0 sont des
traces dans Q sx /Q et Q/^' /Q, respectivement).

Soit x G ^o ' P0111' X' e X, l'ordre g^, le noyau U^', le sous-corps
K^» fixe par U^', le groupe G^ == Gal(K^/Q) ne dépendent pas du
choix de \ dans x » ces quantités seront notées respectivement g ,
U^, K^ et G^. Enfin les relations ^ C x, X G ̂  et \ G x' seront tra-
duites respectivement par les notations 01 x, X 1 0 et x' 1 X et nous
dirons que x est au-dessus de 0, 0 au-dessus de x' et x au-dessus de
X'.

7) Caractères pairs et impairs. Soit \ E X^. Notons pour sim-
plifier - 1 e ÊQ la conjugaison complexe. Si x'(- 0 = 1 (resp.
X'(~ 1) = — 1), nous dirons que \ est pair (resp. impair) ; cette pro-
priété se conserve par FQ et FQ -conjugaison, d'où les notions de ca-
ractères rationnels et /-adiques pairs ou impairs. Nous noterons par un
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indice supérieur -h ou — les sous-ensembles de caractères pairs et
impairs que l'on peut définir à partir d'une partie quelconque de
y d) et 1•^0 ? -O -L 0 "

S) Conducteur d'un caractère. Soit ^ ' G X ^ . Le conducteur du
corps K^ est appelé indifféremment le conducteur de x\ de 0 ou de x
et est noté f^.

b) Caractères d'un sous-corps.
a) Définitions. Soit K C Q^ (de degré fini ou non sur Q) ; alors

on vérifie facilement que :

Ï K = { X ^ X o . K ^ C K }

s'identifie canoniquement, par passage au quotient, à l'ensemble des
caractères de Gal(K/Q). La relation \ E X ^ entraîne X CX^ , on peut
donc poser de même :

X K - { X ^ X o ^ C K } et $ K = { 0 ^ ^ - K ^ C K } .

Ces trois ensembles sont appelés les ensembles de caractères
(complexes, rationnels et /-adiques) de K ; X ^ et <i>^ sont ^es ensembles
de caractères rationnels et /-adiques au-dessus des éléments de X^. Par
exemple, si K = Q^, /EN*, X'Q( / ) s'identifie canoniquement au
groupe des caractères de (Z//Z)*, ce qui permet de donner un sens à
la notation x'(^), Oa étant (P0111' 0 2 » /) = 0 l'élément de GaKQ^/Q)
correspondant à la classe de a module /.

DEFINITION 1.1. —Dans le cas particulier où K = Q0, on posera
pour simplifier 1^ = X\ <ï>^ = <i> et X^ = X.

Remarque 1.1. — L'application K -> X ^ est une application crois-
sante. Pour K, LCQ^ , XKL est 1e groupe engendré par X^ et ï^ ; si
K/Q et L/Q sont linéairement disjointes alors, on a X^L = X^ e X'L '
enfin X ^ n L ^K^L-

j3) Le caractère Q. Soit ^ E Î2^ une racine primitive Ie de l'unité.
Pour tout O^GQ, ^ = ̂ °, û ^ E Z défini modulo /, indépendant du
choix de ^ ; il existe alors une racine (/ — l)6 de l'unité unique appar-
tenant à Q^ congrue à a y modulo / ; on la note 0 (a). On définit ainsi
un élément de X' d'ordre / - 1 dont le noyau laisse fixe le corps 0e0

(donc 6 G X' /^). Comme / est totalement décomposé dans Q0"0,
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il en résulte que 6 est aussi un élément de <î> ; l'hypothèse / ^ 2
entraîne 0 G <ï>~.

7) Caractères unités. L'élément unité de X^ est commun à tous
les ensembles de la forme X^, X^ et ̂  » on le notera 1 dans tous les
cas (on a K^ = Q).

c) Propriétés des caractères rationnels. On vérifie facilement le
résultat suivant :

PROPOSITION 1.1. — Soit L un sous-corps quelconque de Q^. L'ap-
plication qui à x e 3£o associe le corps K^ donne par restriction une
application bijective et canonique de X^ sur l'ensemble des sous-corps
de L cycliques sur Q. Dans cette bijection, X^ (resp. X^) correspondu
l'ensemble des extensions cycliques réelles (resp. imaginaires) de Q
contenues dans L.

PROPOSITION 1.2. - Soit L ̂  sous-corps de Q0 .Sb;̂  (A,) ^
~ X X • '̂f

et (A^)^ç:^ deux familles de nombres indexées par X^ . Si pour tout
corps K CL, on a les relations n A - FI A' alors A = A'

X^XK xeXi, x> x x

pour tout X e XL.
Cette proposition est un cas particulier d'un résultat de [19]

(I, § 1,1).
d) Conducteur des caractères d'ordre premier à l. On sera amené

dans la suite à supposer \e X (i.e. (^, /) = 1) ; on utilisera alors le
résultat suivant :

PROPOSITION 1.3. - Soit K C Q ^ de conducteur f. Alors on a
f^O modulo Ï1. En particulier, si x ^ X , alors f^^O modulo /2 .

COROLLAIRE 1.1. — L'indice de ramification de l dans K/Q est un
diviseur de l — 1.

DEFINITION 1.2. - Pour tout x^, nous poserons f^ = lf^ (resp.
f\ = f\^ si l divise /x (yesp. l ne divise pas f^).
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2. Premiers résultats sur la structure du /-groupe des classes.

a) Structures de ï^gx -modules. Soit x ̂  X et soit Z^ l'anneau
(s )des entiers du complété Q, x C Sî^ (déterminé de façon unique

comme il a été dit au début du § 1).
Pour tout 0 ( x , considérons ZJG^]^, où e^ est l'idempotent

1 ^
— 2L 0(a ) < ^ de l'algèbre semi-simple QJG^]. Soit o^ un géné-
gx ^x
rateur de G .

PROPOSITION 1.4. — // existe un isomorphisme i^ (non canonique)( y \ ^
de ZJGJ e^ sur Z/ x C ̂  réalisé de la façon suivante : Soit 7^ une
racine du polynôme cyclotomique local P^= n (X — x'(^v)) de

\\<t> x

ZJX] ; alors à o^ on associe T^GZ^ (cf. [27], § I, 2).

Remarque 1.2. — Nous faisons une fois pour toutes le choix d'un
système (o^ç.-^ et d'un système (ï^e^- Ceci détermine les isomor-
phismes i^.

DEFINITION 1.3. - Soit M un ï^[G^\-module ,• on aura la décompo-
sition : M = ® M^0. Le5 sous-modules AL. = M^0 5on^ donc, de

0^<Ï>K 0

X
f/r \

façon canonique, des ZJG^] e ̂ -modules, donc des Z/ x -modules,
d'après la prop. 1.4.

(s )Par définition, la loi de Z^ x -module définie sur M^ sera celle
définie par l'isomorphisme ^ de la prop. 1.4.

Remarque 1.3. — On démontre de la même manière qu'un

Z[G^] e^-module M [^ =— ^ x(^~'1) ^ étant un idempotent de
^x o^î
) (^ )l'algèbre semi-simple Q[Gy] est un Z x -module, en utilisant un iso-

(g )morphisme ̂  : Z[G^] ̂  -> Z x défini par exemple par i^(o e ) = 7
où 7 est une racine du polynôme cyclotomique P^ = n (X — x'(^v))

x'ix x

(cf. [27], § I, 2).
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b) Définition des groupes 3€^ et 3Ç^. Soit L C Q0 de degré fini
sur Q et soit G = Gal(L/Q) ; les algèbres Z^[G] et ZJG] sont semi-
simples et admettent chacune une famille d'idempotents irréductibles
orthogonaux que Ton peut indicer respectivement par X^ e^ ^L» a

savoir : (^eï, et (^e^ ; on a ^ = - ^ xÇo-^a et
g CTGG

^ = — ^ (j)(a~1) a, où ^ = | G i ; il en résulte, compte tenu des
g oreG

inclusions Z^ C Z^ C Ùp que ^ = ^ e^ et e^ = 2^ ^ avec
0 l X X'l0

^ = — ^ X'C0"1)^ ç[m pe\xi être considéré comme idempotent
g-^ a £ G

de Î2JG].
Soit 96^ le /-groupe des classes de L, 3€^ est, de façon canonique,

^L

un Z,^ [G]-module et un ZJG]-module ; on posera S^ = SÇ,^ et

3^ = Sei0? pou1' to11! X ^ X L e^ ^G ^L- ^es notations (ne faisant pas
référence au corps L) sont justifiées par le résultat suivant :

PROPOSITION 1.5. — Les groupes SÇ,^ et 96^ ainsi définis ne dé-
pendent, à isomorphisme canonique près, que des caractères \ E X et
0 G $ respectivement et non de l'extension L considérée (cf. [19] et
[27]).

COROLLAIRE 1.2. — Pour tout corps L C Q0, on a :

ge,^ e g e = = e se
L 0G0L 0 X ^ X L x

Remarque 1.4. - On peut convenir que 9€^ et 96^ sont les sous-

groupes de 96^ définis parSC^ ^ 9^K0 ou e\ = — S X^"1) a
x x x ^x ^GX

et ^ =— Y 0((7~1) a ; ̂ f. et 9Ç., sont, d'après la Déf. 1.3 et la
•P ff ^^^ -r A

g^ oOG
(g ) (g )

Rem. 1.3, respectivement des Z, x et Z x -modules. On vérifie faci-
lement que la connaissance de la structure de 9€ ^ (en tant que
Gal(L/Q)-module) est équivalente à celle de la structure des 9€^,

(g )
0 G $^ (en tant que Z^ x -modules).
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c) Définition des groupes &^ et &^. On suppose dans ce sous-
paragraphe que x^X^ Pour tout corps L, désignons par E^ le groupe
des unités de L. On définit, en suivant Leopoldt, les groupes
E^ = {c E EK , NK /fc e = ± 1, pour tout sous-corps strict k de K }
(unités dites x-relatives) ; pour x == 1, on a E^ = { ± 1}.

On considère | E^ | (groupe des valeurs absolues) comme G -
module en posant \e\° = \e° \. On montre [19], § 5, 2 que pour
X ^ 1, 1 E^ | est un Z-module libre de dimension ^p(g^), que pour tout
corps réel L, ® | E., | est d'indice fini dans le groupe E, et enfin

X ^ X L
que pour tout e E E ^ , |e| est invariant par e [19], § 5, 1. On peut
donc considérer | Ey | comme un Z[GJ ^-module, donc (Rem. 1.3)

/ * ' \ / V A .

comme un Z x -module (il sera donc de rang 1 sur Z x ).

DEFINITION 1.4. - On pose ê^ = Z^ j E^ | ; 8>^ est un ̂ -module
libre de dimension ^p(g^) et c'est, canoniquement, un Z, [G^] e -module,
ce qui fait qu'on a la décomposition &., = ® ê 0 ; on pose ê.0 = ê. .

X ^ X < <P

(s )Les sous-modules &^ sont des Z^ x -modules (Déf. 1.3). Le théorème
sur les unités de Dirichlet conduit au résultat suivant [27] :

PROPOSITION 1.6. - On a 8>^ ^ Z^ x , pour tout 0E ^+, 0 ^= 1.

Remarque 1.5. — Si F^ est un sous-G^-module de E^, Z^ ̂  1 Py 1
s'identifie canoniquement à un sous-module de 8^, que l'on notera
^ ; on posera ^ = ^ 0 pour tout 0 | x. Alors dans Fisomorphisme

(^ )8^ ^ Z/ x , l'image de ^^ est une puissance de l'idéal maximal de

Z;^ ou (0).
d) Formule analytique du nombre de classes. Soit L C Q0 et

soit AL 1e nombre de classes (au sens ordinaire) de L. D'après Hasse
[13] et Leopoldt [19], on a, lorsque L est imaginaire : h^ = h^h^,
avec :

^ = W^QL n ( n — i x-1^)^,
XejCî \ X l X 27^ a , - i fX ^ X L ^ X ' I X 2/^ ^1

^

où le symbole ^ désigne la sommation restreinte aux a premiers à
a = i
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/^, où W^ est le nombre de racines de l'unité contenues dans L,
QL = 1 ou 2 est l'indice du groupe des unités du sous-corps réel
maximal Lç de L dans le groupe des unités de L, /., est le conducteur. x
de x- Le nombre h^ est le nombre de classes du sous-corps réel maximal
LQ (on a donc h^ = h^ ) ; h^ se met sous la forme suivante :*"o

^+ » +Q L ^ L = n (E , :F , ) ,
X v=: Ai]^

où Q^ est, à une puissance de 2 près, un entier rationnel dont
l'ensemble des diviseurs premiers est inclus dans l'ensemble des diviseurs
premiers de [L : Q] (donc, si L C Q ^ , Q^ est premier à /).

Rappelons la définition des groupes F [19], § 8 : Soit x^ î^ ,
soit /^ le conducteur de x, soit V^ le noyau commun des \ E x
considérés comme caractères de gal(Q x /Q) et soit :

D, = —— ( Z r) n (1 - r^) (p premier) ,
iv^ l^ev^ / p\g^

où r^ est un élément de Gal(Q x /Q) dont l'image dans G^ est géné-
ratrice (égale à or par exemple). Soit 0 = Fï (^ - ? '~ f l ) ,

x x a^a^ x x

^ = exp(i7T//^), où QL^ désigne un système de représentants dans Z

de GaKQ^/K^) ; alors ^x = ®x x est une unlte de E engendrant
un sous-groupe F^ d'indice fini dans E^ ; F^ qui ne dépend que de \
est appelé le groupe des unités cyclotomiques x-relatives.

e) Définition de certains invariants. Soit x ^ X , et soit <3^ l'idéal
(g )premier au-dessus de / dans Q x qui est associé au plongement

_ ^ (g )
Q -> Sîf (autrement dit, le complété de Q x contenu dans S2^ (et
que nous avons noté Q^ ) est le complété en % de Q 8X ). Soit

(a )enfin %^ la fermeture de $^ dans ï^ x (puisque / ne divise pas g ,
on a%^ = /Z^).

a) Invariants "classes". Soit 01x ; on rappelle (Déf. 1.3 et Prop.
(j? )1.4) que ̂  est un Z, x -module ; on peut donc écrire

w - n y^/cp^./00 .
^0 ~ /^ -/ /^X

les n^ f0€), étant supposés décroissants et nuls à partir d'un certain
rang, sont alors uniques.
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DEFINITION 1.5. - On pose

^(9e) = S ^,oe), ^(ge) = S ^(^ ;
' ' <i>\\

n^,0€), m^se) et m^(ge) sont dits les invariants "classes" • ils ne
dépendent pas du choix des isomorphismes i<t>'

Avec cette définition, on remarque que |ge 1 = /0(l)m*(•1l') ^
que |ge^| = / "x^) (^ g^ (g ̂ ^ d'éléments de l'anneau
Z, x «g^est égal à /"0(1)).

^) /^^ "analytiques". Soit 0|x. Nous distinguons les cas
0G <Ï> et 0fc <ï>~.

i) 0 G ̂ +. On a donc K, réel, K, C Q" ; on considère le groupe
tyt\ dont le /-Sylow s'identifie canoniquement à ê /g; qui est
somme directe des Z;^-modules ê,/^. D'après la Prop.'I.ô et la
Rem. 1.5, les modules ̂  et ̂  sont monogènes (donc libres de di-
mension 1 pour 4> i= 1 ) sur Z,̂  :

DEFINITION 1.6. - On convient d'identifier ̂  à Z;̂  ,• dans cette
identification, on aura ̂  ̂ ^("). m^h) > 0. On pose

m^(h) = ^ m^(h) .
0 1 X

On remarque que [ê^ ^ = ̂ "f^ ̂  ̂  ̂ ^ ^ ̂  ̂ Wm^w

ii) 0 e $^ On a donc K^ imaginaire K^ C Q". Si x' ̂  0, on

pose B^=—^*x'- l(oJaetpourx'=0,onposeBe=V e - l ( a ) a •
J\ a=i l7 —"" v a^ >

on définit ensuite B, = H B,, et B, = H B, =a=^ B,,. Les
X 1 0 0 1 x r x'Ix

nombres B^ sont des éléments de Q, et les nombres B.. des rationnels
B^ est une norme dans l'extension Qtex>/Q, et B^ est une norme dans

1 extension Q^/Q :

DEFINITION 1.7. - On pose B,. Z;̂  =9^ (l'exposant ne dé-
pend pas du choix de x' 10) ,• on a donc B^Z, = (y)00^'0 ̂  g a

pour l-participation /^'"xW ^^ ̂ ^ = ^ ^ ^)
^Tx *
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PROPOSITION 1.7. — Pour tout \ G ï '~ , le nombre B , est l-entier
(i.e. m^h) > 0).

Démonstration. — II suffit d'examiner le cas/ = 0 mod / et \ ¥= 0
f^

et de montrer que ^* x~l(o^)a = 0 mod /. Comme / divise/, on
a =1

a, pour tout a(a ,/^) = 1, a = 0(^) mod /, d'où,

^ ^
^X-1^)^ 1:*X-1^) ;
a =1 a = l

or le caractère x'~1 0 n'est pas trivial sur Gal(Q x /Q) puisque \ ^ ô.
D'où la proposition.

Le résultat suivant constitue la première relation entre invariants
"classes" et invariants "analytiques" :

THEOREME 1.1. - Pour tout \e X, on a 13̂  | = y00^^ ^ ^
résulte l'égalité m^(3Ç) = m^(h), pour tout x ^ X .

^, • Tï A ,0(O^Y(^) ., * » , 0 ( 1 ) W Y ( 3 C )Démonstration. — Posons A^ = / et A = / x ;
on a | ̂  | = A' , d'où, d'après le Corol. 1.2 | gëi 1 = n A - i l suffit

xe:XL
alors de montrer que pour tout corps L C Q0, on a | 9€^ | = FI A ,

x ^ ^L
la Prop. 1.2 entraînant le résultat. Notons ( ), la /-participation d'un
rationnel /-adique ; celle de h^ est donc, en vertu du § 2, d la suivante :

i) L est réel ; alors (h^\ = I\ (E^ : F^ = n A^ (car
X G Aj^ X G Jtj^

dans notre cas, Q^ est premier à /).
ii) L est imaginaire mais ne contient pas Ç^0. Dans ce cas,

(W^ = 1 et X'L ne contient pas 0, d'où

( A , ) . = A L A = n A., n , A., = n A...
L / L L xeXi; x xeX^ ̂  x^ x

iii) L est imaginaire et contient Q^. On a alors (W^ = /
(l'hypothèse L C Q0 implique que L ne contient pas Q° )) et Q ^3C'^;

on constate alors que B^ = (W,).f n - V e^'^^û^ (où 0'| x),x \6'\x l a^\ //
d'où encore la relation (T^)/ = n A^, d'où le théorème.

X — -A<L
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Remarque 1.6. — Les invariants m Ah) et m (h) sont dits des
invariants "analytiques" car ils sont définis à partir des résultats donnés
par les formules analytiques des nombres de classes "/z" (cas réel et
cas imaginaire). Les invariants ^^-OC), m^(3€) et m^ÇSC) sont par
définition des invariants définis directement à partir de la structure
des groupes de classes "3€\ II est intéressant de chercher à comparer
ces deux sortes d'invariants dans le but d'avoir des informations sur
^0,,(9€) et m^(3€) à partir des m^(h) qui, contrairement aux pré-
cédents, peuvent se calculer (mAh), dans le cas pair se calcule par
"dévissage" des unités cyclotomiques [10], [11] et m^(h) dans le cas
impair par le simple calcul de nombres de Bernoulli).

f) Conséquences du théorème de Stickelberger. On rappelle le
résultat bien connu suivant [7], [18], [2] ; voir aussi [24] :

PROPOSITION 1.8. — Soit K/Q une extension abélienne imaginaire
de conducteur f et de groupe de Galois G d'ordre g. Soit

SK=1 r'ûa^GQtG],
î a =1

où ~o^ est l'image de a^ G GaKQ^/Q) dans G ; alors tout élément de
Z[G] H S^Z[G] annule le groupe des classes de K et tout élément de
ZJG] H S^ZJG] annule le l-groupe des classes de K.

Nous allons en déduire le résultat suivant :

THEOREME 1.2. — Soit 0 G $~ et soit \ \ 0. Alors 3€^ (considéré
comme Zj x -module) est annulé par B^, G Z/ x . // en résulte les
inégalités : n^ ^OC) < m^(h), pour tout i > 1.

Démonstration. — Appliquons la Prop. 1.8 au cas d'un corps
K^, \^1~. Calculons

^K,——— S x C o - 1 ) ^ 1 f* ao^=
g^ aeG^ /x a--l

1 ^
-——S 1: axr(a-l)a,-la,

J^X û=l aeEG^

ce qui devient, en posant : (Ç1 a == r:
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— — S * S ^(c^r-1)^^.
/X^X a = l r<EG^

On aura en particulier e^S^ = ^ ^» B^». Distinguons les cas
x X' l0

0 ^= 0 et 0 = 0 :

i) Supposons 0 ^ 0 . D'après la Prop. 1.7, e^S^ est un élément
de ZJG^] ; d'après la Prop. 1.8, e^S^ annule 3€^. Reste à déterminer

(z )l'image de e^ S^ par ^ pour trouver un entier de Z^ x qui annule

960 : on a 4 ( ^ S K ) = 4 ( S B .̂) = I B^(^) ; or
x V X ' 1 0 / X' l0

1 ^x
i^(e^) =— ^ X'^x^ ̂  (après avoir écrit a = o^) et cette somme

^x ^-i
est nulle pour tout x' i 0 sauf pour un unique \ \ 0 tel que 7^ = X (o^)
(cf. choix de 7^), d'où ^(^0 S^ ) = B^» pour un certain \ \ 0. Commex / p \
les B^,, x' 10, sont conjugués dans l'extension Q/ x /Q/, ils sont égaux (à
des unités/-adiques près). En résumé, comme on a posé B » Z ^ x =%^ 0

et que 9 € . ^ n Z^^"0'^ ̂ ) , on aura bien n. ,00) < m. (h),v i>\ ' x < ' /• l (p

pour tout L
1 /-1

ii) Supposons 0 = 0 . On obtient e^ S^ = ^ — ,̂ 0~1 (a^)ax / a = i
/-i

qui n'est pas /-entier car ^ 6~l(o^)a = — 1 mod / ; donc
a =1

/-i
^ S ^''^Jû

a =1

annule SCg. L'image de cet élément par ÎQ est égale à

/-i
B^ = S ^ ' ( ^ û ^ O m o d / ,

a =1

d'où 9€ff = {1} .

COROLLAIRE 1.3. -Soit X e ï~, ^ pOKr 01x , o^ û mAh)=0
alors 3^ = ( 1 ). En particulier, si pour tout 0 1 x, 0 ̂  0o 1 X? ^0 (/?) = 0,
alors m^0€) = m^(A), pOMr ro^r 0 I x [24], § V, 2.
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— (ff )COROLLAIRE 1.4. — Soit x G X~. 5Ï ^o^r ro^r (t>\\,5^. est Z^ x -
monogène alors m^OQ = m^(h} pour tout 01x [24], § V, 2.

En effet, dans ce cas n^^(5€) == 0 pour ; > 2. D'après le Th. 1.1

on |9e^| = y00^^ ^où l'égalité S ^,i(9€) = S ^W et les
0 l x ' 0 l x

inégalités n^ ^(Stë) ̂  m^(h) entraînent l'égalité.

Remarque 1.7. — On vérifie que pour \ G X'~, x' ^ S , on a
B^. = Bi(x'~1) (nombre de Bernoulli primitif d'indice 1 : cf. chap. II,
§2).

g) Conséquences du "Spiegelungssatz" de Leopoldt.
a) Définitions préliminaires. Soit M un ZJG^] ^-module ; on

peut écrire M ^ n (Z0^^') x (Z^)", avecr > 0, n, > ̂  > . . .

. . . riy > 0, n > 0 ; nous noterons dim^(M) = r + n (le Z-rang de M
est alors égal à 0(1) dim^M)).

On déduit de la Prop. 1.6 et de la définition des unités cycloto-
miques le résultat suivant :

PROPOSITION 1.9. — Soit 0 £ <î>. Les nombres dim^(ê^) et dim^@^)
ont les valeurs suivantes :

i) 0G$-, 0 ^ = 0 , dim^)= dim^) = 0,

ii) 0 E $\ 0 ̂  1, dim^(^) = dim^(^) = 1,

iii) 0 = 1 , dimi(êi) = dim^^i) = 0.

l3) l-primarité. Soit a un élément d'un corps K ; on dit que a
est /-primaire si l'extension KÇ^0^/^)/]^^0 est non ramifiée ou de
degré 1. On sait que a est /-primaire si et seulement si il vérifie les
deux conditions suivantes :

i) Dans K l'idéal engendré par a est la puissance Ie d'un idéal,
ii) a vérifie les "congruences de Kummer".
Donnons ces congruences dans le cas où a E K^, X e ï (on sait

que dans ce cas K^Q^/Ç^0 est non ramifiée en / (cf. Prop. 1.3)) :
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PROPOSITION 1.10. — Pour a G K , a premier à l, les congruences
de Kummer sont : Pour tout ^ premier divisant l dans K Ç^0, il
existe ^ G K^Ç^0 tel que a = ̂  mod ^/, ou encore de façon équi-
valente : Soit ^Q un idéal premier de K^0 divisant l ; alors pour
tout s C GaKK^Q^/Q), il existe ^ E K^Q^, tel que of = ^ mod ^.

COROLLAIRE 1.5. — 5'o/r aE K , a premier à l et soit N le degré
résiduel de l dans K^Q^Q. Alors a vérifie les congruences de
Kummer si et seulement si a5^1'1 ) =. 1 mod ^ pour tout s^G .

En effet, on a a50-' ) = 1 mod ^, or ^ = 1 mod ^ entraîne
^ = 1 mod ^ et comme (1 4- ̂  C l 4- ^, le corollaire en résulte.

7) Définition des groupes f^. Soit X e ^. Soient

^ = {a G K^/K^, (a) = ̂  dans K^}

et ^ = { a G j ° ^ , a est /-primaire};

on pose ^ = ̂  et ̂  = ̂ 0 (^ et ̂  sont des Z;^-modules).
. l a \

Le quotient ê^/S^ s'identifie canoniquement à un sous-Z^ x -module
de ^ (à savoir (lEJ/ïÇ7 i E^ i)^ ^ (E^/E^f0) et est donc facteur
direct dans ̂  ; il existe un supplémentaire f^AStë) tel que

^0= V^e^(ge).

DEFINITION 1.8. - 5'o^ E^ = { e G E ^ , 6 est l-primaire} et soit
F^ = F^ H E^. 0/î po^ ̂  = Z^ | E^ l,^-^ = Z^ | F^ | ̂ /^ ̂  = ê0^0

^ g;^ = ^°^.

Remarque 1.8. - On rappelle que si 0 G $'', 0 ̂  1, ê^ ^ Z^
et ^ ^%^0^) (Déf. 1.6) ; il en résulte que ê^ = ê ,̂ ou ê^, que
^ = ̂  ou ̂  et que si m^(/z) > 0 alors ̂  = ̂ .

Compte tenu du fait que ^ est facteur direct dans ^ et que
ê^/S^ est facteur direct dans ^, on peut toujours supposer que G.
est décomposé de la manière suivante :

DEI INITION 1.9. - Nous poserons ̂  = ê^/ê. © ^(9€) © ^(?€),
avec f^ = g^/ê^ © J^(9€) et ^(g€) = ^^(ge) © ^(9€).
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6) Enoncés du "Spiegelungssatz".

DEFINITION 1.10. - (caractère "miroir"). Soit 0 G <î>, 0 = ^ x' ;
X' l0

on définit 0 = 0 ^ x'~1. On montre que <t>^^ en vérifiant que
X ' 1 0

0 = ^ ^' où ^ ' parcourt la FQ -classe de x' = 0\~1. On a aussi
= ^' — l

0 = 0 ^ 0 == 1.

Remarque 1.9. — Nous n'utilisons pas le "miroir" d'un caractère
rationnel \ car l'élément 6 ^ \~1 n'est plus un élément de X en

x'i x
général (en particulier, si 0^ et 0^ divisent x» les caractères rationnels
X^ et \^ respectivement au-dessus de 0i et 0^ correspondent en général
à des corps K^ et K., distincts).

"l ;N•2

THEOREME 1.3 [23]. - Soit 0 G $ :
i) On a la suite exacte 1 -> ê^/ê^ -> ^ -» 96^ 1, où 96^

^5'̂  le sous-module de 9€^ formé des classes cK^U) d'ordre /", n > 0,
^/fc5" ^M^ ^U/ ^^ ^n zJ^û/ principal représentable par un élément
aG^(ge),

ii)dim^=dim^,
iii) dim^ ̂ (96) = dim^ ̂  ,
iv) dim^^(ge)=dim^^.

DEFINITION 1 .11 .— On définit les invariants suivants : d^ =
dim^ 9€^ dim^S^ (on û ^ 4- d^ = 0), a^ = dim^(ê^/ê^) ^6^ =
dim^(^y^^) ; conformément à la terminologie du § 2, e, on p^r
dire que d^ est un invariant "classe" et a^ et b^ des invariants "ana-
lytiques".

COROLLAIRE 1.6. — On a:
i) dim^ge^dim^ ̂  = a^ et dim^ ^-dim^g^^ = a^ - d^,
i i ) -^<^<^ ,
i i i ) ^ + ^ < l ,
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iv) si 0 e ̂ +, 0 ̂  1, afor5 0 < û^ < b^ < 1 et 0 <cl^<a^ ; si
0 G < ï>~ , 0 ^ = 0 , a/ory 0 < û- < b- < 1 ^ - a- < cL < 0.

0 0 0 <P

En effet, on a ̂  = S^/g^ ® ̂ (36) ; on utilise le Th. 1.3 ii) et
iv) pour démontrer i) ; ii) se déduit du fait que 9e° C 3Ç. et du fait
que d-^ = — d^ ; enfin iii) et iv) se déduisent de la Prop. 1.9.

COROLLAIRE 1.7. — i) Soit 0 E <ï>'1', 0 ^= 1, 0 | x. Supposons b^ = 1.
Alors il existe 0, I x tel que m- (36) > 1.

01

ii) Soit 0^^", 0 ^ 0 , 01x. Supposons m^(9€)> 1. .4tor5 il
existe 0^ 1 Xo te^ Q^ b^ = 1, où Xo est Ie caractère rationnel au-
dessus de 0.

Démonstration. — i) On distingue deux cas :
- Si^ = ê^, alors ̂  = &^ eta^ = 1 ; donc comme ê^/ê^ C^,

on aura dim- 96- > 1 (d'après le Th. 1.3 ii)).
0 0

- Si ̂  Cê^, alors m^(A) > 1, donc m^(h) = m^SC) > 1 ; il
existe donc 0^ l x tel que dim^ S^ > 1 mais alors comme cL > 0,
dim- S^- > 1.

0^ 0^

ii) On distingue deux cas :
— Si d^ = 0, alors dim-96- = dim^SC. > 1 ; on a donc

m^ (96) = m^ (H) > 1 et il existe 0^ iXo tel que w. (h) > 1, soit
^ Cê^ soit^ï0 == ^. .

02 ^î ^2 ^2

— Si ^L = — 1, la seule possibilité est a- = 1, soit 8>°- = ê- et
0 ^ 0 0alors ^u = ^ï-.
0 0

3. Conclusion.

Il ne semble pas que dans le résultat ci-dessus (cor. 1.7), la seule
utilisation du "Spiegelungssatz" puisse apporter d'autres précisions
sur la nature des caractères 0i et 0^ (par exemple, a-t-on 0^ = 0 dans
le cas i) et 0^ = 0 dans le cas ii) ?) (cf. Th. IV. 1).
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CHAPITRE II

NOMBRES DE BERNOULLI GENERALISES
SOMMES DE GAUSS

1. Caractères de Dirichlet. (d'après [4], § 1).

Soit \ e XQ et, pour m fixé, soit Q^ un corps cyclotomique
contenant K (on a alors \ G X' ̂ ) ; on n'impose pas que m soit le
conducteur de \. On étend la définition de \ en une application \
ainsi définie de Z dans S2, et qui dépend de m (cf. 1.1, b, a, pour la
définition de o^) :

X ' ( û ) = = x ( ^ ) si ( û , m ) = l ,
X'(û) = 0 si (a, m) ̂  1 .

On a donc x'(é) = X'(û0 si é = û mod m et on a x'(û) = 0 si et seu-
lement si (a , m) =^ 1.

On notera X(m) l'ensemble des applications ainsi définies. On
vérifie facilement que l'application de X _^ dans X(m) définie par
\ -> \ est bijective. Les éléments de X(m) sont caractérisés comme
étant les applications c de Z dans Î2^ vérifiant les conditions :

c(ab) = cCû) c(b) pour tout û, 6 E Z,
c(û) = 0 si et seulement si (a, w) ^ 1,
c(6) = c(a) si 6 = a modulo m.
Les éléments de X(m) forment un groupe multiplicatif si l'on

définit le produit ce' par ce'(a) = c(a) c (a) ; on a :
i) ce G X(m),

ii) l'élément neutre de X(m) : c'est la fonction 1^ définie par
\^(a) = 1 (resp. 0) si (a, m) == 1 (resp. (a, m) ^ 1),

iii) l'inverse de c ̂  X(w) : on pose c"1 (a) = (c(a))~1 si (a , m) = 1,
c~1 (û) = 0 sinon.

L'élément neutre de X( l ) est le caractère trivial 1^ défini par
l^ (û ) = 1 pour tout a ê= Z ; il est distinct de 1^, w ^ 1.
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Nous posons X = U X(m) ; X est appelé l'ensemble des carac-
m> 1

tères de Dirichlet. Si c G X, on pose M(c) = [m, c G X(m)}.
Soit c G X et soit m G M(c) ; la restriction de c à {a , (a , m) = 1}

permet de retrouver un caractère de (Z/wZ)* qui est l'unique élément
X' de IQ tel que \ = c (et qui est dit le caractère sous-jacent à c).

Nous adopterons la notation \ pour désigner les éléments de X:
cette notation signifie que \ est un caractère de Dirichlet (pour un
certain module supposé précisé dans le contexte) dont le caractère
sous-jacent est \ G X^.

DEFINITION 11.1. - Si \ G X(/^), on dit que \ est un caractère
de Dirichlet primitif.

L'ensemble X est muni d'un produit qui redonne, par restriction,
les lois de groupe dans les X (m) : si x\ ^ ^ X, on définit x' ^ par
X' ^ (a) = \ (a) ^ (a), pour tout a G Z. On vérifie facilement que
si x' ^ X (m.i), V/' G X (w^), alors X" ^' G X (m), où m est le p.p.c.m.
de m^ et m^. Il en résulte en particulier que si (m^, m^) = 1, alors
X (m^ m^ = X (m^ X (m^) (produit direct). Si \_ç. X (m), alors pour
tout /; G Z, x'^ G X (w) ; en particulier x'° n'est autre que 1^.

DEFINITION 11.2. - Par définition 0_ sera un élément de X(l) ainsi
que ses puissances (en particulier 0° = l,/

2. Nombres de Bernoulli généralisés ([20] et [4], § 2).

a) Définitions. Soit x' e X(w) ; on pose :
w T^T '-çn

S 2^) ————= S B^x) T^ ^ w ,,mT i ^ " n ^ ^ f ,
r t = l ^ — 1 ^ ^ o ^ '

(égalité de séries formelles). On montre que si x' ̂  X(m) H X(m'),
m' T^^ w Tê01^

alors ^ X'(û)-,^7^——-= ^ x'(a) -^,T——-, ce qui fait que lesa = i e — i û = i e — 1
coefficients B^(x') ne dépendent que de \^X et non du choix de
m G M(x'). Ce sont les nombres de Bernoulli généralisés. Pour
X' = li ^X(l) , on retrouve les nombres de Bernoulli ordinaires (au
sens de [4] et [20]).
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DEFINITION 11.3. - Nous noterons B^(x') les nombres de Bernoulli
associés aux caractères primitifs x^X(f^). Nous les appellerons les
nombres de Bernoulli primitifs.

b) Rappels de quelques propriétés des B^(^) ([20], [4]).
i) Calcul de B^(x'). On a B^(x') == 0 pour x ^ 1 et B.(l )=^(m) - - m ov ^

w

ii) Parité. On a B^(x') = 0 si x' est pair et si x=^ lp

^lOi) = 0, pour n ̂  0 et B^l^) = ^- ; B^(x') = 0 si x' est

impair.

iii) Calcul des B^(x'). On dispose de deux formules permettant
le calcul de B^(x') :

On a d'abord BJx') = — £ X'(û) (û - m + wB)" où, dans le
m a = l

développement de ( û - m + w B ) " , on remplace B1, z > 0, par
B, (nombre de Bernoulli ordinaire). Cette formule montre que
B^(x') ̂  Q ^x pour tout n.

On a ensuite une formule de récurrence :
m . m
1 C^iB^xW1-^^ 1) Y x(a)û",
1=^ û '̂1 -

pour tout x' ̂  X, tout m G M(x') et tout n G N.
iv) On a B^(x^0) == B^(x') (1 - x'(0 /r î-1), pour tout n > 0.

v) Soit x' ̂  X(w), x' ^ 1, où w = lm\ m ^ 0 mod / ; enfin
on suppose \6 ^ 1. Alors, en posant, pour tout a premier à /,
a = 0(û) (1 + ^/), 7^ G Z^, on a d'après iii) :

Bl (x ')==-„ S X' (û)0(a) ( l +^ / )=-L^* ^Q(a)^
m a = 1 m a = l ~~

^^ï'iW-'.:
d'où ici ;

B! (X') = -„.- ̂  \W 7, (x' ̂  !„ , x ^ 0-1 ) .
"( a = 1
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3. Décomposition canonique des éléments de X\

Soit x' e X' et soit m un multiple du conducteur de \ ; on sup-
pose m ̂  0 module /2 (on pose m = m'I11, m1 ̂  0 mod l, n = 0
ou 1) :

PROPOSITION 11.1. — 5'OM.s' c^y hypothèses :
i) // ^c^ (^ G X^(^) ^ X, 1 < X < / - 1, uniques, tels que

x=^.
ii) 5'ozY x' l'élément de X(m) associé à \ et soit ^ Vêlement de

X(m') associé à <p'. Alors :
— si l divise m, on a \ = ^O^ ;
- si l ne divise pas m, on a \ = <p'.
Cette décomposition est alors l'unique décomposition de x'ç= X(w)

sur X(w') x X(/").

Démonstration. — L'assertion i) résulte de la Rem. 1.1 i), compte
tenu du fait que Q^ est le composé des extensions linéairement dis-
jointes Q^^/Q et Q^/Q et qu'un élément de X ' ̂  se met de façon
unique sous la forme 0\ 1 < À < / — 1. L'assertion ii) est évidente.

Remarque 11.1. — Supposons que m = f^ = //^, /^ ^ 0 mod /.
Alors, dans la décomposition x' = (^\ {?1 est de conducteur/^ (se
déduit aussi de la Rem. Ll), i)).

Remarque 11.2. — Le nombre X est constant sur la FQ -classe de
conjugaison de \ : en effet, soit \ = ^O^ ; le sous-groupe de décompo-
sition de / dans Q gx /Q est engendré par l'image de / dans (Z/^Z)*,
d'où, tout FQ -conjugué de x' est de la forme x'1 = ^li6xli = <^^ ,
car Q1 = 0. Ceci permettrait de définir la famille de nombres X^,
pour 0 € $.

Toujours sous les mêmes hypothèses, on a :

PROPOSITION 11.2. - Soit r = (X, / - 1), où X est l'entier défini
par la décomposition canonique \ = <^0\ Alors l'indice de ramifi-

l- 1
cation e de l dans K^ est égal a ——— •

A, -
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Démonstration. - Soit L le corps d'inertie de / dans l'extension
Q^/K^ ; on sait que l'on a Q^ C L C Q^ ; par définition, on
aura GaKQ^/L) = {a G GaKQ^/Q^), x'(o) = 1} ; or x' = <^
et x'W = (^(o) 0\a) == 0\a) et GaKQ^/L) == {a E GaKQ^/Q^) ,
0\a) = 1} ^ {aEGaKQ^/Q), 0^(a) = 1} ; la valeur de e en résulte
immédiatement puisque 0 est un générateur de X ^ x .

4. Sommes de Gauss [14].

a) Définitions. Soit \^X(rn) et soit ^ = exp(2/7r/w) ; on
m

pose %^(x') = ^ X^ ^m- De P^ 1e choix de ^, on dit que cette
a= 1

somme de Gauss est la somme de Gauss normée associée à \ et au
module m. C'est donc un élément de Î2^ qui dépend de \ et du choix
de m G M(x'). Pour simplifier, nous écrirons %(x') au lieu de%^(x').

DEFINITION 11.4. — Comme pour les nombres de Bernoulli, on
notera %(x') la somme de Gauss %(x') lorsque \ est primitif et que
le module considéré est f^. Elle sera dite somme de Gauss primitive.

b) Décomposition des sommes de Gauss primitives pour \ E X'.
On a le résultat suivant (cf. [14], § 20, 2) :

PROPOSITION 11.3. - Soit \ G ï ' . On suppose que f^ = If^f^O
mod /. Soit \ = <^\ 1 ̂  X < / — 2, la décomposition canonique de
X ; alors on a (avec x ^ X(f^), 0 G X(/) et ^ G X(/^)) :

W) = e^) <AO W) W^).
c) Valuation des sommes de Gauss. On désire, entre autre, déter-

miner la valuation /-adique de %(x'), pour x '^X'. Pour cela on va
faire un choix particulier d'une uniformisante du corps Q,^ Q^ x

qui contient le nombre % (x') : si f^ ^ 0 mod / alors l'uniformisante
sera / ; si /^ == 0 mod /, l'extension Q,^ Q, x /Q^0 est non ramifiée
et on peut choisir une uniformisante dans Q^0. D'après [1] (chap. V,
§ 6) on peut poser la définition suivante :

DEFINITION 11.5. — On appelle TT l'unique uniformisante de Q^0

telle que :
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i) T^-1 + / = 0,

ii) TT = w - 1 mod 7r2 (où w = exp(2nr//)).

PROPOSITION 11.4. — L'uniformisante TT est telle que pour tout
s G GaKQ^/Q,), on a Tr5 = 0(s) TT. // ^ /•&^fr^ que pour tout i > 0,
i ^ 0 mod / - 1 , on a Tr .n (7r1) = 0. f^/m, pour tout d divisant

^i /v/
/ — 1, Tr^"0^ engendre l'unique sous-corps de Q^0 ^ J^r^ c/ ^r
Q/

Démonstration. - Soit 5 G GaKQ^/Q^) ; comme T^"1 = — / , il
en résulte que i^ = 7^ TT où 7^"1 = 1 ; calculons 7^ : on a TT = w — 1

,^5 _ i
mod 7r2, d'où TT" = 7 ,̂ TT = w5 - 1 mod rr2, soit 7, = ———— mod TT •

w — 1
w5 - 1

on sait que ——— = 6 (s) mod TT, d'où l'égalité 7^ = 0 (s). La deuxième

partie de la proposition est évidente.

PROPOSITION 11.5. - Soit \ G X'. Si 4 ^ 0 mod / alors %(x') ^r
im^ unité l-aclique. Si f^ = lf^ et si \ est décomposé sous la forme
X =^ôx ; 1 < X < / - 2 , ^^XQ(^), 0^2 a ^(x)^^-1-^, où

^ = ex^ ^W cs^) (- 0^ ! m^d /.

Démonstration. - On rappelle que dans C on a la relation
%(x') %(x') =/x [18], [14] d'où la première partie de la proposition
et, dans le deuxième cas, le fait que ^O^) est une unité /-adique. On
est donc ramené à calculer ^(O^) pour 1 < X < / — 2.

/-i
On a %((9^) = ^ (^(a)^ ; c'est un élément de Q^0 car

a = 1

6^(û)GQ,. On peut donc écrire ^((9^) = U^TT^ , ̂  unité de Q^0.
Soit ^GGaKQ^^Q,), alors

i-i
^O^Y = t ^(û0 W^ = 0-^(5) ̂ ((î^) = ̂ 7T^ = ̂ ^^(5) TT^ =

a =1

=6-x(s)u^,

ce qui conduit à ô^^u5^ = O'^^u^ pour tout s ; on aura donc
^-D(s-i) ̂  ^ g^ ^-i ^Q^ ^ ^ ^ n'appartient pas à Qp Q, (u^)
est une extension de Kummer de degré cl > 1, pour un d tel que
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u^C^ ; on a de même Q,(^) = Q^-0^) (Prop. 11.4). La théorie
de Kummer montre qu'il existe a premier à (/ - l)/rf tel que
^ = Tr^-0^^, avec j^GQ, ; ̂  étant une unité, ceci est impossible
pour d ^ 1, en considérant les valuations des deux membres. Donc
^ ̂  Q/ et 6^ (^) = 0-^) pour tout s, d'où x^ = - À mod / - 1 et
la seule valeur possible (compte tenu du fait que la valuation de
W^) est comprise entre 1 et / - 1) est x^ = l - 1 - X. Pour X > 1,
calculons

/
(w - 1) W^) = ^ ^(û) (w^1 - w0) =

a =1

= t (^(û - i)-^))^ ;
a = l

on a, pour tout è, 0^(6) = b^ mod / car À ^= 0, d'où

( w - D ^ ^ ^ ) ^ ^ ^((a - 1)^-^)=
a =1

= ^ ^ ï C^-D'^-'s t C^(-l)' t ^- 'w»=
a -1 / = 1 j = i ^i

\-1

= 1 C^(- ly '^^^-^mod/ ,
1=1

/
car ^ û^-^'w0 = 0 pour i = \ ;

a = l
\

\-1

(w- 1)%(^)= 1, C^- iy^^TT '^ -^^mod/ ,
i=l

d'où(w- l)^^-1-^^1 C^-D'M^.îr'-'-^'modTr'-1,
i= i

d'où M„=-C^_lmodlrÀ- l ;

on a donc, pour X > 1, ̂  = - À M ^ _ i mod / puisque ̂  et ̂  _ i € Q,.
La relation ^(O^) ̂ r) = / conduit à u^u,_^_^ = (- 1^-n pour
1 < À < / - 2. Pour X = / - 2 on a
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W-2) = 'l ew1-2^ - i) = (w - i) 'y a'-2 w1—1 =
a = l a^l W — 1

/-l
= (w - 1) ^ a7-1 modTr2 ;

a =1

on a donc ^O?'"2) = - (w - 1) mod 7r2 soit W1-2) = - TT mod 7r2.
Ceci conduit à u^ = — 1 mod /, soit u^ = — 1 mod / ; il en résulte
immédiatement ̂  = (— 1)^ X ! mod /, pour 1 < X < / - 2. La somme
de Gauss %(x') s'écrit

%(X) == ^(/^) ̂ (/) ̂ ^ W^) = ̂ (/;) ̂ (/) ^C^) ^^TT'-1-^

et on aura bien ̂  = ^(/^ ^(/) C6(^) (- 1)^ X ! modulo /.
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CHAPITRE III

UNITES CYCLOTOMIQUES /-PRIMAIRES DES CORPS K^, \e X

1. Logarithme /-adique des unités 0-relatives (^CE^).

a) Choix d'une uniformisante. Dans toute la suite, on sera amené
à calculer dans les complétés K, C tl^ des corps K contenus dans Q0.
D'après la Prop. 1.3 et le Corol. 1.1, lorsque / est ramifié dans K, K
est de conducteur //', f ^ 0 mod /. Comme l'extension Q^/Q^0 est
non ramifiée, quitte à se placer dans Q^, on peut toujours écrire le
développement /-adique d'un élément de K, selon les puissances de
l'uniformisante TT (cf. Déf. 11.5) avec des coefficients dans le corps
Q^ ). Sur la réunion, Q^, de ces extensions Kp on a, par restriction
de la valuation définie sur Î2p une valuation, notée v, que nousnormons
par l'égalité v(f) = /- 1.

b) Logarithme l-adique. Nous utilisons dans Q^ le prolongement
fonctionnel du logarithme /-adique défini normalement sur les nombres
congrus à 1 module TT : Pour toute unité /-adique de Q^, on pose

Log u =———N-Log^1"' ) où N est le degré résiduel de / dans

l'extension qui contient u. L'application Log ainsi définie a pour
noyau un groupe de racines de l'unité d'ordre premier à /.

Remarque III. 1. — Le logarithme des unités de Q^ est un entier
et on a v(Log u — Log u 1 " 1 ) > /.

DEFINITION III. 1. — Soit e = 1 — OTT", a ̂  0 mod TT et n > 1 ;
_i (a^y

on pose L(e) = — ^ —:— •
/ = i i

Remarque III.2. - On a v(L(e)) = v(e - 1).

PROPOSITION III. 1. — On a Loge = L(e) mod n1 sauf si n = 1
auquel cas on a Loge = L(e) + O/TT mod 7^.
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c) Unités (^relatives.

DEFINITION III.2. - Soit 0 E ^+ é?r 50zY x ^ caractère rationnel
au-dessus de 0. Nous appellerons unité (^-relative toute unité e G E,.

x
telle que l'image de e dans E^ /E^ ^o^ invariante par e^. Nous
désignons par e^ un résidu modulo l dans Z[G ] de e^ ; il est clair
que e est (^-relative si et seulement si e^0 = eu1, u G E,, .

x

PROPOSITION III.2. - Soit 0 E ^+ et soit e une unité (^relative.
Alors Log e = a^ mod 7r1, avec a ^ ^ Z ^ , o ù \ , 1 < X < / — 1 est
défini par la décomposition canonique de \ : \ = ̂ /0\

Démonstration. - Montrons le résultat suivant :

LEMME III. 1. — Si e est (^-relative alors l'élément

'Ï-T^I,^ '̂
où H^ ^ GalCQ^/Q^) est le groupe d'inertie de Q^/Q/ et où ~s désigne
la restriction de s à K^, est tel que ^\ Loge = Loge mod 7r1 (cette
écriture a un sens car ~s est un élément du groupe de décomposition
de l dans K.,).

X Y

Dans E^/E^, on a ' e e ' f > = ~ ë et 7e ex = e^6 9^. Calculons
e^ e^-^ ; pour cela on calcule e^' e^^ pour \ \ <t>. On a

ex'^=~L S X ( ^ - 1 ) ^ — — i 0-\s)J=
-• 8^ o£G^ ' - 1 .tëHi

=--—- S xCo-^e-^^oï =
^ /- 1 .eHi

=———; S 1 x'OT'^e'^^r^
^X<- ( - 1) r&C^ .îCHi

=——— 1 X ^ W T — — — — 1, X'(^)0~\5);
Sx TGG^ ' — * î eH^
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or x == ̂ \ d'où ^ X ( Ï ) ̂ "^) = Ï 1 = / - 1 et
5(EH^ 5êH^

et ^ ̂ =^ ^

comme X est constant sur la FQ -classe de x' (cf. Rem. 11.2), on aura
x ^

g ^ = ^ d'où 'e 0 = ^"É?0 = e. Il en résulte immédiatement la
(p a A, Ç) 7

relation Log e = é?\ Log e = ——- ^ ^''^^ Log es mod TT^.0 / - 1 ^Hi

Fm û?^ to démonstration de la proposition. - On peut toujours
1-1 ^ ' ^

écrire Loge = ^ ^•Tr1 mod î^, ^ € Z, x , en tenant compte de la
î = l

relation T^"1 = — /. On aura

1 /-1

Log e == ^\ Log e = -——- ^ ô-^^) I ^(mod TT') =
0 / — 1 .s<SHi ( = 1

=-1- 1: e-'^'Z ^W=
^ — 1 ^eH^ 1=1

1 /-1

= — — — Z û,^' H 6 ~ x ( s ) e i ( s ) ï Y \ o d 7 ^ l ' ,
l — 1 ï = l J G H ^

or ^ ^'^C^) 0I(5) = 0 sauf si z = X mod / - 1, auquel cas cette
^<=HI

somme vaut / - 1, ce qui se produit une fois et une seule puisque
X E {1 , 2 , . . . , / - 1}, d'où Log e == a^ mod -ïï1.

COROLLAIRE III. 1. - Si e = 1 mod TT, e (^relative, alors L(e) = &^7r^
mod TT', b^ € Z^^^ C^c/ r^/^ du fait que la fonction L est, modulo
7r1, multiplicative (cf. [ 1 ], chap. V, § 6) ; on obtient alors L(e) = e^ L(e)
mod TT' et la suite des calculs est la même que ci-dessus à partir de

l-1 • (/' )
l'expression L(e) = ^ b^\ b, E Z, x .

/ = i
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2. Logarithme des unités cyclotomiques 0-relatives (0 E ^+).

Nous supposons /^ ^ /, le cas /^ = / étant connu [ l ] , [6] et
devant être traité à part. On sait que F^ est engendré par 17 qui a
été définie dans le chap. I, § 2, d). Posons ^ = exp(2f7r//^),
NQ(^) (1 - ̂ ) = 0^ et 0^ = 0^ pour tout 0 | x.

PROPOSITION III.3. - Soit (f)^^, (f) ^ l. On suppose f^ ^ /. Le
nombre @^ est un l-entier de K^ et il existe une unité (^relative T?.
telle que ©^ = r]^ u\ u l-entier de K^, et telle que l'image de T^ dans
9^ soit génératrice.

Démonstration. - D'après la définition de 17^, on aura rî2 = 0 x
X X X

où D ^ = — — ( ^ r) n (1 -(^x/p) (p premier) (cf. [19] et
1 V^ | V T e v ^ / Pl^x

chap. I, § 2, d) ; mais comme 0^ E K^, on a T^ = ©^x avec
D = n (1 - CT^EZJGJ. Plaçons nous dans le ZJGJ ^.,-x pl^ x x * x q>

module (K^/K^7/0 et désignons par q^(a) l'image de a E K ^ dans ce
module (Le. q. (a) = a^K*7, par exemple). Considérons (K^/K*7/0

(^ ) x x
comme Z^ x -module (Prop. 1.4 Rem. 1.2) et calculons l'image de
D^ par l'isomorphisme ^ : ^(D^) = n (1 - 7^), où 7^ est une

pl^x
racine primitive g^ de l'unité convenable ; il en résulte que pour
tout P \ g ^ , 1 — 70X est un entier de Z, x premier à / e t que
G; = ^(D^) est inversible dans Z^. On a donc ^(O^) = ^(^)^,
û;' inversible dans Z^ x . En relevant cette égalité dans K on obtient
une égalité de la forme Q^ = r^0" u1, Î2 G Z[GJ, avec ^(Î2) == o/ et

^» F)

^ G K^ ; il suffit de poser 77^ = î?^0 , on constate alors que ^. est
engendré par l'image de T?^. Le fait que 0 soit (pour/ ^= /) /-entier
résulte de [19], § 8, 2 ; d'où, ©^ et u sont /-entiers et la proposition
est démontrée.

DEFINITION III.3. - On pose @^ = Q^~1 (N étant le degré rési-
duel de l dans Q^).
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PROPOSITION III.4. — Soit s^G .

i) O^z a Log(0p = û^ TT^ mod n1, a^ € Z^ x ,

ii) 0^2 ^ L(0? = b^ mod TT^ ^ G Z^,

iii) Si \ ̂  \, alors a^ = 6^ mod /.

Démonstration. — On a (Prop. III.3) : 0. = î?0^, ÎL» unité ri)-
relative, 1̂  /-entier. Il en résulte que pour s fixé, Log(95)=Log(7A(l -/ )
mod 7T1 ; d'après la Prop. III.2, Log T?^1"^ = ̂  TT^ mod TT^ a^ G Z^ ,
d'où i). On aura^e même, d'après le Corol. III. 1, L(0^= L^0-7^)
mod T^, soit L(0p = b^Tr^ mod TT^, d'où ii). Posons @5 = 1 — OTT, a
entier Z-adique ; d'après la Prop. III. 1, on a LfQp = LogCO5) — C^TT
mod TT^, soit L(0p = û^ TT^ — a^Tr mod TT', soit é^ TT^ = a^Tr^ —a1^
modulo 7r1. Si X ^ 1, alors on a nécessairement a = 0 mod TT d'où/y» \
b^ =a^ mod Tr7"^ ce qui entraîne b^ = a^ mod / puisque a^, b^ G Z, x .

COROLLAIRE III.2. — a) Z^ conditions suivantes sont équivalentes :

i)^-^ (i.e.^= 1, cf .Déf.I . l l ) ,
ii) L(0p = 0 mod Tr7, pour tout s^G^.

j8) Si X ^ 1, les conditions suivantes sont équivalentes :

i)^-^ (i.e. ^= 1),
ii) Log(0p = 0 mod TT^, pour tout s^ G^.

Ceci résulte de la Prop. III.3 et du Corol. 1.5 sur la /-primante.
On est conduit à poser la définition suivante :

DEFINITION III.4. — Soit (^G^. On dira qu'on est dans le cas
"spécial" si le nombre \ (qui ne dépend que de ^) dans la décompo-
sition canonique de \ 10, x' = ̂ ^\ est égal à 1.

Remarque III.3. — Dans le cas "spécial", on a donc \ = ^O,
^ E X' (^ ). On constate que le cas "spécial" est caractérisé par le fait

Q x _

que le caractère miroir 0 (impair) de 0 est de conducteur premier à /
(ici 0 est le caractère /-adique au-dessus de (^'-1). L'exemple le plus
simple de cette situation est donné, pour / = 3, par K^ = Q(\/33),
d > 0, d ^ 0 mod 3 (on a ici 0 = \ et 0 est le caractère quadratique
associé à Q(\/— d)) (voir aussi les chap. IV, § 4 et V, § 4) ;
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3. Caractérisation de la condition b^ = 1 dans le cas non "spécial".

Les propriétés des fonctions L^ /-adiques de Leopoldt-Fresnel
vont nous permettre d'établir un critère simple pour la condition
b^ = 1, dans tous les cas envisagés (à savoir 0 G ^+, 0 ^= 1, / ^= /)
sauf dans le cas "spécial".

a) Fonctions L^(x'). Soit \ un caractère primitif pair. On sup-
pose f^^l. D'après Leopoldt et Fresnel [16], [4], les nombres

^(x) /x

^(x) = — ——— ^ X'^a) Log(l - ̂ ) sont reliés aux valeurs en
/x a=i ~ x

X'(/)
1 des fonctions L, /-adiques par l'expression 1^(1 ,x')= (l — =— ) L (x').

On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION III..5 (Fresnel, [4]). - Soit \ un caractère primitif
pair ; on suppose f^ ^ l. On a la congruence : L,(l , \) = B^(\0~1)
mod / dans Q^.

L'expression de L^(x') conduit au résultat suivant :

LEMME III.2. - Soit 0 G ^+, 0 ̂  1 ; on suppose f^ ^ l. Pour

toutsç.G^onaLogQ^=——^ x^^X-1)-————r 4 ( 1 , x )
^x x' l0 / — X (0

mod TT^.

Démonstration. - Posons F^ = Gal(Q(/x)/Q) ; on a
^x
^ X-'W Log(l - ̂ ) = S x-^o) Log(l - ̂ ) ;

aer,

posons a = ~sr (en notant par ~s G F^ un prolongement quelconque
dans F^ de s e G^) ; il vient :

S X-^^T) Log(l - ̂ ) = x-1^) S X-^T) Log(l - 0 =
-^x

-X- 1 ^) S S x- l (a , )Log(l -^)=
TCV^ a,

= X - 1 ( ^ ) S x- l(a ,)Log(N(l - ^ ) )
a,
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(N désigne la norme dans l'extension Q^/K^ ; les o .̂ représentent

G^) = x-1^) $: x-1^,) LogO;', d'où
°i

1: x-^a) Log 6^ = - x(.) ——— L/(x) = - x(.) W) L/(x) ;
<yeG (9tX J

^x /

mais W)= ^ X'"1^)^^ 1 X^C-a)^;
a = 1 a = i

or \ étant pair, on aura %(x') = ^(x'"1). Il en résulte par sommation
sur x' 10 :

S 0(a- l)Log(Q^)=- 1 x^mx-1)!^)——
oGG^ X' l0

= - 1 : X ^ ^ X - 1 ) . / L,(l,x).
x ' 1 0 l - X (0

Comme ^ = ̂  mod / et Log(O^) = 0 mod TT, on en déduit que

Log 0^ = - — ^ x œ ^(X"1) -——l—— L/(l , x ) mod 7r1. Le ré-
Sx x ' l0 l - X(l)

sultat essentiel est alors le suivant, dans le cas non spécial :

PROPOSITION III.6. - Soit 0 G ^+, 0 ^= 1 ; o^ suppose f^ ^ l et
X ^= 1. ^4to^ /^ conditions suivantes sont équivalentes :

i) 60= 1,
ii) le nombre de Bernoulli primitif B^(\0~1) est congru à 0(if \

module 9^ dans Q x (condition indépendante du choix de \ \ 0),
iii) m_(h) > 0, où 0 est le caractère miroir de 0.

0

Démonstration. - La condition i) équivaut à Log(©? == 0 mod TT',
pour tout sCG^ (Corol. III.2, j3) ce qui équivaut à (Lemme III.2) :

IL X^Cymx''"1)-——r- L/(l , x ' ) = 0 mod TT', pour tout 5 G G .
x' 10 l — X U ) x

Considérons la matrice (x\o^)\ ̂  ^ = ̂ l (a^)) ̂ , ^ , où
X' l0 / = ! , . . . , 0 ( 1 )
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Xo 10 est fixé et où 0(1) est le degré résiduel de / dans Q x /Q ; cette
matrice est de rang 0(1) : en effet, elle est du type Vandermonde et
il suffit de prouver que X^(o^) = \^(o^) entraîne f = ; mod 0(1) ;
or une telle égalité entraîne \Q = Xo (puisque o^ est un générateur
de G^), ce qui conduit au résultat par définition du degré résiduel. La
condition nécessaire et suffisante devient donc

W~1) 7———. L^1 - X ) = 0 mod 7T1 ,

pour tout \ \ 0. Distinguons deux cas :
a) f^ ^ 0 mod /. Dans ce cas, la condition devient :

W-1)
L/(l , X ) = 0 mod TT/ - x(0

(car \(l) =^ 0) soit, puisque ^(x'"1) est une unité Z-adique (Prop. 11.5) ,
L^(l7x') = 0 mod TT, soit B^(\(r1) = 0 mod TT (Prop. III.5), ce qui
se traduit encore par B^x'^"1)^ 0 mod ̂  puisque B^(x '^~ 1 ) ap-
partient à Q^. On a enfin B^xô-1) = B^(\6~1) car x^~1 est
primitif.

j3) / = 0 mod /. Dans ce cas \(l) = 0 et la condition devient
%(X'~1) L^(l , x') = 0 mod 7r7. On utilise alors l'expression de la somme
de Gauss donnée par la Prop. 11.5, ce qui conduit immédiatement à
la condition 1^(1 , x') = 0 mod T^4 '1, soit B^xfT1) = 0 mod Tr^1,
mais B^(x '0~ 1 ) est un élément de Q x extension non ramifiée de Q
pour /, donc, puisque À + 1 est au plus égal à / — 1 , cette congruence
est équivalente à Bi(x '0~ 1) = 0 mod c- .̂ On a X^'^X^) ; or
\6~1 = <^0À~'1 est de conducteur lf^ = f^ pour À ¥= 1, mais la cir-
constance À == 1 est justement écartée. D'où la condition ii) dans ce
cas.

L'assertion iii) va résulter du lemme suivant :

LEMME IIL3. - Soit V/ 'e X'~, V/ ^ 0. Alors B^' = B^(^~1).
On utilise la formule de récurrence (chap. II, § 2, b) définissant

les nombres de Bernoulli pour le caractère primitif \f/~1, m =: f^.et

n= 1 ; on obtient: B^~1) f^ + 2B,(i/-1)/^ = 2 $ ^"'(û)^;
a --= 1
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mais Bo(^~1) = 0 car V/' n'est pas le caractère unité, d'où le résultat
compte tenu de la définition de B,^ (Déf. 1.7).

Démonstration de iii). — On a B^(\0~1) = B ^^ , d'après le
lemme III.3, carx'"1^ E •ï'~ et x~19 =^ 6 puisque \ =fc 1. La condition
m_(/z) > 1 résulte de la définition de m_(A) compte tenu du fait que

0 0

l'élément de <î> au-dessus de x'~ ° est .̂

4. Conclusion.

L'utilisation des fonctions L^ /-adiques permet d'obtenir une ca-
ractérisation simple de la condition b^ = 1, à partir des invariants
analytiques définis au chap. I, dans le cas non "spécial" (i.e. X ^ 1).
Le résultat général que nous avons obtenu dans le chap. IV montre
clairement que le cas "spécial" est lié à un problème de caractères
primitifs : en effet, si \ = ( R ' O , on a aussi (Prop. II. 1, ii))

X'=^ (X^X(^),^EX(/^)) ;

or la fonction L^, dans ce cas, s'approche au moyen du nombre de
Bernoulli B^ (^X^1) = B^^"1^-1) == B i (<p- 1 0°) distinct du
nombre de Bernoulli primitif B ^ ( ^ ~ ~ 1 ) qui, d'après nos résultats
(th. IV. 1), doit seul intervenir. De plus comme

B,^-1^)^ Bi^-^d - ̂ (O),

il n'est pas étonnant de ne pas pouvoir atteindre l'énoncé général
puisque le cas <^(/) = 1 peut parfaitement se produire (cf. Rem. III.4,
ci-dessus).

Nous pensons que ce phénomène est à la base de la présence
dans certains énoncés de [3] de la condition supplémentaire ^p(l) ¥= 1,
condition qui devrait donc pouvoir être éliminée à notre avis ; même
remarque en ce qui concerne certains énoncés de [12] et ce qui est dit
à la fin du § 4 de [12]. Nous proposons dans le chapitre suivant une
résolution partielle du problème qui semble confirmer l'inadaptation
de la fonction Log /-adique dans les définitions classiques.
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Remarque III.4. — Les caractères \ G X' pour lesquels À = 1 et
^ ( l ) = 1 sont exactement ceux pour lesquels \ est trivial sur le
groupe de décomposition de / dans Q^Q. On peut appeller ces carac-
tères les caractères singuliers relativement à / ; cette propriété est
stable par FQ -conjugaison uniquement, ainsi nous pouvons parler des
caractères /-adiques singuliers (ensemble noté $*). On peut aussi dire
que les miroirs des caractères singuliers sont exactement les éléments
de XQ si QD est le corps de décomposition de / dans Q0. La propriété
d'être miroir d'un caractère singulier est, elle, stable par Iç-conjugaison.
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CHAPITRE IV

CARACTERISATION DE LA CONDITION b^ = 1
PAR LA METHODE DES SERIES FORMELLES

Dans tout le chapitre, 0 | x désigne un élément de ^+ différent
de 1. De plus, le cas e = 1 (i.e. À == / — 1) ayant été résolu dans le
chap. III et le cas f^ = / étant connu, nous supposerons f^ = lf^,
/ • ' ^ 1 » f^ ̂  0 mod /. On rappelle que tout \ \ 0 est décomposé
sous la forme \ = (p'0\ 1 < X < / — 2, ^ E X' /^ et X ne dé-

Q^X7

pendant que de 0. Dans ces conditions, b^ = 1 (i.e.^° = ®.) équivaut
à L(05) = 0 mod Tr7 pour tout s € G^ (corol. III.2, a). Nous allons
étudier L(0? modulo Tr7.

1. Etude de L(0^).

a) Rappels. On rappelle que dans Q^ si e == 1 - a TT", a l-
/-1 (a7r"y

entier, ^2 > 1, alors L(e) = — ^ ——:—•
1=1 i

Définissons aussi sur Q^ la fonction E : pour a? = 0 mod TT,
/-i / ,i

E(o.) = I: ^•
1 = 0 ^ !

Les fonctions L et E ainsi définies ont les propriétés suivantes
([l], chap.V, §6 et [15]) :

LEMME IV. 1. — i) Soient e^ et 63 des unités l-adiques congrues
à 1 modulo TT ,• alors L(e^€^) = L(6i) + L(e^) mod TT^

ii) On a E(k7r) = wk mod TT^ pour tout k G Z.
b) Calcul modulo l de L(0p. Commençons par faire une re-

marque qui simplifiera de beaucoup le calcul de L(Q5) mod ir1 :

Remarque IV.l. —D'après le corol. III.l, on a L(0p = ft^Tr^
mod TT1, b^ €': Z^ x . Comme on a supposé / ramifié dans K^, on a
donc 1 < X < / — 2 ; on peut alors effectuer les calculs de la manière
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suivante : on calcule L(0p modulo Tr^1 au lieu de TT'. Soit R^ le
résidu obtenu. Alors la condition b^ = 1 est équivalente à R, = 0
mod Tr'"1, pour tout s^-G^ (en effet, on aura

L(0? = R, + ^ 7T'-1 = ̂  mod ir1 ;

donc 6^ = 1 équivaut à 6^ = 0 mod /. Si b^ = 0 mod / alors R^ = 0
mod Tr^"1 et, inversement, si R, = 0 mod Tr'"1, on aura R, 4- ^ Tr'"1 =
Ts7^"1 = ^x^ "^^ ^ ; comme À =^= l — 1, on obtient bien b^ =0
mod /).

On a 0. = O'0, où a. = n (^ - 1)^ -1 ; on a
r x x M G V ^ x

,N N

(^x- 1) =^ - 1 mod/-
soit, en posant /N == 1 + tf^, t ^ 0 mod /, puisque N est aussi le

(/') /N tf1 fdegré résiduel de / dans Q x , ^ = ^ ̂  x ; or ^x = w, ce qui fait
N _ j^ ^us ^tus _ i

que ^ =S,^ et 0^= n (^-1)' - '= n sx w

.ev^ «ev^ ^ -1
mod / (en effet, ^" — 1 est, dans le cas f^ ^ l, une unité /-adique).
On a donc à calculer

L(0^)=-1- 1 0(o- ̂ LCe^)^
^X "e GX

1 n / ^usa w^0 — 1 \= — S ^(o-^Lf n ^ - ')
^ oec^ ^"ev^ ^0 - 1 /

qui est (en utilisant le lemme IV 1, i)) congru à

1 -, _ / ^"° w^° - 1 \
— 1 S ^(a-1)^——-——-——)modl,
^x <"=G-^ "ev^ Sx - l

en désignant par o un prolongement de o dans F^. Cette somme
peut s'écrire

1 / ^w0"^ - 1 ^
- Z S ^-^-^^^ , )=
g^ o^G^ M^V^ Sx - 1

i Ï'05 t^tOS 1

— — — S ^-)L^—————).
^x ^^r^ ^ - 1 /
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1 y ^as W0^ 1
1 V \T» • / Sv r*' — 1 »

— ^ 7 Y f a ^ M - ^ _ _ _ _ _ _ — } -
^ ̂ x^' )LV ^ -1 ^ -

1 /x ^W^ 1- -s i x'-^) L(i——)
^X X ' I 0 û= l - v ^ - 1 /

(avec x' ̂  X(/^)) ; elle est donc en vertu du lemme IV. 1, ii), congrue

module / à - E ^ X-^) ̂ ^^-ij . po^, „ . ,
& X X l 0 û = l ÎX — 1

(s est premier à /^, par conséquent 6 parcourt tous les résidus modulo
fy) ; on obtient :

1 y § , i / êvEO&TT)- 1 .
— 1 1 X^s^Li-2——————}=
^X X - 1 0 ^1 - v ^- 1 /

1 V , /x , , /^EOéTT) - L
= -1 X(.) 1 x- l(6)L(^——————).

^X X l 0 b = l v ^ - 1 /

Compte tenu du fait que la matrice (x'Cî)),ec est de rang égal au
X' l0

nombre de x divisant 0 (cf. démonstration de la Prop. III. 6) il en
résulte le critère suivant :

PROPOSITION IV. 1. - Dans le cas f^ = 0 mod /, f^ ^ /, une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que b^ = 1 est que pour tout \ \ 0,
un résidu quelconque modulo -n1"1 de l'expression

l-'i ̂  u^-1).
^ a^l - Y ^ - 1 /

so it congru à 0 modulo l.

Nous allons effectuer ce calcul en établissant d'abord des iden-
tités de séries formelles. Nous généralisons en cela le calcul qui se
trouve dans [ l ] , chap. V, § 6, pour le cas particulière = /.

2. Calcul de séries formelles.

Pour plus de commodité nous revenons aux notations du chap. II
sur les caractères de Dirichlet et les nombres de Bernoulli.
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/-l r^i
DEFINITION IV. 1. - On pose E(T) = Y — ; on a donc E(T) = e^

< = o ^
/-1 (_ TV

mod T' (congruences dans Zj[T]]). 0^ pose L(l + T) = — ,̂ ——:—;
( = i î

0^2 a donc L(l + T) == Log(l 4- T) mod T1.
Les séries L et Log sont définies sur l'ensemble des séries for-

melles congrues à 1 mod T et les séries E et exp sur l'ensemble des
séries formelles congrues à 0 mod T.

Nous considérons les séries formelles dans î2j[T]] et, éventuel-
lement, celles qui sont à coefficients /-entiers.

DEFINITION IV.2. — Pour \ G X(m), m = 0 mod /, m i= /, posons

-^âr'^^f^-
o\ a =1 Çw L

Remarque IV.2. — Admettons pour l'instant que ^ ' ( T ) soit une
série à coefficients /-entiers. Il en résulte que l'expression que l'on
désire calculer (Prop. IV. 1) est égale (pour m = f^) à J?^(7r). On peut
même ne calculer ^'(T) que modulo T7"1 (Rem. IV. 1).

a) Calcul de la série auxilliaire ^'(T). On commence par calculer
la série analogue à S ^ ' ( T ) avec Log et exp à la place de L et E et
sans aucune hypothèse sur m > 0 :

DEFINITION IV.3. — Pour \ G X(m), on définit la série formelle

1 m /^rûT - 1\^m—S x-^LogC- ).
- 5^ a = 1 Cm l

P(x)
On considère la fraction rationnelle -^———G ^/(^), P polynômex — i

non nul de degré strictement inférieur à m. On la décompose en
P(x) m Ak

éléments simples : ———— = > ———j— ce qui donne
^-m 1 V* fc^ - 1 f c = l ^ - Cm

A ^ ''<&.>

• .",«"-&
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m i m
On a (x" - 1)' - mx"1-1 soit ( IT (x - $ * ) ) = V n (x -^ )

^k=l m ) /T\ k^i m

soit m^ = ̂  (^ - ̂ ), d'où A, = ^m pan) ; par substitution de

e1 à x on obtient l'identité

^ ^ i€ _ _ 1 _ ^ ^
^T-! ,^^(,T-^) ^ .^^ 'eT-1

1 w s"^
qui s'écrit -^- Ç , ^ _ ^ (on a ici POO = ^û), pour a < m. Si

^WT 1 ^WT i w i

-"". ,»^T- • +,-ï-T•^^^T= ' ̂ S, ̂ -T-
Définissons X^ = 0 si a =^ m, X^ = 1 ; on a

^aT j m Ç-ai

^^^T=XÛW+^S/^^-1 - Pourl<û<m.

^T j

Soit ^(T) = ^^, ^ — —_ ; c'est une série formelle entière car le

1
terme——s'élimine. On poserawT

N^(T) = / <(T) rfT pour 1 < a < m ,

le signe j ayant le sens suivant :

Soit S(T) une série formelle ^ s ^ T . On posera
i> 0

/S(T)rfT= 1: -'—T^1

i > 0 ^ + 1

(primitive sans terme constant de la série).
Par définition des nombres de Bernoulli généralisés, on a

w , m ^T i m i
^ X («)«!)- ̂ ,(,)^-^ ̂



CLASSES D'IDEAUX DES CORPS ABELIENS 43

'-rM — 1 i m

= Z B ^ ( x ) — — — - — — S X ( ^ ) .n>o ~ n ! mT a = i -
w i

Si x' ^= !„,, S X'(û0 = 0 mais Bo(x') = 0 et le terme en — s'élimine.
a =1 T

yw y \
Si x' = 1^ alors ^ x'(a) =<^(m) mais B^l^) = ^-w- et le terme

a = i rn
\ m T^ -1

en —s'élimine encore. On a ^ \(a) ^(T) = V B^(x') — — — »1 a = i ^ i ~ n \
pour tout \ Ç. X(m), cette relation ayant lieu identiquement pour
tout élément de M(x'). Appliquons la pour les caractères ^ E X(m) :
Pour b premier à m multiplions la relation précédente par ^ ' ~ l ( b ) ,
V/' G X(m) et sommons sur \f/ :

YVt T<M — 1

S É'"1^) S É'(ÛX(T)=S S B,(^)——— ^-l(6) =
V/ex(w) a =1 ^ M>I ^ '

w

= 1 <(T) S ^'(6*a)
a=i v/'ex(w)

(où 6* désigne l'inverse de b mod m) ; on pose [é*û]^ = c (où [ ]^
est la fonction résidu mod m) ; on obtient :

m

I "^ST) 1: V/'(c)
c = l V / ' G X ( w )

or ^ V/(c) = 0 (resp. ^(w)) si c ^= 1 (resp. c = 1), d'où, il
V/(EX(w)

reste <p(m) ^î^(T), ce qui donne par l'opération J :

N^(T)=——— Z V/'-1^) S B^^)-!",
^(m) ^'ex(m) - « > i - nn !

pour tout 6, 1 < b < m, et (b , m) = 1.

On a pour tout a : N^(T) = J (^——[ - ̂ ) ^T ; Posons
^ / ^dxï ^ .

a = d x , m = d 8 , ( x , 6 ) = 1 -N^a )=J ( ̂ T _ i -^gr)^6"
faisant le changement de variable X = ûTT, on obtient
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/•/ e^ 1 v rfX 1^Tx-r-ôx^^^0'
d'où N^ = N^ (T) = ̂  N^(rfT), où (a, m) = d, 1 < a < m. On a

e"1' 1 1 / m r""' i
^-^-^-^'"^Si^-T-ï)

Posons L^(T) = Log( w _ ) pour 1 < k < m (en fait k est
Sw A

/ ^T — 1 \
défini mod m) et L^(T) = Log{———) ; ce sont des séries formelles

1 w

en T. Le terme constant de — ^ ^ak L^(T) est nul car L^T) = 0
m k= 1

mod (T) pour tout fc. Dérivons cette série ; on obtient :

\ m-\ ^ p! i T i±y ^ ^e ^±( ^ _ ! )_
^^i w ^^- 1 m^- 1 T^"

1 ^ ^ ^T i= — y fc-^ "^ ' _ 1
m ̂ i çw ^T - 1 mT

^ ^T
Sw c 1mais -————— = 1 4- —————

^e!-\ 1 ^^-1

d'oùlf? ^at(l+-J_)--1-)—^? ^afc
^v^ ç'" ^ ' ^ ^ - l ^ ^ - ^ ^ à ^ ^ - l "

1 m

-'-+ y t-ak\ .
rp 1 ^ firn / ->
1 k=l

1 w

or — ^ i^mak = ̂  ; on retrouve ainsi l'expression de ^(T), d'où

1 m,
Naw(T) = ̂  ̂  ^ak ̂ ^ ^^ tout û, 1 <û < m. On multiplie^ f c = i
cette identité par ^, 1 < ^ < m, et on somme sur a :
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w < m m

S y N0 (T) = — IL S ^-^ L^ m =^ ^w ^w ^ A > f ^ ^ ^w "fc ^ 1 ̂
a= 1 ^ a = l fc= 1

i m m YYI

- — l ^ m S ^-^=4-00 E ^N^(T);
m fe= 1 a= 1 a== 1

comme N^, n'est calculable qu'en fonction des N^, on remplace la
m

sommation ^ par la suivante : On pose a = dx, d = (a, m) ; si
a= i

m = ûf5, alors (x, §) = 1 et 1 <x < 5 ; cette décomposition est
unique et lorsque d parcourt l'ensemble des diviseurs de m et, pour
chaque d, x parcourt {x, (x , 5) = 1, 1 <^ < §} alors on retrouve
tout élément a, 1 < a < m une fois et une seule ; on a :

1 ô*L^O^ 1 -S ^N^ m
d\m d x= 1

pour tout r, 1 < r < m.
i w

On aura alors ̂ , (T ) =— 1, x'~1 (û) L^ (roT), pourxëX(m)
x ^x^i

1 w ô 1
/^(T) = — I x"1 (^) S 1 -T- C N? (rf^T) ; en utilisant

ê\ a-=l~ d\m x=\ a

^^^-T^r s ^~ l(x)^ B^^')^,^(ô) ^'ex(ô) ~~ M > I - nn\
on aura

i w ô
^.(T)=——l: x-^a)^ Z Z S

^ a= i d|w x= i V/ 'ex(ô) w > i

l^l^^B^')-^^
rf -w /S\ " v r / 1d ^(§) - nn\

6

on introduit les sommes de Gauss (chap. II, § 4),--g (\f/) = ^ \j/ (x) ̂
~~ x= l ~

pour V/' E X (ô) et ^ = exp (2/7T/Ô) ; on a alors

6 6

S ^-^K^ S ^OO^.
•»= 1 x= 1
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Si (a, 5) = 1, alors en posant ax = y , si x parcourt { 1 , . . . , 0} alors
[ax]s parcourt le même ensemble, et comme ^ (y) = ^ ' ( y ' ) si

6 —

y - y' = 0 mod Ô alors on aura Z V/'-1 (y a*) ̂ , a* inverse de
6. ''=1

a mod Ô, soit ^ ^'-1 (a*) f-1 (y) ̂  = ^'(a)W-1). Supposons
y= 1 — —

maintenant (a, Ô) ̂  1, alors c'est que (a, m) ̂  1, mais pour un tel a,
X'"' (a) = 0. On peut donc toujours supposer que (a, m) = 1, auquel
cas on est ramené au cas précédent. On a alors :

, m ^

^,(T)»-S; 1 ,S S ^-.(«)*Ww.-)
- S^ û=.l dlw V/eX(6) M>I ^ (ô) —

B,̂ )''̂ ",'"^
— M n !m w

La sommation E x'-1 (û) ^ (a) a" s'écrit S (x'-1 V/') (a) a", le
a = l a = l — —

caractère \~1 \f/ est un élément de X (m) car x'~1 ^ X (w) et
V / ' e X ( ô ) , ô | m . Cette somme sera notée S^-i^~(m). On a donc
obtenu : - ~

LEMME IV. 2. - On a l'égalité de séries formelles :

1 V \^ ^^ r^n~^ ftt Tn
^(T)=—i ^ S S^^(m)B,(^)%(^-i)—^L_L

x g^d\m ^X(6) n>\ x - - - ^ (§) n n !

pOM/- tout m G N* ^^ tout x G X (w).

b) £W(? d^ r^^ morf^to T6 rfê to ^w ^~ (T). On rappelle
(Déf. III. 2) qu'on a posé x

^m—Sx-ML^^)
\ "= 1 Sm - 1

et que (Rem. IV. 2) on désire calculer By (T) module T8. La série
E (a/T) est à coefficients C-entiers ; de même L (X) est à coefficients

/-entiers. La série m ) -1 est de la forme 1 + S (T) avec
Sw "

S(T) à coefficients C-entiers, lorsque m est de la forme £ m', m
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distinct d'une puissance de C, car dans ce cas ^ — 1 est une unité
([19], § 8). D'où comme £ ne divise pas g ,K » (T) est à coefficients
C-entiers. Considérons maintenant les séries K r(T) et K , (T) modulo
T^Ona x

i ^ ( y ^rT - i\
K <T) = - 1 x'-1 00 Log (sw. • )

x ^ a= 1 S»n — A

et e"^ = E (a^T) mod T2 dans Î2g [[T]1. On a

^ ̂  - 1 ^ ,̂ E fa^T) - 1

%, - 1 %, - 1

mod T8. Soient U et V deux séries en T telles que U = V = 1 mod
T et telles que V = U mod T2. Alors L (U) = Log (V) mod T8 ;
en effet : on peut écrire V = U ( 1 + S T 2 ) dans Î2g [[TU, soit
Log V = Log U + Log (1 + ST8) ; donc ici Log (1 + ST2) = 0 modT8.
On obtient donc finalement

Log (U) = Log (V) mod T8 mais Log (U) = L (U) mod T' ;

on a donc Log (êm-^——1) = L fi E(,arT)~ ^ mod T2, soit
Cm ^m l

^,(T)= ^mmodT6 et ^ (T)

est à coefficients C-entiers. Ecrivons

c-i
^^(T) = i û, T 4- T6 S (T), S (T) G ̂  [[T]] ;
- r= o c-i

alors ^(T) = ^'(T) mod T6 entraîne ^(T) = S ^T+T^S (T),
— - - 1=0

S(T) G Î2g [[T]] ; comme JJÇ'(T) est à coefficient C-entiers, les
df, pour i = 0,. . , £ — 1 sont C-entiers ; ce sont les C premiers
coefficients de la série S ' (T) à savoir (Lemme IV. 2) :

1^ I S1 S^(^)B^')W-1)^^
g^d\m <;'ex(ô) n=i ï - ~ - <p(ô) nn!

et on a :
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LEMMEÏV.3. — On a dans le sous-anneau des séries formelles
à coefficients ^-entiers la congruence :

^m—S E Ï
ex d\m ^eX(ô) «= 1

jn-1 î-pi
S^-i^ - (m) B^ (^) %(^-1) ——— ——- mod T8.

-^ T- - - ^(8) nn\

c) Applications du calcul de séries formelles. En vertu de la
Prop. IV. 1 et de la Rem. IV. 2 on a obtenu :

PROPOSITION IV. 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour
que b^ = 1, dans le cas f = 0 rnodfi, / ^ 6, ̂  q^ /

Q~2 ^"-1 "
S S S S^-i^^B^^^d//'-1)—— n- ^ - O m o d C,
d|̂  ^'eX(ô) n=l - - x - - (^(S) /!^!

pour tout \ | 0.

Remarque IV. 3. — Nous avons limité la sommation sur n à
l'intervalle 1 < n < C — 2, compte tenu de la Rem. IV. 1 et du fait
que le coefficient de Tr6"1 est C-entier.

3. Fin des calculs.

a) Etude du coefficient de TT".

DEFINITION IV. 4. — On pose

\= S S S^(^)B^)W'-1)-^;
d\f^ </ex (ô) K - ~ - <P(5)

TT'1 ^yî

A est le coefficient de ———pour 1 < n < £ — 2 (mû^ n'est pas à
nn\

priori un élément de Zg^). On peut donc calculer A^ mod^""1""
, ^

On sait que B^(^) est de la forme — S D^ (c) ^'(c) où D (c)
- S <,=i —

est défini par le développement symbolique D^ (c) = (c — 5 + ô B)",
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où B ' , / > 0 , est remplacé par B^.=B^.(1^, nombre de Bernoulli
ordinaire (chap. II, § 2) ; comme i < ^ < C - 2, les B, sont C-entiers
(théorème de von Staudt), donc D^ (c) est aussi C-entier). On aura

/X 5 5

A,=S I S 1^-1(^^(0)^—— S ^(^*c),
£?!/ û = i f t = i c = = i " ô^0) V/ 'ÉEX(Ô)

où 6* est inverse de b mod 5 lorsque (6 , ô) = 1 (sinon 6* = 0

par exemple). On a L ^ (a6* c) = 0 sauf si a6* c = 1 mod 5
^'ex(5) —

auquel cas la somme vaut ^ (6). La sommation sur 6 peut donc
être limitée au seul terme b = ac mod § pour chaque couple (a, c)
fixé, (û, 5) = 1, (c, §) = 1 ; on peut en fait faire b = ac avec a
quelconque et (c, §) = 1 car pour (a , §) ^ 1, on a \~1 (a) == 0 et
enfin ^ ne dépend que de b module 5, d'où

/x ô

v d^ v v *
\= L——L 1 x-1 (a) a- D, (c) Sr.

d|/y 0 a= 1 c= 1

On a D^ (c) = (c - 6)" BQ + n (c - S)"-1 § B^ mod §2, soit

puisque BQ = 1 et B^ = — D^ (c) = c" --^ 5 c"-1 mod §2 ; de plus

D^ (c) = c - —§ ; il en résulte que dans le calcul de \ mod C, on

peut, lorsque 5 ^ 0 mod £, remplacer D^ (c) par c^ -— § c"~1 pour

tout TÎ ^en effet, pour n > 2 ceci ne change rien car rf^"1 = 0 mod£

et pour ^ 2 = 1 , DI (c) = c - — ô) et lorsque 5 = 0 mod S, il suffit

alors de faire le calcul modulo ô2 :

\= I ûf— f I^X-^)^ (^-^-5^-1)^ mod/.
d\f^ û a= 1 c=l ~ v 2 /

On est amené à poser la définition suivante :

d^ fx \
DEFINITION IV. 5. - On pose A^ = —— ^ ^ X'"1 (a) ^(f1^

5 a^i ^ i —
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^jn-l ^ \
et ̂  = ——— ^ 1. X'"1^) a" c"-1 ^c. On a donc

- a= 1 <•= 1

A.- 1; (A^-A^).
^1/x

b) £'/W6? 6/M terme A^ modulo S.. On a :
ô.* /x ô ^
S c"-1 ï x'-1^)^^!*^-1 £ ^-i(û)^(a)^=
c=l a== 1 c= 1 a= 1 ~

6 ^

= ^ c"-11. x'~1 (û) 0" (a) sr0
c= 1 a= l

(où CQ est premier à /^ et c^ = c mod §)
6 4

= E* c'1-1 x' (Co) 0-" (Co) ï* x'-1 ̂  fo) ̂  mod J? ;
c== 1 a== i

posons H = Gai (Q^/Q^)), on a

S X- 1 (o) 0^ (a) ̂  = S x-1 0- (T) S x-1 0' (a,) ̂
<y(=r\ TŒH a,

(a, G r^ représentant F^/H) ; la somme ^ x'~1 <9" (r) est nulle
T Œ H

sauf si x'~1 0" est trivial sur H. Si 6 = 0 mod £ cette somme est,
pour H ^(1), nulle (car alors pour r e H, 0 (r) = 1 et x' étant de
conducteur/^ n'est pas trivial sur H ̂  (1)). Si § ̂  0 mod C, la seule
valeur à étudier est n = 1, car c/'1-1 = 0 mod £ pour n > 1 ; pour
n = 1, x'~1 0 est trivial sur H si déjà x'~1 9 est trivial sur Gai (Q^/Q^))
et il est nécessaire que dans la décomposition canonique de x\

X - ^ 9 \

on ait X = 1 auquel cas, on a x'~1 6 = ̂ -1 ; la seule possibilité
étant alors § = /^ (Rem. II .1). On est donc ramené aux deux cas
ô = f^ et § == f^ avec n = \ = 1 :

oô S = /^, n quelconque. Le terme calculé devient
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4 4

I* c"-1 x (c) 0-" (c) l* x'-1 0" (a) Ç =
c=l a = l x

4

== 1,* X' <?~1 (<•)% (x'~1 6") mod C ;
c= 1

4
or ^* x' 0~1 (c) = 0 mod C, car x' ̂  8.

c= 1

(3) 5 = /^, M = 1, X = 1. Le terme calculé est alors

f'x fx
r1 X (Co) 0-1 (Co) ï'1' X -^W^ ;

<•= 1 - - 0^ 1 - - x

/X
\̂ ;̂

or le coefficient L \ (c^) 0~1 (Co) est égal à
c= i

/x /x*
S" <p(Co) = l*^(c)= 0,
c= 1 c= 1

car (^' ^ 1 :

LEMME IV. 4. - On a A^ = 0 mod £, po^r ro^r J |/^ et touî, n,
\<n<&-2.

6 /xd11-1 ^* ^
c) Etude du terme A^. On a A^ = —— ^ c" L \-1 (a) a" ̂  ;

ô c=i a=i~
on peut se restreindre aux deux cas suivants : 5 ^ 0 mod C et n = 1
puis § = 0 mod £, ^ quelconque.

a) § ̂  0 mod £ et n = 1. On aura alors

, ô 4
A?=7S*c S x - 1 ^ )^^^

0 c= 1 a= 1

1 ô /x
=-^I i lscX'(Co)0- l(Co) S x'-'e (a) ^ mod fi,

" c=1 a = l —
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tx
et, d'après ce que l'on a vu en b), 1 X'"1 ^(û) ^ = 0 sauf dans le

a= 1

cas p) (5 ==/^, X = 1), auquel cas on aura

1 6* ^
AÏ =7-1 ex (Co) 0-1 (Co) (£ - 1) S* ̂ -i (6) A =

/X c= 1 ^ = = 1 •'X

%(<P-1) $* , 1 ^==:-——7~ 2d c^ (co)=-—%((p'-1) ^ c^(c)modC.
^x <-= 1 7x c= i —

l ^ x
On reconnaît que -.-^ c^ (c) = B^ (^), car ^ ^= 1.. dans X(f1)

J x c= 1 ~ x x

et ^ est primitif, d'où A^ = -% (^-1) Bi (<?') mod C.

ff) S = 0 mod £, ^ quelconque. On étudie mod £ l'expression

d"-1 /x ô

A^ = ——— S S*x1-1 (û) û" c" ^c ; on peut poser
0 û= 1 C= 1

û = 6 (a) (1 + 7,C) et c = ô (c) (1 + 7^ C), 7^ 7c G Zfi-

pour(û, j?) = (c, C) = 1. D'où

gn-\ f\^ 5^

A^ =—— S ï X'-1 (û) 0" (ûc) (1 + n 7, £ + ̂  7, C) ̂  =
0 a= 1 c= 1

rf"-i 4* ô*
=-7-^ 2. x'-1 (a) 0" (ac) ^c+

o a= 1 c= 1 —

n C rf"-1 ^* ô* ,
+——.—1 1 X ~ 1 (a) 0" (ac)-Y^y +

0 a= 1 c= 1

, nCd"-1 À* 6* , ,+ —.—— S 1 X '(û) 6" (ac) 7, ^c.
0 a= 1 c= 1

fv S
d"~l i

i) Calcul de -—— L* Z*'x'~1 (a) 0" (ac) ^c. La somme
0 f f= 1 C= 1
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/x*
S X- 1 (û) 6- (a) ̂ c

a= 1

est nulle sauf si 5 =/^(cf. b) cas a) d'où, pour Ô = / , on obtient
1 ^ 1 /x*

— 1 ̂  (c) x' (c) 0-" (c) % (x'-1^) = — 1 X' (c)% (X"1 ̂ ) = 0.
î\ <•== 1 -/x c= 1

^g^-l /x^ ô ^
ii) Calcul de ————— ̂  ^ x'~1 (û) 0'1 (ac) 7^ ^c. Il suffit

ô < z = i c= i —

de calculer la double sommation modulo C : on a

fx ô 6 ^x

I* S* X'-1 (û) ̂  (ûc) 7, ̂ c = 1*0" (c) 7, l* x"1 0" (û) ^c ;
û= 1 c= l c= 1 a= 1

on est encore ramené au seul cas ô = /^ et alors on obtient

r- ^î l î^(c)7cX'(c)0-M(c)%(x'- l^)=^-%(x" l^) f*X'(c)7c ;
f\ <•= 1 -^x ^\

\ fx

On reconnaît (chap. II, § 2, b) : -7- S* x' (c) 7c = B^ (x' ô-^.d'où
/x c= i

la valeur finale de ce terme : n % (x'~1^) B^ (x^~1).

nid'1-1 fx ô

iii) Etude de ————— ^* ^* x'~1 (û) 9" (ac) ̂  ^c. Il y a en
ô û = l C= 1

6

facteur le nombre 1, 6" (c) ^c ; comme 0 = 0 mod C, cette expres-
c= i —

sion est une combinaison linéaire à coefficients entiers de sommes
e-i

de Gauss de la forme ^ 0" (c) w^, / > 0, elles-mêmes multiples
c= i —

de %(0") ; or d'après la Prop. 11.5, ^(ô") a pour valuation i- \ -n ;
comme A^ est coefficient de TT", le terme correspondant est multiple
de T^"1 et est donc négligeable. On a donc finalement obtenu :

LEMME IV. 5. - On a A^ == 0 mod Tr8--1-" ^/ dans les deux
cas suivants :
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i) " - 1, X = 1, d = £,oy Aï = - % (^'-i) B, (^) mod Tr6-'-",
ii) 1 <« <c - 2,d= 1, ou

A^ = « % (x'-1^") BI (x'0-1) mod ir8-1-"

En conclusion, nous avons obtenu pour A,, (d'après les lemmes
IV. 4 et IV. 5) :

PROPOSITION IV 3. - On a :

i) Pour \ > l e t \ ^ n < i - 2 ,

\ = "% (X'-1^) Ri (x'0-1) mod TT2-1-",

ii) Pour X = 1 e / 2 < / î < £ - 2

A, = n % (x'-1 0") Bi (x' 0_-1) mod Tr2-1-"

iii) Pour \ = 1 et n = 1 ,

AI = - % (^-1) B, (̂ ) + % (x'-1 0) BI (x'0-1) mod ̂ -\

d) £'rMrfe de A,, pow À = 1 .

a) ^/yde de A,.

On a ̂ (x-^) = Wf) = ^'-1 (C) % (^-') cg (0°) ([14,
§ 20, 2) ; on a% (0°) = - 1, d'où"

AI = - % ( '̂-l) BI ( '̂) - <p'-i (C) % (^'-t) B^ (^ 0-1) ̂  -

- % (<p'-1) (BI '̂) + ̂ '-1 ()?) BI (x' 0-1))

orx'0-1 =^ r et Bi (̂  f) = (1 - „' (p)) BI (̂ ) (chap. II, § 2, b);
d'où Ai = - ̂ '-1 (fi) BI (̂ ) % ( '̂-i). -

P) Etude de A^, 2 < n < fi - 2. Toujours pour X = 1 ,

A,=« WnB^x'^-1),

mais ^(x'-1^) =<6(y-i0n-i) est pour n> 1 de valuation
£- 1 - M + 1 (Prop. 11.5), ce qu'on néglige puisqu'il y a ÎT" en
facteur.

Ainsi dans les cas non résolus au chap. III, on a é. = 1 si et
seulement si le nombre de Bernoulli primitif B, (<^') est congru à
0 mod «^ soit B^_i = 0 mod ̂ , soit encore m^ (h) > 0.
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e) Etude de \ pour X > 1. Etudions à titre de vérification
le cas X > 1. On a alors à calculer

C-2 _n n £-2 „ ̂

Ï. A — — — = 1 % 0-^)3, (x^)^-„=! ̂  ! „=! - - - - n\

8-2 „ ^

== B, (x ^-1) 1 e^ (/? ̂ -1 (0 W-1) ̂ (^-^-^ ;
- - „==! - x - - / î !

on rappelle que t est défini par ̂  = 1 + t /^ ; on a r" = 0" (r) mod C,
et ^ (r /^) = <9" (- 1 ) = (- 1 )71 soit ^ (r) =(-!)" ̂ -rt (/^). On utilise
le fait que (cf. démonstration de la Prop. 11.5)

%(^) = (- 1)^ ̂  ! Tr8-1-^ mod JZ,

pour n =^ X, avec jn^ = résidu de ^ — X appartenant à l'ensemble
{ 1 , . . . , C — 1} ; pour n = X, % (0°) = — 1, ce qui est l'expression
précédente pour JL^ = £ — 1. Si ^2 > X, TT" ^(ô'1'"^) est de valuation
£ — 1 + X ; il reste le cas n < X, auquel cas jn^ = £ — 1 4- n — X,
et la valuation de TT" % (ô""^) est C — 1 — jn^ 4- n = X et on obtient
l'expression

\-1 ,
1 0^ Ox') ̂ -1 (0% (^-1) (- 1)^ ̂ - (- D" 0-" Cf^) ̂  +
^ = 1 - x - A î ! - x

+ (- 1)^-1 0-^)^-1 (£) ̂ (^-l)^- =

=rx^)^-lw :s^-l) (- D^^Ï (e" l^"x) ! —).
yï== 1 /î . A .

_ 1 ^ 1 (g _ i 4- n - X) !
Evaluons la somme —— + ^ —————————— ; on a

X! „=! n !

^-i fp 1 j- M \\\ ^-i
( Ê -1 -À ) ! 1 1^ 1 X^ '^ 6 - 1 -^ ' ï ^——^w = 1 'Î ' (^ — 1 — A) ' n=l

= (c - i _ x) » ^y1 (£ - ̂ ) ( e - ^ + i ) . . . ( e - ^ + ^ - i) ^
' ̂  i ^ !
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=(£-1 -À) !^ 1 ^ ^ ^^ - l ) - - - ^ -^ ! )^
n= 1 /! !

= ( £ - l - X ) ' y (_ i ) "q=- ( i + ( - 1 ) ^ ) ( C - 1 - X ) ! mod C ;
/!= 1

la somme cherchée est donc égale à - _ - (1 + (— 1)^) (£ — i — \ ) t •
À ! î

or

(fi _ i _ X) ! = (- l)^ (S, - i) (fi _ 2) . . . (X + ) =

- f i)^6-1)^^1)'"1

X ! X !
(— 1)^et la somme a pour valeur ———.

À !

PROPOSITION IV. 4. - Soit x e I + ^ ̂  1. On suppose

^= ^x^x^ L/x^0111^6-
Alors pour tout 0 | \ on a :

L (O? = 1! x M B, (x- 0-1) 0-' ̂ ) ̂ -1 (0 % (^-1) ̂ mod C.
ox x 10 À !

Remarque IV.4. - Pour À ^= 1, on vérifie facilement que cette
expression coïncide mod S. avec l'expression de Log (Q5) donnée
dans le lemme III.2. Ainsi nous retrouvons bien la condition voulue.

Nous résumons les résultats obtenus dans les Chap. III et IV
ainsi que le cas /^ = C dans le théorème suivant :

THEOREME IV. 1. -Soit 0 Œ < î ) + , 0^1 . Alors une condition
nécessaire et_ suffisante pour que b^ = 1 (i.e.^; = ^) est que
m^W > 0 (0 désignant le caractère miroir de 0).

4. Exemple d'application des calculs précédents.

On suppose C = 3 et on suppose que x est un caractère quadra-
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tique pair distinct de 0. On a K^ = Q (y^) et K^ = Q (^- 34).
On appelle e l'unité fondamentale de K^, choisie plus grande que 1
et on appelle T]^ l'unité cyclotomique définie dans le Chap. I, § 2,\
d. On vérifie facilement que (cf. Chap. III, § 2) ©^ = T?^ ir ; enfin
d'après [1] (chap. V, § 4, 1) on vérifie que 1 T?^ 1 == \e^\~h^ où h

est le nombre de classes de K . On en déduit alors la congruence :
L (0^) = — h L (e^) mod 7r3, où e^ = e^ (resp. e^) si 3 n'est pas
inerte dans K^ (resp. est inerte), et où TT = ̂ /- 3 par exemple.

Nous allons interpréter les deux membres de cette conguence.

LEMME IV. 6. - Posons e^ == t 4- u \/7^~ si 3 n'est pas inerte
dans K , sinon posons e^ = t + u \/ fy Alors

L(c^)= 2ut^7^n\od 7r3.
Posons n = t2 - f^ u2. On a

e^= r 2 + 4 ^ 2 + 2 ^ ^ ^ / 7 ^ = ^2 + ^ f^ ^ 2ut^7^
et

L(e^)=^2- 1 ̂ îf^u2^2ut^/T^--(n- 1 + 2^^2 + 2 M r\/7^)2.

i) Si/^= 0 mod 3,'e^ = e^, n = 1 et

L (Q = 2 ̂  ̂  4- 2 ^ r \/7^~- 2 K2 r2 4 mod 7r3,

mais ^= 1 mod 3, d'où L(e^) = 2 ^ r^/T^mod 7r3.

ii) Si 4 ̂  0 mod 3, ut == 0 mod 3 , ^ - 1 + 2 f^u2=0 mod 3 et
L (e^) = ^ - 1 + 2f^u2 -^ l u t y^ mod 9. Si ^ = 1 alors

M == 0 mod 3 et L (e^) = 2 ^ r^/T^mod 9.

Si n = - 1 alors t = 0 mod 3 et n - 1 + 2 /^2 = 2 t2 = 0 mod9
d'où L(e^) == 2 ^ r y^mod 9.

Posons comme d'habitude x = ^0\ ^ de conducteur premier
à 3 et 1 < X < 2.

Si h' est le nombre de classes de Q (\/- 3 4), on a (Chap. I,

1 /x0

§ 2, ûf) : A' = - ——l, x 0 (a) a = - BI (x 6) (nombre de Bernoulli
f^e a=i

primitif) et d'après la Prop. IV. 4 on a
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^
L (0^) = - BI (x 0) 0^ (/^ (3) % (<p)^mod 7r3

Tï^
d'où la relation h u t v/7~= h1 6^ (/") ^ (3) % (<p) — mod 7r3." " — À !

Distinguons deux cas :
i) /^ 0 mod 3 ; alors X = 2, 0 = </? est pair, d'où % (^?) = -^/T^

([ 1 ], chap. V, § 4, 3) et h u t = - 3 h1 ^p (3) mod 7r3, soit

h^^-^Wh9 mod 3.

On retrouve bien les congruences de [17] puisque dans ce cas

L (e^) == Log (e^) mod 7r3.

ii) / = 0 mod 3. Ceci correspond au cas "spécial". Nous ren-
voyons le lecteur à nos remarques (chap. III, § 4) rappelant que
l'utilisation dans le cas "spécial" des fonctions Lg C-adiques de
Leopoldt-Fresnel ne permet pas en général de conclure. Ce phénomène
apparaît clairement ici car dans le cas < p ( 3 ) = l , la congruence
de [17] se réduit à € = 0 mod 3 et Ankeny, Artin et Chowla suppo-
saient dans leur papier de 1952, f^= 3q, q ^ 2 mod 3. Ici nous
allons obtenir une congruence non triviale :

Nous avons \ = <^0, X = 1 et </? est impair, donc

^)=y/~7^

([ l l .chap.V, § 4, 3) et

h u t y^ = h1 6_ (/?^ (3) ̂ /~7^ y/Tmod 7r3

soit h u t == h1 0_(f^^ (3) mod 3 ; on vérifie que 0 (/^ (3) = - 1,
d'où h u t = — h1 mod 3.

Remarque IV.5. — II est facile, compte tenu de l'expression de
L(Q^) (Prop. IV. 4) et de la Rem. IV. 4 d'obtenir des congruences
généralisant celles provenant de l'utilisation des fonctions Lg C-adiques
dans tous les cas, y compris le cas "spécial", à condition de rem-
placer, comme pour le cas quadratique ci-dessus, le logarithme par
la fonction L.
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5. Conclusion.

Pour compléter les remarques (chap. III, § 4) déjà faites nous
pensons que la définition classique du régulateur (par imitation
du cas complexe) est inadaptée au cas C-adique compte tenu du
fait que le phénomène essentiel dans ces questions est la C-primarité
(et par extension la exprimante) et que la fonction Log C-adique
ne la traduit pas, au contraire de la fonction L (la exprimante
nécessitant d'introduire les fonctions de Chafarevitch (cf. [15])).
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CHAPITRE V

AUTRES CONSEQUENCES DES RESULTATS PRECEDENTS

1. Classes de caractères C-adiques.

a) Définitions. Les résultats des chapitres précédents (notam-
ment les Th. 1.1, 1.2, 1.3 et IV. 1) montrent qu'il y a certaines
relations possibles_entre les groupes 9€. 0 G <î>, relations qui font
intervenir 0 et 0 mais aussi leurs différents caractères C-adiques
conjugués (i.e. divisant le caractère rationnel qui est au-dessus).
On est donc conduit à poser la définition suivante :

DEFINITION V. 1 . — Nous dirons que deux caractères 0 et 0'
sont "équivalents" si ^ est obtenu à partir de 0 au moyen d'une
composition finie des opérations suivantes :

i) passage d'un élément de 4> au caractère miroir,
ii) passage d'un élément de $ à l'un de ses conjugués.

PROPOSITION V. l . — La relation précédente est une relation
d'équivalence dont les classes sont finies. Une classe C est une
réunion disjointe de C^ = Cp, <ï>4' et C~ = Cp, ^~ et on a\C^ \-=\C~ \.

Remarque V.l . — Cette notion de classe permet d'améliorer
la connaissance de la structure des groupes 3€^ : en effet, il apparaîtra
clairement dans les exemples que la considération simultanée de
tous les 3^., pour les caractères 0 d'une classe C, donne le maximum
d'informations sur chacun d'eux, alors que l'examen du seul couple
9^0. 3^ (comme il est classique de le faire) est, à priori, moins
précis.

b) Exemples de classes. Pour engendrer une classe, il suffit
de prendre 0 E <i> et de procéder de la façon suivante : on établit
la liste des conjugués de 0 puis celle de leurs miroirs respectifs ;
à partir de chacun des caractères ainsi obtenus, on recommence
le même processus.
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Remarque V.2. — Comme 0 est dans la classe de 0, on peut
toujours engendrer une classe à partir d'un caractère réel.

Nous représentons les classes de la façon suivante :
i) Dans un rectangle en trait plein (resp. pointillé) nous

regroupons les ensembles de caractères conjugués réels (resp. imagi-
naires). De tels rectangles sont donc associés aux caractères rationnels
(Le. aux corps K^, \ G 3£) pairs (resp. impairs). On indique à côté
le degré du corps K^ concerné.

ii) Nous relions par un trait un caractère C-adique et son miroir.
Dans les exemples suivants, on suppose que le caractère

0 I X est tel que K^/Q est linéairement disjointe de Q^/Q. Le graphe
obtenu ne dépend donc en fait que du couple (g^, G).

Exemple V.l . - ̂ = 2, C = 3.

'•-712

Exemple V.3. g — 2, Ê == 7.

r 03 (j> j-
L- — _ _ - -J

040 62 (f> n O5^ ; 0 0 'r
L - _ _ - - _ 1 - - _ _ - J

6

Exemple V.4. - g^ = 3, C = 7.
6 3

e <j>
L J

04^-1

0-1^-

'"r
e2^

3

—(
i
i
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2. Problèmes.

Posons la définition suivante :

DEFINITION V. 2. — On appelle propriété A (resp. A4', A~) la
propriété : "m^^) = m^(h) pour tout 0 E $" (resp. 0 G 0'*",
0 G <ï>~). O^î appelle propriété B (resp. B4', resp. B~) la propriété
"/W0(/1) ,̂̂  ^ groupe ^ pcw ro^r 0 E $" (resp. 0 G ^+,
0 € $-).

Il est clair que A implique B.
Seule à notre connaissance la propriété B~ est démontrée

(théorème de Stickelberger). On peut alors poser les problèmes
suivants :

i) Les propriétés A, B sont-elles vraies (même question avec
A-, A+ et B-^) ?

ii) Quelles sont des conditions nécessaires à l'existence d'un
contre-exemple ?

Remarque V.3. — En restreignant les propriétés A et B à une
classe C, on peut envisager les deux questions précédentes ; on est
ainsi ramené à une situation équivalente plus simple.

Nous allons, dans le § suivant, examiner les propriétés A et
B relativement à une classe C dans un esprit "numérique" et nous
allons préciser des conditions d'ordre numérique à satisfaire pour
espérer trouver des contre-exemples. Il est important de noter que
dans les cas numériques connus, il y a, dans une classe C "suffisamment
peu" de 9e^ non triviaux pour que les résultats établis dans les
chapitres précédents permettent de contredire A et B (les conditions
nécessaires à un contre-exemple sont relativement difficiles à obtenir
sur le plan numérique).

3. Etude des propriétés A et B.

DEFINITION V.3. - Soit C une classe, C = C^ U C~. On appelle
CQ l'ensemble {0 E C~ , m^(h) > 0} et on appelle CQ l'ensemble
{0 , 0 £ CQ}. Dans la pratique, CQ est connu à partir du calcul
des nombres de Bernoulli.
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Remarque V.4. — II convient de remarquer que dans les tous
premiers exemples numériques que l'on peut obtenir, la plupart
des m^(/z), pour 0 E C, sont nuls et, la plupart des m^(h) non
nuls, sont égaux à 1. On peut alors donner quelques énoncés tenant
compte de ce fait.

PROPOSITION V.2. — Soit C une classe.
i) Si dans CQ il n ' y a pas de couples de caractères conjugués

alors A~ est vraie ;
ii) Si dans CQ il n'y a pas de couples de caractères conjugués

alors A'1' est vraie pour C.
Démonstration
Ï ) résulte du Corol. 1.3.

ii) Soit x un caractère rationnel au-dessus d'un élément de C^
Par hypothèse, pour au plus un 0o 1 X, m^(h)>Q, soit 6. = 1
(Th. IV. 1). Si on avait pour 0jx, 0i ^ <l>o,3^^ ^ (1), on aurait
(Th. 1.3) 9e$i^ (1) soit m^ (h) > 0 soit b^ = 1, ce qui est absurde.

PROPOSITION V.3. — Soit C une classe. On fait les deux hypo-
thèses suivantes :

i) Pour tout 0 E C-, m^ ( /?)<! ,
ii) Dans CQ, il n ' y a pas de couples de caractères conjugués.

Alors A est vraie pour C.

Démonstration. — D'après la Prop. V.2 A^ est vraie. Supposons
A~ fausse. : cela signifie qu'il existe 01,02e GO tels ̂ ue 9^0 ̂  (z/6 Z)^
n > 2 et9€^= (1). Comme m^ (h) •= m^ (h) = 1, on a

"̂i = b^ = ! »
SÇ^est nécessairement trivial (Th. 1.3) etû^ = 0 (Corol. 1.6, i)) mais
&^ = 1 et a^ •= 0 entraîne m. (h) > 0, ce qui contredit A^

COROLLAIRE V. 1 . — Si C est la classe obtenue pour g = 2,
C = 5, ûfey conditions nécessaires à un contre-exemple à la propriété
A sont les suivantes (cf. Exemple V. 2) :

i) mQ^ (h), m^^ (h) > 0 et l'un de ces deux nombres au moins
est supérieur ou égal à 2.
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ii) ̂  4- dim^ 9^ > 0, û^ + dim^ 9^ > 0 et l'un de ces
deux nombres est supérieur ou égal à 2.

En effet, si par exemple m^(h) = 0, alors A~ est vérifiée
(donc A) ; on doit donc avoir m^(h\ mff3^(h)>0. Si ces deux
nombres sont égaux à 1, la Prop. V.3 montre que A est vraie. De
plus l'un des groupes 9€^, SC^^ a un 5-rang plus grand que 1
strictement (sinon A~ est vraie (Corol. 1 .4)), d'où le corollaire
en utilisant pour (ii) le th. 1 .3.

Remarque V.5. — En modifiant les hypothèses des énoncés
précédents, on pourrait en donner d'autres ; en fait il est préférable
d'examiner des situations numériques et d'essayer pour chacune
d'elles de conclure en utilisant tous les renseignements dont on
dispose. Si l'on rencontre un cas "non décidable" il faudra voir
s'il constitue un contre-exemple ou non, par d'autres méthodes.

Signalons pour terminer quelques études numériques qui sont
en cours de programmation :

a) Etude des types de classes suivantes :
i) classes obtenues pour g^ = 2 et C = 5 ;
ii) classes obtenues pour g — 3 et C = 7, 13, 19, . . . (situation

destinée à exploiter les résultats des tables de [10]) ;
iii) classes engendrées par les caractères 0, pour tout £. (situation

du 'Théorème de Fermât").
b) Etude de la table de [28]. En effet, cette table met en

évidence un certain nombre de cas intéressants (une trentaine environ)
pour lesquels il est nécessaire de recalculer les invariants m^ (h) (la
table de [28] ne permettant de retrouver que les invariants m^ (h)).
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