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TOPOLOGIES SEMI-VECTORIELLES.
APPLICATION A I’ANALYSE COMPLEXE

par Pierre LELONG

Dédié a Monsteur M. Brelot a l'occasion
de son 70¢ anniversaire.

1. Introduction.

Notre but est d’étudier certamnes topologies qui sont
invariantes par les translations et rendent continue la multi-
plication sur un espace vectoriel E. On supposera le corps de
base K de E valué complet, & valuation non discréte;
on précisera certaines propriétés élémentaires quand, de plus,
K est localement compact (K=R et K=0C en
particulier).

Un certain intérét est porté actuellement & 1’étude des
topologies vectorielles non localement convexes (cf. [6] et [6])
sur les espaces vectoriels réels. Allant plus loin,on considérera
ici des topologies qu’on appellera semi-vectorielles : elles sont
définies par la propriété d’induire une topologie vectorielle
sur tous les sous-espaces de dimension finie.

On peut considérer que les topologies localement convexes
sur un espace vectoriel E sont particuliérement adaptées a
I'étude des formes linéaires fe E*; I’étude de classes plus
générales de fonctions (polynomiales, analytiques...) conduit
a des topologies plus fines, invariantes par translation, ou le
filtre #, des voisinages de I'origine a une base B = {V,},
chaque V, étant défini par p,(z) = sup|f, ()] < 1, les

J
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fa,; m’étant plus linéaires. Rappelons que dans [4b] nous avons
considéré le cas oltles V, sont pseudo-convexes et leurs jauges
Pa(x) sont plurisousharmoniques sur un espace complexe E;
de telles topologies peuvent é&tre appelées pseudo-convexes
(ou plurisousharmoniques). Les p, doivent vérifier des condi-
tions étudiées par C.-O. Kiselman [3b] pour que F, soit un
filtre de vmsmages de 0, et d’autres plus pleCISeS pour que la
topologie invariante par translation qu’on en déduit soit
vectorielle. Mais on définit aussi sur E des topologies qui ne
sont plus nécessairement vectorielles.

On se limitera ici 4 I’étude de la classe suivante — notée 6 —
de topologies sur un espace vectoriel E.

Derinition 1. — Une topologie T sur un espace vectoriel E
de corps de base K valué, non discret, complet, sera dite de
classe 0 su

a) elle est invariante par les translations z — x + a, a € E.

b) La multiplication (u, z) —> ux est une application
continue K X E — E, K étant muni de la topologie de la
paluation et E de la topologie T.

On verra que les topologies 6 sont semi-vectorielles quand
elles sont séparées. Elles rendent continue I’addition

(@, y) >2+y

quand l'un des facteurs demeure dans un sous-espace de
dimension finie. Cette propriété les rapproche de la topologie
T,, dite « finiment ouverte » sur E étudiée par S. Kakutani
et V. Klee [2] sur les espaces réels: en fait dés que K est
supposé localement compact, la classe 6 a un seul élément
maximal qui est la topologie T, Rappelons que T, est semi-
vectorielle et non vectorielle quand E ne posséde pas de base
dénombrable (cf. [2]). Si K = C, les topologies 6 sont des
topologies plurisousharmoniques et méme polynomiales dans E
puisque cette propriété est vraie pour T, comme I’a montré
C.-0. Kiselman.

Ce sont les applications 4 I’analyse complexe qui ont motivé
Pétude de la classe 0: les propriétés de base des fonctions
plurisousharmoniques demeurent valables dans le cadre plus
général des topologies semi-vectorielles, comme on le verra a
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la fin de ce travail (cf. aussi [3a]). Nous sommes heureux de
dédier cette étude a Marcel Brelot en hommage & ses travaux
sur le potentiel et les fonctions sousharmoniques.

2. La topologie finiment ouverte T,.

Le corps K étant supposé valué complet, & valuation non
discréte, la valuation u e K — |u| € R+ défimit sur K une
distance d(u, v) = |u — ¢| et fait de K un espace métrique
complet.

On désigne par A,(E) DI'ensemble des sous-espaces vecto-
riels de E de dimension n, par A(E) = @A,(E) ceux de
dimension finie. La seule topologie vectorielle séparée sur
Me A,(E) est 'image de celle de K" donnée par I'apph-
cation z = Zue,, ou {e,} est une base de M.

La topologie finiment ouverte notée T, sur E est définie
comme suit: o < E est T, ouvert si et seulement si pour
tout M e A(E), Dintersection © N M est un ouvert (éven-
tuellement vide) sur M pour sa topologie vectorielle séparée
Tw; T; est la limite inductive stricte (en général non dénom-
brable) des topologies (M, Ty), pour Me A(E). Si {e}
est une base de E, A € L, a toute partie finte H < L corres-
pond Mg € A(E) engendré parles e, € H: I'espace (E, T))
est la limite inductive stricte des My quand H' =L — H
parcourt le filtre ¢ sur L des complémentaires des parties
finies. La topologie T, sur E est séparée car elle est plus
fine que la topologie produit des sous-espaces || Ke, qui est

)
séparée. S1 K=R ou G, et L dénombrable, T, est
localement convexe et (E, T, est limite inductive stricte
d’une suite d’espaces localement convexes. Dans [2] 5. Kaku-

tani et V. Klee ont établi la continuité de la multiplication sur
(E, T) st K =R, ainsi que celle de ’addition

(z,y) >z +y

si # ou y demeure dans un sous-espace de dimension finie;
mais ’addition n’est pas continue si card. L n’est pas dénom-
brable et T, est alors une topologie semi-vectorielle non
vectorielle séparée; c’est évidemment la plus fine des topologies
semi-vectorielles.
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3. Propriété des topologies de la classe 6.

Indiquons d’abord quelques conséquences immédiates de la
définition 1.

10 St E est munt d'une topologie T de classe 0, alors
sur un sous-espace F < E, la topologie induite par (E, T)
est de classe 0. En effet (F, Tr) est invariante par trans-
lation et rend continue la multiplication.

20 L’adhérence 0 de 0 dans (E, T) est un céne. En effet
2y € 0 entraine uxy €0 quel que soit u e K. Il en résulte

ProrositioN 1. — Soit T une topologie 0 sur un espace
vectortel E et M un sous-espace de E, de dimension 1:
ou bien la topologie Ty induite par T sur M est la topologie
vectorielle séparée et M ~ Ke, ee M, e # 0 ou bien M est
le seul ouvert de Ty et M < 0.

En effet Ty est une topologie 6 sur M; elle est inva-
riante par translation, donc si I’adhérence Oy de 0 pour Ty
est 0 on a, Emzx pour tout xeM, et Ty est séparée.
Un raisonnement classique (cf. [1], p. 17) montre que si 'on
prend ee M, e # 0, I'application z — ue définit un isomor-
phisme K ~ M, u(z) étant linéaire et continue sur M:
Ty est alors la topologie vectorielle séparée sur M.

Si Tw n’est pas séparée, d’aprés la remarque 2°, on a
M < Oy, ce qui entraine Oy =M et zy =M pour tout x € M;
M est le seul ouvert de Ty et Ty est la topologie vectorielle
non séparée sur M, ce qui établit la proposition.

CorovrrAIre 1. — Sur un espace vectoriel M de dimension 1,
la seule topologie © qui soit séparée est la topclogie vectorielle
séparée.

30 Concernant le filtre #, des voisinages de I’origine, on a :
Prorosition 2. — St T est une topologie 6, les voisinages

de Uorigine sont absorbants et il existe une base de voisinages
disqués.
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La encore, la démonstration est classique: (u, z) - uzx
est continu pour u=0,2=0,ue K, zcE; soit We #,:
il existe Ve F, et >0 tels quon ait uze W pour
|lu] < e, et xeV. Le voisinage disqué UuV appartient

ul <e
alors & W, ce qui établit la seconde prolpriété; la premiére
résulte directement de wuzy >0 pour z, donné, et u
tendant vers zéro.

La propriété suivante intervient quand on considére l'injec-
tion du disque unité |u| < 1 ducorps K dans E. Elle a été
introduite par C.-O. Kiselman dans [3, a].

ProrositioNn 3. — Pour qu'une topologie T sur E soit
de classe 0, il faut et il suffit que soit vérifiée la propriété (K) —
Pour tout yeE, Uapplication K X E — E définie par

(u, ) > fy(u, ) = + uy
est continue.

a) La condition (K) est nécessaire. Plagons-nous d’abord
au voisinage d’un couple (uy, ,), ou |y = ¢ > 0 et mon-
trons la continuité de (u, z) - f,(u, ) = + uy pour y
donné. Pour |u| > %, u—>utl est continu. De plus:

(I) (u, ) > @, = u™'x est continu de (u, x), d’aprés b)
de la définition 1.

(I) £ > 2, + y =2, =y + u'z est continu d’aprés la
continuité de la translation, condition a) de la définition 1.

(II1) (u, 25) = uw, = u(y + ulz) =  + uy = f,(u, x) est
continu d’apreés la condition b) de la définition 1.

Finalement en composant (I), (II), (III), on obtient
(u, ) = f,(u, x)
comme application continue de (u, ) au voisinage de (u,, Z,)
si u, # 0.
Dans le cas uy, =0, on pose u=a + u,, a€ K, |a|] # 0,
et 'on écrit

filu, ) = z 4 uy = (z + wy) + ay = f,(wy, ) + ay.

Pour a fixé, |a| > 0, (u, ) > (uy, ) - f,(u,, ) est continu
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de (uy, ) pour |uy]| =|u — a| > 2 50, donc continu de

2

(u, z) pour |u| < —%; fy(u, ) qui ne differe de f,(u;, ) que

par une translation est donc continu de (u, x), ce qui achéve
d’établir la nécessité de la condition (K).

b) La condition (K) est suffisante pour que T soit une
topologie 6 sur E. Spécialisons uw = 1: elle entraine la
continuité de la translation, donc T est une topologie inva-
riante par les translations. De plus w — w=! étant continu
au voisinage de u, # 0,

(u, ) > uf(u, z) =y + u'a
est continue de (u, x); 1l en est de méme de
utf(u,x) —y = ulta,
T étant invariante par les translations. Finalement
(u, ) - ulx - ux

est continu de (u, ) au voisinage (ug, %,) silon a u, # 0.
On procéde comme plus haut si u, = 0, ce qui achéve la
démonstration de la proposition 3. On a aussi, a4 partir de la
défimtion 1:

Prorosition 4. — 51 Ty et T, sont deux topologies de classe 6
sur E, alors T3 = sup (Ty, T,) est encore de classe 6.
Montrons encore :

ProposiTion 5. — St M est un sous-espace de (E, T),
ot T est une topologie 0, la topologie quotient sur E/M = E,;
est une topologie 0.

Soit z' = p(z) la projection canonique E - E/M; 0 = E;
est un ouvert de E,; si et seulement s1 p~'(w) est un ouvert
de (E, T). Lesaturé Q; d’'un ouvert Q < (E, T) est ouvert
d’apres Q,=Q + M= U (Q 4 a); T étant invariante

aeEM

par translation, Q 4 a et Q; sont des ouverts de (E, T);
ainsi les ouverts dans E; sont des projections par p des
ouverts saturés de (E, T); la topologie quotient est donec
invariante par les translations. Montrons la continuité de la
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multiplication (u, £) - n dans E,. Soit z e p'(§), et

Yy = ux € p~i(7)

Si @ est un ouvert de E, contenant %, Q =p(e) est
un ouvert de E contenant uz et contient u'z’ pour |’ — u| <c,
' € Q;, ou Q; estunouvertde (E, T) contenant z. On a
alors u'€ ew pour |[u —u| <c et & €p(Q), ou p(Q)
est un voisinage de & dans E;, ce qui établit la continuité
du produit 7 = uf et I’énoncé.

4. Topologies séparées de classe 0.

Les topologies 6 qui sont séparées sont des topologies
semi-vectorielles. On a en effet:

ProrositioN 6a. — Toutes les topologies qui sont de classe -6
(C’est-a-dire invariantes par translation et rendant continue la
multiplication) et qui sont séparées sur un espace vectoriel E
induisent sur tout sous-espace vectoriel M de dimension finie
la topologie vectorielle séparée Ty

Soit d’abord dim M = 1: la topologie trace de T sur M
est séparée, donc d’apres la proposition 1, c’est la topologie
vectorielle séparée Ty sur M.

Montrons alors I’énoncé par récurrence sur n = dim M.

Soit (e, ..., e,) une base de MeA,(E) et Ke, = N:
la topologie T induit sur N la topologie vectorielle séparée.
Soit M, engendré par e;, ..., e,-; le supplémentaire algé-

brique de N; d’aprés I’hypothése de récurrence, M; est iso-
morphe & K", donc complet, donc fermé et la topologie
quotient T, sur M/M; = N est séparée; c’est une topologie 6
d’apres la proposition 5. Donc elle coincide avec la topologie
vectorielle séparée induite sur N par T ce qui établit que M,
et N sont supplémentaires topologiques et que M est 1so-
morphe & K" On en déduit:

Prorosition 6b. — Toute topologie séparée, de classe ©
sur E, rend continue laddition (v, y) >z +y quand =z
ou y demeure dans un sous-espace de dimension finte.
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Soit yeM, et Me A, (E): y= i ue, ou (e,) est une
1

base de M: d’aprés la proposition 6a les coordonnées u,(y)
sont continues de y sur M. D’autre part (proposition 3),

(®, w,) = x + e,

est continu de (z, u,) donc de (z, y), pour ye M, ce qui

établit I'énoncé quand n = 1. Pour n > 1, raisonnons par
n—1

récurrence en posant y' = ) ue,, Yy = ue,. Les uy)
1

étant continus de vy, y” est continu de y e M. De méme

(ug, ... ,u,—y) >y est continue d’aprés la proposition 6a,

T étant séparée et de classe 0 sur M. Alors les applications

y — (4g, ..., Ue—y) = y' sont continues et y' est continu de y.
D’apres ’hypothése de récurrence

(2, y) > 2 +y
est continu de (z, y') donc de (z, y). Alors

(Z,y) > (z+y)+ty =z+y

est continu de (z + y') et de y”, d’aprés la propriété pour
n =1, donc, finalement, 'application (z, y) > 2 + y est
continue de (z, y).

On résumera ces propriétés dans ’énoncé suivant:

TutoriMe 1. — Pour qu’une topologie séparée T sur E
soit une topologie 0, c’est-a-dire soit invariante par les trans-
lations et rende la multiplication continue, il faut et il suffit:

a) que les voisinages de 0 soient absorbants,

b) que Uaddition (z, y) > x + y soit continue quand =z
ou y demeure dans un sous-espace M de dimension finie.

Dans la condition suffisante on peut remplacer b) par la condi-
tion portant sur les seuls sous-espaces de dimension un.

La condition nécessaire résulte de la proposition 6b et de la
proposition 2.

Pour montrer la condition suffisante, remarquons que b)
entraine I'invariance de T par les translations. D’autre part
(u, y) > uy est continu de uw pour y donné d’apres a) et
I'invariance de T par les translations. Enfin (u, z) > z + uy
pour y donné est continu de (u, z) d’aprés la condition b)
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portant sur les sous-espaces M de dimension un. La propriété
(K) est donc établie; elle entraine la continuité de la multi-
plication, ce qui achéve la démonstration.

Indiquons quelques corollaires :

CoroLLAIRE 2. — La topologie finiment ouverte T, est plus
fine que toute topologie séparée de classe 6.

En effet, st T est une topologie 6 et est séparée, un ouvert
Q de T coupe tout M e A(E) selon un ouvert de la topo-
logie vectorielle séparée pour M: il est donc Tgouvert.
On verra plus loin que si K est localement compact, T, est
une topologie 0; la question est ouverte dans le cas général.

Une conséquence de la proposition 6a est d’autre part:

CoroLLAIRE 3. — Les topologies 0 qui sont séparées sont
des topologies semi-vectorielles.

5. Topologies de classe 0 non séparées.

Cherchons a quelles conditions une topologie non séparée
de classe 0 est semi-vectorielle.

Une condition nécessaire est que I’adhérence 0 de I’ origine
soit un sous-espace vectoriel. En effet soit z; € 0, 2,€0; le
sous-espace M engendré par z; et z, a alors une topologie
vectorielle; on a donc wuwx, + vx; €0, quels que soient u,
peK; le cone 0 est donc un sous-espace fermé N.

On va montrer :

Prorosition 7. — a) Soit T une topologie non séparée, de
classe 0 sur E: pour qu'elle soit semi-vectorielle, il faut et

il suffit que Padhérence 0 de Uorigine soit un sous-espace vecto-
riel de E.

b) S’il en est ainst, Uaddition (z,y) - x + y est T-continue
quand x ou y demeure dans un sous-espace M de dimension
finte.

Il suffit d’établir que si 0 est un espace vectoriel b) est
vérifié : en effet, T rend alors continues I’addition et la multi-
plication sur les sous-espaces de dimension finie; T est donc
une topologie semi-vectorielle au sens précisé plus haut.
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Le sous-espace vectoriel N =0 est T-fermé; soit
E, = E/N, M; = M/N, et z, 4 les classes de z, y respecti-
vement. Sur E; la topologie quotient est une topologie 6
(proposition 5); elle est séparée. Alors addition (Z,9) - £ +
est continue de Z,y, quand % demeure dans le sous-espace M,
de dimension finie (proposition 65).

I1 en résulte la continuité de (z, y) - (z 4+ y) modulo N,
c’est-a-dire la continuité de (z, y) >x+y pour yeM
car N appartient a J’adhérence de tout point pour
la topologie T.

Remarque. — On peut énoncer différemment la proposition 7
en tenant compte du théoréme 1.

TaktorEME 2. — Pour qu'une topologie T sur E (séparée
ou non) soit de classe 0, et semi-vectorielle, il faut et il suffit
que sotent vérifiées les conditions :

a) Vadhérence de Uorigine est un sous-espace vectoriel de E;

b) les voisinages de 0 sont absorbants;

¢) Paddition (z,y) > x + y est continue st © ou y demeure
dans un sous-espace de dimension finie.

La nécessité des conditions résulte des propositions 7 et 2.
Elles sont d’autre part suffisantes, car ¢) entraine (pour y = a)
Pinvariance de T par rapport aux translations; b) entraine
la continuité de u—uy =1y pour y donné; enfin c)
entraine la continuité de (2, y) >z +vy =z + uy en
(u, ), doncla propriété (K). Celle-ci (proposition 3) entraine
que T soit une topologie de classe 6. La condition a) et la
proposition 7 montrent alors que T induit une topologie vecto-
rielle en dimension finie.

Remarque. — Dans ’énoncé du théoréme 2, la condition c)
peut étre remplacée par I’ensemble des conditions suivantes :

¢;) T est inpariante par les translations.

c;) Le filtre %, des voisinages de Uorigine a la propriété
que a tout couple [Me A(E), Ve #,] correspond V' € &#,
tel que Uon ait

V 4+ (VA M) < V.

En effet cette derniére condition équivaut a la continuité de
I’addition a 'origine quand y demeure dans M.
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6. Application aux compacts.

Rappelons que si une application f: X X Y = Z est
continue de (z, y), z€ X, yeY, a valeurs dans Z, ou
X, Y, Z sont des espaces topologiques, alors si C est un
compact de Y et Q un ouvert de Z, ’ensemble

Xe=[zeX; f(z, y) € Q, pour tout ye (]

est un ouvert (éventuellement vide) de X.

D’aprés ce qui précéde, s1 E est un espace vectoriel muni
d’une topologie de classe 0, on pourra appliquer ce résultat
a fle,yy =2+ y veE, yeC < E, si C estun compact
situé dans un sous-espace M e A(E). On a ainsi:

Prorosition 8. — a) St G est un ouvert dans Uespace vecto-
riel E muni d’une topologie de classe 0, etsi C est un compact
situé dans un sous-espace de dimension finie, l’ensemble

(1) Ge= [z e G; 2+ y e G, pour tout y e C]
est un ouvert dans E.

b) St C' est un compact (non nécessairement porté par un
sous-espace de dimension finte) dans E, et st pour tout x e €/,
ona x+ yeG pourtout ye C, il existe un voisinage ouvert
Q de C tel que Uon ait x4+ yeG pour tout zeQ, et

tout y e C.
On a alors :
CoroLLAIRE 4. — Soit E un espace vectoriel muni d’une

topologie T de classe 0, et soit f(x) une fonction semi-continue
supérieurement définie dans un ouvert G de E. Alors si C
est un compact dans G, qui est porté par un sous-espace de
dimenston fine,
gc(x) = sup f(z + y)
rec

est semi-continue supérieurement dans Uouvert G¢ défint par (1).

En effet soit G¢ # @, 7o € Ge et go(a) = a: pour ¢ > 0
Iensemble gg(x) < a + ¢ est défini par: f(z +y) <a -+«
pour tout y € C; il est donc ouvert et est un voisinage de z,,
ce qui établit le Corollaire 4.
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CoroLLAIRE b. — Soit, comme au corollaire précédent, un
ouvert G dans E et C un compact dans G porté par un
sous-espace M de dimension finte n. Soit u une mesure
positive portée par C. L’application K" — M, soit y = Zu,e,
ou e, est une base de M définit sur M une métrique d(y, y').
On suppose que pour tout a« > 0, il existe un recouvrement fini
{C;} de C par des compacts C; de diamétre au plus o et
tels que p(C,NC)=0 st i #j. Alors si f(z) est une
fonction semi-continue supérieurement dans un domaine G
contenant C, la fonction

W) = wlf(e + y)] = [ duly)fe+ y)

est semi-continue supérieurement dans Uouvert Gg = [z € G;
x + ye G pourtout ye C].
Démonstration. — On note f,(x) = sup, f(x + y) pour

1 . .
yeG, dz, y) < — Les fonctions f,, décroissent et tendent

vers f quand m — + ©; f,(x) est définie et semi-continue
supérieurement pour x € G si m surpasse une valeur m,.
Soit z fixé dans G¢, et ¢ > 0 donné; fixons m > m,

tel qu’on ait
h@) < wlfal@ + )] < h(2) + 5

Soit {C;} un recouvrement de C, pour lequel on a «<m™.
Posons M;(z) = sup f(z + y), et u; = p(C); on a

YECGCi

Wa) < S eM@) < wlfale + )]

qui entraine au point :
(2) h@) < 3 wMi2) < h(z) + 5

D’autre part on a évidemment, quel que soit 2' € Gg:
3) h(z') < ZpMi(@').

La somme Zg;M;(z) est semi-continue supérieurement d’apres
le corollaire 1. Il existe donc un voisinage V, de z tel que
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pour z' € V, on ait
(4) ZuM(2') < ZpM(z) + —;—
En comparant (2), (3), (4), on obtient
h(z') < h(z) + ¢ pour 2 €V,

ce qui démontre le corollaire.

7. Cas ou le corps de base K est localement compact.

Dans [2] S. Kakutani et V. Klee ont utilisé la compacité
locale du corps R pour montrer que la multiplication

(u, ) - ux

est T,-continue dans les espaces réels. D’autre part C.-O. Kisel-
man [3a] a montré que la compacité locale du corps de base
permet de passer a la limite inductive sur la propriété (K)
de la proposition 3. On établira directement :

Prorosition 9. — St le corps de base K est localement
compact, la topologie finiment ouverte T, sur lespace vectoriel E
est de la classe 0 et en est I’élément mazximal unique.

La topologie T, étant invariante par les translations, il
suffit d’établir la continuité de (u, z) - fy(u, z) =z + uy
pour u=0,2x=0, et y donné. Soit W un ensemble T,
ouvert contenant l'origine; soit M = Ky le sous-espace
engendré par y; o = W N M est un ouvert contenant 0
pour la topologie vectorielle séparée sur M; il est donc absor-
bant et il existe ¢ > 0 tel qu'on ait uy € ® pour |u| < c;
d’autre part |u| < ¢ est un compact sur K. Sur tout

M e A(E),

Iensemble W = ([zeE; 4+ uyeW pour tout uekK
vérifiant |u| < ¢] découpe donc un ouvert (éventuellement
vide) de la topologie vectorielle séparée de M’': autrement
dit W' est Trouvert, ce qui démontre qu’on a f,(u, z) e W
pour ze€ W' et |u| < ¢ et établit la continuité de f,(u, z);
T, est donc une topologie de classe 6 d’aprés la proposition 3.
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Elle est plus fine que toute topologie T de cette classe.
En effet, d’apres la proposition 4, la topologie

T = sup (T, T))

est de classe 0; T' est séparée, donc, d’apres le Corollaire 2,
elle est moins fine que T, ce qui équivaut & dire que T est
moins fine que T,

Prorosition 10. — Sotent (E,, T,) une famille indexée par
a« € A despaces vectoriels sur un corps K valué complet non
duscret, localement compact. Soit E espace engendré par les E,.
On suppose A munit d’'un préordre: st o < B, E, est un
sous-espace de Eg et Uapplication canonique E, - Eg est
continue; pour o, B donnés, il existe y e A tel que lon ait
« <y, p<y, E,<E, Egc E, On définit la topologie
inductive des T sur les E,: o est un ouvert de T si et seule-
ment st o N E, est T,-ouvert. Alors si les T, sont des topo-
logies de classe 0, il en est de méme de T.

La démonstration se fait comme a la proposition 9: les T,,
donc ausst T sont invariants par les translations; il suffit
de vérifier la continuité de f,(u, ) =2 + uy a origine
=0, u=0. Si W est T-ouvert et contient 0, et si E,
contient y, 1l existe ¢ > 0, tel que 'on ait uye W pour
lul < ¢, WnNE, étant absorbant. Posons: G = [ze€E;
fi(u, ) = W pour tout u tel que |u| < 1]; alors pour
B > «, G coupe Eg selon un ouvert non vide; G est donc
T-ouvert, c’est un voisinage de 'origine dans (E, T); lon a
f,(u, x) € W pour |u| < ¢, et xeG, et T est de classe 6
d’aprés la proposition 3.

8. Fonction interne p,(z,y) d’un ensemble A.

Soit A = E ou E est un espace vectoriel sur K valué
complet non discret et E a une topologie de classe 6.

DérinitioNn. — On appellera fonction interne relative a A
la fonction pu(z, y), € A, ye E — {0}, application de

A X (E —{0})
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dans R*, définie par
ea(z, y) =supr,r > 0,z 4 uye A pour |u| <r.

Remarques. — 1) pa(z, y) donne une distance de z au
complémentaire de A selon une direction y donnée. La
définition et les propriétés de pa(x, y) en dimension finie
ont été données dans [4e, chapitre 2].

2) On a d’une maniére évidente pa(x, uy) = |u|pa(z, y)
et encore :
Prorosition 11. — Soit A < E ou E a une topologie de

classe 0. Il est équivalent d’énoncer

1) 0 est point interne de A; 2) il existe un ensemble disqué
A’ = A dont 0 est point interne; 3) A est absorbant; 4)
ealz, y) > 0 pour tout ye E — {0}.

Prorosition 12. — Soit E un espace vectoriel sur un corps
K, valué, complet, non discret, localement compact; si la topo-
logte T de E estdeclasse 6 et su A est T-ouvert, sa fonc-
tion interne p(x, y) est semi-continue inférieurement de (z, y)
pour z€ A, ye E — {0} sur Uespace produit

F=(E T) x (E, T),

lorsque = ou y demeure dans un sous-espace de dimension
finte.

En effet dans le produit F, Pensemble pa(z, y) > ¢ est
défin1 aussi par la condition: z -+ uye A pour tout u
vérifiant |u| < ¢. Ilest donc T-ouvert sur tout sous-espace M
de F qui a comme projection sur I'un des facteurs de F un
sous-espace de dimension finie.

9. Etoile d’un point.

Nous supposerons désormais le corps de base K localement
compact. Dans [4, d] et [4, f] nous avons utilisé la notion

d’étoile S(z, A) d’un point z relativement & un ensemble
A < E.

DiérFiNiTION. — Soit x€ A, ot A est un ensemble d’'un
espace vectoriel E, muni d’une topologie de classe 6: on
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définit Détoile S(xz, A) de x par rapport ¢ A, comme len-
semble des disques de centre x contenus dans A.

Un disque s’écrit A,, =[z€A;z2=2+ uy, z, y donnés
dans E,; y # 0; et u variable, |u| < 1]. S(z, A) est encore
Pensemble des z qui s’écrivent

z=2a + uy avec |u| < pa(z, y) ou |u| < pa(z, y).

Prorosition 13. — Si E est munt d’une topologie T, de
classe 0, quifaitde A un ouvert, etsilecorpsde base K de E
est localement compact, S(xz, A) est ouvert pour tout x e E.

S1 z¢A, Sz, A)=¢g; soit xeA; on peut supposer
z =0 et montrer que S5(0, A) est ouvert. Alors z’' € S(0, A)
équivaut & uz’ € A pourtousles u € K quivérifient |u| < 1;
K étant localement compact, on définit ainsi un ouvert de T.

Remarque. — S(x, A) est le plus grand voisinage disqué
de z dans A.
Prorosition 14. — Avec les mémes hypothéses sur E, T

et A, st G estun sous-ensemble de A qui vérifie la condition :
pour z€ G, ona Sz, A) < G

alors G coincide avec une composante connexe ouverte de A.
On va d’abord démontrer:

Lemme. — Siv Pon assocte @ S(z, A) son homothétique
Sip(z, A) dans Uhomothétie de centre x, de rapport 1/2, alors
stlona ' € Sy(x, A), ona xe Sz, A).

Si 2’ = x D’énoncé est évident.

Si 'on a 2’ # x, on considére la configuration obtenue
sur la droite affine déterminée par = et 2'; posons

y=1a — .
Ona z=zx-+uyeA pour |ul < 2. Ecrivons
2=+ uy =2 + vy;

il vient ¢ =u — 1. Donc pour |¢|] < 1, ona a + vyeA;
en particulier pour ¢ = — 1, on obtient le point z. On a
donc z € S(z’, A).

La proposition 14 en résulte. Montrons que G est ouvert et
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fermé pour la topologie T: ze G entraine S(z, A) = G,
et S(z, A) est ouvert, donc G est ouvert. De plus si 'on a
EeG et £eA, S, A) et son homothétique S;,(&, A)
dans T'’homothétie (£, 1/2) contiennent un point =z e G.
Alors, d’apres le lemme on a & € S(z, A), donc £€G, et G
est fermé, ce qui achéve la démonstration.

10. Applications a I’analyse complexe.

Dans ce paragraphe, on suppose K = C. Rappelons qu'une
fonction f: E — R, définie dans un domaine G (pour une
topologie de classe 0) est dite plurisousharmonique si elle
est semi-continue supérieurement, et vérifie 'inégalité

@) < g [ flo+ ye do

pour tout disque A,,=x+ Dy = G, ou D est le disque
unité de C. Enfin on exige f(r)z= — . La seconde condi-
tion équivaut a dire que la restriction f/L, soit

o(u) = f(z + uy)

est localement sousharmonique ou la constante — oo sur
toute droite complexe L.

L’ensemble P(G) des fonctions plurisousharmoniques dans
un ouvert G est fonction croissante de la topologie T.

Prorosition 15. — St G est un ouvert dans un espace
vectortel E  muni d’une topologie de classe 0, on a les pro-
priétés sutvantes :

1) P(G) est un céne convexe réticulé supérieurement.
2) St G est T, ouvert et st l’'ona T, = T,, ona
P,(G) = Py(G).

St T parcourt les topologies 0, P(G) a un élément maximal

unique donné par la topologie finiment ouverte T, sur G.
On démontrera d’abord :

ProrositioN 16. — Soit [ une fonction plurisousharmo-
nique dans un domaine G d’un espace vectoriel complexe E
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muni d’une topologtie de classe 0 : U'ensemble
A=[zeG; flz) = — oo]

a son intérieur A vide.
En effet ze A entraine S(z,, G) < A; on a alors

S(z, G) = A,

car S(z, G) est T-ouvert (proposition 13). Alors d’apres
la proposition 14, on a A =G, ou A= ¢, mais A =G
est exclu car la définition des fonctions plurisousharmoniques
exclut la constante f(z) = — co.

Démontrons la proposition 15: il est clair que fe P(G)
et ¢>0 entrainent c¢feP(G). De plus fi, f; € P(G) entraine
fi + fo € P(G). En effet il existe z, € G avec fi(z) # — o0;
il existe x, € S(xy, G) avec fy(x,) # — o, d’apres la propo-
sition 16 et le fait que S(z;, G) est ouvert.

Sur un disque de centre x; contenant =z,, f; et f, ont des
restrictions sousharmoniques (55— o); leur somme est
donc sousharmonique, =£ — oo, ce qui établit

fi +fasE— ©

dans G; P(G) est donc un céne convexe. D’autre part

sup (fla fz)

appartient & P(G;, en méme temps que f; et f, d’apres la
définition. S1 G est un ensemble T;-ouvert, il est T,-ouvert si
T, » T;; une fonction fe P(G) pour T, appartient & P(G)
pour T,, car f semi-continue supérieurement pour T, 'est
pour T,.

Principe du maximum. Soit G un domaine d’un espace
vectortel E  muni d’une topologie de classe 0, et fe P(G).
Sien 2,6 G ona f(z,) = sup f(z), alors f est la constante
f(o)- ‘<
( En effet 'ensemble A = [z € G; f(z) = f(x,)] a la propriété
suivante: si 'on a ze€ A, on a Sz, G) = A (d’aprés le
résultat analogue en dimension un). On a donc A =G
d’aprés A # @ etla proposition 14.
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11. Théoréme de la régularisée supérieure pour sup f,
et lim sup f, pour les fonctions plurisousharmoniques
et des topologies de classe 0.

Soit fu(z) wune famille de fonctions plurisousharmoniques
localement bornées supérieurement dans un domaine G d’un
espace vectoriel complexe E muni d’une topologie de classe 6.
On a les deux énoncés :

Prorosrrion 16. — 1° g = sup f,), « € A, a une régularisée
a

supérieure g* plurisousharmonique.

20 h =limsupf,, « € ¥, a une régularisée supérieure h*
a

plurisousharmonique st pour le préordre sur U le filtre des
sections a une base dénombrable.

La démonstration ne différe pas de la démonstration clas-
sique (par exemple [4, a]). Elle est possible dans une topologie
0 grice aux propositions précédentes.

Tout d’abord on a par définition g*(z) = lim sup g(2').
Dou f,< g<g* et v

1 o= . 1 o= .
(x) < — (x4 yeld dﬂé—f *(x + ye') do
ful@) < 5 ) fal@ 4 yet) o), & @ty

1 27 . .
donec g(x) < 2—[ g*(x + ye®) d6 pour tout disque
09
0
A,, < G.
D’autre part le second membre est une fonction semi-continue
supérieurement de x € G (corollaire 5), donc, en prenant la

régularisée supérieure des deux membres on obtient 'inégalité
du disque

1 27 .
*(x <—f *(x + yelt) d6.
g°@) < 57 ) &@+yed

Démontrons 2°: soit {M,} le filtre des sections « > o,

e«€A. Ona
h = lim [sup f,, « € M4].

Par hypotheése, 1l existe une sous-suite M, qui est cofinale
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aux M;, c’est-a-dire telle que tout M, contient un M,.
On peut supposer M,;; < M,. On a:

h =lim [sup f,] = lim g, ou g, = sup fy pour « € M,.

n @ €Man
Plagons-nous sur une droite complexe L support du disque
A,, Ona, u étant variable dans C:
h(x + uy) = lim [g,(2 + uy)].

Utilisons un résultat de la dimension 1 en posant :

g.(x) = lim sup g,(= + uy);

w>0

g. est la régularisée supérieure de g, selon y et 'on a:

1 27 " 1 27 0
9 | wle e do = o [T igla + yet) do.
(1] ]
D’aprés le 19, g.(x + uy) est fonction sousharmonique
de wu, ce qui entraine, pour A,, < G:

— 1 2T )
g.(z) < glz) < 5 g.(x + ye') do.
0

Soit, de méme, kh la régularisée supérieure de h selon y
(elle est aussi celle de la restriction de h ala droite L, support
de A,, dans E). La suite g, est décroissante de n;
&z + uy)
est sur L N G une suite décroissante de fonctions soushar-
moniques de u; d’aprés un résultat de la dimension finie,
on a sur L: lim g(z + uy) = h(z + uy). En particulier
pour u =0, on obtient au point x:
. 1 M=, — .
(5) h(z) = lim g,(z) < o lim g,(z + ye'%) do
n 0 n
— 1 " i0
=5 ). h(z + ye') do.
Alors si h* est la régularisée de h(z) sur G, on a

h < h < h*,
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d’ou, d’apres (5):
1 = .
h(z) € = h*(x + ye') db
2=
et I'on termine comme pour le 1° en prenant les régularisées
supérieures des deux membres sur un voisinage de z dans

Uespace E.

Remarque. — La partie 20 de la proposition 16 tombe en
défaut, méme en dimension un, si I’on supprime I’hypothese
que le filtre & des sections de  a une partie cofinale dénom-
brable. Donnons-en un exemple, ot A est I’ensemble des
parties finies d’'un domaine.

A toute partie finie (ay, ..., a,) = o du disque [z] <1
de G, faisons correspondre

fuls) = sup [ 5 3 loglz — al, — 1]
- aGEN

et considérons la famille f,(z) dans [z] < 2. Sur A on prend

Pordre déterminé par linclusion « < B. Pour que ¢(z) soit

valeur d’adhérence des f,(z) en z, il faut que pour tout

e >0, et tout «c A donnés, il existe une partie finie B

telle qu'on ait

B2a et [fy(z) —elz) <.

Prenons « contenant z; on a alors fg(z) = — 1 quel que
soit B > «; il est donc impossible d’obtenir une valeur d’adhé-
rence ¢(z) différentede — 1, sil’ona [z] < 1. En particulier

la plus grande valeur d’adhérence, c’est-a-dire lim Sup fa(z)
vaut — 1. %€
D’autre part si 1 < |z < 2, ona

n2="log [|z] — 1] < |fa«(2)] < n27"log 3
ce qui donne les valeurs suivantes de h(z) = lim sup f,(3) :

h(z) = —1 pour |z] <1 ; h(z) =0 pour 1 < |z < 2
h*(z) = —1 pour |zl <1; A*(z)=0 pour 1 <[z <2

En conclusion h*(z) n’est pas sousharmonlque dans |z| < 2;
le théoréme de la regulansee supérieure ne s’applique pas si le
filtre des sections de A n’a pas une base dénombrable.
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12. Applications analytiques E —F.

Rappelons qu’une fonction E — G, soit f(z), est dite
G-analytique dans un ouvert o de E si sa restriction aux
droites affines soit

o(u) =f(r +uy); ueCG->0C

est une fonction analytique de w. Il résulte alors du théoréme
de Hartogs que la restriction de f & un sous-espace de dimen-
sion finie est une fonction analytique. Les fonctions G-ana-
lytiques E — G sont les fonctions analytiques de la topologie T,
sur E.

S1 Von considére les applications analytiques E — F, des
difficultés apparaissant méme quand la topologie sur F est
vectorielle, dés qu’elle n’est pas supposée localement convexe.
Considérons la restriction d’une application f & un sous-
espace affine z =z + uy, soit

(6) flz 4 uy) =f(2) + Ay oy + - + A 00 + -

On définira dans un ouvert G<=E la classe des applications
analytiques G — F par les conditions suivantes :

a) [ est une application continue G — F,

b) La restriction f(x + uy) & une droite complexe est
donnée par un développement (5) qui converge pour

lul < o(z, ), ez, y) > 0.

Si F a une topologie localement convexe et est de plus séquen-
tiellement complet, le calcul des A,,, par l'intégrale de
Cauchy montre qu’ils sont des éléments de F lui-méme,
comme le sont les valeurs prises par f(x + uy) quand u
varie dans C.

On se placera dans le cas ou les topologies T, et T, sur E
et F sont seulement supposées de classe 6. On dira que
Papplication f: G - F, ou G est un ouvert de E est ana-
lytique si elle est continue pour T; et T, et vérifie
la condition.

b’) Sur tout disque A,, = G, donné par z=x -+ uy,
pour |u| < 1, f admet un développement (6) qui est unifor-
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mément convergent pour |u| < 1, les A,,, étant des élé-
ments de F.
Montrons alors :

Prorosition 17. — Soit [ wune application analytique
G - F dun domaine G = E dans F, les espaces vectoriels
complexes E, F ayant des topologies T, T,, de classe ©
toutes deux. Alors st V est une fonction plurisousharmonique
définte sur un domaine Q contenant f(G), la fonction composée
Vo f(x) est plurisousharmonique dans G, ou est la constante
— o0.

La démonstration ne différe de celle que nous avons donnée
dans [4a] que par des changements mineurs. Tout d’abord
Vof est semi-continue supérieurement. Montrons ensuite
que l'inégalité du disque est vérifiée pour Vo f en consi-
dérant un disque A,, compact dans G et utilisant (6).

L’image D = f(A,,) est compacte dans Q, f étant conti-
nue sur le compact A, ,. Sur f(A,,), la fonction plurisous-
harmonique V a alors un maximum fini M. Considérons
pour M’ > M Tlensemble Q' = [ze Q; f(z) < M']; clest
un voisinage ouvert de D.

Soit  f(x + uy) = ¢,(u) la somme des ¢4 1 premiers
termes du développement (6) : elle est fonction continue de u,
et, pour u variable, ¢, (u) demeure dans le sous-espace
N de dimension ¢+ 1 déterminé par les A; ., et f(z).
La restriction de V a4 N est plurisousharmonique (ou la
constante — o) et il en est de méme de la restriction de V
a la sous-variété analytique paramétrée par u et décrite
dans N par z=¢,(u), pour |ul <1-+4¢ ¢>0. On
aura donc

(1) Voo 0)=Vofe) <5 f Vo £z + ye?) do

— L v e do
~am ), i

ou I'on choisit ¢ > ¢, de maniére que le compact f,(A,,)
soit dans Q'; (7) est obtenu comme application de I'inégalité
du disque a la fonction sousharmonique de u définie par
Vo g,(u). Les fonctions Vo f (x4 ye?) pour 0 < 6 < 2n
sont bornées supérieurement par M’'; on a alors par appli-
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cation du lemme de Fatou:

lim su ifznvt» (eie)dﬁ<i 2ﬁlim sup V (.iev'de
qP2TCo Pq \2n£ qp ?,(e”) db.

Mais
lim sup V o ¢ () = lim sup Vo f(z + ye¥) < Vo flz + ye')
q q

d’aprés la semi-continuité supérieure de V. On a donc,
finalement

Vo fle) = Vo fa) < limsup 5= f V o g,(e) do

<g [ Vefa y

qui est I'inégalité du disque pour Vo f. Elle montre que
Vo f qui est semi-continue supérieurement, est soit la cons-
tante — o dans G, soit une fonction plurisousharmonique

dans G.

13. Remarque sur les topologies polynomiales
et plurisousharmoniques.

Soit E un espace vectoriel de corps de base K valué,
non discret et localement compact. On considére une famille ¢
de fonctions définies sur E et nulles & 'origine.

Siune topologie T invariante par translation sur E posséde
une base des voisinages de 0 donnée par des ensembles

g.(z) < 1,
OU g, = SUP Zu jss 8u,; € 9, on dira que T est une g-topologie.
J

Faisons sur la famille ¢ les hypotheses suivantes:

a) Les g,; et les g, sont Tpcontinues, c’est-a-dire
continues sur les sous-espaces vectoriels de dimension finie,
pour la topologie vectorielle séparée.

b) On a g(z) > 0 et gluzr) =|ulg(xr) pour uek, zek,
et geo.

c¢) 1l existe dans la famille ¢ une sous-famille gy indexée
a partir d’une base B = {¢,} de E, »e€ A, de la maniére
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suivante. A une partie finie H < A on fait correspondre:
10 le sous-espace de dimension finie My engendré par les e,
A e H; 20 une fonction gme ¢ avec la propriété: 'ensemble
gu = 0 coincide avec la réunion des My, pour H’' < H.
On a alors :

Prorosition 18. — Si la famille ¢ vérifie les conditions
précédentes, T, est une o-topologie. Plus précisément, étant
donné un Tvoisinage de 0, soit U, et une base e, A € A,
de E, il existe une application H — A(H) des parties finies
de A dansle corps K, et un Ti-voisinagede 0, soit U < U,
défini par f(x) < 1, ou lon a

®  fle) = sup |AH).guo)l, A(H)eK.

En effet soit H= {«;, ..., a,}: z € My s’écrit z = Zz,e,,
« € H; d’aprés la condition 2° du ¢) on a gu(z) =0 si
H > H et H # H, donc sur tout sous-espace de dimen-
sion finie, on n’a qu'un nombre fimi de gy(z) #0 et (8)
définit une fonction positive qui est Tycontinue et vérifie
encore

Fluz) = [ulf(@); 0 < f(2) < + o3 f(0) = 0.

Montrons qu’on peut déterminer les A(H) de maniére que
I’ensemble f(z) < 1 soit contenu dans U. Un point z € My
s'écrivant & = wZye,,, ¢, € H, 1l suffit pour cela qu’on puisse
déterminer les A(H) de maniére que la condition

(8) |A(H)gu(z)] <1

réalisée pour tout H’' ¢ H entraine Zz,e,, < U pour
a,€ H Pour card H=1 et My engendré par le seul
élément e,, on choisit A(«) de maniére que

[Ax)ga(za) < 1
entraine z,e, € U.

Ensuite supposons que K(H’) ait été déterminé pour tous
les H =« H et H # H, de maniére a vérifier (8). On peut
choisir K(H) de maniére a réaliser encore (8). Dans My
considérons I’ensemble compact

S =|_J [2 & Mu; |A(H) gu(a)] < 1,

H'CH
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pour H « H et card H =card H—1; S est contenu
dans U N My. De plus quand r > 0 wvarie, les ensembles
S, = [z €Mg; rigulz)] <1 et |A(H)gn(z) <1 pour tout
H < H, H # H, r > 0] sont compacts et leur intersection
est S. On peut donc choisir r =|A(H)| assez grand pour
réaliser S, = [U N My], et (8) est encore valable pour H.

La fonction f(z) = sup |A(H)gu(z) est T, continue et
|f(z)] < 1 est un voisinage disqué de 0 contenu dans U,
ce qui établit la proposition.

Exemples. — S1 card H = n, et H= («, ..., «,) considérons
gu(r) = |24, ..., x|V [A(H)P"

ou xzeMy séerit zue, + -0 + T4,

On obtient ainsi: les topologies séparées de classe 0, et
en particulier T, sont polynomiales si K=R ou C.
51 K = C, gu(z) est une fonction plurisousharmonique qui
est T,continue; toute topologie de classe 0, en particulier T;
est une topologie plurisousharmonique (cf. [3a]).
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