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SIGNATURE DES UNITES CYCLOTOMIQUES
ET PARITE DU NOMBRE DE CLASSES
DES EXTENSIONS CYCLIQUES
DE Q DE DEGRE PREMIER IMPAIR

par Georges GRAS et Marie-Nicole GRAS

INTRODUCTION

Soit K une extension cyclique de Q de degré premier impair /.
Un théoréme de Armitage et Frohlich ([2], résultat IV) permet de
déduire la propriété suivante (redémontrée indépendamment ici dans
le chapitre III) : “Soit F le groupe des unités cyclotomiques de
norme | de K. Si 'ordre f de 2 modulo / est pair, alors une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que le nombre de classes au sens
ordinaire % de K soit pair est qu’il existe dans F\ F? une unité tota-
lement positive” ; ce résultat a déja été énoncé dans des cas parti-
culiers : [4] pour [ = 3 et [1] lorsque 2 est racine primitive modulo /.

Il ne semble pas qu’on ait établi de critéres semblables dans le
cas ou f est impair (i.e. dans le cas ou le théoréme de Armitage et
Frohlich n’est pas valable). Nous nous proposons de montrer que,
dans tous les cas, la seule connaissance de la signature des unités
cyclotomiques de K permet de décider de la parité de 4. Ce résul-
tat proviendra essentiellement d’une propriété élémentaire des unités
cyclotomiques des corps cyclotomiques que nous établissons dans le
chapitre II.
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I. GENERALITES

1. Plongement de K dans un corps cyclotomique.

Si m est le conducteur de K, alors K est contenu dans le sous-
corps réel maximal Qf,"') du corps cyclotomique Q™ ; m est soit
produit de nombres premiers distincts congrus a 1 modulo [, soit
de la forme /?m,, m, produit de nombres premiers distincts congrus
a 1 modulo [ ([9], chap. III, § 3 et chap. IV, th. 9). Ainsi m est
impair.

On notera I', 'y et G les groupes de Galois des extensions
Q'"™/q, Q%’")/Q et K/Q. On identifiera I a (Z/mZ)* en notant o,
x premier i m défini modulo m, I’élément de I' tel que EU" = £* pour
toute racine m® de l'unité & Pour simplifier, nous noterons encore
par o, les éléments de I'y ; o, et o_, représentent le méme Q-
automorphisme de QU™.

2. Formule analytique du nombre de classes.

Dans [5] (chap. 1I), Hasse a donné une interprétation arithmétique
du nombre de classes au sens ordinaire des extensions abéliennes réelles
de Q, faisant intervenir le groupe des unités cyclotomiques de ces
extensions. Soit ¢ une racine primitive m® de I'unité ; alors, dans notre
cas, le groupe des unités cyclotomiques de Qf]”’) est engendré par les
¢ -5
S
cyclotomiques de K est engendré par les unités n, = Nng) K €a La
formule est alors, dans le cas particulier d’une extension K/Q cyclique
de degré premier [ : h = R'/R ol R (resp. R') est le régulateur du
groupe des unités E' de K (resp. du groupe des unités cyclotomiques
F' de K).

unités €, = a € Z, a premier a m, et le groupe F' des unités

ProrosITION I1. — Soit E (resp. F) le groupe des unités de K
(resp. des unités cyclotomiques de K) de norme absolue 1. Alors
on a h = (E : F).
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Démonstration. —On a R/R=EH{-1, +1} : F/THh ou T
est le sous-groupe de torsion de F' ; comme / est impair, on a

Ngo E'={-1,+1) et E/ff-1,+1

est isomorphe 4 E ; de méme F'/T sera isomorphe a F si on montre que
T = Ngso F'. Or F' est un G-module : on a en effet la relation
€ =¢,,€;' dans QU™ qui conduit 4 1,® = n,,n;" dans K ; donc
si — 1E€Ng,oF,ona— 1< F soit —1€T et inversement.
Nous noterons enfin E = E/E?, F = F/F? et nous désignerons

par ¢ ’homomorphisme canonique F - F (E et F sont des F,-espaces
vectoriels de dimension / — 1).

3. Structure du groupe des unités de K.

On a le résultat général suivant connu : “Soit L une extension
galoisienne réelle de Q de groupe de Galois A. Soit E; le groupe des
unités de L modulo la torsion, considéré comme Z [A]-module, et
soit F; un sous-module de E; de méme Z-rang que E ; alors si p est
un nombre premier ne divisant pas I'ordre de A, F| /F{ estisomorphe

a l’algébre Fp[A]/(V), ou » est la norme 2 T
TEA

Nous appliquerons ce résultat 4 E et F ; en ce qui concerne F
on a :

ProposITION 12. — Soit a un entier premier a m tel que
o, ¢ Gal (Q™/K) et soit n celle des deux unités n, et —n, qui
est de norme 1. Alors n engendre F sur Z[G].

Démonstration. — D’aprés la proposition 11, on a F = F'/T ou
T est le sous-groupe de torsion de F' ; il suffit donc de montrer que
pour tout b premier a m, on a n, = £ 0%, avec w € Z[G], ce qui
est immédiat d’aprés [5], p. 24-25.

Choisissons une fois pour toutes un entier a vérifiant les condi-
tions de la proposition I2 et notons n le générateur correspondant

de F ; alors gq(n) est une base du F, [G]/(v)-module F,ouv = 2 T.

TEG
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4. Bases normales d’entiers de K.

On sait ([7], théoréme 132) que lorsque I’extension K/Q est
modérément ramifiée (i.e. / ne divise pas m), les / conjugués du nombre
0 = Trq(m)/Kf constituent une Z-base normale de l'anneau des en-

tiers A de K ; lorsque / est ramifié dans K, on a une Z-base quasi-
normale ([8]) formée de 1 et de / — 1 conjugués de 6 (dans ce der-
nier cas, les conjugués de 6 sont liés par “I’'unique’ relation Trg,q0 = O).

5. Propriétés de I’algebre & = F,[G]/(v).

Comme G est cyclique d’ordre [/ premier impair, I’algébre & est
semi-simple et on a le résultat immédiat suivant ([3]) :

s \ \ N l - l

PROPOSITION 13. — L’algebre & possede un systeme de g =——

f

idempotents orthogonaux irréductibles, f étant lordre de 2 modulo I,

Nous noterons e, ..., Eg les idempotents de QL ete,,..., e,
des représentants dans Z[G] de ces idempotents. Si g = 1, 'unique
idempotent de & est e = 1.

Si O est un @-module, nous noterons multiplicativement (resp.
exponentiellement) 'opération de <, si la loi de groupe dans T est
notée additivement (resp. multiplicativement).

Remarque 11. — Tout d-module de type fini est somme directe
de &d-modules simples et ’ensemble des @-modules simples non iso-
morphes deux a deux est constitué des g sous-modules simples de &
qui sont de la forme ¢;& i =1, 2,...,g ([3]). En particulier, E et
F, étant isomorphes 4 @, se décomposent de fagon unique sous la
forme :

E =

i

Il @oq

) E% , F= O{ F?i = ~é1 q(n)_éia
i= =

Les idempotents ¢, i =1, 2,..., g, peuvent se calculer faci-

lement et ils possédent la propriété suivante qui nous sera utile ([2]
p. 97).
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PrOPOSITION 14. — Soit Y l'automorphisme de & induit par I'appli-
cation 1 > 7' de G dans G. Si f est pair, alors  opére trivialement
sur l'ensemble des idempotents ; si f est impair, alors Y opere sans
point fixe sur cet ensemble.

6. Théorie du Corps de classes et théorie de Kummer.

Soient L une extension galoisienne réelle de Q, de groupe de
Galois A et A; TI'anneau des entiers de L (les résultats de ce paragraphe
seront appliqués ultérieurement d L = Qg'") ou L = K).

a) L’homomorphisme signature. On notera S, : L* > F[;“Q],
’homomorphisme signature défini par S;(a) = (s(¢)),cp, s dési-
gnant la fonction “signe”, c’est-d-dire que s(a”) = O (resp. 1) si o
est positif (resp. négatif). Les €léments de Ker S; seront dits totalement
positifs. Pour tout sous-groupe £ de L* on notera s =8 NKkerS, .

On peut munir S; (L*) d’une structure de A-module en posant
T (S, (a)) = S (&) pour tout 7 € A. Ainsi S; est un homomorphisme
de A-modules.

b) Théorie du corps de classes. On rappelle qu’une condition
nécessaire et suffisante pour que le nombre de classes au sens ordi-
naire de L soit pair-est qu’il existe « € L*, a ¢ L*? tel que 'exten-
sion L (\/&)/L soit non ramifiée en toute place finie ou non de L
(c’est-a-dire que « soit totalement positif et L(\/&)/L non ramifiée
pour les idéaux premiers).

¢) Théorie de Kummer. On sait que si I’extension L (/a)/L est
non ramifiée pour les idéaux, c’est que oA, est le carré d’un idéal
et que o vérifie certaines congruences que nous appellerons congru-
ences de Kummer ([6]). Donnons les dans le cas particulier ou 2 n’est
pas ramifié dans L/Q ; en supposant « premier a (2) (cas auquel on
peut toujours se ramener si «A; est le carré d’un idéal), on a :

PROPOSITION IS. — On suppose 2 non ramifié dans L/Q ; a premier
a (2) vérifie les congruences de Kummer si et seulement si pour tout
idéal p au-dessus de (2) dans L, il existe &, € L tel que a= E% modulo $?
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d) Définition de I’homomorphisme p,. On suppose toujours 2
non ramifié dans L/Q. Soit C un sous-A-module du groupe des unités
de L. Soit « € C ; il existe un entier n impair (par exemple 27 — 1,
ou v est le degré résiduel de 2 dans L/Q) tel que " soit congru a 1
modulo (2). On écrit alorsa” = 1 + 2,8 € A, ; on vérifie que I'image
de B dans A[/(2) ne dépend pas du choix de n et que, aux carrés
d’¢léments de C, correspond O dans A, /(2). On note alors ¢, (a)
I'image de B dans le A-module A, /(2).

PROPOSITION 16. — L’application ¢, : C > A [(2) est un homo-
morphisme de A-modules dont le noyau est le sous-module C, de C
formé des unités qui vérifient les congruences de Kummer.

C’est une simple traduction des définitions et de la proposition I5.

DEFINITIONS I1. — Si L = K et si C est égal a F, nous noterons ¢
homomorphisme de G-modules ¥ —> A/(2) défini ci-dessus. Soit
F, = Ker ¢ ; alors F est constitué des unités de F qui vérifient les
congruences de Kummer ; on a donc F* C F, et FO/F2 s’identifie a
'image q (F,) de F, dans F, que nous noterons F. Soit maintenant
F,=FNKerS, ou S=Sg est la signature dans K ; on a aussi
F2 CF, et F,/F? s’identifie d q(F,) que nous noterons F, (on
vérifie que (Fy N F,)/F? est égal a F, N F, et que F, et F, sont des
sous-@&-modules de F). Les images p(F) et S(F) sont des F,[G}
modules annulés par v, par conséquent ce sont des A-modules engen-
drés respectivement par (1) et S(n).

On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 17. — On a Fy= @ 1—3?", ou 1 est ’ensemble des

i€l

indicesi € {1,2,...,8 pourlesquels e, p(n) = OetonaF, = & FJ,
j€l

ot J est l'ensemble des indicesj € {1, 2, . .., g} pour lesquels E,. S(m)=0.

Démonstration. — On sait (remarque 12) que tout sous-&-module
de F est de la forme indiquée. On a Fi= q(n)e'aet F est engendré
par q(nei), e; étant un représentant de e; dans Z [G]. Il en résulte que

F ' est contenu dans F, si et seulement si o0y = O (prop. 16), donc
si et seulement si ¢;9(n) = O dans p(F). La seconde assertion est aussi
immédiate.
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On a alors le critére suivant de parité de 7 :

PROPOSITION 18. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
le nombre de classes h au sens ordinaire de K soit pair est que
F, N F, ne soit pas réduit a (1).

Démonstration. — Si h est pair, alors I'indice (E : F) est pair
(prop. 11) et il existe v E E, v & F, tel que v2 € F ; or v* € F? : en
effet, v> = w?, w € F, conduit 4 v = * w, soit v = w puisque v et
w sont de norme 1, ce qui est absurde. Onadoncq (»*) € F, NF,,
avec q (v?) # 1.

Inversement, soit « € Fy N'F,, u ¢ F* ; si u n’est pas un carré
dans K*, alors I’extension K «/u)/K est quadratique et non ramifiée
en toute place finie ou non et A est alors pair (§ 6, b)) ; si u est un
carré dans K*, alors u est un carré dans E et # = (E : F) est pair.

Remarque 12. — La proposition précédente montre que la connais-
sance de S(n) et de p(n) permet de décider de la parité de 4. Dansles
chapitres II et III, nous montrons que I’expression de p(n) se déduit
de celle de S(n), les conséquences de cette relation sont étudiées a la
fin du chapitre III.

II. DEMONSTRATION D’UNE PROPRIETE DES
UNITES CYCLOTOMIQUES

Dans ce chapitre, nous allons établir une propriété des unités
cyclotomiques de Q(O'") pour m impair quelconque. Cette propriété
conduira (dans le chapitre III) au calcul de ¢(n) que nous avons en
vue.

1. Préliminaires.

Nous faisons le choix suivant d’une racine primitive m€ de 'unité :
¢ = exp (im/m + im), et nous posons y; = ¢ + ¢’ pour tout i EZ.
Comme précédemment, €,, a premier a m, désigne l'unité cycloto-

a __ ¢—a
mique de Q™ : e B

N
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Le corps L = Q(g") vérifie les hypotheses du chapitre 1 (§ 6,d);
on peut donc définir ¢, (¢,). Nous noterons g, un représentant de
@, (€,) dans I'anneau des entiers de Q((',”).

Yo ¥ Vo t ¥y

ProrosiTiON IIl. — Ona ¢, =
V1Ya

modulo (2).

Démonstration. — On remarque d’abord que y;, pour i premier
a m, est premier a (2).

27 1 \ 4 el (m)
3 , ou vy est le degré résiduel de 2 dans Qg" . On

remarque que si x et y sont des entiers quelconques de Q(’"), on a
(x + »)?*" =x27 + 327 4 2x27-1 3271 podulo (4), d’ou ici, compte
tenu du fait que 27 — 1 = O mod m :

Calculons €

R Sl Sl N S Sl 1 S S0
@ e+t 42 -T2+

€ mod (4) ;

on en déduit

=142t Yer Y Vi mod (4) ;

yayl
d’ott ¢, modulo (2).
Remarque II1. — On a e_, = —¢,, d’ou
(€)1 =—¢€2""1=—(1+ 2p,) mod (4),

soit €2, =1+2(1 +¢)mod (4) et p_,=1+ ¢, mod (2).

2. Propriété fondamentale de ¢, .

L’entier a étant défini modulo m, on choisit dans ce paragraphe
a<m.

On note A, ={0,1,...,m~— 1}, AX ={1,2,...,m— 1},
B, = A, —{a} etB,_, =A% —{m — a)
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Soit R,, : Z = A, la fonction résidu modulo m ; soient :

b

X
x=§xeA;';, , Rm(2)+x51mod(2)

3_(=§x€A:, , Rm(f)+x50mod(2)§,
a

Siw: A:. - A:, est la symétrie définie par m(x) = m — x, alors
les ensembles X et X sont globalement invariants par @ et sans point
fixe ; enfin A:, est réunion disjointe de X et X.

a) Autre expression de ¢,. On a le résultat suivant :

THEOREME II1. — Quel que soit a premier a m, on a la relation :
Y, = 2 ¢ mod (2), ou
xeX

X={x€Z,0<x<m,R, (2)+x=1mod!.
a

La démonstration de ce théoréme nécessite trois lemmes préli-
minaires. On suppose d’abord a impair.

LemMme II1. — Soit x € X (resp. X). Alors :
(i) x <m — a entraine x + a € X (resp. X) ;
(ii) x > m — a entraine x +a — m € X (resp. X).

On remarque d’abord que siu, v € Z,v premierametu +v F O

mod m, alors on a la relation R, (u : v) =R, (%) + 1.

Dans le cas (i), on aura x + a € A’,"n et

R, (x:a) ‘+x+a=Rm(;—c)+1+x+aERm (§)+

+Xx mod (2),

d’ou x +a€ X (resp. X) si x € X (resp. X).
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Dans le cas (ii), on aura

x +a— x

m)+x+a—m=Rm(—)+

x+ta-—meAY et R, (
a

a
x
1+x+a—mERm(—)+x+ 1 mod (2),
a
d’ou
x+a—meEX(resp. X) si x € X (resp. X).
D’ou le lemme.

Soit maintenant r € B, ; alors I’équation r = R (x + a) admet
une solution unique x, dans B,,_,. On a d’ailleurs : x, =r — a (resp.
m+r—a)sir>a (resp. r <a).

On considére alors les ensembles suivants :
U =% a+l,a+2,...,m—- 1},
U,=1{,2,...,a-1},X,=XNU,

et X,=XNU, pour i=1,2

Ces quatre derniers ensembles constituent une famille de parties
disjointes dont la réunion est B,.

Lemme 112, — Si r € X, (resp. X, ,X,,X,) alors x, € X (resp.
X, X, X).

Ce lemme est en fait une conséquence du lemme II1 ; en effet :

(i) Supposonsr € U, ;alorsr > aetx, =r —a,doux, <m —a.
Si r € X (resp. X) alors x, € X (resp. X) ; en effet : x, € X (resp. X)
entraine (lemme II1) : x, +a=r € X (resp. X), ce qui est absurde.

(ii) Supposons r € U, : alors r <a et x, =r —a + m, dou
x,>m —a Siré€X (resp. X) alors x, € X (resp. X) ; en effet :
x, € X (resp. X) entraine (lemme II1) : x, +a — m = r € X (resp. X),
ce qui est absurde.

LemMme 113, — Soit U une partie de A} . Soient

U'=s{xeU,rx)€U} e U ={xeU,nkx)¢U};
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alors

L= X =% y,mod(D.

x€VyU xen(U) xeuU™

En effet, on remarque que y, = y,,(x) pour tout x € A 3 le
lemme résulte alors du fait que U est réunion disjointe de U™ et U~
et que 2, y, =0 mod (2).

xeut
. m .. ...
Soit alors X, =lx € X, x < 3 (X est donc réunion disjointe

de X, et de m (X)) ; considérons P = 2 & ;'le théoréme sera dé-
x€X

montré si 'on montre que y,y, P=y, +y,_, +y, mod (2). On a

2 v et Y, P= X eyt Vad) = 5 Varx =

xEXo xEXO xeX

2
= X yRm(a+x)'

xe

On peut donc écrire cette somme 2 vy, (lescas R (x +a)= O
rEB‘z
erX

et R, (x + a) = a n’ayant pas lieu car m —a€X,0¢& Xetm¢ X).

On a donc y,P= 2, y, ot U={r€B,,x, €X} ; le lemme II2

reu
montre que U = X, U X,, d’ou
VuP= X y,= X+ Xy=22 9+ X
rexX; uX, re€x, reX, rexy r€x;

(lemme I13). Sia<r-'—1,alorsX“ ={reX,r>m—-acar m —a¢ X
2 1

et X;={reX,r<a} dou n(X))={reX,r<a}
et n(X)UX——{rEA , r<a},

d’ou y.P=Ey, +y,+.-- +y,_, mod (2).
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. m
Sia> —, alors
2

X;={reX,r>al et X;={reX,r<m-a};
on aura

TXPDUX; ={r€EA,,r<m-—a} et y,P= > Y,

r<m-a
m—a
or Y ¥, =0mod (2)
r=a
. m—1
dou y,P= Y y =y +y,+--+y,_, mod(2).
r=m-—a+tt

a-—1
Finalement y,y, P=3 (y,0; + ¥, =y, + y,_, + »,
r=1

(2), ce qui démontre le théoréme pour a impair,

Si a est pair, on considére a' = m — a qui est impair ; alors

X ' * X
Cce cas on aura ¢, = z ¢ ou X :%xEAm,Rm(_E).._X

xeXx’

mod (2); ; mais on a

R, (—2)+x=m——Rm i)+xERm(2

I

1+ Y ¢

T\ Wl
Yogx= 2 ¢*
xeX x€eX

xex

mod

dans

I

)+x+1mod(2),

puisque 2 =0etque XUX= A:, D’aprés la remarque II1,

xEAm

onayg, =1+ ¢, mod (2), dou g, = 2 ¢ mod (2), ce qui achéve

xeX
la démonstration du théoréme.

b) Expression de ¢, au moyen de la signature de certaines unités
associées d €,. On notera d un diviseur de m supposé différent de m ;

on note d = m/d.



SIGNATURE DES UNITES CYCLOTOMIQUES 13

Soit a premier a m. Pour tout diviseur d de m, d # m, on pose

&_i"_ Cest une unité de QY
€ug = = e @),

Notons I, (resp l"0 ) les groupes de Galois des extensions
Q(d)/Q (resp. Q(‘”/Q) pour tout diviseur d de m différent de m.
On a le résultat suivant :

THEOREME I12. — Pour tout a premier a m, on a :

=Y s (e? 2 modulo (2).
6= L e G @)
d#m

Démontrons d’abord trois lemmes.

LeMME I1.4. — Soit x € AY, ; alors il existe deux entiers uniques
d, et u,, d, divisant m, d, ¥ m, u, premier d d, = m/d, et tels
que x = d u,.

Il suffit de prendre pour d, le p.g.c.d. de x et m et pour u, I'en-

tier x/d,. La vérification des propriétés de d, et u, est alors immé-
diate.

LemMME IIS. — Pour tout diviseur d #+ m, on pose

ry={x€A,, d, =d},;

alors :

(i) pour d fixé, l'application x — Oy, définit une bijection de
I, sur Ty.

(ii) A} est réunion disjointe des T',.

On constate que I'; est I’ensemble des du, du € A , U premier
a d' ; donc u parcourt lensemble des nombres compris entre O et d'
qui sont premiers a d’, ce qui établit (i). La deuxiéme partie du lemme

provient de I’existence et de I'unicité de la décomposition x = d, u,
du lemme 114.

x _ g-ax
I

LemME IL6. — Soit x € A} ; alors s ( ) = 1si et seu-

lement si R, (ax) € X.
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gax _ g— ax g-r g- r < .

Onas =" )=s . g’x)oulonaposer=Rm(ax).
On a alors, compte tenu du fait que §{ = exp (in/m + im) (chap.1I, § 1) :

1( r

_ sin ( —~+1r> r) sin —

g-r_g— ’= m =(~_ 1)’+x m

e N _mx

sin —+7m)x sin —

((Z+7)x) -

. . r+x — §-~r _ .

qui est du signe de (— 1) et on aura s W) = 1 si et seule-

mentsir+ x = 1 mod (2) ;maisr + x = R,_(ax) + x

r+ Rm(g),

Démonstration du théoréme. — Le théoréme II1 montre que

d’ou le lemme.

9, = 2 $* mod (2), ce qui peut s’écrire g, = Z ¢* mod (2)
xeX xEA:n
Rm(ax)EX

car, lorsque x parcourt Afn, R, (ax) parcourt aussi A:';. D’aprés le

g—ax _ g-—ax
lemme 116, on aura g, = Z s(—x——_—x) ¢%* mod (2) et d’aprés le
x€EA), &=

lemme II5,
g-ax _ {—ax o _ g-——ad . _
=2 3 (EE)m=3 3 (G s
dlm xel‘d dlm aEI‘d
d+¥m d#+m

=Y X s(ely) £ mod (2).
Zalﬁmm oELy,

Il en résulte que

%= 2 Z s(e7) (7 + 5797 soit
i, © o

=2 X s(e2,)¥%, mod (2).

dlm o€l
d¥m 0,d
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Dans le dernier chapitre, nous allons étudier les conséquences
de cette formule en ce qui concerne le calcul de ¥(n).

IIl. APPLICATION DES RESULTATS PRECEDENT A
L’ETUDE DE F, ET F,

Soit K une extension cyclique de degré premier / impair de Q,
de conducteur m et de groupe de Galois G. On rappelle que le groupe
F des unités cyclotomiques de norme 1 de K admet pour générateur,
sur Z [G],n = £ n,, a convenable et NK/Q (n) = + 1 (chap. I, prop. 12).
Notons 6 = TrQ(,,,),KS‘ avec ¢ = exp (im/m + im) (chap. I, § 3),
S la signature dans K (chap. I, § 6) et ¢ un représentant de p(n)
dans A.

1. Propriété fondamentale de .

On a le résultat suivant qui est I’analogue pour K du théoréme

I12

THEOREME 1111, — On a la relation : ¢ = Y, s(n7) 6°*" modulo

T€EG

(2).

Démontrons d’abord trois lemmes.

LeMME III1. — Soit d un diviseur de m distinct de 1 et m et soit

T,= 2 s(€2y) Trq(m)/Ky‘;d ;
0E€Tg 4 0

on pose L= Qg")K, n= [Qg"" : L],

t=Tr gy Vg € s§=s(N_ . ezq).
Q@4 Q@Q

Alors Ty =ntsmod (2) et n = ou ® est l'indicateur d’Euler.

(m
1®(d)
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On a Tngm)/K Vg = Tr%m)/L (Tryk vo) ; mais K/Q et Q\"’/Q
sont linéairement disjointes, d’ou Try g (y4) = Tng a0 (yy) =tet

Tngn)/K Yia = nt. On a alors

T,=nt 2, s(eg ) =nts (N
oEI‘o,d

n €, ») =nts mod (2).
Qi Q "4

Le calcul de n est immédiat.

Lemme II2. — Soit p un nombre impair composé divisible par
un nombre premier p tel que p? ne divise pas p et soit § une racine pri-

¢ —¢
f ¢

mitive p*™° de l'unité ; alors, pour tout a premier a u, l'unité

de Qﬁ,“) est de norme absolue 1.

On vérifie sans difficultés que si A =-§ alors la norme dans

Ea _ E——a
Q(O#)/Qg\) de E _ E_l

g €Ty ; dou le lemme.

wl — w?

1—-0
est de la forme( ) ,ou w= §P
w

— w"‘l

Lemme 1113, — Soit & une racine primitive [2°™ de ['unité, | im-
e i T
Qe E - £ g - &

pair, et soit a premier a | ; alors N
ou t, = ¢.

Fin de la démonstration du théoréme. — Définissons I’entier <y

égal 4 1 (resp. O) si n = — Nan)/Kea (resp. Nng)!KGa) ; alors

d’aprés la proposition 16, la remarque II1 et le théoréme 112, on aura

P= 7+ Trym 0 =7+ L Ty mod (2,
0 dim
d#m
ol T,= 2 s()Tr oGk (%,).

oEl‘o’d
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On distingue alors trois cas selon que m est premier, égal a /2
ou divisible par au moins deux nombres premiers distincts :

(i) m est premier ; alors ¢ =y + T, mod (2) ;

(ii) m est égal a I ;alors p=v + T, + T, mod (2) ; le lemme

ITI3 montre que €1 = NQ(lz)/Q(I) €,,1> bar conséquent, on aura y =1
(V] (1]

si et seulement si €, , est de norme absolue — 1. On a, en appliquant

lelemme Il dad=d =1:s=v,n=1,t=1,d0ouT, =vymod (2)

et ¢ =T, mod (2).

(iii) m est divisible par deux nombres premiers distincts ; d’aprés
le lemme III2, on aura v = O :

a) Si d et d' sont premiers entre eux, d # 1, alors

_ 2@ _%@

"Tled) 1

est pair.

B) Si d et d’ ne sont pas premiers entre eux, alors nécessairement
on a m =1*m, (m, est donc premier a I, my# 1), d =15, d' =18’
avec 88' = m, ; alors n = ®(8) sera pair sauf dans le cas § = 1,
soit d=1letd = Im. Supposons d = Im, ; alors d’aprés le lemme
112, P'unité €, , € Qﬁ,d') est de norme absolue 1, donc s = O et on a
¢ =T, mod (2) dans tous les cas.

Calculons maintenant T, : on a ici I'y, =T, ¢, , =€, et
y=8+8t

T, = 2 s()Tr

9a0, __ Y 0,0
oy V1) = L s(ep 6%
0ET, 0

aEPo

Soient 7, ,7,,..., 7, des éléments de I', représentant les classes
de I'j modulo H, = Gal (Qg")/K) ; alors

! ! ' 11 O .0 .
Tl _ 2 2 s (E:io) ooaTio _ S Z S(G‘:'a ) Haa‘r, :
i=1 o'€H, i=1 ¢'€H,
or ¥ s(f)=s©N =s@EnH=y+smHmod () ;

€
, an)/K a
g €H,
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d’ou

T=2X (ts@)o™ =y (L o)+ T s’ mod (2).
TEG TEG TEG

On sait que lorsque / ne divise pas m, Z 6™ = 1 mod (2) et que lorsque
TEG
| divise m, cette méme somme est nulle (chap. I, § 4) ; d’ou :

— lorsque ! ne divise pasm, ona T, =y + 3, s(n7) 6°* mod (2),
T€G

— lorsque [/ divise m, ona T, = Z s(n”) 67" mod (2).
7€G
Le théoréme en résulte alors dans tous les cas :

Cas () : =7+ T, =y+y+ Y s@7) 6" mod (2),

TEG

Y s 6°¢ mod (2),

TEG

il

Cas (ii) : =T,

]

Z s(m") 6°¢" mod (2), car, ici, ¥ = 0.

T7€G

Cas (iii) : p =T,

2. Application a I’étude de F, et F.

Les définitions de F,, et F, ont été données dans le chapitre I,
§ 6, d), Définition I1.

On a le résultat suivant :

TueoreMe 112. — Si F, = © F', alors F,= © FY@ ony
iel iel
est l'automorphisme de Q induit par lapplication v = 7' de G
dans G.

Montrons d’abord le lemme suivant :
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LemMe 1114, — Soit w € Z [G] tel que vww =0 mod 2 Z [G] ;
alors la relation w -0 = 0O mod (2) entraine w =0 mod 2 Z [G].

Si 0 définit une Z-base normale d’entiers de K le lemme est
évident (sans I’hypothése sur w). Dans le cas contraire, on sait que
Trgq 0 = O et que 1 et / — 1 conjugués distincts de 6 constituent
une Z-base d’entiers de K (chap. I, § 4). Ecrivons

w=Y a1=3 @ -a)T+ayv;
TEG T#1

alors wl = Y, (a, —a,) 07 et wh =0 mod (2) entraine a, = a
T#1

mod (2) pour tout 7 € G, soit w =a, v mod (2) Z [G]. L’hypothése

vw =0 mod 2 Z[G] entraine a,v* = la,» =0 mod 2 Z [G], d’ou

a, =0 mod (2) et le lemme en résulte.

1

Démonstration du théoréme. — Soit € un idempotent de @ et
soit e un représentant de e dans Z [G]. D’aprés la proposition 17,
on a FECF, si et seulement si €p(n) = O, donc si et seulement
si ep = 0 mod (2), car v¢ = O mod (2).

Or ep = ewd’® on w = 2 s(M™) 7 et ep =0 mod (2) équi-
T7€EG
vaut 3 ewf = O mod (2).

Onaew=ev ) s(n’)=ev s(Ngqm =0 mod (2) et le

T7€EG
lemme II14 entraine ew = O mod 2 Z [G].

Soit maintenant ¢ = (c,),¢q la signature définie par ¢, = O
pour tout 7 # 1 et ¢, = 1. On rappelle que S (K™) est un F,[G]-module,
I’opération de G étant définie par 7 (S(a)) = S(«”) (chap. I, § 6, a))
et on vérifie facilement que ¢ est une base de S(K*) sur F,[G]. On a

alors S() = X, sM) T 'c=yY(w)-c ol w= Y s(n’)7. On a
_ T7€G TEG
donc F¥®) CF, si et seulement si

V) S(n) = vle) Y(w)e =Y (ew)ec =0

donc si et seulement si ew =0 mod 2 Z [G].
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On a donc montré que F° C F si et seulement si P® c F,,
ce qui démontre le théoréme.

CoroLLAIRE III1. — On a dim F, = dim F,.

Il suffit de vérifier que si e est un idempotent de @, alors e et
Y(e) @ ont la méme dimension sur F,, ce qui est immédiat.

CoRrOLLAIRE III.2. — Si Pordre f de 2 modulo | est pair, alors
170 = E_et une condition nécessaire et suffisante pour que h soit pair
est que F, ne soit pas réduit a (1).

En effet, dans ce cas, les idempotents de @ sont invariants par
V¥ (prop. 14). Par exemple, f est pair pour / = 3, 5, 11, 13, 17, 19, ...

CoroLLAIRE 113, — Si f est impair, alors une condition nécessaire
et suffisante pour que h soit pair est qu’il existe dans F, un sous-
module de la forme F€¥® € idempotent de &.

En effet, F, contiendra aussi F*"¥®,

— -1
CoroLLAIRE I11.4. — Si f est impair, et si dim F,_ > T’ alors
h est pair.
-1

En effet, on a aussi dim F, > 5

a ().

et F, N F, n’est pas réduit

CoROLLAIRE 1115, — Si f est impair et si g = 2, alors h est pair
si et seulement si l'unité cyclotomique m est totalement positive.
Par exemple, g = 2 et f est impair pour 1 =7, 23, 47, ...

Dans ce cas, il y a deux idempotents e ete’, et e = Y (e) ; donc,
si on écarte les cas triviaux F, = (1) ou F, = F, on aura F, =F¢,
par exemple, d’ou F, = FY® = F et F, N F, = (1) ; h est impair.

CoroLLAIRE I1I6. — Soit E le groupe des unités de norme 1 de K.
Soit E, Iimage dans E[E* du sous-groupe des unités totalement posi-
tives de K :

(i) Si f est pair, alors h est pair dés que E, n’est pas réduit a (1).
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(ii) Si f est impair, alors h est pair dés que dim E, >l—;-l.

Dans le premier cas, si & était impair, on aurait E, =~ F,, ce qui
contredit le résultat du corollaire II12.

Dans le deuxiéme cas, # impair est contraire au corollaire I114.

Remarque Ill1. — Le corollaire 1113 fournit un critére de parité
trés simple : ayant obtenu la signature de n par la méthode suggérée
par le lemme 116, on regarde I’action des idempotents de & sur cette
signature : & est pair si et seulement si il existe un idempotent e
tel que e et Y(e) annulent la signature de 7.

Remarque I112. — Le nombre [/ = 17 est le plus petit nombre
premier pour lequel la propriété : “Ah est pair si et seulement si n est
totalement positive”, est fausse. Citons, pour [ = 17, deux exemples
ou l'on a h pair et n non totalement positive :

(i) K est I'unique corps de degré 17 de conducteur premier 34919;

(ii) K est le sous-corps de Q("’) de degré 17, de conducteur
m = 137. 307, fixe par le sous-groupe de I' = Gal (Q/Q) engendré
par I''" et par o,-
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