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SUR LES ENSEMBLES D’ACCUMULATION RELATIFS
A DES TRANSFORMATIONS PLUS GENERALES QUE LES
TRANSFORMATIONS QUASI CONFORMES

par Makoto OHTSUKA

INTRODUCTION

Dans la théorie des ensembles d’accumulation il s’agit
souvent de savoir si la différence de I’ensemble d’accumu-
lation intérieure et de ’ensemble d’accumulation frontiére est
ouverte, si chaque valeur de cette différence, sauf au plus
les valeurs d’un certain petit ensemble, est prise dans tout
voisinage du point frontiére et si une valeur non prise dans un
voisinage est valeur asymptotique dans tout voisinage (‘).
La transformation étant quasi conforme au sens ordinaire
et l'ensemble d’accumulation frontiére étant défim par
rapport a la frontiére, un ensemble fermé de -capacité
logarithmique nulle exclu, K. Noshiro [4] a posé la question
de savoir si les deux premiers énoncés sont vrais; dans le
deuxiéme énoncé il demande si le petit ensemble exceptionnel
est de capacité logarithmique nulle. Cette question est a
Porigine de notre mémoire, quoique la question elle-méme
ait déja été résolue par T. Yosida [8].

Dans notre mémoire nous traiterons le probleme pour quelque
transformations continues assez générales; elles sont des
transformations plus générales que les transformations quasi
conformes ordinaires des surfaces de recouvrement d’une sur-
face de Rieman ouverte (autrement dit, elles sont des trans-
formations multiformes de cette surface fondamentale) dans
une autre surface de Riemann. L’idée fondamentale de la

(') Voir [4] pour la bibliographie.
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démonstration du théoréme 1 est celle de W. Gross [3] et
nous emploierons la généralisation du théoréme étoilé de

Gross établi dans [6].

1. Soit & une surface de Riemann ouvyerte et R une autre
surface de Riemann quelconque. On notera Cg = € (resp. Cg = €)
I’ensemble de toutes les composantes frontiéres au sens de
Kérékjartd-Stoilow de R {resp. R).Soit & un ensemble dénom-
brable de surfaces de Riemann qui sont des surfaces de
recouvrement de R, et soit f(P) une transformation conti-
nue de & dans &, a dérivées partielles continues (par
rapport aux parameétres locaux) et de jacobien non nul, sauf
au plus en un ensemble fermé E de mesure linéaire nulle, ayant
pour image E, de mesure linéaire également nulle dans & (*).
Une approx1mat10n réguliére d’un ensemble fermé &c c € sera
une suite décroissante § D, }, sans points adhérents, d’ensembles
ouverts dans R & frontiére relative compacte réguliére telle
que tout filtre définissant un pomt de 8¢, et seulement un
tel filtre, contienne tout {D,}. On dira que f(P) est para-
bolique [6¢] (°), si, pour tout compact K dans &R, il existe
une approximation réguliere {D,} de & de frontiéres
relatives  {y,| et des fonctions harmoniques {u,(P){,
respectivement définies dans D, — (D, + v,) et égales a 0
sur v, et & 1 sur vy,, telles que D,n K = ¢ et

JM du,
» [ a(P) do,(P(P))
(un)
ou g(P) est le quotient de dilatation de f(P) en P, ¢,(P)

est la fonction conjuguée de u,(P) et P'intégrale / est prise

. . (un) .
sur les courbes de & qui se projettent en la courbe de niveau

u.(P) = u,; cette intégrale est définie pour presque toute
valeur de u,, car E est de mesure linéaire nulle.
Soit Fe un sous-ensemble de €. L’ensemble d’accumulation inté-

— avec n,

] E est une union dénombrable d’ensembles compacts dans &. On notera E
la projection de E.
(%) Voir [6], mais il faut faire attention aux notations: R ici correspond & R dans

[6] et f(P) ici correspond & la fonction réciproque de f(f’) dans [6].
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»R)_.

rieure S( (‘{5‘@) en §e est défini par I'ensemble de points de

R+€ te] que pour chacun de ses points Pil existe une suite
{P,} sur & dont la projection dans R tend vers Fe et dont

llmage {f(P,)} tend vers P. U étant un voisinage dans
R+ C de Fe (c’est-a-dire un ensemble ouvert contenant Fe),
on note My l'adhérence dans ﬂ{-l—@ de I’ensemble de toutes
les limites f(P,)eR + C obtenues lorsque la projection de P,
tend vers un point de U n &, tandis que {P,} ne s’accumulent

pas dans &. L’ensemble &’ accumulanon frontiére ST’ %‘ﬁg= SI'(e)
en e est défini par SM”

2. Pour Dc & on notera n(l3 D) le nombre des points
dans D — E qui sont transformés en P par f(P); (P, ﬁ)

sera noté simplement n(P).
Nous donnons d’abord le

Lemme 1. — Soit & un ensemble dénombrable de surfaces de
recouvrement d’une surface de Riemann quelconque R, et soit
f(P) une transformation parabolique [6c] de R® dans une
autre surface de Riemann R (*), &e étant I'ensemble des compo-
santes frontiéres de R qui sont adhérentes & la projection

de 8. Alors, pour chaque composante connexe & de % — Mg,
n(P) = sup n(ls) quast partout (c’est-a-dire sauf sur un
bex —E

ensemble de capacité logarithmique nulle (*)) dans o — E. St
n(f))aéo dans ®, la mesure harmonique de ®®— Mg est nulle,
ot @ est la frontiére de & dans R + €.

Posons sup n(P)zN et supposons que N > 0 et que

PEm—b

Pensemble B =313 eo—E; n(f’) < Nf(‘) soit de capacité
logarithmique positive. Si N= o il existe n,, 0<n,<o,

tel que B’ = 313 ed» —E; n(f))/\’ n‘,z est de capacité loga-

(*) Si ‘R est clos, on suppose que f (P) remplit seulement les conditions relatives
a ses dérivées et & son jacobien.

() Quand la capacité logarithmique intérieure et la capacité logarithmique exté-
rieure coincident, on les appelle la capacité logarithmique et 'ensemble est appelé
capacitable (logarithmiquement).

(6) C’est un ensemble horélien et donc capacitable d’aprés le résultat de Choquet [2].
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rithmique positive. Soit B, un sous-ensemble compact discret
de capacité logamthmlque pos1t1ve de B (st N<C ) ou de
B (si N= x). Soit P,e® — E un point tel que n(P):N
(siN< ) ou n(P,)=N=n, (si N= x), et soient | 3
(=1, ..., Nou N)les points dans  —E tels que f(Q;)=P

On définit la fonction de Green G (P) ayant le pole P, dans
® — B,. Les trajectoires orthogonales maximales issues de
P,, sans points multiples, des courbes de niveau de'G(P>
sont appelées lignes de Green (voir [1]). Comme E est de
mesure linéaire nulle, presque toutes les lignes de Green
ne rencontrent pas E. Toutes les images réciproques issues
de Q; des lignes de Green forment un domaine D; dans
! autour de Q;, et si i5~j, D, n D; = o. L’image sur R de
D; nous donne un écoulement harmonique monofeuillet fini,
et les trajectoires qui convergent vers B, forment un sous-
écoulement positif (voir [6]) (7). D’aprés le théoréeme 2 de
[6] les images dans R de presque toutes ces trajectoires
ne s’étendent pas vers &¢. Donc ces images sur & aboutissent
aux points de & — E. Alors il existe au moins un point de
B, qui possede N (ou N’) images réciproques dans & — E.;
Ainsi il en résulte une contradiction. Comme la projection
de P'image réciproque d’une ligne de Green qui tend vers

é— Mg s’étend vers C, encore par suite du théoreme 2 de

[6], 11 suit que la mesure harmonique de ®° — Mg est nulle
si n(P)=£0 dans & (7).
Remarque. — Définissons un ensemble Nu pour U par

Iensemble des points de R + € tel que pour chacun de ses
points P il existe une courbe sur & tendant vers la frontiére
de & dont 'image converge vers P et dont la projection s’ac-
cumule sur un ensemble compact dans U n R. Alors Nyc M,.

Si on emploie Ng au lieu de Mg dans le lemme, on a une
méme conclusion.

CoroLLAIRE (*). — Sott R une surface de Riemann, soit ‘R une

(7} La mesure harmonique de B, a f’o est ¢gale 4 la mesure de Green des lignes
de Green qui convergent vers B, (voir [1]); il en est de méme de @b — — Mg.

(8) C’est une extension des résultats de Nagai, Tsuji, Yjébs, Mori et Tauteur;
voir [5] et [7].
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surface de recouvrement d’une autre surface de Riemann ouverte R,

et soit f(P) une transformation parabolique [b]degidanséﬁ Nous
supposons que la projection de toute courbe asymptotique de
f(P) () qui tend vers la frontiére de R n’est pas compacte
dans &. Alors, si Dc® est une composante conneze de 'image

réciproque d’'un domaine quelconque D c &, on conclut que
n(l5, D) = _sup n(P, D)
PeD—E

quast partout dans D—E.

3. Soit & un ensemble dénombrable de surfaces de Riemann
qui sont non nécessairement des surfaces de recouvrement,
et soit f(P) une transformation continue de & dans une autre

surface de Riemann ®. Etant donné un domaine D c R, on
dira que f(P) posséde la propriété d Iversen par rapport a D s1
pour un point P,e@® quelconque dont I'image est f(P,) = P,
dans D, pour un autre pomt quelconque P,eDet pou1 un
sous-domaine V= P, P, de D quelconque, on peut trouver

une courbe | ¢ @, partant de P, et ayant la valeur P, comme
valeur asymptotique lorsque Pel tend vers un point extré-

mité, telle que son 1mage f(l) soit située dans V.

LeMME 2. — Sous les mémes conditions que dans le lemme 1,
f(P) possede la propnete d’Iversen par rapport d ®.

Soient P,, P, et V définis comme ci-dessus. Soit VsP,
P, un sous-domaine compact dans V. Comme on peut prendre un
point P, ¢ E dans un voisinage quelconque de P, on peut supposer
que P, ¢ E. Pour la méme raison que dans la démonstration
du lemme 1, presque toutes les lignes de Green de la fonction

de Green dans V/, ayant le péle P, ne passent pas par K et
ont des images réciproques partant de P, et aboutissent aux

points de & qui correspondent aux points frontiéres de V. Il
existe au moins une telle llgne de Green [ qui passe par un
point P’ dans un voisinage de P,. A partir de P’ au moins une
ligne de Green analogue & [ passe dans un voisinage plus petit

(*) lci on suppose que la valeur asymptotique est située dans R.
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de P,. En répétant ce procédé, on obtient une courbe abou-
tissant en P, dans V', courbe dont I'i image réciproque dans &
part de P, et a P, comme valeur asymptotique.

CoROLLAIRE. — Sous les mémes conditions que dans le lemme 1,

chaque valeur Pe®d — B telle que n(P) < sup n(P) est une
Pes &

valeur asymptotique suivant une courbe sur & dont la projec-
tion converge vers un point de C; il en est de méme de chaque
point de ®® — Mg.

En effet, soit P,e® — E un point quelconque tel que
n(P,)= sup n(P)=N, et soient Pl (n=1, 2, ..., N) les

Pes—% .

points sur & — E tels que f(P,) = P,. D’aprés le lemme 2 on
a une courbe [, c & partant de P, et ayant Ped — E, tel
que n(P>< N, comme valeur asymptotique suivant [,. On
peut choisir {l,} tels que les images {f(l,)} sont égales et ne
passent pas par E. Alors il existe au moins une courbe de
fl,} dont la projection converge vers un point de C. Le
deuxiéme énoncé est démontré de la méme maniére.

Remarque. — 1l suit de ce corollaire que, si dans le lemme 1
R est clos, n(P) = Cte dans ® —E et que &°c Mg.

4. Maintenant nous énongons :

TutorimE 1. — Soit & un ensemble dénombrable de surfaces
de recouvrement d’une surface de Riemann ouverte &. Soit &
un sous-ensemble isolé de la frontiére de Kérékjarts-Stoilow
Cq = C, et soit f(P) une transformation parabolique [é¢] de &
dans une autre surface de Riemann R . Soient S(Fe) et ST (Fe)
les ensembles d’accumulation, définis au §1, en un ensemble fermé
Se < be. Alors chaque composante connexe () de R + Cz—SI'(Fe),
telle que Q 0 S(Fe) = 9, est contenue dans S(Fe), toute valeur

de Q0 R —E est prise sur une suite de points de & dont la
projection converge vers §e sauf au plus les valeurs d’un

ensemble de capacité logarithmique nulle dans R, et la mesure
harmonique de Q) n Cg est nulle dans & n R ; sinon Q n S(Fe) —
consiste en un ensemble dans R de capacité logarithmique nulle
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et en un ensemble dans Cz de mesure harmonique nulle par
rapport & Q n R (). _

Nous supposons que nS(%(o) E n’est pas de mesure
harmonique nulle. Soit P, Q n S(Fe) — E tel que pour tout
voisinage UcQ de P,, Un S(Fe) — E n’est pas de mesure
harmonique nulle. Soit (,>P, un domaine quelconque

compact dans Q, et soit U, un vmsmage de %(o de frontiére
relative compacte U? tel que la partle de C dans U, est

contenue dans & et tel que My nQ,=g. Soit UcU,
un autre voisinage de e de frontiére relative compacte
U?cU, tel que U'nE =g et tel que P, & f(U%, oa f(U?
désigne 'image par f(P) des courbes sur & qui se projettent
en U’ Soit & la composante connexe de R — My — f(U"),
qui contient P ou dont P, est un point frontiére. D’aprés le
lemme 1, n (P U)= sup n (P, U)= N quasi partout

Pe®_Ff
dans & —E, on U est Ia partie de & qui se prOJette dans
Un &, et la mesure harmonique dans & de &*—M,—f (U’

est nulle. Si N < oo, les points P& E tel que n (P U)=N
n’appartient pas a S (F¢), et done S (Fe) n & — E est de
capacité logarithmique nulle. Ainsi il arrive une contradiction
avec notre hypothése sur P,. Donc n (P, U) = o quasi partout
dans & — E.

Soit ®, une composante connexe de ER——MQ——f(Q”)
telle que n(f), U) — oo quasi partout dans & — E et soit
®, une autre composante connexe. Supposons qu’elles sont
situées & deux cdtés d’une section, placée dans Q,, de f(U?).
Soit P,¢ E un point quelconque de cette section. Soit U,
U < U”, un voisinage de §e tel que U — U est compact
dans & et tel que U* ¢ U,, U® n E=g et P, ef(U"’) Soit
®, la composante de 51———Mg’ —f(U") qui contient P,

D’apreés le lemme 1, n (f), U')= ; sg}; ~n(P, U’)quasi partout

Pewy—E

(1) On dira simplement que an S (%e) — E est de mesure harmonique nulle; de
la méme maniére on définira la nullité de la mesure harmonique deGns (%e) E
pour un sous-domaine quelconque G de Q.
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dans wo——E ou U’ est la partle de & qui se projette dans U'.
Comme il existe un point P e &, n &,— E tel que n(P, U)= o,
alors n(P, U’) = oo quasl partout dans wo—E Donc on doit
avoir n ( U) = oo quasi partout dans »,—E et dans »,—E,
car 0 n(P U — U) < pour tout Pel,—E. Ainsi on
voit que n(P U) = oc quasi-partout non seulement sur

Qo_.f(U”) E mais aussi sur f(U”)nQo——E A cause de

Varbitraire de U, Q, c S( (§¢) et toute valeur de O n R —E est
prise sur une suite de points de & dont la pI'OJectlon converge
vers %L sauf au plus un ensemble de capacité logarithmique
nulle. (), étant prlse arbitrairement dans Q, on a la méme
conclusion pour (. 11 est facile de voir que la mesure har-

monique de Q nCg est nulle dans Qn K.

Remarque — Supposons que Qn S(Fe)£4. Si pour tout
voxslnage U de §e, dans toute composante connexe de la
partie de & qui est située au-dessus de U, il existe une courbe
tendant vers la frontiére de & telle que sa projection est

compacte dans Un®R, OnS(Fe) — E n’est pas de mesure
harmonique nulle.

En effet, soit {U,} une suite de voisinages de Fe qui
converge vers ¢ et soit {P,{ une suite de points de & telle
que sa projection converge vers §e et telle que f(P,) converge

vers un point P de O n 5(¥e). Menons une courbe I, sur §
partant de P, et tendant vers la frontiére de & telle que sa
projection soit compacte dans U, n®R. L’image f(l,) est une
courbe qui part de f(P,) et tend vers MU L’ensemble
d’accumulation de {f(l,,)§ est un continu qui est contenu
dans S(§¢) et joint Pavec SI'(Fe) dans ¢ (2. Donc S(Fe)n O—E
n’est pas de mesure harmonique nulle.
D’apres. le corollaire du lemme 2 on a

TutorkME 2. — Sous les mémes conditions que celles du théo-
réme 1, st OCS(%(») et si f(P)£PeQ dans la partie de &

qut se pro]ette dans un voisinage V de §e, P est la valeur asym-
ptotique suivant une courbe sur "8 dont la projection est située
dans YV et converge vers C.
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