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QUESTIONS LIEES A LA THEORIE
DES ESPACES DE WIENER

par Albert BADRIKIAN et Simone CHEVET.

Contrairement & la théorie des applications radonifiantes
qui considére les applications linéaires faiblement continues
d’un espace vectoriel topologique séparé par son dual dans un
autre, transformant toutes les mesures cylindriques d’un type
donné en des mesures de Radon, la théorie dite des « espaces
de Wiener » s’occupe des applications linéaires faiblement
continues d’'un espace vectoriel topologique séparé par son
dual dans un autre, transformant une mesure cylindrique
donnée en une mesure de Radon.

A T’origine de la théorie des espaces de Wiener, on cherchait
des conditions pour que 'image de la mesure cylindrique nor-
male yx sur un Hilbert H par un opérateur linéaire continu
u de H dans un Banach E soit de Radon. Ce probleme
peut se généraliser dans plusieurs directions :

1) d’une part, en s’affranchissant de la condition H Hil-
bert et E Banach (par exemple en prenant des espaces vecto-
riels topologiques séparés par leur dual et non nécessairement
localement convexes);

2) d’autre part, en considérant le cas ou H est un Hilbert
mais ol yy n’est pas la mesure cylindrique gaussienne nor-
male sur H.

On donne ici dans la premiére partie quelques méthodes
générales qui sont utiles dans la résolution de ces problémes.
C’est surtout une mise au point et une systématisation de
résultats autrefois épars. Dans la seconde partie, on donnera
des méthodes de Sudakov ([1], [2]) et des résultats que le
second des auteurs a obtenus dans cette voie.
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2 ALBERT BADRIKIAN ET SIMONE CHEVET

La plupart des résultats annoncés se trouvent dans le Sémi-
naire Badrikian, Chevet [1] & paraitre. Nous ne donnons pas
les démonstrations qui s’y trouvent et n’explicitons que celles
qui ne sont pas écrites explicitement dans cet ouvrage.

Dans ce qui suit (X, Y) désignera un couple d’espaces
vectoriels sur R en dualité, g une mesure cylindrique sur X
(relativement a cette dualité), L:Y — L°(Q,P) un repré-
sentant du processus linéaire sur Y associé a p, Fy la
famille des sous-espaces vectoriels de Y de dimension finie
et ¢x la famille des cylindres de X (toujours par rapport
a la dualité entre X et Y). Pour tout N e #y, nous
noterons Xy l’espace vectoriel X/N! muni de sa topologie
vectorielle séparée, wy Dapplication canonique de X sur
Xy et py la probabilité =y(p). Enfin, si A est une partie
de X, A° ou A°®T désignera I’adhérence de A dans
(X, Y).

1. Conditions de concentration cylindrique
et applications a la « théorie des espaces
de Wiener abstraits ».

1. Mesure extérieure associée & une mesure cylindrique.

DEriniTiON 1. — S1 @ est une mesure cylindrique sur X,
on appelle mesure extérieure associée & @, la fonction
p*: 2(X) - [0,1]
définie comme suit :
w*(A) = inf {w(C); C > A; Ce@y).
p est dite cylindriquement concentrée a < prés sur A si
WHA) > 1 — e

. est dite cylindriquement concentrée sur A si, pour tout réel
e > 0, ul existe un réel x> 0 tel que p*(AA) > 1 — =.

Prorosition 1. — La fonction d’ensembles A — u*(A)
a les propriétés suivantes :

(1) w*(A) = w(A), pour tout A€ @x (et donc p*(g) =0,
pH(X) = 1);
(2) A = B=-p*(A) < p*B);
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(3) w*(AUB)+ u*(ANB) < u*(A) + u*(B), VA, B< X;
(4) Pour toute famille finte {A,, ..., A,} de parties de X,

" u<L_J A) < 3 A

i=1
Cette proposition est évidente.

Remarque 1. — Si (A,),en est une suite de parties de X,

on n’a pas en général p* <l /’A,,) < Y w*(A,), comme le
n€N n€N
montre ’exemple suivant: Soit X =Y =2, & la mesure

cylindrique gaussienne normale sur X et (A,),n la suite
des sous-espaces vectoriels de X engendrés par les éléments
d’indice k < n de la base canonique (e,),ny de * [il est
clair que p* <U A,,) =1 et que Y u*(A,) =0].
n€N n€N

Remarque 2. — Méme si p est de Radon sur ¢(X, Y),
on aura soin de ne pas confondre la fonction u* de la défini-
tion 1 avec la mesure extérieure de Carathéodory associée a
u, comme le montre 'exemple: X =Y = [%; A est 'espace
vectoriel (algébrique) engendré par la base canonique de [2
(donc A=R{) et u=3, avec a¢ A [il est clair que
w(A) =0 et que p*(A)=1].

Par contre (toujours dans le cas ou p est de Radon sur
o(X, Y)), u*(A) coincide avec la p-mesure extérieure de A
au sens de Bourbaki:

#*(A) =1nf {g(U); U > A, U ouvert faible},
comme il est facile de le voir.

Les propriétés suivantes sont également faciles & démon-
trer:

« Si (X, Y;) est un autre couple d’espaces vectoriels
en dualité et u un opérateur linéaire continu de (X, Y)

dans ¢(X;, Y;), on a:
pH(u(Ag) < (u(w)*(A4), VA, = Xi;
o p* (A) = inf p*(n¥(nx(A))) = inf pi(myA), VA < X;

Ned, NeF,

e u*(A) =inf {p(U); U > A, U cylindre a base ouverte};
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o Si © est une topologie vectorielle sur X plus fine que
o(X, Y) et si p est de Radon sur (X, ), alors, si A est
p-mesurable,

w(A) < p*(A).

On va maintenant chercher a4 exprimer la condition de
concentration cylindrique 4 e prés sur un ensemble A en
prenant, non pas la famille de tous les cylindres contenant A,
mais la famille de tous les cylindres & base fermée contenant A.
Dans le cas ou A est disqué, les conditions de ce type ont été
étudiées par De Acosta [1].

2. Concentration cylindrique et cylindres ayant une base
fermée.

On se pose le probléme suivant:

En gardant les notations du début, on suppose que
(C) > 1 — = pour tout cylindre C ayant une base fermée
et contenant A; peut-on en déduire que p*(A) > 1 —«¢?

La réponse est non, méme si A est o(X, Y)-fermée comme
le montre I’exemple suivant :

Supposons que X soit un Banach Non réflexif, Y son dual
topologique et A la boule unité fermée de X. L’on sait
qu'une condition nécessaire et suffisante pour que X soit
non réflexif est quil existe y,eY avec |y =1 et
Yo(A) = ]— 1, 4+ 1[ (la suffisance est triviale, seule la nécessité
est difficile). Soit donc y, ainsi choisi et soit z, € X" tel que
lzol =1 et <{z, Yo =1 (donc z, € X"/X). Soit aussi p
la mesure cylindrique sur X (relativement a la dualité entre
X et Y) définie par la probabilité de Radon g, =38, sur
(X", Y).

On a alors p*(A) =0 pusque y'(yo(A)) est un cylindre
de X (i base non fermée!) contenant A et vérifiant

ey (Yo(A))) = 3. {z;2e X";  [<{z,y0>| <1} =0.

D’autre part si A” désigne la boule unité de X" et si C est
un cylindre de X ayant une base fermée et contenant A,
CoX X est alors un cylindre de X" ayant une base fermée,
contenant A’ = A°"%) et tel que

p(C) = 5, (C0" X)) = 1;
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donc ©(C) =1, pour tout cylindre C de X ayant une base
fermée et contenant A.

Tout ce que 'on peut dire dans le cas général est que
w*(A) < p*(@&°) < inf {(C); C > A; C cylindre de” X a
base fermée}

= inf P-N(m);

NeF,

de plus, dans le cas ou A est équilibrée, I'on a aussi

p*(A) < infp*(AA) < inf px(wyA).

A>1 Nefiy .
Par contre dans I’exemple ci-dessus on peut vérifier facile-
ment que A est une partie équilibrée de X telle que

*) inf u*(AA) = inf px(myA).
A>1 NedF,

En fait dans cet exemple cette propriété ne dépend pas du
choix de p mais du choix de A; on est ainsi amené a se
poser le probléme suivant: Quelles sont les parties équili-
brées A de X telles que I'on ait (*) pour toute mesure

cylindrique ¢ sur X (relativement a la dualité entre X
et Y)?

Deérinition 2. — Une partie A de X est dite réguliére
st A est équilibrée et si

A) <[ Yanx(A),

A>1

pour tout N e #y [La notion de partie réguliére est donc rela-
tive @ la dualité entre X et Y]. '

Tout sous-espace vectoriel de X et toute partie équilibrée
faiblement compacte de X sont réguliers.

Toute partie quasi- disquée A de X (c’est-a-dire telle qu’il
existe ¢q€]0, 1] tel que AA 4 pA < A, pour tous reels A
et p satisfaisant |A|7 + [p|? < 1) est reguhere -

Il est facile de construire des parties équilibrées non régu-
liéres (voir remarque 4 ci-dessous).

Remarque 3. — Les résultats de De Acosta sur la concentra-
tion cylindrique sur les disqués sont diis au fait qu’'une partie
disquée est réguliére.
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..L’intérét de l'introduction des parties réguliéres tient a la
proposition suivante :

ProrositioN 2. — Soit A une partie réguliére de X;
les conditions suivantes sont équivalentes :

1) w*(ZA) > 1 — ¢, pour tout réel » > 1;
2) w(C) = 1 —¢, pour tout cylindre C de X a base

fermée contenant A.
On a plus précisément

inf {p*(AA); 2 > 1} = inf {(C); C > A;
C cylindre de X a base fermée}
— inf {ux(mA); N & #1}

On en déduit que st A est une partie de X équilibrée

et faiblement compacte
*(A) = inf p*(2A).
A>1

‘Remarque 4. — Le résultat est faux s1 A n’est pas réguliére
comme le montre ’exemple suivant :

Soit X =R? et D le disque unité de R2 Un diameétre
de D est défini par un nombre compris entre zéro et =:
son angle polaire relativement & un diamétre origine. Soit
(Fa)as1 une énumération des rationnels de [0, =] et soit,
pour tout entier n > 1, I, 'homothétique du diameétre d’angle
polaire r, dans ’homothétie de centre O et de rapport 1/n.

Soit A défini comme réunion des I,, n > 1, et de I’ensem-
ble des diameétres d’angle polaire irrationnel. C’est un ensemble
équilibré absorbant et sans point intérieur; il n’est pas régu-

lier car A =D et m)\A:A.

A>1
Soit alors la probabilité de Radon p sur X (doncla mesure
cylindrique ¢ sur X) définie comme suit: g est la mesure
qui donne la masse «, au point du cercle unité d’angle
polaire r,(Vn 21, «, > 0; 3 «,=1), Alors p(C) =1,
n>1
pour tout cylindre C de X ayant une base fermée et contenant

A; d’autre part p*(AA) = u(rA), pour tout réel A > 1, et

infu*(0A) = (ﬂ xA) — uw(A) = < 1.

A>1 A>1
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Dans le cas ou A est disquée, on peut préciser la proposition
ci-dessus comme suit:

Prorosition 3. — (DE ACOSTA). — Si A est disquée
[resp. st A est disquée et sv p est scalairement &-concentrée,
ot & est une famille de parties équilibrées de X telle que la
S-topologie associée sur Y, soit ©, soit une topologie vec-

torielle plus fine que (Y, X)], alors
inf {p*(AA); 2 > 1} = inf {u(S°); S = B,card S < 4+ 0},

pour toute partie disquée B de Y telle que B = Ao < n 2B
»>1
[resp. pour toute partie B de A° G-partout dense dans A°].

L’intérét de cette derniére proposition apparait bien dans
le lemme suivant.

Lemme 1. — Soit toujours X, Y et u comme ci-dessus;
soit L: Y —» Lo(Q, #; P) une fonction aléatoire linéaire sur
Y associée & p et B une partie arbitraire de Y. Soit V(B)
la borne supérieure latticielle de la famille |L(y)|, y € B, dans
le lattice complet 1.9(Q, #, P,R). Alors:

a) P{V(B) < t} = inf {p(t5°); S < B; card S < + o},
pour tout réel t > 0; ,

b) en particulier, st B est le polaire d’'une partie disquée
A de Y,

P{V(B) < 1} = inf {p*(2A); » > 1}

et L(B) est latticiellement bornée dans L°(Q, #; P) s et
seulement st p est cylindriquement concentrée sur A.

Démonstration. — Compte tenu de la proposition 3 ci-dessus,
b) est une conséquence immédiate de a). Montrons donc a).
11 est clair que

V(B) = S.U.P. {V(S); S < B; S fini},

ou le S.U.P. désigne la borne supérieure latticielle. Et comme
il est bien connu qu’il existe une suite croissante (S,),en

de parties finies de B telle que V(B) = S.U.P. {V(S,); n e N},

on en déduit facilement que

P{V(B) < t} = inf {P{V(S) < t}; S < B;card S < + o},
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pour tout- réel 't > 0. Mais si ¢ est’ un’ reel >0, ona
P{VS) < i} =P {IL( )I t; y e S} = u(tSo),

pour toute partle fime S de B D’ou a)' et le lemme est
’demontre

Notons que les’ proposmons 2 et 3 donnent lmmedlatement
dé nouveaux énoncés du théoréme de Prokhorov que nous
n’énoncerons pas.

Avant de donner les apphcatlons ala theorle des espaces de
Wigner abstraits, nous -allons voir que I'on peut redémontrer
un theoreme de Schwartz [1] a l alde du lemme ci-dessus.

; ¢ ;;‘ . .
THEOREME 1 — Sout (X Y) un couple despaces vectonels

centrée sur X ( relativement & cette dualité). Alors p est

cylindriquement concenirée sur une partie disquée A de X st

et seulement st il existe un reel p > 0 tel que pu*(pA) > 0.
Démons'tratwn. — Soit L: Y — Lo(Q, #, P) une fonction
aléatoire linéaire associée a4 u. D’apreés le lemme ci-dessus,
@ est cylindriquement concentrée sur A si et seulement si
L(A9) est latticiellement bornée dans L°(Q, #, P). De
maniére évidente, w n’est pas cylindriquement concentrée

sur A si et seulement si 1l existe une suite (y,),en d'éléments
de Ao telle que

P gsup|L(y,)| < + o} < L.

Jusqu’a présent le caractére gaussien de @ n’est pas inter-
venu; maintenant comme p est supposée gaussienne, on en
déduit, compte tenu d’un résultat de Landau-Shepp [1], que

P {sup |L(y,)| < + o0} = 0;
d’ou a fortiori (avec les notations du lemme 1):
CP{V(A%) < 1} =0, VieR:;
par conséquent, grace au lemme ‘ci‘-d'etssus,
w*(tA) =0, vVt e R},

On vient de montrer que, si y n’est pas cylindriquement
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concentrée sur A, wp*(tA) = 0, -pour tout réel ¢ >.0; ce qui
lmphque 1mmed1atement le théoréme.

Remarque 5. — Soit. y. une probablhte cyhnquue gaus-
sienne centrée sur un espace localement convexe séparé et
quasi-complet, soit X. D’apreés le théoréme ci- dessus, ¢ est
de Radon sur X si et seulement si il existe un conipact

(disqué) K de X tel que *(K). > 0. Y

3. Applications 4 la théorie des espaces de erner abstmzts

Les propositions 2 et 3 ci-dessus s apphquent ala theome
des espaces de Wiener abstraits et permettent’de généraliser
des résultats de Prokhoroy et de Dudley-Feldman-Lée Cam [17.

On travaille ici dans le cadre d’espaces vectoriels tdengl-
ques X séparés par leur dual Y (espaces non nécessaire-
ment localement convexes) et qui sont localement ;bornés
(ou, ce qui revient au méme, quasi- normables) ‘ou méme
pseudo-localement convexes.

Remarquons tout d’abord que s1 est une probahlhte ds
Radon sur un espace vectoriel topologique *X séparé par
son dual Y, p . vérifie la condition de Prokhorov et a-fortiori
vérifie chacune des trois conditions suivantes.: :

(a) pour tout réel e > 0 et pour tout voisinage V de
zéro dans X, il existe une partie compacte K de X telle
que (J.*(K—}—V) 21 —c¢; ‘ TR
- (b) pour tout réel ¢ > 0 et pour tout voisinage V de
zéro dans X, 1l existe une partie finte S de X telle que

p*S+ V) > 1 —¢; :

(¢) pour tout réel ¢ > 0 et pour tout vmsmage A% de zéro
dans X, 1l existe un sous-espace vectoriel F de Xi de
dimension finie tel que p*(F + V) > 1 — . L

Trivialement (a) <= (b) — (c); et on est ainsi amené A
introduire les deux définitions suivantes :

Dérinerion 3. — On dit que X vérifie (P) st toute mesure
cylindrique sur X vérifiant (c), vérifie aussi (b).

DiriNiTIoN 4. — On dit que X est un « bon espace » si
toute mesure cylindrique sur X vérifiant (a) est de Radon

sur X.
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On a obtenu en particulier les deux résultats suivants :

TukoriEME 2. — Les espaces localement convexes séparés,
les espaces localement bornés séparés par leur dual et les produits

(quelconques) d’espaces localement bornés séparés par leur dual
vérifient (P).

TatoriME 3. — Les Fréchet et les espaces 1P(0 < p < )
sont des bons espaces. Tout produit dénombrable de bons espaces
est un bon espace.

Remarque 6. — Nous ignorons si tout quasi-Banach séparé
par son dual est un bon espace. Nous ignorons aussi s’il existe
des bons espaces ne vérifiant pas (P).

Les deux théorémes ci-dessus permettent de répondre
partiellement au probléme suivant:

-« Soit donnés X un espace vectoriel topologique séparé
par son dual, p une mesure cylindrique sur X et p une
quasi-semi-norme continue sur X; soit (F, [.|) le quasi-
Banach associé & p et u lapplication canonique de X
dans F (donc u est linéaire continue, |u(z)| = p(z), pour
tout z e X, et u(X) est partout dense dans F).

. S1 F est séparé par son dual [donc u est continue pour
les topologies o(X, X') et o(F, F’) et 'on peut définir
la mesure cylindrique wu(w) i1mage de p par u], donner des
conditions nécessaires et suffisantes sur p pour que wu(p)
soit de Radon sur F .

Remarque 7. — Soit X un espace vectoriel topologique
séparé par son dual, w une mesure cylindrique sur X,
(F, |.1) un quasi-Banach séparé par son dual et u: X - F
linéaire continue (u est donc faiblement continue et I’on peut
défimir u(yw)).

Comme & w on peut assocler une quasi-semi-norme conti-
nue p sur X telle que |u(z)| = p(x), pour tout ze X,
I’étude du probléme précédent permet de donner des condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que u(w) soit de Radon
sur F dans le cas o u(X) est partout dense dans F [et
donc dans le cas ot 'adhérence de wu(X) dans F est faible-
ment fermée, ce qui est d’ailleurs toujours vrai si F est un

Banach].
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Dans Uétude du probléme ci-dessus nous avons généralisé
la notion de semi-norme p-mesurable introduite par Dudley,
Feldman et Le Cam [1] gridce au lemme suivant (facile a
vérifier).

Lemme 2. — Soit X un espace vectoriel séparé par son
dual, p une mesure cylindrique sur X (relativement a la
dualité entre X et X') et J la jauge sur X d’une partie
équilibrée de X. Supposons J finie. Les conditions suivantes
sont alors équidalentes :

(1) pour tout réel e > 0, il existe G, € Fx tel que
w*{z; ze X5 J(2,G) < e} > 1 —¢;

(2) pour tout réel = > 0, il existe G, € Fx tel que, pour
tout G' de Fyx orthogonal @ G,, Uon ait

p*{r;ze X; J(x,GL) < e} 21—«

Remarque 8. — Si J est une quasi-norme continue sur X,
soit p, et sile quasi-Banach associé 4 p, soit F, est séparé
par son dual, la condition (1) du lemme ci-dessus implique
que la mesure cylindrique sur F image de p par I'applica-
tion linéaire continue canonique de (X, X') dans o(F, F'),
soit v, vérifie la condition (c¢) du début de ce numéro.

DeriniTioN 4. — Etant donnés X un espace vectoriel topo-
logique séparé par son dual, pn une mesure cylindrique sur X
et p une jauge finte sur X, nous dirons que p est p-mesurable
st p satisfait la condition (2) du lemme ci-dessus.

Cela étant, on a alors trés facilement le théoréme suivant
dt & Dudley, Feldman, Le Cam [1] dans le cas convexe.

TutoriME 4. — Soit X wun espace vectoriel topologique
séparé par son dual, p wune mesure cylindrique sur X; p
une quast-semi-norme continue sur X, F le quasi-Banach
assocté & p et u Uapplication linéaire canonique de X dans
F. Supposons F séparé par son dual. Alors les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(1) la jauge p est p-mesurable;
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- (2) pour tout réel ¢ > 0, il existe une partie finte A, de
X telle que

w{z; v e X; p(z, Ay) < e} 21 —¢;

(3) pour tout réel e > 0, il existe un sous-espace vectoriel
G; de X de dimension finie et tel que

p*{z; ze€ X; p(z,G,) < e} > 1 —ce.

St de plus F est un bon espace, les trois conditions précédentes
sont ausst équivalentes a la condition suivante :

(4) la mesure cylindrique image de p. par u est de Radon
sur F.

4. Une question relative au support d’une probabilité de

Radon.

-DerintTion 5. — Sout (X, Y) un couple d’espaces vectoriels
en dualité et p une mesure cylindrique sur X (relativement
a cette dualité). On dit que p est cylindriquement équivalente
a la mesure de Lebesgue si, pour tout N e Fx, un est équi-
valente d une mesure de Haar > 0 sur Xy; on dit que w est
cylindriquement absolument continue par rapport & la mesure
de Lebesgue si, pour tout N € Fy, ux est absolument continue
par rapport @ une mesure de Haar > 0 sur Xy.

 Exemple 1. — Trivialement la mesure cylindrique gaussienne
normale sur un Hilbert (réel) est cylindriquement équiva-
lente 4 la mesure de Lebesgue.

Ezemple 2. — Soit (a,), une suite de réels > 0 telle que
Y, a2 converge; soit v la mesure cylindrique sur [* image

N

de la mesure cylindrique gaussienne normale sur [? par
I'opérateur linéaire faiblement continu u: (z,), - (a,z,), de
2 dans [2; soit U la boule unité fermée de 2. v est une
probabilité de Radon sur I cylindriquement équivalente a

la mesure de Lebesgue et p =1 U—— est une mesure cylin-

v(U)

drique sur I? cylindriquement absolument continue par rap-
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port & la mesure de Lebesgue (et non cylindriquement équi-
valente a la mesure de Lebesgue).

Remarque 9. — Si p est une mesure cylindrique sur X
cylindriquement absolument continue par rapport & la mesure
de Lebesgue, on peut améliorer la proposition 2; plus préci-
sément, dans ce cas, on a:

w*(A) = inf {ux(ryA); N e #y},
pour toute partie disquée A de X.

On a alors le

TutoriMe 5. — Soit (X, Y) et (X, Y;) deux couples
d’espaces vectoriels en dualité; soit u: X — X; linéaire faible-
ment continue; soit u une mesure cylindrique sur X (relative-
ment a la dualité entre X et Y) cylindriguement équiva-

lente a la mesure de Lebesgue. Si alors u(w) est de Radon sur
(X1, Yy), ona:

supp (u(e)) = u(X).

Démonstration. — Posons S = supp (u(p)); on sait déja

que S est contenu dans u(X); d’autre part, comme S est
faiblement fermé, on a donc

(1) S=S= [ ) =55

Ny Egn

et
(2) 1= u(u)(S) = inf u(p)(rs}(mxS)).

Ny € g,‘

Soit alors N; arbitraire dans #Fy; nx}(wyS) est un cylin-
dre & base fermée; il en est de méme de u7'(nyl(ny,S)); et
par conséquent il existe M e #y et Fy fermé dans X/M:t
tels que

mt(Fu) = u(nx2(m,(S)))
Donc

u(p)(mxi(7x,S)) = w(mw*(Fu)) = mu(p)(Fu) = 1;

Comme my(p) est équivalente a la mesure de « Lebesgue »
sur X/Mt et que Fy est fermé, on a donc Fy = X/M<L.
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Par conséquent
wx (mxS) 2 u(X),  VNye Fy;

par suite, grace a (1), S=S contient u(X) et donc aussi
u(X). Et le théoréme est démontré.

Remarque 10. — 1) Le résultat est vrai si X =Y =H
avec H Hilbert et si p est la mesure cylindrique gaussienne
normale sur H;

2) Soit @, une topologie localement convexe sur X,
compatible avec la dualité entre X; et Y; et plus fine que
o(X,, Y;) et supposons que u(p) soit une probabilité de
Radon sur (X, ), soit v;4 dii au fait que le support d’une
probabilité de Radon est une notion topologique, la démons-
tration ci-dessus ne peut se généraliser car on ne sait pas en
général s1 le support de v, (relativement a ©,) est faible-
ment fermé; tout ce que 'on peut dire en général c’est que

SUpp (vy) e ¥ = (X% ¥ = u{X)o

Cependant s1 l'on sait au préalable que le support de v,
(relativement a ©,) est convexe, le support de v, est alors

faiblement fermé et 'on a encore supp (v;) = u(X)*Ee T,

Grice a la remarque ci-dessus et grAce & un résultat de
Zalgaller [1], on peut retrouver le résultat de Kallianpur [1]
sur le support d’une mesure de Radon gaussienne (sans utiliser
comme cet auteur la notion d’espaces autoreproduisants) :

Cororraire 1. — Soit H wun Hilbert réel, E un espace
localement convexe séparé et uw: H — E lLinéaire faiblement
confinue; soit ym la mesure cylindriqgue gaussienne normale
sur H et supposons que u(yw) =v soit de Radon sur E.

Alors

supp (v) = w(H).

Démonstration. — D’aprés la remarque ci-dessus, il suffit
de montrer que le support de v est convexe. Pour cela dési-
gnons par ¥  la famille des voisinages disqués fermés de Oy
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dans E et montrons que, pour tout V e 7", Papplication

x — Logv(zx + V)

est concave sur u(H). Soit donc V arbitraire dans 7'; ona
Logv(z + V) = in; Log vx(rxz + ;W), vzeE .
NeF,
et

nwx(u(H)) = ny(u(H)) = supp (vx), VN € Fg.

Mais, d’apres Zalgaller, pour tout entier n, toute probabilité
gaussienne centrée y sur R" et pour toute partie disquée
fermée B de R", z — Logy(z 4 B) est concave sur le
support de y; par suite, pour tout N e Fy,

& — Log vx(nxa + mxV)

est concave sur u(H); et donc x — Logv(z + V) est aussi

concave sur u(H).

Nous en déduisons facilement que supp (v) est convexe:
en effet, soit a et b dans supp (v) et « et B deux réels
> 0 tels que « + g =1; donc

va+V)>0 et wb+V)>0  VVer;

d’ou, compte tenu du fait que supp (v) est contenu dans

u(H),

Log v(aa 4+ Bb + V) > « Log v(a + V)
+ B Logv(b+ V) > — o0, YVev,

et donc v(aa + Bb+ V) > 0, VVev. Par conséquent
aa + Bb e supp (v).

Ainsi supp (v) est convexe et le corollaire est démontré.

Remarque 11. — Dans notre livre [1], nous avons donné
une autre preuve de ce corollaire.

Remarque 12. — Soit les hypothéses du corollaire 1 (done
v = u(yu) est de Radon sur E). Kuelbs [1] a annoncé que,
dans ce cas, u(H) muni de la structure hilbertienne induite
par celle de H est un espace d’Hilbert séparable (et en a
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déduit facilement, grice & un résultat relatif a lequlvalem,e
de deux mesures de Radon gaussiennes, le résultat ci- dessus)
Malheureusement sa démonstration nous semble erronée, car
elle semble utiliser le fait qu’un espace préhilbertien admet
une base orthonormale, ce qui est faux en général (d’apres

Bourbakai).

2. Mesures cylindriques sur un Hilbert H
invariantes par isométries.

Ici, on prend X =Y =H avec H Hilbert et on note
vu la probabilité cylindrique gaussienne normale sur H;
pour tout N e Fy, H/NL sera supposé muni de la structure
hilbertienne induite par celle de H, #y désignera la tribu
de Borel sur H/Nt et my la mesure de Lebesgue sur H/NL.

Deérinition 1. — Une mesure cylindriqgue p sur H est
dite tnvariante par isométries st

w(u(C)) = w(C),

pour tout cylindre C de H et toute application linéaire iso-
métrique u de H sur H.

11 est facile de vérifier qu'on a équivalence des 3 assertions
sulvantes :

(1) @ est invariante par isométries;

(2) pour tout N € Fu, ux est invariante par isométries sur
H/N+;

(3) il existe f: R—>R continue, de type positif, avec
f(0) =1 et telle que:

o.(z) = f (12l u),
pour tout x € H (o désignant la transformée de Fourter de u).

Exemple. — Si p e ]0,2], la probabilité cylindrique v,
sur H telle que

¥,(x) = exp (— |z||?), vz € H,
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est invariante par isométries. y; est appelée mesure cylin-
drique de Cauchy normale sur H et est souvent notée aussi
par xu; cette mesure cylindrique a été étudiée par

Sudakov [1].-

Remarque 1. — Soit f comme dans (3), c’est-a-dire f:R — R
continue de type positif avec f(0) = 1; en général
z—f (ll{’?||u)

n’est pas la transformée de Fourier d’'une mesure cylindrique
sur H; elle est si et seulement si elle est de type positif.
Or, d’aprés Umemura [1] (ou d’aprés Bretagnolle, Dacunha-
Castelle et Krivine [1]), s1 dim H = + o, 2 - f(|z|a) est
de type positif si et seulement si 1l existe une probabilité o
sur R+ telle que

f) = fR exp <—%t2u2> o (du), VLeR.

Par contre si dim H < 4 o0, cette condition n’est plus
nécessaire : il suffit de considérer la probabilité p. sur la sphére
unité de H, qui est invariante par toutes les isométries
linéaires de H et de prendre f(|.[) = @.

Supposons dans toute la suite de ce paragraphe que H
soit un Hilbert de dimension infinie et que p soit une mesure
cylindrique sur H invariante par isométries; et soit o la
probabilité sur R+ telle que

(%) p(=) :f exp <—— —;— leu112> o(du), Vz € H.
R+
11 est facile de vérifier qu’on a alors la

Remarque 2. — Pour tout Ne Fy, on a:

() = [ sl (—1— AN) o (d) + Bo(Ax)s({0})

_ﬁ'f{gﬁs“[:x:) <- — 2> (ﬁ\/—;——ri%)t:)‘m] my (dx)

pour tout borehen Ay de H/NL.
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Nous déduisons immédiatement de cette remarque le

Lemme 1. — Soit p invariante par isométries sur H avec
dimH =4 o (dow (x)). Les assertions suivantes sont
alors équivalentes :

(a) o({0}) = 0;

(b) pour tout x non nul dans H, p(tz) > 0, quand
t—> -+ w;

(¢) p est cylindriguement équivalente a la mesure de Lebesgue;

(d) u est cylindriquement absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue.

Remarque 3. — Si dim H < + oo, (b) et (d) ne sont plus
équivalentes.

Nous sommes maintenant & méme de donner le résultat
principal sur les mesures cylindriques invariantes par isomé-
tries.

Tuatorime 1. — Soit H un Hilbert de dimension infinie,
E wun espace localement convexe séparé, u: H — E ULinéaire
faiblement continue et u une mesure cylindrique sur H inva-
riante par isométries et cylindriquement absolument continue
par rapport & la mesure de Lebesgue. Alors, les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

(1) u(n) est de Radon sur E;

(2) u(yu) est de Radon sur E.
[En particulier si E est un Banach, u(x) est de Radon
sur E (resp. sur o(E”, E’)) si et seulement si u(yu) est

de Radon sur E (resp. sur o(E", E')].

Ce théoréme est une conséquence presque immédiate du
lemme suivant :

Lemme 2. — Soit les hypothéses du théoréme ci-dessus;
donc { vérifie (x). Posons v = u(u) et A= u(yn). Alors,
pour toute partie A de E,

hatt— infng<—1—;N—1—X>; Ne grE,;
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ga: t—»l*(—i—A)

sont semi-continues inférieurement sur 10, oo,

(**) - inf wy(mA) = [ hu(t)o ().

NeF,
et

(**#) v¥(A) :j]‘o‘w[)\* <¥“i‘—> o (dt).

[La preuve de ce lemme est simple: en effet trivialement

et

(): inf wa(mmA) = inf 1N<_i TTNX>G (do);

Ne%, NeF J o, =l
et comme pour tout cylindre C de H, ¢t— yn <—1- C> est

continue sur 0, [, h, est semi-continue inférieurement
et 'on peut permuter signe intégrale et inf dans (1), grace au
lemme de Dini; d’ou (**); on a une preuve analogue pour (***).]

Compte tenu du corollaire 1 du n° 4 du § 1, le théoréme ci-
dessus implique le

Cororratre 1. — Sout les hypothéses du théoréme 1 ci-
dessus; supposons que u(n) soit de Radon sur E. Alors

supp (u(w)) = u(H).

Démonstration. — Supposons u(p) de Radon sur E;
donc u(yn) est de Radon d’aprés le théoréme ci-dessus et

uw(®) = [ ulr) (5 e (@),

pour tout borélien A de E. Nous en déduisons facilement
que:

supp (u(w)) > supp (u(yn)),

compte tenu du fait que supp (u(yu)) est un coéne de sommet
O; comme

u(H) = supp (u(w)),
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[vrai pour toute mesure cylindrique u’ sur H telle que
u(p’) soit de Radon sur E], le corollaire est alors une consé-
quence immédiate du corollaire 1 du n° 4 du § 1.

3. Mesure cylindrique gaussienne normale vy
sur un Hilbert H.

Comme dans le § 2 précédent, X =Y =H avec H
Hilbert réel; yu désignera la mesure cylindrique gaussienne
normale sur H et L: H—>L%Q, #, P) une fonction
aléatoire linéaire sur H associée & ym; pour toute partie S
de H, nous noterons VL(S) la borne supérieure latticielle
del’ensemble {|L(x)|;z e S} danslelattice complet L(Q, #,
P; R).

Sudakov ([1], [2]) a obtenu des conditions de yg-concentra-
tion cylindrique sur un disque fermé borné K de H au
moyen de l’épaisseur mizte de K, soit h(K).

Rappelons que s1 K < H est convexe, compacte et de
dimension finie,

WK) = V2 [ ox(2)1u (da),

ou o estla fonction d’appui de K dans H [c’est-a-dire
la fonction cylindrique z — sup {(z]y); y € K}]; ets1 K < H
est convexe et faiblement compacte, alors

h(K) = sup {h(C); C = K; dim C < o; C convexe compact}.
Donnons d’abord quelques propriétés de I’épaisseur mixte
(faciles & vérifier).

(1) Pour toute partie convexe faiblement compacte C de
H, h(C) est égal & I'épaisseur mixte de ’ensemble disqué

faiblement compact K = C—_ZLE;

(2) Pour toute partie disquée faiblement compacte K de H
h(K) = [ V(L(K)) dP;

1l est alors immédiat que, grace a la remarque 9 et au lemme
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1du§l,ona:

(3) 1 — y(eKo) = P{V(L(K)) > ¢} < h(K).

’

€

(4) S1 K est une partie disquée faiblement compacte de H
d’épaisseur mixte finte

MK) = [ PLVL(K)) > u} du = [[7 (1 — vh(uK?)) du;

alors, grace au théoréme de Lebesgue, on obtient
(5) [Sudakov]. — Si K est une partie disquée faiblement
compacte de H, d’épaisseur mixte finie,

— — (2 Ke
MK) _ tim 3f1 YH(‘ K>exp<—£>du
7

14 t>0 T t
et = K]
t>0 t

ol ym désigne la mesure cylindrique de Cauchy normale
sur H.

D’autre part, nous avons obtenu, grace a un lemme d’Ander-
son [1], le lemme suivant :

Lemme 1. — Soit E un espace localement convexe séparé,
u, et u, deux opérateurs linéaires faiblement continus de H
dans E tels que les transposés u; et u, vérifient:

lu(@)l > lus(2)l,  VaeE.
Alors, pour toute partie S de E' et tout réel t > 0, on a:

P{VL(u,(8)) > t} > P{VL(uy(S)) > t};
et donc

h(uy(C)) = h(uz(C)),
pour toute partie disquée compacte C de o(E’, E).

Remarque 1. — Grice & ce lemme, nous avons (si K < H
est disqué compact) :

1) Si ¢ est un opérateur linéaire continu de H

h(o(K)) < [¢lA(K);



22 " ALBERT BADRIKIAN ET SIMONE CHEVET

et par conséquent
2) Si P est un projecteur orthogonal de H

hPK) < K);

de plus, si P(H) est un sous-espace vectoriel fermé de H
de codimension finie, h(K) est finie si et seulement si h(PK)
est finle.

Remarque 2. — Gréce au lemme ci-dessus, nous retrouvons
le résultat suivant de Maurey [1]: soit H un Hilbert, E
un Banach, u:H — E linéaire continu; si u(yn) est de
Radon (d’ordre 1) sur o (E”, E’), toute probabilité cylin-
drique gaussienne y de type 1 sur H a une image u(y) de
Radon d’ordre 1 sur o(E”, E’) et

lu(v)ly < KylillyalD) = wl(ya)l-

Rappelons maintenant le résultat fondamental de Sudakov
sur les épaisseurs mixtes : si K est une partie disquée compacte

de H, alors:

(6) Pour que yy soit cylindriquement concentrée sur Ko, il
est nécessaire et suffisant que 1’épaisseur mixte de K soit finie;

(7) Pour que vi(«K©9) soit strictement positif pour tout
réel o > 0, il est nécessaire et suffisant qu’il existe une suite
croissante (P,) de projecteurs orthogonaux de H de rang
fini convergeant vers Idg et telle que la suite

(h(P+K)), [ou P} = Idg — P,]
converge vers zéro.

Remarque 3. — Notons que d’apres (3), la suffisance de (6)
est triviale; la nécessité de (6) n’est pas évidente; elle résulte
du fait qu’il existe deux réels o« > 0 et u, > 0 tels que

B 2
—%— < P{VL(K) > u,} =ﬁ%exp<— —g—)%,

ce qui implique, grice a un résultat de Landau-Shepp [1],
que l'on a aussi

P{VL(K) > u} <f°°exp<—‘—22> \/iit_, Vu > .
ou "
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Par contre (7) est trés facile & montrer grace a un résultat
de Dudley [2]; en effet d’aprés cet auteur, on a y3(«K°) > 0
pour tout réel a« > 0 si et seulement si, pour tout réel ¢ > 0,
la suite P{VL(P+K) > ¢}), converge vers zéro. Alors la
condition (7) est suffisante grace a (3); elle est d’autre part
nécessaire grice au théoréme de Lebesgue [qui est applicable
puisque

0 < P{VL(P{K) > u} < P{VL(K) > u}, Vu > 0, Vn]

On a appliqué les résultats (6) et (7) de Sudakov au cas des
p-ellipsoides de [2; on a alors obtenu le résultat suivant
(Chevet [2]):

Soit H = 2, (¢,), la base canonique de {3, p un nombre
dans ]1, o[, V, la boule unité fermée de I» et (a,), une
suite dans ¢, (avec de plus (a,), dans PBPC-2 s p > 2);
soit, pour tout entier n, P, le projecteur orthogonal de [
dont I'image est I’espace vectoriel engendré par les ¢, d’indice
1t €< n, soit E,. Alors

K= ap = {(a’nxn)n; (33,,),, € Vp}
est une partie disquée de 2 telle que

(3 <5 e () 1y

n n

<01‘1 %Jr -}-)17 — 1>; de plus, si h(3,) est finie,

h(Px3,) = h(3, N Et) = 0, s1 n - 4+ co.

Ce résultat est une conséquence simple du fait que la fonc-
tion d’appui de 3, N Ef dans [* est donnée par

‘dapnn,{-[(xn)n] = ( 2 |aixilpl)1/p" V(z,), € B

i<n

Du résultat ci-dessus, on déduit qu’on a équivalence des
trois conditions suivantes :

(1) (@), € 175
(1) ye est concentrée sur 3j;
(111) Ye(xdp) > 0, Va > 0.
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Cela donne, en plus parlant, qu’un opérateur compact
(@) = (@nn)n

de I* dans ¥ (avec 1 < p’ < ) transforme la mesure
cylindrique gaussienne normale sur ! en une probabilité
de Radon sur I”" (ou sur o(l?)", IP)) si et seulement si (a,),
appartient a [7; ce qui permet de retrouver un résultat de

Schwartz [1].
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