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POTENTIEL MARKOVIEN RÉCURRENT
DES CHAINES DE HARRIS

par Jacques NEVEU

1. Introduction.

Soit P == (P(^, A); x e E, A e €L) une probabilité de tran-
sition définie sur un espace mesurable (E, (9L) que sans res-
treindre essentiellement la généralité, nous pourrons supposer
séparable. Le point de départ de ce travail est alors d'étudier
les minorations du type U^(rç, dy) > a(x)m(dy) que peuvent
satisfaire les opérateurs de potentiel tabou

U,= S (PM.-^P ( / i :E^[0, l ] )
N

associés à P; nous notons M^ l'opération de multiplication
par la fonction A*. Par exemple pour une chaîne vérifiant
la condition de récurrence de Harris, nous trouverons qu'il
existe des fonctions strictement positives h telles que
U/»(rr, dy) ^ [L {dy) pour tout x e E, si (JL désigne la mesure
positive à-finie P-invariante dont l'existence a été démontrée
par Harris. Dans les conséquences que nous tirerons de ce
résultat, nous verrons que l'idée de considérer des potentiels
tabous par rapport à des fonctions plutôt que seulement par
rapport à des ensembles (comme les interprétations probabi-
listes en avaient donné l'habitude) simplifie notablement les
démonstrations et les idées.

Pour une chaîne de Harris, l'existence de fonctions stricte-
ment positives et « bornées au sens de Brunel » [1] résulte
immédiatement de la minoration ci-dessus. Nous montrerons
en fait beaucoup plus : les fonctions bornées positives f pour
lesquelles la fonction U^/' est bornée quel que soit l'ensemble
A non négligeable (fonctions « bornées » de Brunel) coïn-
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cident exactement avec les fonctions f telles que
Uô^(o;, dy) ^ m {dy) pour une mesure positive m^Q (== pour
une mesure m équivalente à la mesure invariante (A) si
6 est un réel > 0 bien choisi. Pour éviter la confusion entre
les fonctions bornées et les fonctions « bornées de Brunel »,
nous appellerons ces dernières les fonctions spéciales. Nous
pensons que le cône des fonctions spéciales est un cône très
important dans la théorie du potentiel récurrent.

Dans la dernière partie de ce travail nous montrons qu'une
chaîne de Harris admet des opérateurs de potentiel positifs
qui ont les bonnes propriétés; ils satisfont notamment à un
principe du balayage et à un principe du maximum. En outre
nous sommes à même de résoudre les équations de Poisson
u — Pu == f et v — Pv == x pour toute fonction f telle
que \f\ soit spéciale et que (J^/*) ==0 et pour toute mesure
bornée À de masse totale X(E) === 0 (les solutions sont essen-
tiellement uniques dans des espaces convenables).

Notations. — Dans toute la suite (E, (9L) désignera un espace
mesurable séparable. Toute mesure de transition positive
{T = T(o;, A); x e E, A e <9L}, sur (E, <9L), c'est-à-dire toute
famille mesurable (T(rc, .), rc e E) de mesures positives
(à-finies ou non) sur (E, CL} définit deux opérateurs f—^Tf
et X —> XT, opérant le premier sur les fonctions mesurables
f: E->R+ s= [0, oo ] et le second sur les mesures positives
((y-finies ou non) définies sur (E, (SI). Nous appellerons en
abrégé « opérateur positif » la donnée d'un tel T. Il est clair
que le produit Ti ... T\ de n opérateurs positifs ou la somme
dénombrable (finie ou infinie) ^ T^ d'opérateurs positifs

. . fc
sont encore des opérateurs positifs. Lorsque f est une fonction
mesurable positive et m une mesure positive sur (E, (9L),
nous noterons f (x) m l'opérateur positif associé à la mesure
de transition

f ® mÇx, dy) = f{x)m {dy).

Dans toute la suite nous nous donnerons aussi une probabilité
de transition P sur (E, 0L) et l'opérateur positif markovien
qui lui est associé.

Nous noterons dorénavant H l'ensemble des fonctions
réelles mesurables h: (E, <9L) -> [0, 1]. Si h e H, nous dési-
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gnerons par M^ l'opérateur de multiplication par la fonction
h qui opère à droite sur les fonctions positives et à gauche
sur les mesures positives suivant les formules

M,(/1) =fh, mM^h.m

où h. m désigne la mesure de densité h par rapport à m.
Nous écrirons MA au lieu de Mi^ lorsque A e (SI.

Lorsqu'il s'agira d'interprétations probabilistes, (X^, n (= N)
désignera la suite des applications coordonnées de (E, 01)^
dans (E, dl) et P^(rc e E) désignera la probabilité unique
sur (E, 0)^ pour laquelle (X^ n e N) soit une chaîne de
Markov d'état initial x et de probabilité de transition P. [9].

2. Les opérateurs U .̂

L'objet de ce paragraphe est de passer rapidement en revue
les propriétés des opérateurs positifs U^ définis pour toute
fonction h e H par

U, = S (PMi_,)»P = S P(Mi^P)''.
N N

II est facile de vérifier que ces opérateurs admettent l'inter-
prétation probabiliste suivante
IV(^) = E, (J^ (1 - A(X,))(1 ~ A(X,)) ... (1 - A(X^))/TO).

Lorsque h = IA (A e ÛL) et à condition d'écrire UA au lieu
de Ui^, cette formule se réduit à

"^^•LV™)
où v^ désigne le premier instant n e N* auquel X^ e A
(^i =00 si X^ ^ A pour tout n e N*).

Les études de potentiel markovien introduisent une foule
d'opérateurs (que chaque auteur note à sa manière!) qui
peuvent tous se déduire des opérateurs UA$ nous pensons
notamment aux opérateurs de balayage, de cobalayage,
opérateurs de transition des chaînes induites, etc... Nous
croyons que les opérateurs UA sont les plus « fondamentaux »
de tous ces opérateurs, car ce sont eux qui vérifient les équa-
tions les plus simples, à savoir les équations de la proposition
11.1. ci-dessous.
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Lorsque h = 1, l'opérateur U^ se réduit à P. Lorsque
/i = 0, l'opérateur Uo est à l'addition de l'opérateur iden-
tique 1 près, égal à l'opérateur potentiel de la chaîne :

i + U o = = s P".
N̂

La proposition suivante montre comment les opérateurs
U^ dépendent de h{h e H).

PROPOSITION 2.1. — Quelles que soient les fonctions h, k e H
telles que h ^ /c, les opérateurs V^ et U^ qui leur sont associés
vérifient l'égalité

u. = s (W^u, E= s U^M^U^.
N N

Ces opérateurs vérifient donc les « équations résolvantes »

V, = U, + UfcM,_,,U, = U, + U,M,_,,U,,.
Ici comme dans toute la suite, nous prendrons soin de

n'écrire jamais que des relations additives entre opérateurs
positifs de manière à éviter d'introduire des expressions
indéterminées + °o — oo ; cela simplifie beaucoup les
énoncés et les démonstrations.

Démonstration. — Les égalités de cette proposition sont des
cas particuliers des formules du lemme élémentaire suivant.

LEMME 2.2. — 5i Q et A sont deux opérateurs positifs sur
(E, <9L), l'opérateur S défini par S == ^ (QA)"Q vérifie
la double égalité N

S == Q + QAS = Q + SAQ.

De plus si B est un troisième opérateur positif sur (E, <St),
alors

^ (SB)"S = S [Q(A + B)]^.
N N

II suffit d'écrire que par définition

S = Q + S (QA^Q
N

pour voir que S == Q + QAS. Comme S s'écrit encore
S = ^ Q(AQ)", il est clair que nous avons aussi
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S = Q + SAQ. Pour démontrer la deuxième égalité du
lemme, il suffit d'écrire que pour tout n e N
(QA + QB)"Q

S ((QA^BaQA^B ... B((QA)^Q)
fc, no» — ,»»A.€N

fc-+-»»o-+--"+n^=n

et de sommer ensuite sur n(n e N) ; en échangeant l'ordre
des sommations, ce qui est permis parce que tous les opérateurs
considérés sont positifs, nous obtenons que

S (QA + QB)»Q = S S ((QA^B ... ((QA)^Q)
N fc€N no, ...,n^€N

= 2 (SB)^.
AGN

Le lemme est ainsi démontré. Sa seconde égalité appliquée
à Q = P, A == Mi_fc et B = M^ donne la première égalité
de la proposition. Ses premières égalités appliquées à Q == U^,
A = Mfc-h donnent les équations résolvantes de la proposition. |

Lorsque h = 6/c(6 e [0, 1]), la première formule de la
proposition ci-dessus s'écrit

Ue, = S (1 - e^UA)^ {k e H; 6 e [0, 1]).
N

PROPOSITION 2.3. — Soit P une probabilité de transition
sur (E, (9L) et soit f une fonction P-excessi^e, c^est-à-dire
une fonction mesurable f: E-> R^. telle que Pf ^ f. Alors
U^Mh/ < f pour tout h e H et

U,AV < U^AV ^ f si h < k (h, k e H).

Un résultat analogue est valable pour les mesures P-exces-
sives.

Démonstration. — II suffira de démontrer que si f: E ->~R+
est une fonction mesurable telle que VjMkf < f pour une
fonction k e H donnée, alors VfMnf ^ U^M^/* pour tout
h e H, h ^ /c. En effet pour /c = 1, ce résultat constitue
la première partie de la proposition; ensuite pour k quel-
conque il fournit la seconde inégalité de la proposition.

L'inégalité V^f ^ f entraîne que

^{V^U^VMf) + (U,M^)PU,M^) < U,M,(f) ^ f
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pour tout p e N*. Montrons-le en procédant par récurrence
sur p. Pour p == 1, l'inégalité se réduit à l'hypothèse;
d'autre part, si elle est vraie pour la valeur p du paramètre,
nous obtenons en multipliant les membres extrêmes à gauche
par UfcMfc-^ et en additionnant le résultat à U^M^(/*), que:

U»Mh(n + S {V,M,.^VMf) + (U.M^^U.M,^)
< U,M,(/-) + V,M^{f)
== vw < f.

La récurrence est ainsi établie. En faisant tendre p f o o ,
nous trouvons que

U,X(/~) = S (U,X_^)'>U,Mh(/•) < V,M,(f)
N

grâce à la formule de la proposition 1. |
II résulte en particulier de la proposition précédente que

Uh(A) ^ 1 et que V^W croît avec h[h e H) $ nous nous
servirons plusieurs fois de ce double résultat. Notons qu'il
entraîne le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.4. — Pour toute fonction h e H telle que
inf h > 0, nous avons V^{h) = 1.
E

Par contre il n'est pas nécessairement vrai que V^{h) = 1
lorsque h == IA (A e (SI, A ^ E) puisque U^IA est la proba-
bilité P.(v^ < oo ) d'entrée dans A après 0.

Démonstration. — Puisque U^(A) croît avec h et est majo-
rée par 1, il suffit de démontrer le corollaire lorsque h est
constante et non nulle, soit h = 9 avec 6 6 ]0, ij. Mais
dans ce cas évidemment

Ue(l) = ̂  (1 - e)71?^11 = s (i - e)" = e-1
N N

de sorte que Ue(0) ==1. |

3. Chaînes irréductibles.

L'objet de ce paragraphe est d'établir que pour toute proba-
bilité de transition irréductible (définition 1 ci-dessous), il
existe une fonction strictement positive HQ au moins pour



POTENTIEL MARKOVIEN RÉCURRENT DES CHAINES DE BARRIS 91

laquelle l'opérateur U^ soit minoré par U^(Ao) ® m^ pour
une mesure positive mo ^ 0. Suivant que U^(Ao) est ou
non p.p. égale à 1, nous verrons que la chaîne est récurrente
ou transitoire.

DÉFINITION 3.1. — Une probabilité de transition P définie
sur un espace mesurable (E, (SI) est dite irréductible par rapport
à une mesure positive à-finie m définie sur (E) (9L) si
m < Uo(^, .) pour tout x e E.

Puisque Uo == ^ P^ la condition de cette définition
exprime que pour tout x e E et tout A e <9L de mesure
w(A) > 0, il existe un n e N* tel que Pn(rc, A) > 0.

Voici alors le point de départ des résultats ultérieurs de
ce travail.

THÉORÈME 3.2. — Soit P une probabilité de transition sur
(E, (9L), irréductible par rapport à la mesure positive à-finie m.
Il existe alors une fonction ho 6 H strictement positive sur E
et une mesure positive m^ équivalente à la mesure m telle que

U,, > U^(Ao) ® ^o-

Démonstration. — Puisque UQ = S (1 — O)71?^1 par
N

définition, il est facile de voir que la m-irréductibilité de la
probabilité de transition P entraîne que

m < Ue(a;, .) pour tout x e E et tout 6 6 [0, 1[.

D'autre part quitte à remplacer la mesure m par une mesure
f.m où f > 0, nous pourrons supposer que la mesure (y-finie
m est en fait une probabilité sur E ; nous ne changerons pas
ainsi les ensembles m-négligeables, ce qui est la seule chose
qui compte dans ce qui précède.

L'hypothèse de séparabilité de l'espace mesurable (E, 0L)
permet de trouver pour tout 6 e [0, 1] une fonction mesu-
rable pQ : (E2, <9L2®) -> R^ telle que pour tout x e E, pe(^î 9)m

soit la partie absolument continue par rapport à m de la
mesure Ue(x, .). La propriété d'irréductibilité m < Ue(^, .)
entraîne alors que pe(^? •) > 0(m)-presque partout sur E;
en ajoutant éventuellement à la fonction pQ la fonction
l|p==oi dont les sections sont m-négligeables, nous pourrons
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supposer dorénavant que la fonction pe est strictement
positive sur tout E2.

Nous avons ainsi déduit de l'hypothèse d'irréductibilité
de la probabilité de transition P qu'il existait une fonction
mesurable strictement positive sur E2 telle que

V^(x, .) ^ p6(^î •)w pour tout x e E

(0 ^ 6 < 1). Ce résultat est bien connu mais par contre
il ne semble pas qu'il ait été remarqué que cette minoration
pouvait être améliorée de la manière suivante.

PROPOSITION 3.3. — Si P est m-irréductible^ il existe pour
tout 6 e [0, 1[ deux fonctions mesurables strictement positives
sur (E, (SI), soient OQ et &Q, telles que

Ue ^ OQ ® b^m.

Remarque. — II importe d'observer à propos de cette propo-
sition qu'une fonction mesurable p strictement positive sur
(E2, (9L20) n'est pas minorable en général par une fonction
de la forme a 0 b où a et b sont strictement positives ;
pour s'en convaincre il suffit de considérer l'exemple de la
fonction borélienne p{x, y) = \x — y\ + ^\x=y\ sur [0, l]2.
Néanmoins lorsque E = N (donc aussi lorsque E est dénom-
brable) toute fonction strictement positive p sur E2 est
minorée par exemple par le produit a (x) b des fonctions
strictement positives que l'on obtient en posant

a{x) = min (1, p(x, 0), p{x, 1), ... p(x, x))
b{y) = min (1, p(0, y), p(l, y), ... p(y, y)) {x, y e N).

La démonstration de la proposition précédente s'appuie
sur le résultat suivant, dont la démonstration s'inspire du
travail de Harris [4].

LEMME 3.4. — Soit (E, (9L, m) un espace de probabilité et
soient p^ p^ deux fonctions mesurables strictement positives
définies sur (E2, OL2®). Alors la fonction mesurable q définie
sur (E, CL)2 par la formule

q{x, z) = f^pi{x, y}p^y, z} dm{y)
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est non seulement strictement positive sur E2, mais elle admet
même une minoration de la forme

q > a ® b {soit q(x, z) ^ a(x)b{z))

pour deux fonctions mesurables strictement positives a, b définies
sur (E, <9L).

En effet pour tout x fixé, la, stricte positivité de la fonction
pi(rr, .) sur E entraîne que

/ i \
m(p^{x), . ^ — ) ^ 1 lorsque / c ^ o o ;

\ k 1

désignons alors par kÇx) le plus petit entier ^ 1 tel que

^(^•^/è))^
Comme la fonction de x définie par la probabilité
m(pi(a?, .) ^ l//c) est mesurable sur (E, (SI), il est clair que

^
k{. ) : E —^ N* est mesurable. En posant a{x) = y—:» nous

k(x)
avons donc construit une fonction mesurable strictement
positive sur (E, 0L) telle que m(p^(x, .) ^ a{x)} ^ 3/4 pour
tout x e E.

De manière analogue nous pouvons construire une fonction
mesurable strictement positive b sur (E, (9L) telle que
m{p^{., z) ^ &(z)) ^ 3/4 pour tout z e E. Mais alors nous
pouvons écrire pour tout couple rc, z e E2 que :

^? ^== f^p1^9 v^p^y^ ^ dm^
^ f^^w,p^,^w P^ V^P^ z) d^v)
^ a{x)h{z)m[p^x, .) ^ a[x), p^., z ) ^ b{z))

^
^ —a{x)b{z)

et le lemme 4 est ainsi démontré à condition de remplacer
aa par y

La proposition 3 découle immédiatement du lemme 4 que
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nous venons de démontrer et de l'équation résolvante. En
effet si 6 est un réel de [0, 1[, choisissons un réel 6' tel que
6 < 6' < 1; puisque

Ue(a?, .) > p^x, .)m et UQ» {x, .) ^ p^[x, .)m

pour des fonctions strictement positives pQ et p^ sur E2,
l'équation résolvante montre que

Ue > (6' - e)UeUe,
^ (6' - 6) f pe(., y}p^y, •) <Mt/).m

et d'après le lemme 4 il existe donc des fonctions mesurables
strictement positives 09 et 60 sur (E, 0L) telles que

UQ ^ OQ ® &9.m.

Achevons maintenant la démonstration du théorème 2.
A cet effet fixons-nous un 6 dans ]0, 1[$ en remplaçant

( û \
éventuellement la fonction 09 par min —9 a^ nous

/ .pouvons supposer que la fonction strictement positive 09
n

vérifie l'inégalité 09 ^ -7-. Posons ho == 09. L'équation
A

résolvante entraîne alors que

U,.^ UJMe-JJe^ -j-UJJe
û

puisque ^o ^ "o~» P811* conséquent2i

UA. > ^-U^(/io ®&e."î)
A

et il reste à poser rrio = --- 69. m, pour que l'inégalité
^

U^ > Uy,^(/io) ® yyiQ soit démontrée. D'après ce qui précède
hç est strictement positive sur E et la mesure mo est
équivalente à m puisque 69 est strictement positive. |

N. JAIN et B. JAMISON ont montré qu'une probabilité de
transition m-irréductible était ou bien transitoire ou bien
récurrente module un ensemble négligeable. Nous reprenons
la démonstration de ce résultat en partant du théorème 2.
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PROPOSITION 3.5. — Soit P une probabilité de transition
sur (E, (SI), irréductible relativement à la mesure positive
c-finie m. Alors deux cas seulement sont possibles :

1) I I existe une fonction mesurable strictement positive h^
sur (E, (9L) dont le potentiel UAo soit une fonction bornée
sur E ;

2) II existe un sous-ensemble mesurable E* de E tel que

a) m{{E^Y) =0, b) P(., E^) = i sur E*

et tel que pour la probabilité de transition P* obtenue en
restreignant P à E*, il existe une fonction mesurable
h^ : E* —> [0, 1] jouissant des trois propriétés suivantes

a) /^ > 0 sur E*, 6) U^(/i$) == 1 sur E^, c) U^* ^ 1 ® m*

pour iwe mesure positive m* équivalente à m.
Le cas (1) est appelé le cas transitoire : Fintégrabilité de

la v.a. positive ^ Ao(XJ par rapport à toutes les probabilités
N*Ps,{x e E) entraîne que la chaîne ne visite p.s. qu'un nombre

fini de fois chacun des ensembles A^ == {7^ > l/^} ; or
A/g + E lorsque k ^ oo. Nous verrons au paragraphe
suivant que le cas (2) correspond à celui d'une chaîne récurrente
au sens de Harris, sur E* : pour tout x e E* et tout A
de mesure m(A) > 0, nous montrerons que

P.(S I A ( X J = O O ) = I .
Démonstration. — Soit HQ une fonction de H jouissant des

propriétés énoncées dans le théorème 2. Nous pouvons supposer
en outre que Ao < 1 sur E car la fonction construite dans
ce théorème jouit effectivement de cette propriété. Nous
distinguerons alors deux cas, suivant que la fonction U^(Ao)
est égale à 1 m-presque partout ou non.

1) Si la fonction positive 1 — U/J^o) n'est pas m-négli-
geable, le nombre réel c == mo(Ao(l -— U^(Ao))) est strictement
positif puisque h^ > 0 sur E et puisque les mesures m^
et m sont équivalentes. Alors

(U,MJ1 - (U/JM^l == U,M/J1 ̂  UJAo))
^ HJAo)c
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d'après l'inégalité U^ ^ Uyj^o) ® ̂  vérifiée par l'opérateur
U^. Ceci peut encore s'écrire

(UJ\V1 < (1 - c)(U,MJl.

Par itération, il vient

(U,M^1 < (1 - cnU.MJl (M G N)

et l'équation résolvante permet alors de majorer le potentiel
Vho de Ao comme suit

UAo= § (U^M^UJAo)
== S (UA)^I

N

< A- UJAo) ^ ̂

Nous avons démontré que ce potentiel Vho est borné sur E.
2) Si la fonction U/JAo) est égale à 1 m-presque partout,

l'ensemble mesurable E* = (U^(/io) = 1) est m-plein. L'équa-
tion résolvante U^ = P + PMi_^U^ entraîne d'autre part
que

1 - l\(/to) = 1 - P(^o + (1 - ̂ o)U/JAo))
=P((l-Ao)(l-U^o)));

le premier membre s'annule en tout point x e E* et pour
un tel x P{x, .) ne peut donc charger que l'ensemble

{(1 - Ao)(l - U^o)) = 0}
qui coïncide avec E* puisque Ao < 1 sur E. Nous avons
ainsi démontré que P(., E*) = 1 sur E*.

Cette dernière propriété entraîne que la restriction P*
de P à E* est encore une probabilité de transition et il est
facile de voir que les opérateurs U^ admettent les U^*
comme restrictions à E* si h* est la restriction de h à E*.
La restriction h^ de h^ à E* et la restriction m^ de m^
à E* jouissant alors manifestement des propriétés (a, &, c)
énoncées dans la proposition. |

Terminons ce paragraphe par l'énoncé d'un résultat
concernant l'existence de mesures (y-finies P-invariantes dans le
cas d'une chaîne transitoire.
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PROPOSITION 3.6. — Soit P une probabilité de transition
sur (E, (9L), irréductible relativement à la mesure positive
à-finie m. Supposons que le premier cas de l'alternative de
la proposition 5 soit réalisé et désignons par ho une fonction
strictement positive de H telle que

l\ ^ V^(ho) ® m,

et que Vho soit bornée sur E.
Alors les mesures positives à-finies [L qui sont P-invariantes

coïncident bi-univoquement avec les mesures de la forme

x + xMJJo
où À est une mesure positive telle que X(Ao.UoAo) < oo et que
XM^P = X.

L'intérêt de cette proposition par rapport aux résultats
existant dans la littérature, nous semble tenir dans le fait que
la mesure P-invariante pi est supposée à-finie sans plus,
c'est-à-dire sans que nous nous donnions à l'avance aucun
ensemble sur lequel [JL soit finie. Notons en effet que si p.
est à-finie et P-invariante, nous montrons dans la démonstra-
tion ci-dessous que automatiquement ^(^o-U/J/^)) < oo.
(D'ailleurs la démonstration qui suit serait beaucoup plus
courte s'il n'y avait à être très précis en ce qui concerne les
finitudes).

Démonstration. — Toute mesure [L de la forme
^ == X + XM/JLJo est positive et <r-finie si À est une mesure
positive telle que X(/io.UoAo) < oo ; en effet la mesure X
est à-finie car la fonction ho.Vo^o est strictement positive
sur E et la mesure XM^U est à-finie car

(ÀM,Uo)Ao=À(Ao.Uo^o)
est fini, alors que ho est strictement positive sur E. De plus
l'invariance de À par Mi_/JP entraîne celle de (A par P
car :

^P = XP + XMJJP
- xMi-,P + ^M/JP + UoP)
= \ + xM^Uo

puisque P + UoP = Uo.
Inversement si la mesure positive ^ est P-invariante,
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la proposition 2.3 appliquée aux mesures montre que
(JL > (iM/JU^; si (i est à-finie, il existe alors une et une seule
mesure positive X telle que

p. == P-M^U^ + X.
Il est facile de déduire de cette unicité que X == XMi-^P;
nous avons en effet :

(, = ̂ p = ̂ M,P + ^Mi-,P
= tiM,P + (^MJ\ + À)M,-,P
= t.M^(P + U,Mi.,P) + XM^P
= (.M^U^ + ÀMi-,P

en vertu de l'équation résolvante.
La minoration U^ > U^(Ao) ® mo entraîne que

(X > tiM,^ ^ ^(^O.UJ/lo))^0;

puisque la mesure positive m^ n'est pas identiquement nulle,
la mesure (JL ne peut être cr-fmie et vérifier l'inégalité précé-
dente que si l'intégrale [L{ho .U/JAo)) est finie. Grâce à l'iné-
galité

(U^MJ^l < c»U^(Ao) où c < i

de la démonstration de la proposition 3.5, cela entraîne que
(X(MJJ,,)"+^) = ^(^.(U^MJ^l)

< ^(Ao.UJA,))

décroît vers 0 lorsque n ^ oo . Mais alors l'égalité de définition
de la mesure À, qui entraîne par itération que

(x = ̂ (MJ\)^ + ^ Ê (MA)-
0

implique que

v- = ̂  S (MA)»
n€N

= À + XM^ Ç UJM,.U^)'" = x + ^M^Uo.

Enfin, cette égalité et l'équation résolvante montrent que

lx(Ao.U^))=(xM,U^)
= (x + xM,,Uo)M,,U,^o)
== xMJUo(^o))

ce qui implique que X(/io.Uo(/io)) < oo. |
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4. Chaînes de Harris et fonctions « spéciales ».

Le premier objet de ce paragraphe est d'étudier les chaînes
de Markov pour lesquelles l'opérateur U^ est minoré par
une expression de la forme 1 (x) mo, pour une fonction stricte-
ment positive HQ au moins. Nous déduirons de la proposition
suivante que ces chaînes sont exactement celles qui remplissent
la condition de Harris.

PROPOSITION 4.1. — Soit P une probabilité de transition
sur Vespace mesurable (E, dt). Soit h^ 6 H une fonction telle
que

a) ho > 0 sur E, fc) U/J/io) ==1, c) U^ > 1 ® m^

pour une mesure positive m^ sur (E, (9L) distincte de 0.
Alors il existe une mesure positive P-invariante (A telle que

[x.[ho) == 1 et que [L > m. JSn outré

U^)=l, {f.V.)Vf==y.

pour toute fonction f e H gui n'e^ pa5 [L-négligeable.
Enfin p. e^t d un^ constante multiplicative près, la seule

mesure positive c-finie telle que (A ^ ^P.

Démonstration. — 1) Nous commencerons par démontrer
que l'opérateur U^M^ qui est markovien en vertu de l'hypo-
thèse (fc) possède une probabilité invariante. Nous nous
appuierons à cet effet sur le lemme classique suivant.

LEMME 4.2. — Toute probabilité de transition Q sur Vespace
mesurable (E, Et) définit un opérateur linéaire de norme 1
sur Vespace de Banach des mesures bornées sur (E, (9L) ; cet
opérateur laisse invariant le sous-espace fermé

Mo == {m: m(E) =0}

de M. Lorsque la norme A de la restriction de Vopèrateur
Q A Mo est strictement inférieure à 1, il existe une probabilité
(^"invariante unique sur (E, (SI), soit v; en outre pour tout
x e E, nous avons

HQ"^, .) — v[ j ^ 2A"-^0 lorsque n foo .
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La première partie de ce lemme est bien connue. Ensuite
si m est une probabilité sur (E, ÛL) et si l e N, la mesure
m — mQ1 appartient à Mo et possède une norme au plus
égale à 2; l'hypothèse entraîne donc que

llmQ" — mQ^H = ||(m — mQ^Q")] ^ 2A71 {l, n e N)

de sorte que (mQ", n 6 N) est une suite de Cauchy dans
l'espace de Banach M. La limite v === lim mQ" de cette
suite vérifie alors l'inégalité n

HmQ71 — v|| ^ 2A" {ne N)

et est évidemment invariante par l'opérateur Q; en outre
cette limite ne dépend pas de la probabilité m choisie, puisque
si m' est une autre probabilité sur (E, 0L)

[ iTn'Q7 1—^ = | |(m'— v)Q"|| ^ 2A71-> 0 lorsque n f o o .

Il est clair que v est l'unique probabilité Q-invariante sur
(E, a).

Le lemme précédent s'applique en particulier à toute proba-
bilité de transition Q telle que Q ^ i (x) mo pour une mesure
positive non-nulle mo sur E; la norme A de Q sur Mo
est en effet majorée par 1 — mo(E) < 1 puisque l'égalité
mQ == m(Q — 1 (x) mo) valable pour toute mesure m de Mo
entraîne que

Mil ^ MKQ - i ® 0(1) = 11^11(1 - ^o(E)) (m e Mo),
l'opérateur Q — 1 0 mo étant positif. En outre la mesure
Q-invariante v dont le lemme précédent affirme l'existence,
est telle que v ^ mo, puisque

v = vQ ^ v(l 0 mo) == mo.

Si AO est une fonction de H vérifiant les hypothèses
(a, fc, c) de la proposition, l'opérateur U^M/^ est markovien
et minoré par l ( x ) A o . m o ; comme mo(Ao) ^ 0, le lemme
précédent montre que cet opérateur admet une probabilité
invariante v qui d'après la remarque précédente est telle
v > hQ.niQ, Ce lemme montre aussi que

IKU.MJ1^, .) - v|| < 2(1 - ̂ ^(E^-^O
lorsque n f o o , quel que soit x e E.
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1 .2) Posons (JL === — v, ce qui donne une mesure positive
ho

à-finie sur (E, (9L) puisque la fonction ho est strictement
positive sur E; nous avons ^(^o) = ̂ (1) == 1 et ^ ^ m^
car v ^ ^o^o- L'invariance v ==== ^(U^M^) peut encore
s'écrire (JL == vU^. L'équation résolvante (proposition 2.1)
U^ == P 4" U^Mi_^P entraîne alors que [L est P-invariante
car

(. = vU,, - vP + vU^_,P
= ( A o p . + ( l - A o ) . ^ ) P = ^ P .

3) Montrons ensuite que Uf(/*) === 1 pour toute fonction
f E H telle que ^(f) ^ 0. Comme U^(/*) décroît avec /*
et comme la fonction ho est strictement positive, il suffit de
montrer cette égalité lorsque f ̂  ho (en effet pour toute
fonction f e H, nous avons U/'y) < U^(/*) ^ 1 si
ff=f^ho et îx(f) ^0 si pL(/*) > 0).

Or si fe H est majorée par Ao, l'équation résolvante de
la proposition 2.1. montre que

W) = v^n + U^((AO - nw)).
Comme l'égalité 1 == U^(Ao) peut encore s'écrire

1 = v^f) + u,^o - /•),
la différence des deux égalités précédentes montre que la
fonction g = 1 — Uf(^) qui prend ses valeurs dans [0, 1]
vérifie l'équation g = U^((AO - f)g).
Cette équation entraîne d'abord que g ^ (U^M/jg et donc
que g ^ (U^M^g pour tout n e N ; la convergence forte
des mesures (U^M^)"^ .) vers la probabilité v que nous
avons établie dans le lemme 5.2. implique donc que

g ^ v(g) sur E.

L'équation vérifiée par g montre alors que

g < l\(A, - />(g)
et donc, puisque vU^(Ao — f) == v(l — Vhf) = 1 — [i{f),
que .(g) < (i - (.(n)v(g).
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Si [L(f) ̂  0, cela n'est possible que si v(g)=0 et alors la fonc-
tion positive g qui est majorée par la constante v(g) est
identiquement nulle. L'égalité U//*) = 1 est ainsi établie
lorsque (JL(/*) =7^ 0.

4) La démonstration de l'égalité (/*.^)U/ = [L lorsque f
est une fonction de H telle que (Ji(/1) ^ 0 suit de très près
la démonstration de l'égalité U//*) == 1 que nous venons
de faire. D'abord, d'après la proposition 2.3. traduite à des
mesures excessives l'inégalité (JiP ^ ^ (qui est en fait une
égalité) implique que (/'.pOUy ^ (JL pour toute fonction f ç H
et que en outre les mesures (/'.^Uy croissent avec f{f G H).
Nous pouvons donc nous contenter d'établir l'égalité
(/*.^)Uy== (A lorsque la fonction f est majorée par ho. (En
effet (f.(i)U^ ^ {f^)Vf ̂  si f == f A Ao et ^(f) > 0
si (x(/*) > 0).

Lorsque jfe H est majorée par Ao, l'équation résolvante
montre que

(MU,= (MU^ + (/•.^U.M^U^
et comme l'équation [L = (Ao.(Ji)U^ s'écrit encore

^ == (/'.^U^ + (.M^U^
nous voyons que la mesure positive \ = ̂  — (/'.^Uy vérifie
l'équation ^-((^-n.^u^.
Puisque U/JAo) = 1, cette équation entraîne d'abord que
X(/ig) == À(Ao — /*); comme X(Ao) est fini puisque

W ^ ^(go) - 1,

nous voyons que \{f) = 0. La mesure f.\ est donc nulle
et l'équation précédente s'écrit encore X = (Ao .X)U^ . Donc

A o . X = ( A o . X ) U , M ^

et comme v = /IO.(A est l'unique probabilité (U/JVI/J-inva-
riante, nous trouvons que ho.\ = c/io.p., donc que X = C.(JL
pour une constante c ^ 0. Mais cette constante doit être
nulle puisque nous savons que \{f) =0 et que nous avons
supposé que ^{f) =^ 0; nous avons ainsi démontré que
X = 0, c'est-à-dire que (f.^Uy^ (A si (Ji(/1) ^ 0.
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5) II reste à démontrer l'unicité de pi. Soit donc X une
mesure positive et c-finie sur (E, (9L) telle que À ^ XP.

La proposition 2.3. (traduite aux mesures excessives)
montre que X ^ ^M/JL^ pour tout h e H et donc que en
particulier

À ^ (Ao.^)U^ > ^0)^0

(grâce à l'inégalité U/^ ^ 1 (x) mo). Puisque X est <r-finie
et que mo n'est pas nulle, l'inégalité entre les membres
extrêmes entraîne que X(^o) < oo ; la mesure Ao .À est donc
finie et l'inégalité

A O . À ^ (fto.x)U,M^
qu'elle vérifie ne peut être en fait qu'une égalité puisque ses
deux membres ont la même masse totale X(Ao) < + °o-
Or HQ . [L est la seule probabilité invariante par U/^M^ de
sorte que

A O . À = X(/I())AO.(JI;

il s'en suit que X = ^(^0)^ puisque hy est strictement
positive. |

PROPOSITION 4.3. — Soit P une probabilité de transition
sur V espace mesurable (E, (fl) et soit m une mesure positive
G-finie sur cet espace. Pour qu^il existe alors une fonction HQ e H
telle que

a) ho > 0 sur E, b) V^{ho) = 1 sur E, c) U^ ^ 1 ® mo
pour ime mesure positive m^ équivalente à m, i( /aut et il
suffit que la condition de Harris

UA(IA) = i sur E si m(A) 7^ 0

soit satisfaite.

Démonstration. — La condition nécessaire est une consé-
quence de la proposition 1 puisque cette proposition montre
même que l'existence de h^ entraîne que UA(IA) = 1 s111* E
pour tout ensemble A non négligeable pour la mesure inva-
riante (A (qui domine m).

La condition de Harris entraîne que U^(A) = 1 sur E
pour toute fonction h e H qui n'est pas m-négligeable. En
effet comme Uy,(/i) croît avec h(h G H), il suffit de démontrer
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l'égalité précédente lorsque h = 61^ pour un réel 6 e )0, 1)
et un ensemble A e CL de mesure m(A) =^ 0. (En effet
A ^ 61^ ^Q) et si m(/i) •=fc 0, tous les ensembles (A ^ 6) ne
peuvent être m-négligeables). Or

Uei, == S (1 - e^UAM^UA
N

d'après l'équation résolvante (corollaire 2.2) et par conséquent
la condition de Harris entraîne que

UeijelA) = e s (i - O^UJM^I = e s (l - e)" = i
N N

si m(A) ^ 0.
Nous avons ainsi démontré que U/^(/i) == 1 pour tout

h e H qui n'est pas m-négligeable. Il reste alors à appliquer
la proposition 3.2., ce qui est permis puisque toute probabilité
de transition vérifiant la condition de Harris relativement à
la mesure m est nécessairement m-irréductible .(En effet si
a; 6 E et A e (SI sont tels que Uo(^, A) == 0, alors
UA(^, A) = 0 car UA ^ U et d'après la condition de Harris,
cela implique que m(A) = 0; donc m < V{x, .) pour tout
a;eE).

La proposition 4.3 précédente montre notamment que pour
toute probabilité de transition P vérifiant la condition de
Harris relativement à la mesure m, il existe une fonction
ho e H strictement positive telle que V^ ^ 1 ® niç pour
une mesure mç équivalente à m. Ce résultat peut être
amélioré de la manière suivante.

PROPOSITION 4.4. — Soit P une probabilité de transition
sur (E, <9L) vérifiant la condition de Harris et soit [L la mesure
a-finie P'iwariante qui lui est associée. Il existe alors au moins
une fonction h^ e H, strictement positive sur E telle que

U^ ^ 1 ® (JL.

Démonstration. — Soit P une probabilité de transition
sur (E, <9L) vérifiant la condition UA^A :== 1 pour tout A e(5L
de mesure m(A) > 0. Les propositions 3 et 1 montrent alors
que V^(h) = 1 si h e H n'est pas {A-négligeable, donc P
vérifie la condition de Harris relativement à la mesure inva-
riante [JL. La proposition 3 implique donc qu'il existe une
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fonction strictement positive /CQ £ H et une mesure [LQ
équivalente à (A telle que U^ ^ 1 ® (AO.

Puisque les mesures (AO et (JL sont équivalentes, il existe
une fonction mesurable strictement positive f telle que
^ == ^.(A. Posons alors

z, _ L /
^ - ^o î-^y

Cette fonction Ai appartient à H, est strictement positive
sur E et puisque h^ < ko F équation résolvante entraîne que

U,, ^ U,M^_,U^
^ 1 ® ((/co - h,).^)V^ = 1 ® (/^)l\

^
car (A-o — Ai)(Ao = ^o , . ̂ o == ̂  ; mais (fci. (A)U^ = (A

en vertu de la proposition 4.1 puisque (i(^i) 7^ 0 et nous
avons donc démontré que U^ ^ 1 (x) (JL. |

La suite de ce paragraphe est consacrée à l'étude d'un cône
de fonctions que nous croyons très importantes. Ces fonc-
tions ont déjà été considérées de manière systématique par
A. Brunel [1].

DÉFINITION 4.5. — Soit P une probabilité de transition
sur (E. (SI) vérifiant la condition de Harris et soit (JL sa mesure
invariante associée. Une fonction mesurable positive f: E —> R^_
sera dite spéciale si pour toute fonction h e H telle que (Ji(/i) -^ 0,
la fonction Uy,/* est bornée sur E. Nous noterons S Vensemble
de ces fonctions spéciales.

Il est clair que S est un sous-cône convexe héréditaire
du cône des fonctions mesurables positives et finies définies
sur (E, (9L). De plus toute fonction spéciale f est intégrable
pour la mesure invariante [L puisque si h est une fonction
de H telle que 0 < [i(/i) < oo, nous avons

^)=^.lV) ^ )̂l|lV|L < oo.
Une fonction spéciale n'est pas nécessairement bornée, mais
la fonction Pg = Uig l'est par définition.

Commençons par donner un critère de « spécialité ».

PROPOSITION 4.6. — Soit ho une fonction strictement positive
de H telle que U^ ^ 1 ® mo pour une mesure positive
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rriQ -=^ 0. Les fonctions spéciales sont alors les fonctions mesu-
rables^ positives f: E -> R_^ telle que U^(/1) soit bornée sur E.

Démonstration. — Tout revient à démontrer qu'une fonction
mesurable positive f rendant U^(/*) bornée sur E est
spéciale. Or, pour toute fonction mesurable h telle que
0 < h ^ ho, nous avons

(U,M^)1 = UJAo - h)
= 1 - U/JA) ^ 1 - mo(A) < 1

puisque W()(A) > 0; par conséquent si V^f est majorée
par la constante a sur E, nous pouvons écrire que

u.(n - s (uA.^u,//1)
< ^ s (uA.,n
= a S (1 ~ mo(A))" = -0-,- < oo sur E.

N mo{h)

Prenons maintenant pour fonction h la fonction stricte-
ment positive Ai fournie par la proposition 4; si cette fonction
Ai n'était pas inférieure à Ao, il suffirait de la remplacer
par la fonction strictement positive ho A Ai, ce qui ne ferait
que renforcer l'inégalité U^ ^ 1 ® pi. D'après ce qui précède,
la fonction U/J/*) est majorée sur E par la constante
a == a

Wo(Ai)
En outre, en reprenant le raisonnement précédent nous

voyons que pour toute fonction h e H, majorée par Ai
et telle que ^(A) -^- 0 nous avons

IV = 2 (U^M^-U^) ^ — — < oo sur E.

La fonction V^f est donc bornée pour toute fonction A e H
non (JL-négligeable telle que A ^ Ai; mais cette dernière
hypothèse peut être levée car si A e H et p. (A) ^ 0, la fonc-
tion A A Ai jouit des mêmes propriétés et est majorée par
Ai, tandis que U^/* ^ U^h/. |

COROLLAIRE 4.7. — Le cône S des fonctions spéciales est
stable par l'opérateur M^U^ si h est une fonction strictement
positive de H. Il est stable en particulier par P.
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Démonstration. — Soit ho une fonction strictement positive
de H telle que U^ ^ 1 ® rrio pour une mesure rrio ^ 0.
Quitte à remplacer ho par la fonction strictement positive
hç A h, ce qui ne fait qu'augmenter U^, nous pouvons
supposer que ho ^ h. Il résulte alors de l'équation résolvante
que si f est spéciale, nous avons

u^iW) = u^o.iW)) + v^Mf)^ UJ/^.U^+TW
< liu l̂l +111WII < ^-

D'après la proposition précédente la fonction AU/»(/*) est donc
spéciale. |

La proposition 3 et le corollaire suivant établissent l'exis-
tence de fonctions spéciales strictement positives sur E.

COROLLAIRE 4.8. — Toute fonction strictement positive
ho e H telle que U^ ^ 1 ® m^ pour une mesure positive
nio ^ 0 est spéciale.

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate de la
proposition puisque U^(Ao) ==1. |

Ce corollaire admet la réciproque suivante qui constitue
sans doute le résultat principal sur les fonctions spéciales de
de paragraphe.

PROPOSITION 4.9. — Soit f une fonction spéciale bornée sur
1E. Pour tout réel positif 6 < —— où \\f\\ = sup /*, il existe

1 1 / 1 1 E

alors une mesure positive équivalente à la mesure invariante (JL,
soit (AQ, telle que

Ue/ ^ 1 ® ^e-
Démonstration. — Nous commencerons par démontrer un

lemme que nous croyons nouveau dans la théorie des processus
de Markov.

LEMME 4.10. — Soient h une fonction de H, 6 un réel de
[0, 1[ et A une partie de E dans (9L Alors, sans hypothèse
sur la probabilité de transition P définie sur (E, (9L) nous
avons

UQ.IA > (1 - O)^ sur {U^IA = 1}.
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La démonstration suivante de ce lemme est basée sur les
interprétations probabilistes des opérateurs U^. Nous avons

Ue,lA^) = E,( g (1 - Qh(X,)) ... (1 - 6À(X^))^(X^\
^ E,{(r- 6A(Xi)) ...(!- 6A(X^.,))}

en désignant par VA le premier instant n ^ 1 auquel la
chaîne (X^, n e N) pénètre dans A; si VAÏA^) = 1 comme
nous le supposerons, ce temps VA est défini P^p.p. L'inégalité
élémentaire 1 — Qh{x) ^ (1 — 6)W qui est valable parce que
6 et h{x) sont compris entre 0 et 1 et l'inégalité de Jensen
entraînent alors successivement que

U^IA(^) > E,((l - Q)W+-'W^)
^ (i __ Q)E^(X^+.-.+^-^

Or, VJz{x) = E,(A(Xi) + ... + A(X^)) majore l'exposant
précédent; nous avons ainsi démontré que U^IA ^ (1 — O)^
au point x,

Passons à la démonstration proprement dite de la proposi-
tion 9. Soit 6 un réel de [0, 1[; il existe alors d'après la
prop. 3.3, puisque P est (Ji-irréductible deux fonctions mesu-
rables strictement positives OQ et &Q telles que

UQ > 00 ® &Q. [J l .

D'autre part soit f une fonction spéciale et bornée; il n'est
pas difficile de voir que nous pourrons nous limiter à ne consi-
dérer que le cas où sup f < 1 (strictement!). L'équation

E
résolvante montre alors que

Uey ^ UÔ^MQ^UQ ^ Ue/6(l - f}a^) ® & Q . ^ .
Comme la fonction 6(1 — f)a^ est strictement positive

sur E, il existe certainement un réel e > 0 et un ensemble
mesurable A de mesure [A(A) > 0 tel que el^ minore
cette fonction. Alors L^IA == 1 sur E et le lemme précédent
montre que

Ue/(8(l - />e) ^ sUe/l-A) ^ c(l - 6)^.
Or, UA/* est bornée sur E d'après le caractère spécial de f
de sorte que nous pouvons conclure que UQ/ ^ c 1 ® b^. (JL
pour la constante c == s(l — 6)11 ̂ Iloo > 0. Il reste à poser
^9 == c6e(A pour que la proposition soit démontrée. |
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5. Potentiel récurrent.

Dans tout ce paragraphe P désignera une probabilité de
transition sur (E, (9L) vérifiant la condition de Harris de la
proposition 4.3, comme d'habitude [L sera une mesure
o-finie positive P-invariante. En outre nous désignerons par
AI une fonction strictement positive de H telle que
U^ ^ 1 ® [L (proposition 4.5).

THÉORÈME 5.1. — Sous les hypothèses précédentes, la formule

W = S (VM/J-V où V = U^ - 1 ® (i
N

définit un opérateur positif sur (E, Et) tel que

W(^)=c, (Ai.(i)W=qx

où c désigne la constante c = ——"' 1 ) '
Cet opérateur est tel que ^ v 1/

P + P W = W + — — P ^ ® ( X ;(i(/ii)

plus généralement (V ailleurs pour toute fonction h e H qui
n^est pas [L-négligeable, nous avons

U, + U,M,W = W + —— V,{h,) ® (x
^[l^l)

(dans cette relation la fonction U^(Ai) est bornée sur E).
L'opérateur W vérifie aussi Végalité

P + WP = W + —— 1 ® (^ .(.)P
^[rii)

et plus généralement, pour toute fonction h e H qui n^est pas
^-négligeable, nous avons

U, + WM,U, = W + —— 1 ® (/^)U,
^['h)

{dans cette relation la mesure (Ar(Ji)Uyi est majorée par un
multiple de (x).
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Remarque. — II n'est pas difficile de vérifier que

(UA)^ = (VM^V + a,l ® (x ( ne N)

si a^-1^-^-^,))^). La série ^ W^W,
P'^iJ ^ . v N

qui vaut Uo ne diffère donc de la série ^ (VM/^V que par
un multiple de 1 ® (A; mais ce multiple est infini ( !) et l'opé-
rateur Uo est infini au sens où :

Uo(., A) = oo sur E, pour tout A de mesure pt(A) 7^ 0.

L'objet du théorème précédent est donc de montrer que
l'opérateur W peut être avantageusement substitué à Uo.

Démonstration. — 1) Grâce à la proposition 4.4, la formule

U^ == V + 1 ® (i

définit un opérateur positif V sur (E, (SI). En outre, puisque
U^(Ai) == 1 et (/îi.p.)U^ == (x, il n'est pas difficile de vérifier
que

\h, = 1 - ̂ ), (Ai.pQV = (1 - ̂ ))(x.
Il est donc clair aussi que W est un opérateur positif et que

W(^) = s (i - t̂ i))'̂ 1 = c,
(AI.(X)W = ^(1 - t^))"^ == c.(x.

N

2) Les opérateurs P et V sont liés par l'égalité

P + PM,-,V = V + Phi ® (i

que l'on obtient en soustrayant des deux membres de l'équa-
tion résolvante P + PMi-^U^ == U^ le terme

(PM3_,J(1 ® (x) = (1 - Phi) ® pi.

Multiplions à droite les deux membres de l'égalité ci-dessus
par l'opérateur positif ^ (M^V)"; en tenant compte des
trois relations N

^ (M^V)" - 1 + M,W, V S (M^V)-1 = W
N N

V- S (M^V)» = S (1 - ̂ W.y. == ——, (i
N N R"l)
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nous obtenons que

(P + PM,W) + PMi_,W = W + —— Phi ® pt.

Comme le premier membre de cette égalité est égal à P + PW,
nous avons établi que

P + PW = W + -1 Phi ® (x.
(A (Ai)

Soit h une fonction arbitraire de H et écrivons alors la
dernière relation obtenue sous la forme

(P + PM,W) + PMi^W = W + —— Phi ® pi.
^i)

Cette égalité est la première de la suite d'égalités suivantes
qu'il est facile de démontrer par récurrence :

/ S (PMi.^PVI + M,W) + (PMi_,)^W
\n^p /

= W + —— ( S (PMi-^PKAi ® ̂  (p e N) ;
^(^lj Vn^P

en effet si cette égalité est vérifiée pour la valeur n du para-
mètre, en multipliant les deux membres à gauche par PMi_/i
et en leur ajoutant ensuite P + PM^W, on obtient l'égalité
précédente pour la valeur n + 1. Faisons tendre p f oo ;
sans étudier la limite de (PMi-^^W lorsque p f oo, nous
trouvons déjà que

U,(I + M,W) < W + —— VW ® pi.
(x(/li)

Or, les opérateurs des deux membres appliqués à h^ donnent :

U,(I + M,W)(Ai) = U,(^ + ch) == U,(Ai) + cU,(A),

(W + ̂ y U^i) ® ̂  (Ai) - W(Ai) + U,(Ai) = c + U,(Ai).

Lorsque A n'est pas (A-négligeable, la proposition 1 montre
que Vk{h) == 1 et les deux expressions précédentes sont égales ;
elles sont aussi finies puisque U^(Ai) est bornée si (A(A) ^ 0.
Mais alors, la fonction Ai étant strictement positive sur E,
les deux opérateurs de l'inégalité ci-dessus ne peuvent que
coïncider.
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3) La troisième partie du théorème se démontre comme la
deuxième, sauf en ce qui concerne la fin du raisonnement.
Nous sommes donc forcés de faire cette démonstration. D'abord
nous déduisons de l'égalité

P + V M i ^ , P = V + l ® ( A i . p t ) P
qui provient d'une égalité analogue vérifiée par Uyi, que

P + W P = W + — — l ® (Ai.^P;

il suffit en effet pour obtenir cette égalité de multiplier les
2 membres de l'égalité précédente à gauche par ^ (VM^)".

Ensuite pour toute fonction h e H, nous pouvons écrire
grâce à l'égalité précédente que

(P + WM,P) + WMi^P = W + -1 1 ® (Ai. (i)P^[n^)

et en déduire, grâce à un calcul par récurrence que

(1 + WM,) S P(Mi-nP)» + W(Mi-^P)^
n^P

== w + -77T\ 1 ® (^ • ̂  S P(Ml-,P)n.(A (Ai) n^p

En faisant tendre p f oo, il vient, sans étudier le comporte-
ment de l'opérateur positif WÇMi-.^P)^1 :

U, + WM,U, ^ W + —— 1 ® (Ai .pi)U,.

Remarquons en outre que puisque chacun des opérateurs
WÇMj-^P)^1 décroît lorsque A croit, il suffit déjà pour établir
que l'inégalité précédente est une égalité, de l'établir lorsque
A ^ Ai.

Supposons donc que A ^ Ai et aussi que (Ji(A) 7^ 0. Pour
toute fonction mesurable f telle que 0 ^ f < Ai, les fonc-
tions positives

(U, + WM,)f et (W + ——y 1 ® (A,. ̂ )U,V

sont bornées car U/i(Ai) et WAi sont bornées sur E. Mon-
trons que la différence de ces fonctions, que nous noterons
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g, est telle que g == Pg et que (i(Aig) =0; il s'en suivra
que g est nulle et nous aurons ainsi montré que les deux
opérateurs de l'inégalité ci-dessus sont égaux.

Or

P + P(U, + WM,U,) = P + (PM^U, + PM/A) + PWM.U,
= (P + PMi.,U,) + (P + PW)M,U,
= ( U , + W M , U , ) + , — P h i ® ( x

et
p+p(v'+î^,-)l®^•^}

=(w+ï(bl®^>u•)+,(bph•®•l••
par différence, nous trouvons bien que Pg == g. D'autre
part la mesure h^. pi est telle que

(^i.pO(U, + WM,U,) = (/^)U, + 1 ""î  tx(i(/ii)

^•ÎJL) (w + ̂  1 ® ̂ '^} = 1 ̂ {hl} ^ + (^-^u.\ ^w / ^w
et puisque cette mesure h^. [JL est bornée, nous trouvons par
différence que (Ar(Ji.)(g) == 0. |

Nous nous servirons souvent par la suite de la première
partie du corollaire suivant; par contre la seconde partie
n'interviendra pas.

COROLLAIRE 5.2. — Pour toute fonction spéciale f{f e S),
la fonction Wjf est bornée sur E. En outre la suite de fonctions
(WÇMi-^P)^ p e N) est majorée par une constante et tend en
chaque point vers 0 lorsque p ^ oo, quelle que soit la fonction
h e H telle que pi {h) ^ 0.

Démonstration. — En écrivant la dernière formule de la
proposition 1 pour la fonction h^ du début, nous trouvons
que si f e S

W/-+^=UJ+W(^.UJ)

^ 1|U,/1](1 + W(Ai)) = llu !̂1 < oo.
V-\'hl
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La fonction W/* est donc bornée sur E$ nous retrouvons
en outre que [i(f) < oo.

Il suffit de démontrer la deuxième partie du corollaire
lorsque h ^ Ai; reprenons alors la troisième partie de la
démonstration précédente. Nous voyons d'abord que pour
tout p e N :

W(M^P)^/ < W^+ ^^(Ai.S/(M,-.P)Y)

^ w+(I(b^l'u/l/l);
puisque les fonctions W/* et V^f sont bornées lorsque f e S
et puisque (Ji(Ai) < oo, les fonctions de la suite

(W(M^P)^ p e N )

sont donc majorées par la même constante ||W/'|| + HU^/ 'f l .
Ensuite comme les deux fonctions

(1+WM,YS P(Mi_,P)"V
\n^p f

et

^f+—^^ P(M^pm
^ l̂; \ n^P /

tendent en croissant lorsque n ^ oo vers les limites

(1 + WM/W et W/* + —— (x(^. U^)
^[rii)

qui sont égales d'après la proposition précédente et bornées
d'après ce qui précède, il est clair que

W(Ml^P)^l/l->0 sur E lorsque p f o o . |

Les trois propositions suivantes sont des corollaires « clas-
siques » du théorème 5.1.

PROPOSITION 5.3. (principe du balayage). — Pour toute
partie A de Vespace des états qui n'est pas ^-négligeable et
pour toute probabilité v sur cet espace^ la probabilité VA^^^MA
est Funique probabilité portée par A telle que Von ait

V A ( I + W ) = = v W + ^ sur A
pour une constante k > 0.
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Démonstration. — II résulte de la formule

UA + UAW == W + —— UA ® (x

démontrée dans la proposition précédente que

^UA + ^AW == VW + ̂

1si k = ^UA/II (cette constante est finie car UA^I est
^ 1)

une fonction bornée). Par restriction à A, nous trouvons bien
que VA + ^AW == vW + A*, p. sur A.

Soit X une deuxième probabilité portée par A et telle
que X(l + W) === vW + ^'^ sur A, pour une constante
k\ Alors

X(I + W)MA = ^A(I + W)MA + (/€' - /C){!MA

D'autre part la formule

UA + WMAÛA = W + —— 1 ® (^.(I)UA
(A^i;

démontrée dans la proposition précédente, entraîne que

X(I + W)MAUA = X(UA + WMAÛA) car À == XMA

-^J,,)^"*
et de même que

VA(I + W)MAÛA == VAW + ———— (^)UA.^(Ai)

II résulte donc de l'égalité du début que

XW+^(^)UA
= x(I + W)M^UA
= VA(I + W)M^UA + {k' - k) (iMAU^

== VAW + 1^ (^ .(i)U^ + (k' - k) (AM^UA
m"i;

et donc après simplification que

XW == v^W + {k' - k)y.

puisque (AMAUA = y" Mais en rapprochant cette égalité
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de l'égalité X(I + W) = ̂ (1 + W) + (^' - /c)(i sur A,
nous trouvons que À == VA sur A et donc enfin que À = VA- |

En probabilités, les opérateurs L^MA, MAÛA et MAUAMA
sont fréquemment considérés. Ces opérateurs vérifient les
équations (*) ci-dessous, dans lesquelles les fonctions UA et
les mesures PA sont déterminées par la proposition suivante.

PROPOSITION 5.4. (principe d'équilibre). — Pour tout ensemble
A

A de mesure (Ji(A) > 0, la fonction UA = —,— M^UA/II est
p.(Ai)

la seule fonction mesurable positive u telle que

u = 0 sur A6, (Ji(u) = 1 , (I + W)u = c sur A

^
pour une constante c. Semblablement PA =———(^I.(A)UAMA
e5( Za 5eu?<? mesure positive v telle que ÏL(/^l)

v = 0 5ur A0, (.(1) =0, P(I + W) = C.(JL 5ur A

pour uyze constante c. En outre les deux constantes introduites
par ces relations sont égales.

La fonction UA et la mesure ^ permettent d'écrire les
relations

UAMA + W(MAUAMA) = WMA + 1 ® ^A

C)

MAÛA + (MAUAMA)W = MAW + ^A ® [1

entre les opérateurs UAMA, MAUA et MAUAMA d'une part
et l'opérateur potentiel W d'autre part. Ces relations s'obtien-
nent en effet immédiatement à partir des relations du théorème
5.1. en prenant h = IA et en multipliant ces relatioris à droite
ou à gauche par MA.

Démonstration. — II est clair que la fonction UA est une
fonction positive, nulle hors de A telle que [^{u^) = 1
(puisque (JLMAÛA == p.). D'autre part le théorème 5.1 montre
que

UA^ + WMAÛA^ = WAi + ̂ 1-^UA. 1
>^i)

et on notera que le second membre est une fonction constante,
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puisque WAi == — — ^ 1/. Par restriction à A, nous trouvons
^{^i)

bien que u^ == WUA == constante sur A.
Si u est une seconde fonction mesurable positive jouissant

des propriétés de la proposition, la deuxième relation ( • )
entraîne que

M^Wu + UA = (MJJA + MAUJMLW)U
== (M^UAKu + Wu)

car u == MA^. Or la fonction u + Wu est égale à une cons-
tante c sur A et nous savons que L^MAÂ = 1 sur E ;
donc

MAUA(U + Wu) = dMAUAl
=cMJ.
= M^{u + Wu) = u + MAWU.

Nous avons ainsi obtenu que

M^Vu + UA = u + M^Wu

ce qui entraîne que u = u^ puisque Wu < c < oo sur A.
La deuxième partie de la proposition relative à la mesure

PA se démontre de manière analogue. Dans les deux parties
de cette proposition la constante obtenue vaut

CA = ̂  + ïà) (^UA- '
La proposition suivante n'est pas la moindre des propriétés

de l'opérateur W.

PROPOSITION 5.5. (principe du maximum). — Pour tout réel
a et pour toute fonction réelle mesurable f définie sur (E, 0L)
telle que \f\ soit spéciale et que [L(f) ==0, l'inégalité

y+w/^a
est ^raie partout dès qu'elle est yraie sur l'ensemble {f > ô}.

Démonstration. — Posons A = {/*+ W/* ^ a}. Cet ensemble
contient l'ensemble {f > 0} par hypothèse de sorte que
f ^ 0 sur A6. En outre l'ensemble A n'est pas (A-négligeable;
en effet ou bien f n'est pas (A-négligeable et dans ce cas
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l'égalité ^(f) == 0 implique que [ï.(f >0) ^ 0 et donc à fortiori
que pL(A) 9^ 0, ou bien f est (JL-négligeable et dans ce cas
W/* l'est aussi car

0 ^ /fciW| d^ < y\W(|/1) d^=cf\f\d^=Q

si bien que f + W/" = 0 p.p. et que A est de (A-mesure pleine.
Appliquons alors l'identité

UA + UAW = W + —— U^i (g) (A

du théorème 1 à l'ensemble non négligeable A introduit
ci-dessus.

Cette identité nous permet d'écrire que

W/-+ + ̂  U^ = (UA + UAW)f+
(A (/11)

= U^M^(I + W)^+
< UA(I + W)/-- + o

car MA/1'1" == /'+ (puisque /'+ == 0 sur A'), car

(I + W)^+ < (I + W)/- + a

sur A, et car UA.MA.I = 1. Or MA/" < f~ et par conséquent

U^M^I + W)f- < (UA + UAMAW)/-

"^^^^

d'après Fidentité du début. Puisque [L (/>+) == (A (y^) < oo,
nous avons ainsi démontré que W/*4" ^ W/'~" + a partout ;
la fonction bornée W/* est donc négative et par conséquent
/*+ Wf < a sur {f < 0}. Cela établit la proposition. |

Le corollaire suivant ne représente qu'une autre manière
d'exprimer le résultat de la proposition précédente.

COROLLAIRE 5.6. — «Si /i et /a sont deux fonctions spéciales
{donc positives) telles que p.(^) == ^(/a) et si a est un réel > 0,
Vinégalité

fi + W/i < f, + W/, + a

a lieu partout dès qu'elle a lieu sur {/i > 0}.
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Démonstration. — II suffit d'appliquer la proposition précé-
dente à la fonction f == /j — /g en remarquant que

{f > 0} ^ {A > 0} |.
L'opérateur positif W construit dans la proposition 5.1.

dépend manifestement de la fonction h^ choisie auparavant.
Il est donc naturel de se demander quelle relation existe entre
les deux opérateurs Wi et Wg associés à deux fonctions
AI et Ag différentes.

PROPOSITION 5.7. — Soient h^ et h^ deux fonctions de H
strictement positives sur E telles que U^. ^ 1 ® (1(1 == 1, 2).
Les deux opérateurs Wi et Wg que le théorème 5.1. associe
à ces fonctions vérifient alors Inégalité :

wl + di)̂ 1 ® ( A = w2 + ̂ 1 ® ̂ )wl-
(Notons que dans cette égalité tous les termes sont positifs,
que la fonction Wg^i) est bornée et que la mesure (^•^Wi
est majorée par un multiple de [i).

Démonstration. — 1) Pour démontrer cette proposition, il
suffira d'établir l'existence d'une fonction positive f et d'une
mesure positive v telles que :

Wi + f ® [L = Wa + 1 ® ^.

En effet, cette dernière formule entraîne déjà que

^)/'=W^i +^ ( a e R )

puisque Wi/ii est constante sur E, et que

^)v==(^.pL)Wi+^ ( & e R )

puisque (/^-^Wa est proportionnelle à (A. Nous voyons
ainsi que la formule ci-dessus implique que

^+————^hl®^=(^+————^® (^.(X)W^ + Cl (g) (X
m"l,f \ t^'^.) /
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pour une constante c. Mais comme

^ (Wi + ——— WA ® piU = (x(^)Cî + c^(^)
\ p'^1; /

^ (W^ + -—— 1 ® (^)W^ h, = w{h,) + (i(^)c,
\ ^^2; /

1 — [^(h,) f - A ^\ r»si c; == — — - v / (i == 1, 2), nous voyons que c = U.
[L{hi)

2) D'après l'alinéa précédent, il est évident qu'il suffit de
démontrer la proposition lorsque h^ ^ Ai. Sous cette hypo-
thèse, la décomposition U^ == Vi + 1 ® [L entraîne que

S (U.M^^-U,.
N = S (ViM^_,J»V, + ( S (V,M,._,.)»)1 ® (. ( S (M^-^U,,)»)

A condition d'introduire l'opérateur T = ̂  (ViMh^_hJ"Vi,
ceci peut encore s'écrire : N

U,, = T + (I + TM,._J1 ® (x(I + M^_,U,J

grâce à la proposition 2.1. La formule

A == (I + TM^.Jl ® pL(I + M^-,U^) - 1 ® ^

définit alors un opérateur positif tel que

Va ̂  U^ ~ 1 ® pL == T + A.

Par conséquent

W, == Ç (V^M^^V,

= S (TM^)»T + ( S (TMJ^A ( S (M^V,)-);
N \ N / \ N /

mais le premier terme du second membre est égal à

S (Vi(M^ + MJ)^ = Wi

d'après le lemme 2.2, tandis que le second terme est de la
forme (1 ® v — f ® (JL) puisque

S (TMJ»(I + TM^Jl = ( 1 + ( S (TMJ-TKM^ + M^.,\?l
N ( \ N / )= 1 + w^ = .d,)
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et puisque

^ S (M^)" = (x(I + 1VW) = ———

La proposition est ainsi démontrée. |

6. L'équation de Poisson.

Ce paragraphe est consacré à l'étude de l'équation de
Poisson sur les fonctions et sur les mesures. La proposition
suivante est connue [2] dans le cas particulier des fonctions
bornées g dont le support {g -^ 0} est un ensemble spécial
(1^^ est spécial).

PROPOSITION 6.1. — Soit g : E --> R une fonction réelle
mesurable définie sur (E, QC) telle que [g[ soit spéciale et que
p.(g) == 0. Alors Inéquation de Poisson

Pg == u — Pu

possède une solution mesurable bornée u, et cette solution est
unique à l'addition (Kune fonction constante près.

Bien entendu, on peut considérer aussi l'équation de Poisson
avec la fonction g au lieu de Pg dans le premier membre
(si u est solution de Pg == u — Pu; alors u — g est solu-
tion de g = u — Pu et réciproquement). Mais la suite mon-
trera qu'il est plus naturel de prendre Pg plutôt que g.

Démonstration. — Puisque les fonctions g4" et g~ sont
spéciales par hypothèse, les fonctions Wg4" et Wg~ sont
bornées sur E; nous pourrons donc introduire une fonction
mesurable bornée sur E en posant u = Wg^— Wg~.
D'après le théorème 5.1, nous avons

P(g' + Wg-) = Wg- + ̂ ) Phi;
(A(Al)

par différence il vient

Pg + Pu == u

puisque p.(g+) — (Ji(g-) == (x(g) = 0 par hypothèse. La fonc-
tion u est donc solution de l'équation de Poisson.
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II reste à montrer que les constantes sont les seules fonctions
bornées P-invariantes. Or si v est une solution de P^ = v
telle que a ^ v ^ b sur E pour deux constantes a et fc,
la proposition 2.3. appliquée séparément aux fonctions posi-
tives v — a et b — v entraîne que

(UA)(^ - a) ^ v - a, (U,M,J(fc - ̂ ) ^ b - P

ce qui n'est possible, puisque (U^Myjl = 1 que si
(U^M^ == v. Mais alors

p = lim (U,M,> = ̂  sur E. |
n>oo ^V^l;

COROLLAIRE 6.2. — Pour toute fonction réelle mesurable g
définie sur (E, (9L) telle que \g\ soit spéciale et que (i(g) == 0,
nou5 awn5

sup i Pmg{x) < oo. j
NXE 1

Démonstration. — En effet si u est une solution mesurable
bornée de l'équation de Poisson Pg = u — Pu, nous avons

^ P"*g = n^ P^u — Pu) == u — P"u
1 0

et la borne supérieure du corollaire est donc majorée par
2 sup | u{x)\ < oo. |

E
Pour étudier l'équation de Poisson sur les mesures, nous

nous servirons du cône de mesures positives défini ci-dessous;
l'introduction de ce cône de mesures nous paraît plus naturelle
que celle des mesures policées définies par Meyer [8].

DÉFINITION 6.3. — Une mesure positive v sur (E, ÛL)
sera dite spéciale s'il existe une mesure positive bornée a sur
(E, (9L) et une fonction h e H non ^'négligeable telles que

^ < oU^.
Nous avons alors le résultat suivant, qui implique notam-

ment que la mesure invariante (JL est spéciale (puisque
p. == (/^.(JL)U^ et ^(Ai) < oo).

PROPOSITION 6.4. — Soit hi une fonction strictement positive
de H telle que U^ > 1 ® p.. Alors, pour qu'une mesure positive
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v sur (E, (St) soit spéciale il faut et il suffit qu9 il existe une mesure
positive et bornée p sur (E, 0L) telle que v < pUh •

Démonstration. — La condition est évidemment suffisante;
montrons qu'elle est nécessaire. Supposons donc que v soit
une mesure positive vérifiant l'inégalité de la définition 6;
quitte à remplacer la fonction h par la fonction h A ^15
nous pouvons supposer que h ^ h^ (la fonction h A ^i
n'est pas (A-négligeable si h ne l'est pas).

La formule U^ === ^ (U^M^^)" U^ de la proposition 2.1
montre alors que N

<rU, == pU/, si p = $ a(U,M^)\
M

En outre la mesure p est bornée parce que la mesure o
l'est par hypothèse et parce que

(U,M^)1 = 1 - V^h) < 1 - (X(A)
de sorte que

p(E) < o(E) g (1 ~ (.(A))" = ̂  < oo. |

COROLLAIRE 6.5. — Toute mesure positive sur (E, 0L) qui
est spéciale est finie sur le cône S des fonctions spéciales. (Une
telle mesure est donc nécessairement (y-finie).

Démonstration. — Soit h^ une fonction strictement positive
de H telle que U^ ^ 1 (x) (A. Soient /* et v respectivement
une fonction et une mesure spéciale; alors la fonction U^(jf)
est bornée (proposition 4.6) tandis qu'il existe une mesure
positive bornée p telle que v ^ pU/i (proposition 4). Donc

^{f) ^ Wf) ^ p(E)||^J/l)l| < oo. |

II est facile de voir que les mesures positives spéciales forment
un cône convexe et héréditaire de mesures positives. En outre,
nous avons le résultat suivant de stabilité par les opérateurs
MJJ,.

COROLLAIRE 6.6. — Pour toute fonction h e H strictement
positive sur E, la mesure vM^Uyi est spéciale dès que la
mesure v Vest.
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Démonstration. — Soit h^ une fonction strictement positive
de H telle que U^ > 1 ® ( A ; quitte à remplacer /^ par
la fonction h^ A A qui est encore strictement positive, nous
pouvons supposer que h^ ^ A. Si v est alors une mesure
positive majorée par pU^ où p est bornée, nous avons

vM,U, < pU,M,U, == pU,M,U, + pU,M,-,U,
^ (pU.MJU, + pU,,
^ (pUA + p)U^

Comme pU^M^ et p sont des mesures bornées, il est clair
que la mesure vM^U^ est spéciale. |

Voici alors le résultat en vue duquel les mesures spéciales
ont été introduites.

PROPOSITION 6.7. — Pour toute mesure bornée À sur (E,(9L)
de masse totale X(E) == 0, il existe une mesure v sur (E, (9L)
telle que la mesure positive |v| soit spéciale et que

v — vP = XP.

En outre cette mesure v est unique^ à l'addition d'un multiple
de la mesure invariante (JL près.

Démonstration. — Soit h^ une fonction de H strictement
positive telle que U^ ^ 1 ® (A. Soit

W = S (VMJ"V (V == H, - 1 ® (x)
N

l'opérateur que la proposition 1 associe à h^. Pour toute mesure
positive bornée p sur (E, (SI), la mesure pW est spéciale
car

PW ^ ( g P(VM^)U,,

et car ^ p(VM^)) est une mesure bornée puisque

(VMJ1 = 1 - (x(^) < 1.

Si À est une mesure bornée sur (E, (St), la formule

v = x+W — x^W
définit alors une mesure v sur E telle que |v[ soit spéciale.
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En outre la proposition 1 montre que

(^ + ̂ W)P = x-W + X![E1 (Ai. (x)P(i(/ij
et par différence, nous obtenons donc que

XP + vP = v

puisque À+(E) == X~(E).
Pour montrer l'unicité de la solution v de l'équation de

Poisson à l'addition d'un multiple de pi près, il reste à mon-
trer que toute mesure v sur (E,(9L) telle que |v| soit spéciale
et que vP == v, est nécessairement de la forme c.(Ji(c e R).
Comme l'équation vP == v entraîne que ^P ^ v^ il suffit
d'établir que les mesures qji(c e R^_) sont les seules mesures
positives spéciales À telles que À ^ XP.

Or, si À est une mesure positive telle que À ^ XP, il n'est
pas difficile de montrer par récurrence sur n que

X ^ XM,P S (M^y + ^(M^P)" (M e N).
^<n

Mais si X est spéciale, il existe une mesure positive bornée p
telle que X ^ pU^ et alors

XÇMi.^P)71 < pUJM^.P)" = S pP(Ml.,P)/;
l^n

comme pU^,^^) == p(l) < oo, nous voyons que

^(Mi.^P)"/^ -> 0 lorsque n f oo

ce qui permet, puisque h^ est strictement positive, de déduire
de ce qui précède que

x ^ XM,P S (Mi^P)^ = XM,U^.

La mesure positive h^. À qui est bornée (car

W ^ pU^)=p(i) < oo)
vérifie donc l'inégalité h^.\ ^ (Ai.X)U^M^; comme les
mesures des deux membres ont la même masse totale finie,
cette inégalité est une égalité et comme h^. (A est à une cons-
tante multiplicative près la seule mesure invariante par
U^M^, nous avons montré que h^. À = ch^. [L et donc,
puisque Ai est strictement positive, que X = c.pi. |
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7. Résolvantes markoviennes et exemples.

Il n'est pas difficile d'adapter les résultats antérieurs de
ce travail au cas des processus de Markov à temps continu.
Donnons-nous en effet une résolvante markovienne (Va, a > 0)
sur l'espace mesurable (E, (9L), c'est-à-dire une famille d'opé-
rateurs positifs sur cet espace tels que

aVJ == 1 (a > 0),

V, = Vp + (P - a)V,Vp = Vp+ (P - a)VpV, (0 < a < (3);
notons que ces relations entraînent que

Va = S (P - a^V^1 si 0 < a ^ p.
N '

Pour toute fonction réelle mesurable, positive et bornée
h définie sur (E, (St), nous définirons un nouvel opérateur
positif, soit V^, en posant

Vn = S V^M^V^
N

après avoir choisi une constante a > 0 majorant h sur E;
cette définition ne dépend pas de la constante a choisie
pour majorer h et les opérateurs V^ sont tels que

V. = S V^M^V,)",
V, = V, + VA.,V, - V, ̂  V/X-.V, si 0 ^ h ^ k sur E.

Ces propriétés sont des conséquences immédiates de la
proposition 2.1. puisque nous avons V^ = a'^Ua^h sl nous
désignons (pour un a fixé majorant la fonction h) par
{U/ç, k e H} la famille d'opérateurs associés dans cette propo-
sition à la probabilité de transition P = aVa. Notons aussi
que si (X^, t e R^.) est un processus de Hunt de résolvante
(Va, a > 0), nous avons la formule

N,f{x) = E, (f; e-f^ W- /TO dt}.

Le lien que nous venons d'établir entre les opérateurs V/»
définis ci-dessus et les opérateurs U^ associés à un opérateur
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markovien P (ici P === aV^) entraîne immédiatement les
résultats suivants :

1) Si (V^, a > 0) est une résolvante m-irréductible pour
une mesure positive cr-finie m ̂  0, c'est-à-dire si m -< Va(*y, .)
pour tout x e E et pour un (== pour tout) a > 0, alors ou
bien il existe une fonction mesurable strictement positive ho
sur E telle que V()AO solt bornée sur E, ou bien il existe
une mesure positive (T-finie (A dominant m telle que

V,(A)=1, (/^)V,,=(x
pour toute fonction mesurable, positive et bornée h telle que
p(.(A) ^é 0 (en particulier pour toute fonction constante
strictement positive). En outre le deuxième cas se présente si
(et seulement si) la résolvante (Va, a > 0) vérifie la condition
de Harris

VA(IA) = 1 sur E, si m(A) ^ 0;

m désignant encore ici une mesure positive à-finie, distincte
de 0.

2) Pour une « résolvante de Harris » de mesure invariante (JL,
il existe une fonction mesurable bornée strictement positive
AI telle que Vy, ^ 1 ® (A. L'opérateur W associé à une telle
fonction par la formule

W = S V^M^)" où V^ = V^ - 1 ® (A ^ 0
N

vérifie alors les deux relations fondamentales

V, + V,M,W = W + —— V,̂ ,) ® ^

V, + WM,V, = W + —— 1 ® (^.(A)V,
(A (Ai)

{h : fonction mesurable, bornée positive telle que (Ji(A) ^ 0)
et ces relations permettent d'établir les « principes » de la
théorie du potentiel, notamment un principe du maximum.

3) Pour une résolvante de Harris de mesure invariante pi,
une fonction mesurable positive f définie sur E est dite
spéciale si les fonctions Vh(/*) sont bornées, quelle que soit
la fonction mesurable, bornée et positive h telle que (JL(A) ^ 0.
La proposition 4.9. prend alors la forme simple suivante :
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une fonction mesurable positive et bornée h est spéciale
si et seulement si V^i ^ 1 (x) mo pour une mesure positive
non nulle m^ (== pour une mesure positive m^ équivalente
à (A). Ensuite si g est une fonction mesurable telle que \g\
soit spéciale et que (Ji(g) == 0, l'équation de Poisson

u — (aVa)u == V^g

possède pour toute constante a > 0 une solution mesurable
bornée u; cette solution est unique à l'addition d'une fonction
constante près et en outre elle ne dépend pas de la constante a
choisie.

Une mesure positive v sur E sera dite spéciale si elle est
majorée par le potentiel oU^ d'une mesure bornée pour une
fonction mesurable, positive et bornée h qui n'est pas (i-négli-
geable. Pour toute mesure bornée X de masse totale nulle
sur E, il existe une mesure v solution de l'équation de
Poisson

v - v(aV,) == XV,

telle que | v| soit spéciale ; cette solution est unique à l'addition
d'un multiple de la mesure invariante [L près et elle ne dépend
pas de la constante a > 0 choisie.

Enfin les cônes des fonctions spéciales et des mesures
spéciales sont des cônes convexes stables par les opérateurs
V^M^ (resp. M/»Vy,) pour toute fonction h mesurable, bornée
et strictement positive; la considération de ces cônes est donc
bien naturelle en théorie du potentiel et les résultats qui
précèdent nous semblent justifier cette affirmation.

Exemple. — Le mouvement brownien sur R. La résolvante
(V^, a > 0) du mouvement brownien linéaire possède les
densités

^(x, y) = —— e-^-^ {x, y e R; a > 0)
\/20L

et il est facile de voir que pour toute fonction mesurable,
bornée et positive h qui n'est pas négligeable l'opérateur Vyi
possède une densité de la forme

^(rr, y) = ̂ (y, x) = ^{x)^(y) {x < y dans R)

où ^ (resp. 7^) est une solution croissante (resp. décroissante)



POTENTIEL MARKOVIEN RÉCURRENT DES CHAINES DE HARRIS 129

de l'équation — — u == hu p.p. A partir de ce résultat on
1 dx~

montre que les conditions suivantes sur la fonction h sont
équivalentes :

1) V/i > 1 0 m pour une mesure positive m ^ 0,
2) ^(-oo) > 0 et 7î,(+oo) > 0,
2') inf ̂ , y) > 0,

RXR

3) la fonction h est telle que f | x\ h{x) dx < oo,
et les fonctions spéciales bornées sont dans cet exemple, les
fonctions vérifiant ces conditions équivalentes.

Quant aux mesures spéciales, ce sont ici les mesures positives
sur R qui possèdent une densité f vérifiant les deux condi-
tions suivantes :

(a) f{y) ^ A(l + l y l ) P-P- pour une constante finie A,

(b) l imÇ^==0.
m— \V\

(Notons que x dx est une mesure invariante puisque
a f x^^(x, y} dx = y pour tout a > 0 mais que la valeur
absolue \x\ dx de cette mesure n'est pas une mesure spéciale,
puisqu'elle ne vérifie pas la condition (&)).

Si h est une fonction bornée strictement positive telle que
f \x\ h(x) dx < oo, il existe, d'après l'équivalence des condi-

tions 2' et 3 ci-dessus, une constante c > 0 telle que
Vh ^ ci (x) dx. Après avoir choisi cette constante c la plus
grande possible, nous prendrons [L = c dx pour mesure
invariante et considérons alors l'opérateur W du texte qui
est associé à A; l'opérateur W que l'on obtient ainsi possède
une densité w(rc, y) évidemment positive qui ne diffère de
la densité classique — \x — y\ qui est négative que par
l'addition d'une fonction de la forme f (x) + f ( y ) ' De manière
plus précise on trouve que

/ \ ^ ( 1 ^ — — ^ 1 + 1 ^ — — 2 / 1 —— l^—î/l)^)^ , / -ONw{x, y} = ^————————.————————————— + c {x, y e R).
/ h{z) dz

»/ R

où c est une constante > 0.
Un résultat analogue est valable pour le mouvement brow-



130 JACQUES NEVEU

nien à deux dimensions. Les fonctions bornées qui sont spé-
ciales sont celles qui rendent la fonction h{x) log \x\ intégrable
sur R2 et les opérateurs W que l'on obtient ici ne diffèrent

_ ^
de la fonction ——log \x — y\ que par une fonction de la

ZTC
forme f(x) + f{y) ; plus précisément, nous avons

^ y) = ——A——— f log ( } z ".-^ 7 V\\ h{z) dz + cte
27r l , h { z ) d z J ^ \ \^-V\ 7

»/ R.
sur R2.
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