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STRUCTURE PRESQUE-TANGENTE
ET CONNEXIONS, I

par Joseph GRIFONE

Introduction.

La théorie des connexions finsleriennes a été abordée par plusieurs
auteurs suivant des points de vue différents. E. Cartan, dans son travail
classique sur les espaces de Finsler, a montré que le cadre le plus ap-
proprié de la géométrie finslerienne est le fibré vertical tangent. Ainsi
les connexions qui interviennent naturellement sont des connexions
linéaires sur le fibré vertical, notamment les connexions de directions.

Dans cet article nous nous proposons d’adopter un point de vue
différent : si le cadre le plus approprié de la géométrie finslerienne est
le fibré vertical tangent, le cadre le plus naturel est cependant la va-
riété elle-méme. Toutefois une telle optique nous oblige & nous servir
des connexions non linéaires dont l'utilisation n’est pas aisée (on ne
peut définir d’une maniére satisfaisante la torsion, la dérivée cova-
riante est peu maniable, . ..). Pour porter reméde a cet inconvénient,
nous donnons une nouvelle définition des connexions non linéaires
— et plus généralement des connexions non homogénes — plus maniable
au point de vue algébrique. Ce formalisme permet d’établir I’existence
et T'unicité d’une connexion non linéaire sur une variété finslerienne
qui généralise la connexion de Levi-Civita du cas riemannien.

Dans un prochain article nous établirons les relations entre les
connexions non linéaires sur la variété et les connexions linéaires sur
le fibré vertical, faisant ainsi le lien entre notre point de vue et le point
de vue classique de la géométrie finslerienne.

Soit J la structure presque-tangente naturelle du fibré tangent
™ % M.



288 JOSEPH GRIFONE

Une connexion (non homogeéne) sur une variété M est une 1-forme
vectorielle T sur TM, €~ sur ®M = TM — {0}, telle que JI" = J et
'] = —J (définition 1.14).

La connexion est dite homogéne si I" est homogéne de degré 1
en tant que l-forme vectorielle. Elle est dite linéaire si elle est homo-
géne et de classe @' sur la section nulle.

On peut verifier que la donnée d’une connexion ainsi définie
équivaut a la donnée d’une scission de la suite exacte

0 - % (TM) > TTM 5 #* (TM) > 0
(Proposition 1.19) ou, de fagon équivalente, a une structure presque

produit sur TM admettant en chaque point le sous-espace vertical
comme l'un des sous-espaces propres (Proposition 1.15).

Ce point de vue permet de définir a I'aide du formalisme de
Frolicher-Nijenhuis les tenseurs de torsion et de courbure. Dans le cas
non homogene, il apparait deux tenseurs de torsion : la torsion faible

1 1
t = E [J,T] et la torsion forte T = igt — E [C, I'] (Définition 1.49).

Ici C est le champ canonique sur TM et S une équation différentielle
du second ordre arbitraire (semi-gerbe), c’est-a-dire un champ sur
®BM tel que JS = C.

On vérifie tout d’abord que T ne dépend pas du choix de S et
que dans le cas d’une connexion linéaire ¢t et T se raménent, par un
isomorphisme, a la torsion classique

T(X,Y) =D,Y - DyX — [X,Y].

On peut montrer que la torsion forte est nulle si et seulement si la
torsion faible est nulle et la connexion est homogeéne (Corollaire 1.56).
Par conséquent, il n’existe pas de connexions non homogénes a torsion
forte nulle.

1
La courbure est définie par R = — 3 [k, k], ou h est le pro-

jecteur horizontal de la connexion (Définition 1.57).

Il s’agit maintenant de justifier les définitions posées, en montrant
qu’elles permettent de généraliser les principaux résultats sur les con-
nexions linéaires, faisant intervenir la torsion et la courbure.

Nous montrons tout d’abord qu’il existe une et une seule con-
nexion dont on se donne la semi-gerbe S et la torsion forte T. Elle
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est donnée par I' = [J, S] + T. (Théoréme de décomposition cano-
nique 1.55). Ceci fournit la généralisation d’un résultat bien connu
pour les connexions linéaires, et donc une premiére justification de
nos définitions.

Le second résultat concerne la structure presque-complexe F sur
TM que I'on peut associer canoniquement a une connexion sur M. On
peut vérifier que, comme dans le cas linéaire, F est une structure
complexe sur BM = TM — {0} si et seulement si I" est “faiblement
plate”, c’est-a-dire si £ = 0 et R = 0 (Proposition 1.65).

Le troisieme résultat concerne la géométrie finslérienne. Nous
montrons que sur une variété finslérienne il existe une et une seule
connexion qui conserve I’énergie par transport paralléle, et dont la
torsion forte est nulle (Proposition I1.33).

Les motivations du chapitre II relévent de problémes de nature
géométrique et mécanique.

Nous appelons variété semi-finslerienne un triplet (M, E , 7) ol
M est une variété différentiable ; E une application de TM dans R*,
avec E(0) = 0, @ sur®M, @° sur la section nulle et telle que dd; E
ait un rang maximum ; 7 est une 2-forme scalaire semi-basique sur
TM, €= sur BM. E est appelée énergie et w tenseur force. Un systéme
mécanique (au sens de [8]) d’énergie E et de champ de forces w,
donne lieu a une structure semi-finslerienne : il suffit de prendre
T = dyw. Une variété finslerienne en est un cas particulier : il cor-
respond 4 m = 0 et E homogéne de degré 2 et de classe e! sur la
section nulle. En particulier la variété est riemannienne si E est de
classe €% sur la section nulle. Nous nous proposons de construire
canoniquement une connexion sur M qui vérifie les deux propriétés
suivantes :

1) Les “‘géodésiques” sont les solutions des équations de Lagrange
d’énergie E et de tenseur force w (cf. [12]).

2) La fonction & = 6.E — E, dite énergie principale, se conserve
par transport paralléle (ainsi est-elle constante sur chaque sous-variété
horizontale).

Remarquons que I’énergie principale joue un rdle important en
mécanique analytique, car elle intervient dans l'intégrale premiére de
Painlevé.

D’aprés la théorie du chapitre I, une connexion est déterminée

par sa semi-gerbe (les “géodésiques™) et sa torsion forte. Il faut donc
20
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tout d’abord construire une semi-gerbe dont les courbes intégrales se
projettent sur les solutions des équations de Lagrange et, ensuite, se
donner la torsion.

La semi-gerbe est définie canoniquement comme le champ S
tel que
i = —d(0-.E - E)

ou  =dd;E + 7. On peut montrer que ce systéme différentiel
définit bien une semi-gerbe qui de plus est homogéne de degré 2 si E
est homogene de degré 2 et # homogéne de degré 1 (Propositions I11.15
et 11.25).

Le choix de la torsion laisse une large indétermination. Nous
nous proposons de la déterminer de fagcon que la seconde condition
soit vérifiée, c’est-a-dire que I’énergie principale se conserve par trans-
port paralléle. On procede de la fagon suivante.

Il est bien connu tout d’abord que E définit une métrique g,
sur le fibré vertical tangent AGM. Or si 'on se donne une connexion
I' sur M, g peut étre prolongée canoniquement en une métrique
riemannienne g sur le fibré T8M —> %€M (Proposition II.1). Si F est
la structure presque complexe associée a I', le triplet (M, g, F) est
une variété presque-hermitienne et la forme de Kahler est donnée par

Kp(X,Y) = gp(X,JY) — g:(JX,Y) .

(Proposition 11.3). Nous montrons que ’on peut choisir la torsion de
la connexion I' qui nous intéresse de facon que I'on ait K, = Q
(connexions simples). (Théoréme 11.37).

L’intérét de ceci est double :

— la forme de Kihler est fermée dés que dm = 0 en particulier
pour m = 0. Dans ce cas on obtient donc canoniquement sur M une
structure presque kahlérienne.

— on peut montrer que si K. = , ’énergie principale se conserve
par transport paralléle (proposition 11.32).

Ainsi notre probléme est résolu.

Cet article et celui qui va suivre constituent I’essentiel d’un
travail présenté comme thése de doctorat a ’Université Scientifique et

Médicale de Grenoble et en partie annoncé dans quelques notes aux
Comptes Rendus. Je remercie Monsieur Klein pour I'aide et le soutien
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qu’il m’a toujours apportés, Monsieur Chabauty qui a bien voulu pré-
sider le jury, Monsieur Koszul et Monsieur Dazord pour lintérét
qu’ils ont porté i ce travail et leur participation au jury.
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CHAPITRE 1
CONNEXIONS SUR UNE VARIETE

1. Notations.

Dans tout ce travail le terme ‘“‘variété” doit &tre pris au sens de
variété¢ différentiable réelle de classe €™, de dimension finie n, para-
compacte.

On notera :
M une variété différentiable.
(M) la R-algébre des fonctions différentiables sur M.

AP (M) (resp : ®°(M)) le F(M)-module des p-formes scalaires
(resp : scalaires antisymétriques) sur M.

B'(M) (resp : ¢'(M)) le % (M)-module des /-formes sur M 2 va-
leurs dans TM (resp : antisymétriques).

A(M), B(M), ®(M), ¢ (M) les anneaux gradués correspondants.
(M) désignera le $i(M)-module des champs de vecteurs sur M.
m: TM — M le fibré tangent a M.

P: TTM — TM le fibré tangent a TM.

V(TM) = (#T)"! {0} est 'ensemble des vecteurs verticaux tangents
4 TM. En restreignant P 3 V(TM), on fait de V(TM) un fibré vectoriel
au-dessus de TM.

Enfin 7w, : ®M - M désigne le fibré des vecteurs non nuls tan-
gents 3 M.

Le formalisme de Frolicher-Nijenhuis sera I'outil fondamental de
ce travail (cf. [7]). On notera 0y, au lieu de dy, la dérivée de Lie
d’'une forme scalaire par rapport au champ de vecteurs X.

On a la suite exacte de fibrés vectoriels sur TM :
0 > 7* (TM) > TTM > #* (IM) > 0
i étant Pinjection naturelle et j = (P, w7).

Si on pose J =ioj on définit canoniquement une structure
presque-tangente sur TM (cf : [14]). Un champ de vecteurs X sur
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TM est vertical si et seulement si JX = 0 ou, de fagon équivalente,
§il existe un champ Y sur TM tel que X =1JY.

Enfin, on notera C le champ canonique sur TM (cf. [14]), défini
par C=io & ou 8§ :z = (z,z) est le champ canonique de #* (TM).
Le tenseur J vérifie les deux pripriétés :

J,J1=0
[C,J1=—1]

Dans tous les calculs en coordonnées locales on supprimera le
signe de somme pour les indices répétés.

2. Formes semi-basiques et formes homogénes.

a) Formes semi-basiques.

Nous posons la définition suivante qui généralise une notion bien
connue pour les formes scalaires [12].

DEFINITION 1.1. — Une forme vectorielle L € B'(TM), 1> 1 est
dite semi-basique si elle vérifie les conditions :

) L(X,,...,X,) est vertical pour tous X, , ..., X, €EL(TM).
2) LX,,...,X,))=0sil'undes champs X, , ..., X, est vertical.

Un champ de vecteurs sera dit semi-basique s’il est vertical.

Si L est antisymétrique, en utilisant la structure presque-tangente
J, ces deux conditions peuvent s’écrire :

HIJL=0
2) i;xyL =0 pour tout X € L(TM).
Si VB/(TM) désigne le module des formes vectorielles semi-
basiques de degré I, pour tout z € TM on définit un isomorphisme
¢ : V,B(TM) ~» B’ﬂm(M)

de la fagon suivante. Soient u, ,u,...y, €T, /Met U, ,U,... U
des vecteurs sur TM se projectant respectivement suru, , %, ..., .On
pose :

(¢, L)W, ...u) =pryei;* o L(U,;...U).
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Puisque L est semi-basique, &, est bien définie car deux vecteurs
U, V sur TM se projetant sur le méme vecteur u différent par un
vecteur vertical.

Sur une carte U de TM de coordonnées locales naturelles (x%, y%),
un champ de /formes semi-basiques s’écrit :

_qQ 1 no1 ny P g o d’ ® 0
L=y, g0t xmyhymdate. . edl e 7%

et on a :
=1 1 n 1 n By ® ® ﬁI® 0
EZL LBl-..B’(x - X ,Z N4 )dx PREE dx axa

sizﬁ(x‘...x",zl...z”).

b) Champs de formes homogénes sur EM.
Soit C le champ canonique sur TM, 7, : ®M - M le fibré des
vecteurs non nuls tangents a M.

On pose les définitions suivantes (cf. [13], [14]).

DEFINITION 1.2. — Une fonction f différentiable, définie sur M,
est dite (positivement) homogéne de degré r, et l'on écrit que f est
h-(r), si

Ocf=rf.
Soit h, : TM - TM (A €R") 'homothétie dans les fibres de rap-
port \. Il est bien clair que 1.2 exprime I'identité d’Euler des fonctions
homogenes ; elle est donc équivalente a :

hif=Nf

De méme on pose :

DEFINITION 1.3. — Une p-forme scalaire antisymétrique w €BM
est dite homogéne de degré r, et I'on écrit que w est h - (r) si
Oow =rw.
DEFINITION 1.4. — Une [-forme vectorielle antisymétrique L sur
®M est dite homogéne de degré r (L est h - (r)) si
[C,L1=(¢-1L.
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3. Semi-gerbes et potentiels.

DEFINITION 1.5. — On appelle semi-gerbe sur M un champ S sur
TM, @ sur BVM, qui est une section du fibré vectoriel 7™ : TTM - TM.

Une semi-gerbe est donc une équation différentielle du second
ordre, pouvant présenter des singularités sur la section nulle.

PrROPOSITION 1.6. — Un champ S sur TM, €% sur M est une
semi-gerbe si et seulement si :

JS=C.
En effet, JS = C si et seulement siiojo S =io 8.

Comme i est un monomorphisme : JS = C si et seulement si
joS=24.

Or, j = (P, nT) donc JS = C si et seulement si S est une section
des deux fibrés P : TTM - TM et T : TTM - TM.

En coordonnées locales naturelles, une semi-gerbe S s’écrit :

2 0
S=y°‘5;;——2Ga(x1...x",y‘...y") 5°

ou les fonctions G* sont €= sur EM.
ProroSITION 1.7. — Si S est une semi-gerbe sur M, alors pour

tout X € &L (M), on a :
JIX,S]1=JX.

Cette proposition est une conséquence immédiate de 'homogé-
néité et de Pintégrabilité de J. En effet,

0= 0,J16,% = [C,IX] = J[C, X = IS, IX]

et d’autre part
- JX=[C,J]1X =[C,JX]-J[C, X]
d’ou
J[S,JX] =—1JX, Cestadire J[JX,S] =JX .
C.Q.F.D.
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Remarque. — 1.7 montre que le champ X—[JX, S] est vertical
quel que soit X et quelle que soit la semi-gerbe S.

PROPOSITION 1.8. — Si S est une semi-gerbe, on a :

X=J[X,S]+ [JX,S]—J[[JX, S],S]
pour tout X € L(EM).

Cette identité se déduit de I.7. Le champ X—[JX, S] étant ver-
tical, on peut écrire 1.7 en remplagant JX par X—[JX, S]. On obtient
ainsi immédiatement 1.8.

Enfin, si S et S’ sont deux semi-gerbes arbitraires, en posant
X =8-S dans 1.8, on a :

J[S,S'1=8-§8". (1.9)

Nous nous proposons maintenant d’exprimer la non-homogénéité
d’une semi-gerbe.

DEerFINITION 1.10. — Soit S une semi-gerbe sur M. On appelle
déviation de S le champ
S*=[C,S]1—S.

ProprosITION 1.11. — La déviation d’une semi-gerbe est un champ
vertical,

La démonstration est immédiate. De la proposition 1.7 il résulte
en effet
JIC,S] =C, car C est vertical ;
donc
JS* =J[C,S]—JS=C—-C=0.

Cas particuliers :

1) Une gerbe (au sens de Dazord, cf. [5]) est une semi-gerbe a
déviation nulle (c’est-a-dire homogéne de degré 2), qui de plus est de
classe @' sur la section nulle. Les fonctions G* sont donc % - (2).

2) Une gerbe quadratique (cf. [1]) est une semi-gerbe i déviation
nulle, qui est de classe @? sur la section nulle. Ici les fonctions G*
sont quadratiques en y.
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Venons maintenant a la notion de potentiel.

DEFINITION 1.12. — Soit L une -forme scalaire ou vectorielle semi-
basique sur TM, avec | = 1. On appelle potentiel de L la (I — 1)-forme
semi-basique.

ou S est une semi-gerbe arbitraire.,

Pour L EV¥°(TM), on pose L° = 0

Remarques.

1) 11 est facile de vérifier que L® ne dépend pas du choix de la
semi-gerbe S. En effet, si S’ est une autre semi-gerbe, S — S’ est vertical,
car J(S—S8') =C —C = 0 (cf. aussi 1.9). Donc ig_gL = 0 parce que
L est semi-basique ; il en résulte que igL = ig L.

2) La terminologie est justifiée par la propriété suivante.

Soit L une /-forme vectorielle semi-basique antisymétrique, homo-

géne de degré r, avec r + [ # 0. On peut voir facilement en utilisant
la formule (6.6) de [7] que :

__1 0 0
L=— @, LI+ 1,1 . (1.13)

Donc si L est “J-fermée” (C’est-a-dire si [J, L] = 0) elle s’exprime
en fonction des dérivées de son potentiel :

1
r+1

L= [3,L°].

Pour les formes scalaires on a une propriété tout a fait analogue
(cf. [12]).

3) Si L est antisymétrique, on a évidemment (L°)° = 0.

4) En coordonnées locales naturelles, si

_qa b1 b g O
L LBI...ﬁldx ®...edx ®ay°‘
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on a :

0 _ Bl a ﬁ2® ® ﬁ’@ a
L=y "Lg ... g dx ...®dx ——aya

5) Dans la suite nous dirons qu’une l-forme vectorielle semi-
basique L est “en équilibre” avec une semi-gerbe S si la déviation de S
est équilibrée par le potentiel de L, c’est-a-dire si

S*+L°=0.

4. Connexions sur M (cf. [9]).

DEFINITION 1.14. — On appelle connexion non homogéne sur M,
ou plus simplement connexion sur M, une 1-forme vectorielle T sur
T™, C% sur VM et telle que

A)Il'=1]

B) I'J=—1.

ProrosITION 1.15. — Une 1-forme vectorielle T' sur TM est une
connexion sur M si et seulement si I' définit une structure presque-
produit sur TM, (I'> = 1), C sur VM, telle que, pour tout z € TM,
le sous-espace propre de T, correspondant a la valeur propre (— 1)
est le sous-espace V,(TM) des vecteurs verticaux tangents en z a TM.

Démonstration, — On vérifie facilement que la condition est suf-
fisante. Pour montrer qu’elle est nécessaire, considérons une connexion
I’sur M. On a JT" =17 si et seulement si J(I' — I) = 0,et I'J = — Jsi
et seulement si (I' + DJ = 0.

Comme i est un monomorphisme :

(iof) o= =0 sietseulementsi jo(I'-=1)=0.
Comme j est un épimorphisme :

T+Do@Gej)=0 sietseulementsi (U+1)ei=0.

On obtient donc :
Im(' =) CKerj=Imi
Imi CKer("' + 1)
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C’est-a-dire
Im(P =D CKer("+ 1)
d’ol1 finalement
TCr+npr-n=r*—-1=o0.

D’autre part, si X € T, TM est un vecteur propre de I', associé a la
valeur propre (— 1), on a :
=—TX dou : JX =—J([IX) = — JX cest-a-dire JIX =0. X
est donc un vecteur vertical.
Réciproquement : si X €V, (TM), il existe Y E T, TM tel que
X =JY. Dou
IX=NY=—JYy=—X

X est donc vecteur propre de I', associé & la valeur propre — 1.

C.Q.F.D.
On posera dans la suite
1
h = 3 a+Dn
: (1.16)
=—(A-T
v > ( )

Il est facile de vérifier que h> = h et v2 = v ; h et v sont donc deux

projecteurs et
TIM=Imvelmh.

Orlmv =Kerh ={XETIM|T'X = — X} = V(TM). Aussi v est-il ap-
pelé projecteur vertical associé a I' et h projecteur horizontal. En

notant
Im h = H(TM)

I' permet finalement d’obtenir la décomposition
TTM = V(TM) @ H(TM) .
h et v vérifient les propriétés suivantes :

Jh=J , h=0
Jv=0 , v=]

€17

Enfin, si S est une semi-gerbe, puisque d’aprés (1.17) [JX, S]—X est
vertical quel que soit X, on a A([JX, S]—X) = 0, c’est-a-dire
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h{IX,S] =hX . (1.18)

ProrosiTION 1.19. — La donnée d’une connexion I sur M définit
canoniquement une scission de la suite exacte

0~ a* (TM) > TIM % 7* (IM) » 0
de morphismes de fibrés vectoriels, qui est C au-dessus de TM.

Réciproquement, une telle scission détermine une connexion sur
M, au sens de (1.14).

Démonstration. — Soit T une connexion sur M, 4 son projecteur
horizontal et j une scission quelconque de j, c’est-a-dire une appli-
cation de T™M x TM dans TTM telle que j J =ldpyxm - On sait

M

qu’il en existe, car j est surjective et M paracompacte. Posons y=ho j ;
v est bien défini. En effet, soit j' une autre scission.Onaj(7 —j') =0
donc 7 — j'€Kerj = V(TM) et par conséquent : h(j — j') =0,
Cest-d-dire #j = hj' D’autre partjoy =jo ho j.Or, d’aprés 1.17
Jh =] Cest-a-dire : iojo h =ioj et, comme i est un monomor-
phisme : jo A =j. On a donc :

jey=joj=1d
TE(IM)

Cest-a-dire : v est une scission de la suite exacte.

Réciproquement, soit 7y une scission de la suite exacte. Si on pose :

F=2yoj—-1
on a
JIl =2iocjoyoj—J=2i0j—J=]
et
') =2yo0jojoj—J=—J car joi=0.
C.Q.F.D.

Expression en coordonnées locales d’'une connexion sur M.

Soit U une trivialisation de TM et X € &(TU) : X = (a,b,c,d).

Si h est le projecteur horizontal de I', posons
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hX = («,B,7,8)
ou «,B,v,8 sont des fonctions dea, b, c et d.

Comme h €Y' : a=a B =>b et y et § sont lindaires en ¢ et d.
D’autre part, de Jh =1J on déduit que y =c¢ et de WJ =0 que
6@, b,0,c)=0. Donc 6§ ne dépend pas de d, car

8(a,b,c,d)—8(@,b,c,d)=8(@a,b,0,d-d)=0.
On pose donc, classiquement :
8@,b,c)=—Tb(@,b)c® avec c=(c'...c"
ol les I}, sont des fonctions sur TM, € sur &M et on a :
h@,b,c,d)=(@,b,c,—T§@, b)) .
Par conséquent :
F(a,b,c,d)i(2h—1)(a,b,c,d)

(1.20)
=, b,cf, — 2I'5(a, b) c®*—df) .

Sous forme matricielle, dans un systéme de coordonnées locales na-
turelles I" s’écrit :
8, 0
r= ( ) 85: symbole de Kronecker. (1.20")
—2f(x,y) 88

En particulier :

o _ 90 5 0
ax%  ax% @ 3yk
a —
hay—a—O.

5. Dérivation covariante.

DEFINITION 1.21. — Soient M et N deux variétés différentiables,
I' une connexion sur M, z € &L(N) et g une application différentiable
de N dans TM. L’application de N dans TM définie par :



302 JOSEPH GRIFONE
D,g=¢@eogloz)

est dite dérivée covariante de g par rapport & z :

TTM z - V(TM)
g' p 3
N ™
D,g
zZ 2 ™
N —» M
mo g

D, g est une application de N dans TM, €% sur tout point a de N tel
que g(a) # 0.

Cette définition est tout i fait analogue a celle donnée dans le
cas des connexions linéaires (cf. par exemple [3]).

Cas particuliers :

1) N=M, g =w€&€ &M). Localement, on trouve :

owh )
D,w= ¢ (‘a?! + I‘g(x, w)) w . (1.22)

Remarque. — D,w ¢ (M) car D, w n’est pas €~ sur les points
a€M tels que w, = 0.

2)Siz,,z,, wEXM), on a:
) D,..
2) szlw =fD,lw .

w=D,w+D,w
! 2 (1.23)

3) Soit N =1 intervalle de Retg: 1 - TM
te (x(@®,y@) .
On a :

! Y ! d
D,g=tweg) ot g =g"o—.
ar dt
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Localement :

dy# dx®\ 9
D g=(——+r“’xt Y (¢ —)—
28 =G +Tee@.y0) Z0) 75
La dérivée covariante d’un champ de formes vectorielles ou scalaires,
méme non antisymétriques, se définit de la fagon habituelle. Soit
L un champ de /-formes sur M et z un champ de vecteurs sur M. On
pose :

4

D,L(z,...z) =D,(L(z,...z))— J, L(z,...D,z;...2)
i=1 (1.25)

et D,f=0,f si fe¢°.
Remarquons que D,L en général n’est pas un tenseur.

DEFINITION 1.26. — Soit f(t) une courbe différentiable sur M et
g(t) un champ de vecteurs le long de f(t). On dit que g(t) est paral-
léle le long de f(t) si
D a g@)y=0.

dt

D’apres la définition de D, cela veut dire que g'(¢) est horizontal.
at

DEFINITION 1.27. — Soit E une application différentiable de TM
dans R et f(t) une courbe différentiable sur M. On dit que E se con-
serve par transport paralléle si

iE( 1) =0
o g@®) =

quel que soit le champ de vecteurs paralléle g(t) le long de f(t) et
quelle que soit la courbe différentiable f(t).

ProprosiTION 1.28. — L’application E : TM — R se conserve par
transport paralléle si et seulement si

d,E=0

h étant le projecteur horizontal de la connexion.
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En effet, si d,E = 0, dE(X) = 0 quel que soit le champ hori-
zontal X. Par conséquent, si g(¢) est un champ paralléle le long d’une
courbe de M :

d , _
a E(g() =dE(g() =0

puisque g' est horizontal. La réciproque est évidente.

6. Tension d’une connexion — Cas particuliers.

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’exprimer la non-
homogénéité d’une connexion.

DEFINITION 1.29. — On appelle tension de la connexion T la 1-
forme vectorielle sur TM, €~ sur €M :

H=—-|[C,TI].

1
2
PrROPRIETES 1.30.

1) H est une 1-forme vectorielle semi-basique,
2) En coordonnées locales naturelles, on a :

or’ )
_ [} a a —_
H = (I‘a— »Y ——ayy)dx ® P (1.31)

La démonstration ne présente pas de difficultés

Connexions particulieres.

DEFINITION 1.32. — Une connexion T' sur M est dite homogéne
de degré 1 (ou simplement h - (1)) si sa tension est nulle, c’est-g-dire
si la forme vectorielle T est h - (1).

Cette condition impose aux fonctions Fg(x, y) la propriété
d’étre (positivement) homogeénes de degré 1 par rapport aux variables
»%, comme on le voit sur 1.31. Une connexion 4 - (1) est donc une
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connexion ‘“‘non linéaire” au sens classique [cf. par exemple : [2] et
[16] p. 235].

I1 est immédiat dans ces conditions que pour z, w € M) et
f€EFM) on a :
|D,fw =fD,w + (- fHw . (1.33)

DEFINITION 1.34. — Une connexion h-. (1) est dite linéaire si
elle est de classe C' sur la section nulle.

On vérifie facilement que pour une connexion linéaire on a aussi :
D,(w, +w,)=D,w, + D,w, 1.35)

pour tous z,w,, w, €&(M). Donc une connexion linéaire sur la
variété M peut-étre définie comme une loi de dérivation D sur le
& (M)module (M), c’est-a-dire :

D € Homg (M) , Homﬁ(M)(SZL’(M) , (M)
avec )
D,fw=fDw+ (- f)w

quels que soient z, w € M) et f€ (M) (cf. [15]).

Dans le cas d’'une connexion linéaire la condition de dérivabilité
sur la section nulle entraine que les fonctions Fg(x , ¥) sont linéaires
en y. On peut donc poser :

. 6 s 6 arg
Calx, y) =y Fay(x) c’est-a-dire I‘M(x) = W - (1.36)

On peut vérifier facilement la proposition suivante qui sera utile
dans la suite :

ProrosiTION 1.37. — Soit T' une connexion linéaire sur M, z et
weEIM) et Z, W deux champs sur TM projetables respectivement
sur z etw. On a :

D,w=§&(h,IW]Z).

21
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7. Semi-gerbe associée a une connexion.

ProposITION 1.38. — A toute connexion T' sur M de tension H
est associée canoniquement une semi-gerbe S dont la déviation est
donnée par le potentiel de H ; c’est-a-dire que S vérifie la relation

S* =HO .

1
En effet soit S’ une semi-gerbe arbitraire et # = —2— a+nle
projecteur horizontal de I' ; on pose
S=hns. (1.39)

Le champ S ainsi défini ne dépend pas du choix de la semi-gerbe S'.
En effet, si S est une autre semi-gerbe, S" — S’ et vertical et donc
h(S" —S') =0 cest-a-dire #S" = hS'. D’autre part S est une semi-
gerbe, car JS = JhS' =JS' = C.

Enfin, on a H® = $* comme on peut le voir par un calcul trés
simple.
C.Q.F.D.

Localement, la semi-gerbe associée a la connexion I' est déter-
minée par les fonctions :

1
a _ (¢4
G == Ty . (1.40)

ProrosITION 1.41.

1) Soit S une semi-gerbe sur M ; alors [J , S] est une connexion

1
sur M. La semi-gerbe associée a [J,S] est S + 3 S*.

2) Si S est une gerbe, alors [J,S] est une connexion h - (1)
dont la gerbe est S.

3) Si S est une gerbe quadratique, alors [J ,S] est linéaire : il
s’agit de la connexion symétrique associée canoniquement a S (cf.[1]).

Démonstration :

1) Onal[J,S]X=J[JX,S]-J*[X,S] =J[X, 8] = JX daprés
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(LL'7). De méme, on voit que [J,S]J =—1J. Ce qui montre que
[J, S] est une connexion sur M. La semi-gerbe associée a [J , S] est :

hS'=—;—(I+[J,S])S'=%(S'+[J,S]S')=

1
< (8" +1C, 81— I8, 8]) =%(s'+[c,81—(8'—s»

d’aprés (1.9). D’ou :
, 1 |
hS :E(S+[C’SD:S+ES*'
2) Soit maintenant S une gerbe. [J , S] est une connexion, comme
on vient de le montrer. Sa tension H est déterminée par :
2H=[C,T]1=[C,[J,S]].
D’aprés 'identité de Jacobi, on a :
[C,[I,SI+[,[S,Cl]+(S,[C,J]l=0
or [C,]J]]=—1TJet[C,S]=S; donc :
[C,J,S1—0,S]—[S,J]=0
c’est-a-dire [C,[J, S]] =0 d’ou H = 0.

3) Enfin, si S est une gerbe quadratique, [J, S] est linéaire. En
effet localement on trouve
- 3GP
T, y) = B (x,y) . (1.42)

Si les GP sont @2, les fonctions I‘g sont @ ; donc, étant & - (1),
elles sont linéaires en y.

8. Chemins d’une semi-gerbe et d’une connexion.

DEFINITION 1.43. — Un chemin sur M relatif a une semi-gerbe S
est une courbe paramétrée

f:1 > M (I intervalle de R)
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telle que
fll — Sfl

c’est-g-dire telle que f' soit courbe intégrale de S. Si S est une gerbe
les chemins de S sont dits géodésiques (cf. [3]).

En coordonnées locales, si f = (x*(?)) et
S =%, y*, y*, - 2G%(x, »)) :

les chemins de S sont les solutions du systéme différentiel :

e A (x, &)= (L44)

DEFINITION 1.45. — Une courbe paramétrée f sur M est appelée
chemin d’une connexion I sur M, si

D,f =0

dat
ot D est opérateur de dérivation covariante associé a T' (cf. [3]).
Si I" est h- (1), f est dite géodésique de T.
PROPOSITION 1.46. — f est un chemin de T' si et seulement si

vef' =0.
En effet, D , f = &, vof’Toi)=E'(vf”)
) d_dt f dt f :

En coordonnées locales les équations des chemins d’une connexion
s’écrivent

dx (e, 2 L.47)

PRroPOSITION 1.48. — Les chemins d’une connexion TI' sont les
chemins de la semi-gerbe associée a T.

En effet, d’aprés (IL29) : S = (x%, y%, y%, — 2G%*) avec
1
G* = 5 YTy ol

p— —— a —
P + Ty + 2G (x

d*x“ a( dx\ dxf  d*x“ dx)
dt/ dt dr® " dt
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9. Torsion d’une connexion.

L’utilisation de la dérivée covariante s’avére compliquée lorsque
la connexion n’est pas linéaire. (cf. remarque p. 303). Aussi pour de-
finir les notions de torsion et de courbure est-il préférable d’utiliser
des définitions portant sur I’algébre tensorielle construite sur TM.

DEFINITION 1.49. — Soit T" une connexion sur M. On appelle
torsion faible de T la 2-forme sur ®M a valeurs vectorielles dans

TEM :

f=+ .
, U, T1.

On appelle torsion forte de T' la 1-forme vectorielle sur M :

T=t*"-H.

Remarques :

1) 11 est facile de vérifier que ¢ est semi-basique, ce qui justifie
la définition de T. Puisque H est semi-basique, il en résulte immédia-
tement que T est semi-basique.

2) Nous verrons dans la suite que si la torsion forte est nulle
alors la torsion faible 1’est aussi, mais que la réciproque n’est pas
vraie en général.

3) Expression en coordonnées locales. On trouve :

ary  oryy 9
1(X,Y) = X*Y# ( a_y.g) ™ (L.50)
et
arx N )
T=(»° —Fﬁ)d‘3®5y— (L51)

En particulier, pour une connexion linéaire on a

TaCx, ») = y7l"3,,(x) ; donc :

(X, Y) = X*YP (Tgg — Tga) 3¢



310 JOSEPH GRIFONE
— LB A A 0
TX) =y X (T — Tga) T -
oy
On voit donc que si z, wEILM) et Z, WXL (TM) sont tels que
7TZ =z et 7™W =w, on a :

E(Z,W)=¢,TW)=D,w—-D, z - [z,w]. (1.52)

Si D est une connexion linéaire, alors la 2-forme sur M 2 valeurs vec-
torielles sur T™M

|T(z,w) =D,w — D,z — [z, W] (1.53)

est dite (classiquement) torsion. Ceci justifie les définitions posées.

PrROPOSITION 1.54. — La semi-gerbe de T" est “‘en équilibre” avec
la torsion forte, c’est-a-dire :

S*+T°=0.
En effet
TO — (to . H)O :(tO)O o HO :_HO _____S*
d’aprés (1.38). C.Q.F.D.

10. Décomposition canonique.

Nous avons vu qu’a toute connexion I' sur M sont associées
canoniquement :

— une semi-gerbe S = AS' (S’ semi-gerbe arbitraire).
— une 1-forme vectorielle semi-basique T = #® — H, dite torsion
forte de T, “en équilibre” avec S, c’est-a-dire vérifiant la condition :

T +8*=0.

Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant qui fournit
une généralisation d’un théoréme classique.

THEOREME de décomposition canonique 1.55. — Soit S une semi-
gerbe sur M et T une 1-forme vectorielle semi-basique sur TM, “en
équilibre”’ avec S. Il existe alors une et une seule connexion admettant
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S comme semi-gerbe et T comme torsion forte. Elle est donnée par :

r=[J,S]+T.

Démonstration :

A) Existence. Soient S et T comme dans I’énoncé. En posant
I' =[J,S] + T on vérifie sans difficultés que I" est une connexion de
semi-gerbe S et de torsion forte T.

B) Unicité. Pour montrer 'unicité, considérons une connexion
I de semi-gerbe S et de torsion forte T et montrons que ’on a
nécessairement

r'=[@J,S]1+T

C’est-a-dire, puisque T est la torsion forte de I'
(T = -;_ (lS[J > F’] - [C 5 P’])) >
que I'on a nécessairement :

r'=1(Q,Ss] +% (s, M1 —1[C, D

1 ~ ~
ou S = -2— I+ TS, S étant une semi-gerbe arbitraire.

Puisque S est une semi-gerbe, on a, d’aprés (I1.8) pour tout
champ X € L (M) :

i) X=J[X,S]+ [JX,S]—J[JX,S],S].
En remplagant X par I'X on obtient :
ii) I'X =J[I'X,S] + [JX, S} —J[JX, S], S]
en utilisant i), ii) peut s’écrire :
i) M'X =J[I"X,S]—J[X,S]+X .
D’autre part, en multipliant les deux membres de i) par I'’, on obtient :
'X =—J[X,S] + "X, S] +J[[JX, S], S]

et, en utilisant i), cette expression peut s’écrire :
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iii) 'X =1"pJX,S]+[IX,S]— X .
Or :
igJ,T']1=(C, "] —J[S, "] +[I'S,J]—I'"[S,ID X
=[C, "] X+TI"JX,S]1+J[I'X,S]+[S,IX]—1J[S, X]
Cest-a-dire
iv) ig[J, I =[C, "1 X +T"[JX,S]+J[I"X,S]—[J,S]X.
En sommant ii') et iii) :
2I'X =J[I'X,S]+ "X, S+ [J,S]1 X
et, en utilisant iv)
2I'X = (g[J, M —[C,I'DX +2(J,8]X
C’est-a-dire
1
r=[,s] +5 Gy, —1[C,r'h.
C.Q.F.D.

CoROLLAIRE 1.56.— (Relation entre la torsion forte et la torsion
faible).

La torsion forte est nulle si et si seulement si la torsion faible
et la tension sont nulles.

(Par conséquent, il n’y a pas de connexions non homogeénes i
torsion forte nulle).

Démonstration :

1
Si T=0 alors I' = [J, S] et par conséquent ¢ = E J,T1=0
en vertu de I'identité de Jacobi.
D’autre part T=¢>—H ; donc si T =0 on a aussi H = 0.

La réciproque est évidente, T étant égale par définition a ° — H
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11. Courbure.

DEFINITION 1.57. — On appelle courbure de la connexion T la 2-
forme vectorielle R, €~ sur WM définie par

1
R=——1h,h
5 [, ]
h étant le projecteur horizontal de T.

Propriétés.
1) R est semi-basique, comme on le vérifie facilement.

2) En utilisant 1.37 on peut montrer que si I" est une connexion
linéaire et siz, w, u € LM) et Z, W € &(TM) sont telsque 17Z = z
et 7TW =w, on a :

£,R(Z, W) =D,D,u — D,D,u — D, , u . (1.58)

3) Expression de R en coordonnées locales. Avec les notations
habituelles on a :

orr  or? or? or’d\ 9
RX,Y) =X*Y (£ —-——2-rt 22—k L) —.(159
X, ¥ (axa ox? B apH @ ay“) ayr (1.59)

Pour une connexion linéaire on a T'S = »7 l"gy(x). Donc

ory.  ark )
, vauB _ « A BopA .
R(X,Y)=X"Y"p? (—Maxa _laxﬂ + I‘ﬂhl‘an - I‘(M Fﬁu) ! (1.60)
ProprosITION 1.61. — Les identités suivantes lient la courbure a la

torsion forte et a la torsion faible et représentent la généralisation des
identités de Bianchi (comme on peut le vérifier pour une connexion
linéaire).

L [J,R]=1[h, 1]

IL. [A,R]=0.

Remarque. — 1. peut s’écrire : [[J,S],R] =—[T,R].

On les démontre immédiatement en utilisant I'identité de Jacobi.
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Enfin, toujours d’aprés I'identité de Jacobi :
[C,R] =—[h,H] 1.62)

ce qui montre que si I' est A - (1), R aussi est & - (1).

12. Structure presque-complexe associée a une connexion.

Comme pour les connexions 4 - (1) (cf. [6], [11]) on peut définir
dans le cas général une structure presque complexe sur TM, € sur
WM, associée a4 une connexion. On a en effet :

PROPOSITION 1.63. — Soit I une connexion, h le projecteur hori-
zontal 1l existe une et une seule 1-forme vectorielle F sur TM, € sur
BM, telle que

Fil=h e Fh=—1].

Pour montrer que F existe, il suffira de vérifier qu’elle est bien
définie. Considérons la premiére relation : FJ = h, Soit V un champ
vertical et soient Y et Y’ deux champs sur TM tels que JY = JY' = V.
Puisque J(Y —Y) =0, Y — Y’ est vertical donc A(Y — Y) =0
c’est-a-dire AY = hY', d’otr finalement : FV = hY = hY'.

De méme on montre que la relation Fh = — J est bien définie.

D’autre part, F est unique car, d’aprés la définition, elle est en-
tierement déterminée sur les vecteurs horizontaux et sur les vecteurs
verticaux.

On a aussi la propriété suivante qui se vérifie immédiatement sur
les champs verticaux et horizontaux :

JF=v 1.64)

v étant le projecteur vertical de la connexion I

On peut généraliser la propriété fondamentale de F relative a
I'intégrabilité, bien connue pour les connexions 4 - (1) (cf. [6], [11]).

ProPOSITION 1.65. — La structure presque-complexe F est inté-
grable sur BM si et seulement si I" est “faiblement plate” (c’est-a-dire
t=0, R=0).
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Démonstration :

La condition est nécessaire. On a en effet :

i) % [F,Fl (X, hY)=[JX,JY]— [hX, Y] +
+ FJX, hY] + F[rX,JY] .
D’autre part :
tX,Y)=0J,hnX,Y) =, ] (hX,HY)
puisque ¢ est semi-basique.
Donc, aprés quelques calculs :
i) Ft(X,Y)=F[JX,hY]+F[hX ,JY]—h[hX, AY]+[JX,JY].

Enfin, puisque R est semi-basique :

R(X,Y)z—% [h,h](X,Y)=—% [h, K] (WX, hY) .
Cest-a-dire :
iii) RX,Y) =—[hX,hY] + h[hX,hY] .
De 1), ii) et iii) on tire :
—;—h*[F,F]=Fot+R (1.66)
ou hW*[F,F1(X,Y) =[F,F](hX,hY). On en déduit que :

|
EJoh*[F,F]:vot=t

car ¢t et R sont semi-basiques. Par conséquent [F, F] = 0 entraine
t = 0 et, en utilisant encore (1.66) aussi R = 0.

La condition est suffisante : £ = 0 et R = 0 entrainent évi-
demment A*[F, F] = 0. D’autre part, un calcul trés simple montre
que :

[F,F1(hX,JY)=Fo h*[F,F]1(X,Y)

[F,F]1JX,JY)=—h*[F,F](X,Y)

C’est-a-dire que #*[F , F] = 0 est équivalente & [F, F] = 0.
C.Q.F.D.
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La proposition suivante donne d’autres conditions nécessaires et
suffisantes pour que I' soit “faiblement plate”.

PROPOSITION 1.67. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) [F,F] =0
b) J,F]=0
c) [n,F1=0

d)t=0 R=0

On sait déja que a) est équivalente a d). Pour vérifier que b) est
équivalente 4 ¢) on montre tout d’abord que :

J,Fl=igt— For—R. (1.68)

Ce qui s’obtient sans difficultés.

D’autre part, on voit facilement que [J, F] (#X,JY) = ¢(X,Y),
donc [J,F] = 0 entraine ¢ = 0 et, par (I1.68) aussi R = 0. La ré-
ciproque est immédiate.

Pour montrer que c¢) est équivalente 4 d), on montrera d’abord,
d’une maniére analogue, que :

[h,Fl=—igR—1t. (1.69)
Comme R et ¢ sont semi-basiques, on en déduit :
[n,Fl(rX,JY)=—RX,Y).
d’ou [k, F] = 0 entraine R = 0 et, d’aprés (1.69) ¢ = 0.,

Expression de F en coordonnées locales.

Soit U(x%*, y®) un voisinage de TM de coordonnées locales na-
turelles. On a :

Fo -2 =n>=-2_n2
% ax® ax®  ax® Rl I
0 0 0 0
7.9 _ A . A S TR Y
Jax“ F(h ax“) F ox® O‘By“)
0 ) 0
=F— - (= -1 =
ax% o‘(E)x“ ”ay")
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0
F _— = l_‘“ - - F“FA —_ .
ax® @ dxm R T |

Donc, sous forme matricielle :

Fﬁ
F=Cnry-sg —m)
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(1.70)
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CHAPITRE 11

CONNEXIONS D’UNE VARIETE FINSLERIENNE ET
D’UN SYSTEME MECANIQUE (cf. [10])

1. Prolongement riemannien sur M d’une métrique
sur le fibré vertical.

Soit g une métrique riemannienne sur le fibré vertical tangent a

BM.

On peut vérifier que pour tout z €®M fixé, par la donnée d’une
métrique g sur V(@®BM) — BM, on définit une métrique riemannienne
g, sur M en posant :

8 (u,v) =gz, u),i(,v)
pour tous u, v E Tm/ M., i étant I’injection naturelle de 7*(TM) dans

TTM.

Une métrique g sur le fibré vertical peut donc étre considérée
comme une métrique sur M dépendant non seulement du point, mais
aussi d’un vecteur non nul tangent en ce point & M.

Si sur M est donnée une connexion I', on peut prolonger g i tout

le fibré T®M, c’est-a-dire en une métrique riemannienne sur la variété
BM

ProproSITION II.1. — On appelle prolongement riemannien de g
suivant T' la métrique g, sur la variété ®M définie par
gr(X,Y) =gdJX,JY) + g (X, vY)
pour tous X, Y €L (BM).

ProprosITION I1.2. — Une métrique riemannienne g sur la variété
BM est le prolongement riemannien d’'une métrique g du fibré V (BM)
suivant une connexion I' si et seulement si

1) g(hX ,vY) =0
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2) g(hX , hY) = g(JX,JY) = g(JX,JY)
pour tous X ,Y € L (ETM).

La démonstration est immédiate.

ProrosiTioN I1.3. — Par rapport a la structure presque-complexe
F associée a T, tout prolongement riemannien suivant T est presque-
hermitien et la forme de Kihler de la variété presque-hermitienne
M, g, F) est donnée par

K X,Y) =g (X,JY) — g:(JX,Y) .
En effet, on vérifie facilement que
gr(FX,Y) + g (X,FY)=0.
D’autre part, la forme de Kahler est
Kr(X,Y) =gr(FX,Y)
et 'on a :
gr(FX,Y)=gr(FhX , hY) +gr(FvX, hY) + g (FhX ,vY) + g (FvX,vY)
=—gr(JX,hY) + g . (hFX, hY) — g (IX,vY)+ 2 (hFX,vY)

car Fv=hF et Fh=-—1.

D’autre part :

gr(IX,nY)=0 gr(hFX ,vY) =0
et

gr(hFX | hY) = g (JFX ,JY) = g, (vX ,JY) =

=gp(hX +vX,JY) = g (X,JY).
Donc :

gr(FX,Y) =g, (vX,JY) — g, (JX,vY) = gp(X,JY) — g (JX, Y).
C.Q.F.D.

2. Variétés semi-finslériennes et connexions simples.

DEFINITION 11.4. — On appelle variété semi-finslerienne un triplet
M,E,n) ou :

— M est une variété différentiable,
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— E une application E : TM - R*, avec E(0) = 0, @ sur M,
@° sur la section nulle et telle que dd;E ait un rang maximum ; E est
dite énergie.

— 7w une 2-forme scalaire semi-basique antisymétrique sur TM,
C™ sur M ; © est dit tenseur force,

Cas particuliers :

Variété riemannienne :

(M, E, 0) avec 0.E = 2E et E de classe ©? sur la section nulle.

Variété finslerienne :

M, E,0) avec 6.E = 2E et E de classe @! sur la section nulle.

Systéme dynamique homogéne [13] :
M, E,m) avec 0.E =2E et 0.7 = m.

Si 'on se donne un systéme mécanique d’énergie E et de champ de
forces w (cf. [8]), le triplet (M, E,d;w) est une variété semi-
finslerienne.

Dans la suite, on posera :
Q2 =ddE+ 7 (IL.5)

Q sera dite forme fondamentale de la variété semi-finslerienne. On
voit immédiatement que
R =0. (I1.6)

ProprosITION I1.7. — 2 est de rang maximum.

En effet, si X est un champ vertical, iy§2 =0 équivaut a iydd,E =0
car w est semi-basique. Or, ceci est impossible car dd;E est de rang
maximum. Si par contre JX # 0, c’est-a-dire si X n’est pas vertical,
et siiy2 =0, onaaussiijy 2 =0carijiy = ixi;Q — i,y = — i} Q
puisque i; 2 = 0. DoncsiiyQ =0 i;4xdd;E = 0, ce qui est impossible.

ProrosITION 11.8. — Une structure semi-finslerienne sur M permet
de définir une métrique g sur le fibré vertical V(®M) en posant :
gdX,JY)=QJX,Y)

pour tous X, Y €L @M). Une telle métrique sera dite semi-finslerienne,
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Démonstration :

1) g (JX,JY) est bien définie. En effet, si Y’ est un champ sur
T™ tel que JY' =JY, Y' — Y est vertical ; donc QUJX,Y —Y) =
(puisque ;2 = 0), d’ou QUJX,Y) = QJX,Y".
2) gdX,JY)=¢gdY,JX).
En effet :
gJdY ,IX) =QdY,X)=—QX,JY).
Or iy =0 ;donc: QUJX,Y)+QX,JY)=0
d’ou :
gdY ,JX)=Q0JX,Y)=gdX,JY).
3) g est non dégénérée.

En effet, si g(JX,JY) =0 pour tout JY ceci voudrait dire que
2(JX,Y) = 0 pour tout Y, c’est-a-dire i;, 2 = 0 ce qui est impossible,
car §2 est de rang maximum.

C.Q.F.D.
En coordonnées locales naturelles :
9’E
Q =dd,E+7 = dx® A dxf
T (ax *9yh ay"axﬁ)
9%E 1 o
_ — B
PN dx® A dyf + 5 Topdx® A dx
. 5 _ways O'E
d’ou : QIX,Y)=YX T
En posant :
_/ 0 0
8ag = & (ay—"‘ ) 5;5-)
on obtient :
0%E
gaF = PPN (11.9)

ProrosiTION I1.10. — Soit g une métrique semi-finslerienne et
gy le prolongement de g suivant une connexion I'. La forme de Kihler

associée a g (cf. (11 .3) est alors :
K. =1i,Q

v

22
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On a en effet :

L,2X,Y) =Q0X,Y) + X, vY) = Q0X,Y) - Q0Y,X)
=& ("X, JY) — g (Y, JX) = gp (X, JY) —
-2 JY,X) =K (X,Y).

Ceci dit nous posons la définition suivante :

DErFINITION I1.11. — Soit (M, E, m) une variété semi-finslerienne
et ) la forme fondamentale. On dit que T est une connexion “‘simple”’
associée a M , E, m) si

ir2=0

ProrosiTioN 11.12. — Soit g. le prolongement riemannien suivant
I de la métrique semi-finslerienne g associée ¢ (M , E , 7). Alors T
est une connexion simple si et seulement si la forme de Kdihler as-
sociée a g est égale a 2.

La démonstration est immédiate. On a, en effet :

. . 1. 1. 1.
Kl,=zv9=1%(l_r)ﬂ=—2—119—511‘Q=Q—511‘Q

Donc K. = Q si et seulement si i = 0.
C.Q.F.D.

Nous verrons dans la suite qu’il existe toujours des connexions
simples sur une variété semi-finslerienne. Leur intérét résultera des
propositions 11.32-11.37 et d’une propriété de relévement que nous
donnerons dans le prochain article.

3. Semi-gerbe associée canoniquement & une structure
semi-finslérienne.

Soit (M, E,n) une variété semi-finslerienne sur M. On posera
dans la suite :
q =0.E - 2E

q* =0.q—q
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ProrosiTION 11..13. — On a

djE+qg)£0
et en particulier

dE +q) #0
En effet :

icddyE = —i.dydE = d;i.dE — i;dE = d;0.E — d,E
=d,(2E + q) — d;E =d,(E + q)
Or, icdd\E # 0 car dd,E est de rang maximum.
Donc.d(E + q) # 0.

DerFmNITION I1.14. — La fonction & = E + q est dite énergie
principale.

Elle joue un role important en mécanique analytique, car elle
intervient dans l'intégrale premiére de Painlevé (cf. [8]).

ProrosiTioN 11.15. — Le champ S défini par

igQl =—d(E + q)

est une semi-gerbe sur M.

Démonstration. — Tout d’abord la relation II.15 définit bien un
champ de vecteurs sur TM car §2 est de rang maximum et d(E + q) ¥ 0.

D’autre part, S est une semi-gerbe.

En effet, S est € sur &M, car £, E et ¢ le sont. En outre :
1§ = igi; 2 — ijigQd = — i;ig = i;)d(E + q) = d;(E + q)
=d;0.E — d;E = 0.d,;E =i.dd,E =i .Q

Comme £ a un rang maximum, on en déduit que JS = C.
C.Q.F.D.

Expression en coordonnées locales de la semi-gerbe canonique.
Soit :
)

0
S=y* — —26% —-
Y ox® ) e
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On a :
i« =i.dd,E + i —a( O’E — O’E )dﬁ a 8
igf) = igdd, igm =y ax*9yf  9y®*axf xP + yEmagdxt —
9’E d’E
_ ZGB dx® — y dxB.
ay®ayh Y oy% ayP x

D’autre part :

oE 9%E 0%E
~d(E +q) =dE-0cdE = (35 —>7 Sor) axt oy S e
Par conséquent, on a
i =—dE + q)
si et seulement si :
9’E 9’E oE d’E
« _ P S a L "
(ax"ayﬁ axP aya) 2G"gag + ¥ Mg axf 7 oxf oy©

cest-a-dire :

1 9%E oE

P oQ - T (43
G =7 (» ox@ayp  oxp | Tas” )

o (1.16)
ou : GB = g&“;G

Compte-tenu du fait que les chemins de S vérifient I’équation

d*x“

dx
o —_—) =
5+ 20 (, dt) 0
o dx®
On a, en posant x%t =—
dt
9’E 0’E oE

N4 4 Lo S
— X% + x — ——— 4+ 71, x* =0
ox%oxh ox%axf  oxP op

cest-a-dire :

PropoSITION I1.17. — Les chemins de la semi-gerbe canonique
sont les solutions des ‘‘équations de Lagrange’ d’énergie E et tenseur
force w (cf. [12]).

d s oE ) oE

— -
—(— — =, X .
dt \ oxP oxP pa
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4. Propriétés de la semi-gerbe canonique et de
la forme fondamentale.

1) De I’équation
i =—d(E + q) (I1.15)

on obtient, en multipliant par i :
i =d,;E + q) (11.18)
d’oll, en faisant le produit intérieur par S :
g(C,C) =0, +9q) (I1L.19)
or .(E +¢q) =2E + 29 + g* et donc :
*

1 _ q
E+q=5 g(C,0) —

) (11.20)

Enfin de 6.2 =d0.d;E + 0.7 =dd;0.E — dd,E + 6.7, on
obtient, en posant :

Oom =7+ 7* (I1.21)

0.2 =8Q + ddyq + n* (11.22)

2) Soit S la semi-gerbe canonique. De (I11.15) en faisant le produit
intérieur par S on déduit :

0,(E+q)=0 (11.23)
c’est-a-dire :

L’énergie principale est constante le long des courbes intégrales
de S, (elle est une intégrale premiére des équations de Lagrange (11.17)).

De (1I.15) on a aussi :
0582 = igdm (11.24)
Cest-a-dire : si dm = 0, Q est invariante sous le flot de S.
3) Calcul de la déviation de la semi-gerbe canonique.
De (11.22) :
ig0oQ =ig& + igddyq + ign*
0cis — ic )2 = — d(E + q) + igdd,q + igm*
— 0cd(E +q) — i =— 2d(E + q) + igdd,q + ign*
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donc :

S, =d(q — 0cq) — igdd;q — igm*
ou S, = i+ est la I-forme scalaire semi-basique qui correspond
a S*™ par I'isomorphisme défini par la métrique g. On a donc :

Sy = —igdd;q — igw* — dq* (I1.25)

Ceci montre que la semi-gerbe S est homogéne de degré 2 si E est
h-(2) et west h.(1).

En faisant le produit intérieur par S on obtient
g(8*,0) =— 05q* (11.26)
Mais, g* = g(C,C) — 2(E + q) et 04(E + q) = 0.

Donc :

g(8*,0)=—104g(C,0) (11.27)
Or: g(C,C) =gliz, 2),i(z, 2)) = g,(z, z) avec z € VM.
En appelant \/g,(z, z) z-norme de z on a :

ProrosiTiION 11.28. — La z-norme d’un vecteur non' nul z
tangent @ M se conserve le long des courbes intégrales de S si et
seulement si la déviation de S est orthogonale au champ canonique.

5. Cas particulier ou I’énergie est poly-homogéne.

DEFINITION I1.29. — Nous dirons que I’énergie est poly-homogéne
si
g% =0.

Dans ce cas E est somme d’une fonction 4 - (2) d’une fonction
h- (1) et d’'une fonction & - (0) :

E=8,+8 +8,
avec

; q* 1 _
s 82=E+q+7=5 g(C,0)
& =—(q +q% (11.30)
q*
e
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L’énergie principale (qui reste constante le long des chemins de
la semi-gerbe canonique) est alors :

8=82—8o

Si en particulier dg* = 0 [I’énergie est dite poly-homogéne
“réduite”. Dans ce cas, puisque E(0) = 0 et E est @ on ag* =0 ;
donc

E=6& + & .

Puisque g (S*,C) = — 05q*, dans le cas poly-homogéne on a
g2(S*,C) =0 si et seulement si E est réduite. Par conséquent dans

le cas ou E est poly-homogéne, la z-norme d’un vecteur non nul z
tangent & M se conserve le long des courbes intégrales de S si et
seulement si I'énergie est réduite.

L’intérét du cas ol I’énergie est réduite résultera de la propriété de
relévement citée au § 2.

Des cas particuliers d’énergie poly-homogéne réduite sont les
suivants :

1) Cas finslerien et riemannien :

q=0,1m=0
On a :
1 _
E=82=Eg(C,C)=8
S, =0 donc S*=0
0c2=0 et 0,2=0
Donc :

m ’énergie est constante le long des chemins de S et fournit une
intégrale premiére des ““équations de Lagrange”.

® la z-norme d’un vecteur non nul z tangent & M est constante
le long des chemins de S.

m la forme fondamentale est invariante sous le flot de S.
2) Cas “‘systéme dynamique homogéne” (cf. [12]) :
q=0,7h.(l).

On a dans ce cas :
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1 _
E=8,=2%(C,0=8

S¢, =0 etdonc S*=0
0.2 = Q

6. Connexions conservatives associées a une structure
semi-finslerienne.

DeFINITION 11.31. — On appelle connexion conservative une con-
nexion sur une variété semi-finslerienne (M , E , m) telle que :

d,(E+q)=0.

Remarques :

1) Cette définition exprime le fait que I’énergie principale se
conserve par transport parallele (cf. (1.28)).
1
2) Si E est poly-homogene réduite, alors d, (E +q) :E d, g(C,C).

Donc, dans ce cas, une connexion est conservative si et seulement si
la z-norme d’un vecteur non nul z se conserve par transport paral-
lele. La notion de connexion conservative généralise donc celle de
connexion métrique.

L’intérét des connexions simples (cf. définition I1.11) réside dans
la proposition suivante :

ProrosITION I1.32. — Une connexion simple est conservative si
et seulement si sa semi-gerbe est la semi-gerbe canonique.

Démonstration. — Puisque T' est simple : £ = K., K. étant la
forme de Kihler. Soit donc S la semi-gerbe de I'. On a :
ISQ(X) = g[‘(s ] JX) - g[‘(C ’ X) = g[‘(C > X) ’

car S est horizontal. Donc :

isQ(X) = — g.(C, vX) = — £,.(C, JFX) = — ic Q(FX)
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Cest-a-dire :
i = —ipic 2 .
Or :
ic2=d;(E +gq).
Donc :
igQ =—igiyd(E+q)=—4d,(E +q) .

Par conséquent :
i =—d(E + q)
si et seulement si
d,(E+4q)=0.
C.Q.F.D.

7. Le théoréme fondamental de la géométrie finslerienne.

THEOREME 11.33. — Sur une variété finslerienne, il existe une et
une seule connexion conservative a torsion forte nulle,

Il suffira de démontrer que d,E = 0 et T = O entrainent que I
est simple. En effet, d’aprés (11.32) ceci implique que la semi-gerbe de
I' est la semi-gerbe canonique, ce qui détermine la connexion en
vertu du théoréme de décomposition (1.55).

On a :
i, = i,dd;E = —i,d,dE = — dyi,dE — d;dE = dd;E = Q
et

1 1
S iR =g pR =2 Q=0

ce qui montre que I' est simple.
C.Q.F.D.

DEFINITION 11.34. — On appelle connexion canonique la con-
nexion conservative a torsion forte nulle définie sur une variété fins-
lerienne. Si S est la semi-gerbe canonique, elle est donnée par I' =[] , S].

Expression en coordonnées locales de la connexion canonique.

_’E_ 9’
Gg =E<y ox% ay6 Z;E) L ( E)x“‘ayﬁ axBay“)
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1
car E = ) &Ey"‘y‘i est - (2).

On a donc :

a(y &n r 00%ap) (¥ gy _ 1
ﬂ 4 ( +ty y )

ax? ox? 2 7 an
ol
2\ ox ox ox?
En posant :
'Ygzx = gEEW’aM\
on a:
Gﬁ — _;_ yay)\,ygh
Or : ; .
o
ry = Zf,, =M+ % yey* Zgyi Yaor + % yoyrgho a%;ﬁ—"
Mais :

yay)\gﬁg (ac'yp)\ + aCOl'yu _ aCa}\ﬂ) —

1 == 0
— L AN, B0 - —
2 V8 ayH Taox ax< ax* ax”

4
ou :
e 9°E

TEA T BT By ay# gyt

et 'on a y7C, ,, = 0 & cause de 'homogénéité¢ de E.

D’autre part, puisque gﬁ"—g;{——— 8‘;\ ;ona:

ag55 —— 8
oyt &8&x =7 gBaC;wk =—Cua
D’ou : i
g8 Aa B 1 VIR fo
— —_— 14
L =My + 5 V07 7 800 Yan
C est-a-dire :
1
I8 =y, — 5 yOrCh vh, (IV.35)
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On reconnait la les coefficients.  de la connexion de Barthel (cf.
[16] p. 83 et 63) qui, dans le cas riemannien (ka = 0) se réduisent
aux coefficients de la connexion de Levi-Civita.

8. La connexion canonique d’une variété semi-finslerienne.

Nous nous proposons maintenant de construire canoniquement
une connexion sur une variété semi-finslerienne (M, E, 7) dont la
semi-gerbe soit la semi-gerbe canonique. D’aprés la théorie du cha-
pitre II, il faudra se donner une 1-forme vectorielle T sur TM en
équilibre avec S. Nous nous proposons de montrer que I’on peut
choisir canoniquement T de fagon que la connexion soit simple (et
donc conservative d’aprés (11.32).

En effet, I' = [J, S] + T est simple si et seulement si
iy s5p+1$2 = 0.
Or,
iy, )82 = 40580 — 050, Q2 = ;0582 = iyigdnm

car S est la semi-gerbe canonique (cf. 11.24).

Donc I' est simple si et seulement si
c’est-a-dire si :

g(TX,JY) — g(TY ,JX) = —igdn(JX,Y) — igdn(X,JY) .

Si on pose :
i) O(X,Y) =g(TX,JY) +igdn(JX,Y)
cette condition peut s’exprimer en disant que la 2-forme scalaire
semi-basique © est symétrique. Comme T doit étre en équilibre

avec S, le probléeme revient 4 chercher une 2-forme scalaire semi-
basique et symétrique © telle que

e°%Y) =—g(8*,JY) +dn(S,C,Y)
Cest-a-dire telle que
ii) @ =—3S,—.m°.
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Une fois © fixée, on définira d’aprés i) la torsion forte par :
g(TX,JY) = 0(X,Y) — igdn(IJX,Y) =O(X,Y) + (0,,m°Y .
Considérons les 2-formes © du type i @ w ol w est une I-
forme scalaire semi-basique et © désigne le produit symétrique.
Montrons que I'on peut choisir w de fagon que ii) soit satisfaite.
ii) est vérifiée si et seulement si
iii) Wi +2(C,00w=—8, —(6:m°
d’ol, en prenant le potentiel des deux membres :
2w°8(C,0)=—2(5*,0)
cest-a-dire
12,0
2 g(C ,0)

Wl =

En reportant dans iii) on déduit ’expression de w

1

= —_— _— — 0+
w E(C,C)[ Sy — (Bcm)

g(8*,0) .
fg(T,C) ICQ ] (1136)

ce qui détermine ® = i §2 © w et, par conséquent T.

Nous pouvons donc énoncer.

THEOREME 11.37. — Soit M , E , m) une variété semi-finslerienne,
On peut construire canoniquement une connexion I' sur M, qui vérifie
les deux propriétés suivantes :

a) les chemins de T sont les solutions des équations de Lagrange
d’énergie E et de tenseur force .

b) I’énergie principale se conserve par transport paralléle (elle est
donc constante sur les sous-variétés horizontales).

I' est dite connexion canonique de la variété semi-finslerienne. Elle
est donnée par I' = [J,S] + T, ou S est la semi-gerbe canonique et
T est définie par

2(TX,JY) = (0,,m)° (Y) + (iR © w) (X, Y)

ot w est donnée par (11.36).
De (I1.12) on déduit.
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PRroPOSITION 11.38. — Le prolongement riemannien de g suivant
la connexion canonique est presque-kihlerien si et seulement si dm = 0.

Cas particuliers :

1) Cas finslerien (respect. : riemannien) :

Puisque S* =0 et # =0, on en déduit T = 0 ; la connexion
canonique est donc la connexion de Barthel (respect. : de Levi-
Civita).

2) Cas d’un systéme dynamique homogéne (Eh .(2) et m h. (1)) ;
on a
7°(X) 2(C,JY) + 7°(Y) g(C,JX)

g(C,0

g2 (TX,JY) = (0,,m)° (Y) —

Cette connexion sera appelée connexion dynamique.
3) Cas ou Iénergie est poly-homogéne réduite :
2(TX,IX) = (6,xm° (Y) +

L+ 144,48, X) — 7 (X)] 8 (C,JY) + [dd;q (S, Y) — 7°(Y)] 2(C, JX)
g(C,0

BIBLIOGRAPHIE

[1] AMBROSE-PALAIS-SINGER, Sprays-Anais. Acad., Brasileira Ciencia, 32,
(1960), 163-170.

[2] W. BARTHEL, Nichtlineare Zusammenhinge und deren Holonomien-
gruppen, J. Reine Angew. Math., 212, (1963), 120-149.

[3] M. BERGER, Lectures on geodesics in riemannian geometry, Tata
Institute, Bombay 1965.

[4] R.S. CLARK et M.R. BRUCKHEIMER, Comptes rendus (251), A.
(1960), p. 627.

[S] P. DAzorD, Propriétés globales des géodésiques des espaces de
Finsler, These (575), Publ. Dep. Math., Lyon (1969), chap. I,
5-38 et chap. II, 55-61.



334 JOSEPH GRIFONE

[6] P. DoMBROWSKI, On the geometry of the tangent bundle, J. Reine
Angew, Math., (210), (1962), 73-88.

[7] A. FROLICHER and A. NUENHUIS, Theory of vector-valued differen-
tial forms, Proc. Kon. Ned. Akad. A, 59, (1956), 338-359.

[8] C. GopBILLON, Céométrie différentiable et mécanique analytique,
Hermann, Paris 1969.

[9] J. GriroNE, Comptes rendus (270), A. (1970), 714-717.
[10] J. GriFoNE, Comptes rendus (272), A. (1971), 1510-1513.

[11] A. KaNDATU, Tangent bundle of a manifold with a nonlinear
connection, Kodai Math. Sem. Rep. 18, (1966), 250-270.

[12] J. KLEIN, Espaces variationnels et mécanique, Theése, Ann. Inst.
Fourier, Grenoble, 12, (1962), 1-124.

[13] J. KLEIN, Les systémes dynamiques abstraits, Ann. Inst. Fourier,
Grenoble, 13,2 (1963), 191-202.

[14] J. KLEIN et A. VOUTIER, Formes extérieures génératrices de
sprays, Ann. Inst. Fourier, Grenoble, 18,2 (1968), 241-
260.

[15] J.L. KoszuL, Lectures on fiber bundles and differential geometry,
Tata Inst. Bombay.

[16] M. RunDp, The differential geometry of Finsler spaces, Springer,
Berlin (1959).

Thése, Université de Grenoble 1, janvier 1971

Joseph GRIFONE
Institut de Mathématiques Pures
B.P. 116
Domaine universitaire
38 — St. Martin-d’Heéres (France)



