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MARKOFF-KETTEN BEI SICH FULLENDEN LOCHERN
IM ZUSTANDSRAUM

von Hermann ROST

Einleitung.

Sei im messbaren Raum (E , ») ein substochastischer Ubergangs-
kern P gegeben und seien JLI, v endliche Masse mit Definitions-
bereich ». Man definiert nun, nach einer Idee von Chacon und
Omstein (Lemma 1 in [2]), die folgende Doppelfolge von Massen
^n . ̂ €N ^^h

P-Q = (^ - V^ , VQ = OLI - V)~ ;

^i = (^P - ̂ + . ^i = (^ P - ̂ )~ . " = 0, 1, 2 ,. . .

Die anschauliche Deutung dieses Schemas ist die eines Auffullvor-
gangs : die Masse ^ die im Laufe der Zeit vom Operator P im Raum E
herumgeschoben wird, ist bestrebt, die "Locher", die nach v verteilt
sind, aufzufullen. Zu jedem Zeitpunkt n wird der Anteil ^_i P A ̂ -i
von ^_^ P zum Auffullen verbraucht, der Rest wird weitergeschoben
und, wenn moglich, zum Fullen der ubriggebliebenen Locher ^
verwendet.

Die hier gestellte Aufgabe ist es, zu untersuchen, ob
1) p. sich beim Auffullvorgang verbraucht, d.h. lim ||̂ || = 0,yi

und ob lim < ̂  / > = 0 fur eine weite Klasse von (nicht
nur beschrankten) Funktionen / gilt ;

2) v ganz aufgefullt wird, d.h. >Him v^ = 0.
n

Beide Fragen werden der Einfachheit halber, und um die Nahe
zum Chacon-Ornsteinschen Ergodensatz deutlich zu machen, in der
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Sprache der submarkoffschen Operatoren in einem L1 formuliert
und beantwortet ; die Anwendung auf den Fall echter Markoff-
Kerne und die Interpretation mit Hilfe einer Stoppzeit wird im
dritten Teil der Arbeit gegeben.

Set also jetzt (E , 8 , m) ein a-finiter Massraum, T ein positiver
Operator der Norm hochstens 1 in L1 == L1 (E , » , m), S sein adjun-
gierter in L°°, der durch monotone Konvergenz allgemein auf positive
Funktionen (modulo m) fortgesetzt set. Es stellt sich heraus, dass
die Losung des Problems «potentialtheoretisch" gegeben werden
kann ; so lautet die Antwort auf die zweite Frage (Satz 2) : Wenn
^LI, v positive Elemente in L1 sind, dann gilt ^ lim v^ = 0 genau

n

dann, wenn <^,f»<v,f> fur alle S-exzessiven / (d.h. alle
/ mit 0 < Sf < /). Dies wiederum ist gleichbedeutend damit (Satz 3),
dass gilt

v + i/T + . . . v^ , .,
""^T^^T^1 m ^+lor>o}-

(Die Existenz des Grenzwerts ist bekanntlich der Inhalt des beruhmten
individuellen Ergodensatzes von Chacon-Ornstein [2]). Das erste
Problem behandelt Satz 1 mit den Corollaren : Es gilt lim ll^ll = 0

n

genau dann, wenn<^ , /> « v ,f> fur alle /€ L00 mit 0 </< Sf.
Dieses Ergebnis lasst sich noch verfeinern, und zwar in einer Richtung,
die ein Resultat des Verfassers (Satz 2 in [6]) verscharft : 9 sei ein
Kegel von Funktionen / mit 0 < / < Sf (genauer : siehe unten,
Bedingung (F)) ; v = t lim v — v^. Dann ist gleichwertig

n

(I) <ui, f>«v,f>. /£ 9 ;

(II) <»/,/>= f Urn <v-v^ +^,/>,/E » ;
n

(III) lim < ^ , / > = 0 , wenn <v\f><oo ^ f E S .
n

Aussage (II) und (III) stellen hierin ein Analogon zur gleichmassigen
Integrabilitat eines geeigneten Submartingals dar (siehe Teil 3). Wir
bemerken noch, dass es fur Satz 1 unnotig ist vorauszuzetzen, dass
der Operator T in L1 definiert ist und dort die Norm hochstens 1 hat ;
es genugt stattdessen eine lineare Abbildung T von den positiven,
a-finiten w-totalstetigen Massen oder einem Teilverband davon, in
sich zu betrachten mit
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t lim ^T = p.T, wenn t lim ̂  == ^ .
w n

Um der Einheitlichkeit der Darstellung willen werden jedoch die
Generalvoraussetzungen in der ganzen Arbeit unverandert beibehalten.

1. Das AuffuUschema.

Voraussetzungen und Bezeichnungen. Gegeben ist der a-finite
Massraum (E , » , m) und der Kegel L\ der endlichen w-totalstetigen
positiven Masse in (E ,»), versehen mit der ubiichen Verbandsstruktur.
Als Teilmengen von E sind im folgenden stets »-messbare Mengen
modulo m zu verstehen ; ebenso meinen wir mit "Funktionen" die
Aquivalenzklassen modulo m von »-messbaren Funktionen.

Es ist L00 der Raum der beschrankten Funktionen, das Integral
von /E L°° in Bezug auf ^ E L^ wird als < p., / > geschrieben. Gegeben
ist weiter die lineare Abbildung T von L^ in sich mit

< ^ i T , l >«^ ,1> ,^GI^ ,

d.h. T ist Kontraktion im Sinn der L^-Norm. Der zu T adjungierte
Operator in L00 wird mit S bezeichnet :

< ̂  T , / > = < ̂  , S/ > , ti G L^ f G L00.

Durch monotone Konvergenz wird S auf alle positiven Funktionen
fortgesetzt, ebenso wie der Ausdruck < ^, / > fur ^ G L^., / > 0 stets
definiert ist, evti. als + oo.

Die Elemente von L\. werden als «Masse", nicht als «Funktionen"
aufgefasst. Wenn wir von ihrer Eigenschaft, w-integrable Funktionen
zu sein, Gebrauch machen, so nur, um "invariante" Ausdrucke wie
{fji > 0}, fJi/v u.a. zu bilden.

DEFINITION 1. - Wenn ^, v^.L\, so wird als zugehoriges Auf-
filllschema erne Doppelfolge (^ , v^nev wn ̂ -Elementen verstanden,
die erkldrt ist durch

Mo = (^ - ̂ +, VQ = (^ -v)~ ;

^+1 == (^T - ̂ )\ v^ = (^T - ̂ )- , n > 0 .
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Es gelten nun die folgenden einfachen Aussagen uber dieses Auf-
fullschema :

PROPOSITION 1. ~ a) Die Folge der Masse (v^ne^ ist monoton
fallend, ebenso die Folge des L^Normen (II^JD^N-

n-l
b) v - ̂  = /z - ̂  + S W - ^+1). " > 0.

fc=0

fi^viw.y von b). - Nach Definition ist

v - Vo=fJi/^v= ^ - ^o ,
^ - ̂ +1 = ^TA ^ = ^T - ̂  .

Summation uber k liefert die Behauptung.
Man definiert vermoge a) als v^ den Grenzwert ^ lim ^.

n

PROPOSITION 2. - Seien (^ , i^)^ ^wd (^, ^)^^ ^cA D^-
nition 1 ̂  (^i, v) und (^', i/') gebildet. Man hat dann :

a) Aus ^> ̂  v ' <v folgt ^ > ̂ , ̂  < ̂  fur w > 0 ;
b) Wenn speziell // = ^ v = ^ - ̂ , gilt ̂  = ̂ , ̂  - ̂  = v^

n G N. Insbesondere ist also ̂  = 0.

Beweis (nur von b)) :

1) ^ A ^ = ^t -^o = ^~^o .
^ A A ^ = ^ i - ^ o = ^ — ^o < ̂  - ^o, = 1/

Man gewinnt aus der zweiten Zeile die Abschatzung

^ A l / = ^ A ^ A y < ^ l A l / ' < ^ A l /

wegen v* < y. Somit hat man 11 A ^ = ^ A ^y und daraus

^o = ^o » ^o - ^o = ^ - l/' = ^o, •

2) Gelte die Behauptung fur n ; man schliesst dann ebenso
weiter :

^TA^ = M;TA ̂  = n'J - n'^ = v, - v'^ ,

^TA^ = M»T - ̂  = v^ - v^ < ̂  - ̂  = ̂  .
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Daraus folgt wieder ^TA ^ = ^TA ̂
und daher

î+l = ^n+l . ^+1 - ̂ +1 = ̂  - V'n = ^oo •

(Die Interpretation von b) ist klar : wenn man v - v^ als den "auffull-
baren Teil von v" ansieht, so wird dieser Anteil, fur sich allein ge-
nommen, vollstandig und ebenso schnell wie v aufgefullt).

Vor weiteren Aussagen uber das Auffullschema werden die hier
grundlegenden Funktionenklassen eingefuhrt :

a) Es sei ® der Kegel der S-exzessiven Funktionen ; dabei heisst
/ S-exzessiv (oder kurz exzessiv) wenn 0 < S/</ ;

b) S sei ein (im folgenden festgewahltes) System von Funktionen,
das den Forderungen (F) genugt :
(F.I) 0</<S/<oo, /e», d.h. die /E » sind subharmonisch ;

/, ^ e» ====>/+^e», X . / E ? fur X G R , X > 0 .
(F.2) 0<g<Sg,g<f fiir ein/GS ==5>ge » ;
(F.3) zu /G » gibt es ein g€% , derart dass g > 0 ist in {/< Sf}.

PROPOSITION 3. - Seien ^ v e L^ mit ^ A v = 0. Wenn nun
< ̂ , / > « v , / > fur alle f E », so gilt auch <fiT,f>«v,f>
fur alle /E » . (Entsprechend folgt aus < ̂ , g » < v , g > fiir alle
g€($ ,dass <p.T ,g»<v,g> fiir alle gG. ®).

Bezels (der ersten Aussage) :
Gegeben sei /G 8, wahle ein g G » nach (F.3) aus. Sei A C E

so gewahit, dass ju(A') = v(A) = 0 (A' : Komplement von A).
Man setzt

/ : = I A - S / + I ^ . / ,

^ : = I A - ( S / A ( / + ^ . ^ ) ) + l^. /^EN

(IA ; Indikator von A). Dann ist

S^>Sf>f^f^<f+k.g^

woraus f^ € 3r nach (F.2) folgt. Somit gilt

<^,.4>«^4>=<^/><
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da v in {/= f^} konzentriert ist. und schliesslich — wegen ./F== t lini 7^—

auch noch
<^,/»<^, />=<^,S/>=<^T,/>.

PROPOSITION 4. —
a) Wenn p € L^, w erfullt die FunktionenHasae

S(p) : = {/CE8 :<p,/><oo}

ebmfalls die Bedingung (F).
b) Wenn fur l J i , v € L ^ gilt < fi,f> «v ,f> fur alle f^9,

so erfullen die nach Definition 1 gebildeten Masse p.^ , v^ fur n G N
die Abschdtzung < ̂ , / > « ̂ , / > fur alle fe 9 (v'), wo

v' = v — v^ .

Beweis :

Zu a) : Zu zeigen ist nur (F.3). Wenn 0 < / < S/, so ist auch
h < Sh fur jedes h mit /< h < S/ Man wahit nun zu /e » mit <pJ> <o°
ein ^ G 8 nach (F.3) und setzt h = / + g\ wobei ^' eine beliebige
Funktion mit den Eigenschaften 0 < g * < (Sf—f) A^, g > 0 in
{S/ > /}, < p, ̂  > < oo ist. Dann ist h € S ( p ) und erfullt h > 0
in {S/>/}.

Zu b) : Beweis durch vollstandiee Induktion.
Wenn /E 8 (i/), so hat man

< ^ / > = < ^ - ( ^ A ^ ) , / > < < ^ ~ ( ^ A I O , / > = < ^ / > '

da < ^ i A ^ , / > « y — ^,/><°° vorausgesetzt war.
Wenn<^,/>«^,/> fur alle /E8(^), so gilt wegen

^ A ̂  = 0 nach Proposition 3 auch

<^T, />«^, />fur alle /E8 (^) .

Damit ist fur /E? ( y ' )

<^+!»/>=<^T-(^TA^),/>«^ ~(^TA ^),/> =

=<^i-/>

da wiederum das Mass ^ T A ^ < ^ ~ ^ o o em endliches Integral
uber / ergibt.
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2. Ordnungsbeziehungen und Auffiillbarkeit.

Es gilt nun Kriterien dafur zu finden, dass in einer Auffullse-
quenz (^ , Vy^neN die Masse v^ nach Null konvergieren bzw. dass
lim < p.^, / > = 0 gilt fur moglichst viele /€ S .

Beschaftigen wir uns zuerst mit der zweiten Fragestellung :
Der einzuschlagende Weg ist durch Proposition 4 bereits vorgezeichnet.
Wir wissen, dass mit < ;A, /X<^ , /> fur alle /E S auch gilt
< ̂  , / > « ̂  , / >, fur alle /G » mit < v - v^ f > < oo. Geht
man jetzt von v uber zu einem Mass V = v 4- p, wobei p disjunkt
zu samtlichen ^ ist, so bleiben im neuen Auffullschema die Masse
^ unverandert erhalten, v^ geht uber in v^ 4- p (Schluss wie in Pro-
position 2b) und die obenstehende Abschatzung ist damit schwacher
geworden. Das Ziel muss daher sein, < ̂  , / > nur durch Integrale
des Typs < ̂  — v^,. > abzuschatzen, die invariant beim oben
beschriebenen Ubergang von v zu v + p sind. Dies wird erreicht,
indem man / durch eine subharmonische Funktion f^ ersetzt, die im
Trager von v^ verschwindet. Die Grosse des dabei begangenen Fehlers
ist Gegenstand von Lemma 2. Zur Vorbereitung dient Lemma 1,
das als Satz vom optimalen Stoppen (vgl. [4], Kap. Ill) bezeichnet
werden kann, sowie die nachstehende Definition des, "Auseinander-
ziehens" von Massen, die von der Ordnung von Massen, wie sie z.B.
in [1] betrachtet wird, etwas abweicht :

DEFINITION 2. — Seien p., v^.L\ ; dann bedeutet p^v soviel
we : es gibt ein n G N und Funktionen do , . . . d^ mit

0 < d{ < 1 , i = 0 ,. .. n ,
derart dass

^ = = ^ ( 1 -do^O^TO -^)+.-4-(. .((^)T^)T...^)T.

BEMERKUNG. — Offenbar folgt aus p.-^ v stets

<^,/>«i/,/>, fC » ;

<^,g»<v,g>, g^. <$ .

LEMMA 1. — Sei /> 0 gegeben mit S/<o° ; es sei fdie grosste
subharmonische Minorante von /. Dann gilt fur p. G L^ mit < p., / > < °°:
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</x.7» inf <v,f>
^-<v

Beweis. — Man defmiert rekursiv die Funktionen

/o ^ =f'fn^ '' =/AS/,,, n>0 .

Die Folge ist absteigend und es gilt wegen S/<°° offenbar/ = 4- lim /„
n

und <pi , / > = i n f < M , / ^ >.
n

Der Beweis der Behauptung ist erbracht, wenn wir zu jedem
n G N ein ̂  angeben konnen mit jn -^ ̂  und < ^ , / > = <^i,/,,>.
Nun sei^ der Indikator der Menge{/^ </},^ = 1 — ̂ , fc = 0, 1 , ...
Wir behaupten, dass /„, n > 1, eine Darstellung besitzt

^=^- /+^-S(^ / )+ . . .+^ .S(^^S( . . . ^ .S / ) . . . ) .

In der Tat : es gilt
/1= /AS/=^ . /+^ .S / ,

und wenn die behauptete Darstellung fur /„ richtig ist, so auch
fur /„ :

fn^l = f^fn = ̂ 1 • /+ ^+1 • §/„ = g^l •/ +
+ ^+1 • [S(^/) + • • • + S(^S(.. .g, S/)...)].

Dualisieren dieser Formel zeigt, dass

^ = ̂  + ^gn^g'n-l + • • • + ( . . .(^)T . . . ̂ )T

das Verlangte leistet ; es gilt sowohl ^ -^ als auch

< ^ , / > = < ^ , / ^ > .

Das entscheidende Lemma lautet nun

LEMMA 2. - J?5 set ^ E L^ gegeben, some eine Folge (^n\e^ in

L\ mit
^o <^ »^nT>^+i, n = 0, 1, 2,. . . ;

es sei v ' = ^ - ̂  + ̂  (^T - ̂ +i) ̂ ^rzr.
n

^(Y^r sei A C E ^nd /€ » gegeben, derart dass ^(A) = 0 fur
alle n > 0 uwd < ̂ , /• 1^ > < °°.
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Es bezeichne f^ die grosste subharmonische Minorante von
f- IA'. Dann gilt

</X,/>«M,/A >+<v',f>-

Beweis. - Man wahit eine Folge von Funktionen (A,),^ mit
den Eigenschaften 0 < h, < 1, f € N ; ̂  = ̂ , (/x,T)^i == /x,.+i,
(•eN ; /i,. 1^= 0, i €N.

Nach Lemma 1 gibt es zu e > o ein n € N und Funktionen
do , . . . , < / „ , 0 < d, < 1 fur i < n, derart dass

<^,/A>+e>

< /x(l - do) + (^) T(l - d,) + . . . + ( . . . (^)T... dJT, /.IA,>.

Daraus folgt durch Verkleinem der rechten Seite

<i",/A>+ e > <^(1 -^o)^o+(^o^o)T(l -d^)ht + ...+

+(...(^O/IO)T...^^)TA^I,/.IA,> = </i(l - d , , )Ao+ - - -+
+(...(^o^o)T... </„/»„) TA^i,/>

wegen A; • 1̂  = 0. Dazu addiert man die Ungleichung

< r ' , / > = < / x ( l -Ao)+(^o)T( l -Ai) +...,/»
> < ^(1 - A(,) + (/i^Ao) T(l - ̂ ) + ... +

+ (. . . (M^o^o) T .. . <W T(l - ̂ ^) ,/ >
und erhalt

<AI,/A>+<»/' , />+ e > <ft(l -doAo)T(l -diAi)+... +

+ (.. . (/x<W T • • • ̂ ^n) T ,f»< n ,f>,

weil der mittlere Ausdruck ein Integral <'yi,f> mit ti^.'vi darstellt.
Da e > 0 beliebig war, ist das Lemma bewiesen.

SATZ 1. - Seien fi, v € L .̂ gegeben und sei (^, v^nsti das dazu-
gehorige Auffullschema ; set v' = v - v^. Dann sind gleichbedeutend
die Aussagen

(I) <fi.f>«v,f> f u r a l l e / e » ;
(II) <v'.f>= t l im<i / -^ +^ , /> fur alle /£ S ;

n

(III) fur alle /€ » mit < v ' , f> < oo gilt lim < ̂  , /> = 0 .
n
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Bezels. - (I) ———> (III).
a) Sei /E 3r mit < v . f > < oo gegeben. Man setzt A = {v^ > 0}

und definiert f^ wie in Lemma 2 als grosste subharmonische Funktion
unter /. 1 .̂ Wegen Bedingung (F.2) ist f^C 9 ; daher erhalt man
nach (I)

<;i,/A><<^/A>=<^/A><<^/><°° .

Die Folge (^) erfullt die Voraussetzungen von Lemma 2, da ja
^n A ^o, < ^n A ̂  = 0- Um das Lemma anwenden zu konnen, machen
wir die zusatzliche Annahme < ;A,/. \^, > < oo. Daraus ergibt sich
die Abschatzung

< JLI , /> « ^. /A > + < v\ f> < 2 < ̂ , /> < oo .

Diese Ungleichung bleibt richtig auch im Fall <^i , / - 1̂  > = oo :
Man ersetzt ;A durch ein ^ < ^t mit <TA , /• 1̂  > < °° ; die Bedingung
(I) bleibt gultig und in dem von ?, v gebildeten-Auffullschema
(?„ , ̂ ) hat man

y - i ^ < ( / - ^ = i / ' (Proposition 2 a) ,
somit

<?,/><2<i/-^./><2<^,/>.

Da dies fur alle p/<^ mit endlichem Integral uber /. 1̂  gilt und
/• IA' endlichwertig ist, bleibt die gewunschte Abschatzung auch
fur jji erhalten. -

b) Nach Proposition 4b) trifft Voraussetzung (I) furjedesw auf
das Paar ̂  , ̂  zu, sofern man 8? durch 8r (v') ={g E » : < v* ,^><oo}
ersetzt. Anwendung von Beweisteil a) liefert dann

< ^ , / > < 2 < ^ -^,/> fur alle /E » (^) .

Da die rechte Seite nach 0 strebt bei n ——> oo^ ist (HI) bewiesen.

(Ill) ———>(II) .

Dass die Folge «^+^-^ . /> )^N fur subharmonisches /
aufsteigend ist, folgt aus Proposition Ib) :

n-i
^-^^i-^ L W - ̂ ) •

fc=0

Ihr Limes ist mindestens gleich < v - v^, />, somit ist die Behauptung
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fur ein/G 8 mit < v * , / > = oo bereits bewiesen. Fiir die restlichen /
folgt die Behauptung sofort aus (III).

(II) ——> (I) .

Aus dem vorigen Beweisteil ist bekannt, dass

<^,/>«^+^-^./>

fur alle /€ » und n > 0 ; daher gilt unter Voraussetzung (II)

</A,/>«!/,/>«i/,/>, /E» .

1. COROLLAR. - Wenn ^ , v^.L\ mit (^, Vn\ev als Auf full-
schema gegeben sind, so ist

<^, />«i / , /> fur alle /GL00 mit 0<f<Sf

notwendig und hinreichend fur

lim ||^||=0.
n

Bezels. - Die Klasse der /GL00 mit 0<f<Sf erfullt (F).
Sei e = lim S^O) gesetzt ; dann ist

n

lim<^, l -^><Um<jLiT' 1 , 1 -e>= lim<^i, S"(l - e) > = 0 ,
n n n

und daher ist lim < ̂  , 1 > = 0 gleichbedeutend mit lim < ̂  , e > = 0
n n

oder, da ein Vielfaches von e alle beschrankten subharmonischen
Funktionen majorisiert, mit

l i m < ^ , / > = 0 fur alle /EL00 mit 0</<S/ .

Die Behauptung folgt jetzt aus Satz 1.

2. COROLLAR. - Wenn ^, v^.L\ mit <li.f>«v ,/> fiir alle
/€ 8 gegeben sind und wenn S dieFunktion e = lim S"(l) enthalt,
so gibt es in l4 erne Zerlegung von v : v = v* + v", wobei

<^/>«^,/>

fiir alle /E 8r und <^, e> = < ̂ , e> gilt.
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Beweis. — Man wahit v' = v — v^ , aus S^ == ^ folgt
w-i

<^-^ +^.(?>=<JLI+ ^ ^T -^ , (?>=< /x ,6?> ;
fc=0

die linke Seite strebt wegen Satz 1 gegen <vr,e>, womit alles
bewiesen ist.

Dieses Corollar wurde in [6] noch unter der scharferen Vorausset-
zung bewiesen, dass ein /* E 8 existiert mit /* < S/* und dass
alle /E S Mntegrabel sind. Unter der zweiten Bedingung allein
(< v , . > endlich in ?) sollte es mit Hilfe eines Hahn-Banach-
Argumentes ebenfalls moglich sein, aus v einen minimalen Bestandteil
v1 herauszulosen, der noch <v',f»<^,f> fur alle /E g
erfullt. Der Vorteil des hier eingeschlagenen Verfahrens besteht
darin, auf einem direkten, konstruktiven Weg die Zerlegung von v
zu erreichen, ohne viel mehr als die "monotone Struktur" von L^
und f zu benutzen, d.h. ohne durch weitreichende Integrabilitatfr
forderungen die betrachteten Masse-oder Funktionenkegel in topolo-
gische Vektorraume einzubetten.

Bei der Losung des ersten Problems, Bedingungen fur v^ = 0
zu finden, wird nun vollkommen analog verfahren : wir geben eine
«gespiegelte" Form von Lemma 2 an, die sich etwas einfacher beweisen
lasst, und aus der dann unmittelbar der Satz folgt :

LEMMA 3. — Sei in L\ die Folge (^ne^ g^ben mit

^^J^^N ;

sei A C E mit der Eigenschaft ^(A) = 0, k G N. Dann gilt

U m < ^ , ^ > = 0 .n

wo e^ das Gleichgemchtspotential von A bedeutet, d.h, die kleinste
exzessive Majorante von \^.

Beweis. — Aus ^+1 < ^T und ^ • 1̂  = ̂  folgt sofort

^+1 < (^ IA^ ) T oder ^ ^ ^o T^ fur ^ > 0 ,

wenn T^/ den Operator p. ——> (^ 1^,) T bezeichnet. Nach Definition
von e^ gilt (vgl. [5] Ch. IX)
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< ^ ^ A > = S < ^ T ^ , I A > < S < ^ T I - , I A > -
k^O k^n

Dieser letzte Ausdruck strebt nach 0 bei n ——> oo, da die Reihe

S < IIQ T^ > = < P.Q , e^ > konvergiert.
fc>0

SATZ 2. - ^CTM ^LI, v E 14 mit Auffiillschema (^ , ^,)^N gegeben
sind, so ist die Bedingung

<fJi,g»<v , g>

fur alle exzessiven g notwendig und hinreichend fur v^ = 0.
a) Die Bedingung ist hinreichend fur v^ = 0 : wenn v^ =^= 0,

so sei A eine Teilmenge von E mit ^(A) > 0, ^(A) = 0 fur alle
n G N. Wie in Lemma 3 sei e^ definiert ; nach Proposition 1 b) ist

^ - ^ o = ^ - ^ o + £ O^T-^).
k=0

Aus ^(A) = 0 und den elementaren Eigenschaften des Gleich"
gewichtspotentials ergibt sich < ̂  T , ̂  > = < ̂  , e^ > und daher

<^A>=<^^A>+<^-^O^A>+ £ <^-^+I^A> •

Nach Lemma 3 ist lim < ̂ , e^ > = 0, und der Ausdruck ver-
einfacht sich zu

< ̂ A>=<^^A>+<^A>

was wegen ^(A) > 0 echt grosser als < ^, e^ > ist. Damit ist eine
spezielle exzessive Funktion- g mit <^,g>«v,g> aufgewiesen.

b) Umgekehrt, sei ^ = 0 ; man hat dann fur exzessives g

<v,g>= lim ^-^o^-S (^T-^+i) ,^><
w->oo ^=o

« M , ^ > + lim < ^ ^,Sg-^>«^,g>.n-^00 fc=o

Die Verbindung zum individuellen Ergodensatz, aus dessen Ideenkreis
die Auffullprozedur ja stammt, ist jetzt leicht herzustellen : es werde
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y+.-. i /T"
zu u, ^G L+ mit D(^ ,u) der Ausdruck lim —————- bezeichnet.w-^oo ^4- ...^T
Der Eindeutigkeit halber wird D(v , ^ ) = 0 in {sup(^i + ^)T'1 = 0)
und D(v, jn) = oo in {sup jLiT" = 0, sup i/T" > 0} gesetzt. Dann gilt

n n
der folgende

SATZ 3. -- Gegeben ^, i/E L ;̂ ; Amyi ^
D(i/, ^i) < 1 gleichbedeutend mit <v,g>«Vi,g> fur alle

exzessiven g.

Beweis, — Es bezeichne D bzw. C den dissipativen bzw. konser-
vativen Teil von E. Dann ist equivalent (nach dem Satz uber die
"Identifikation des Limes" [4])

DO ,^i) < 1 in D mit

< H ̂ k, /> «S ^k, /> fur alle f> 0, die in C verschwin-
k k

den,
oder mit

(*) < v , g > « ̂ , g > fur alle g der Gestalt

^ = Z S\f mit / > 0 , /. l c = 0 .
fc

Es sei 3 die a-Algebra der S-invarianten Teilmengen von C ; dann
sind der Reihe nach aquivalent

DO ,^) < 1 in C

S ^ T ^ . l c < S ^T^ . l c in 3
fc k

<v,e^>«^,e^> fur alle A E 3 ,

(**) < ^ , g > < < p i , g > fur alle beschrankten exzessiven g
mit S^ = g in D.

Die Summen der in (*) und (**) beschriebenen Funktionen und
ihre monotonen Limiten sind aber gerade alle exzessiven Funktionen,
womit der Satz bewiesen ist.
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3. Anwendung auf Markoffsche Ketten.

Wir betrachten jetzt einen messbaren Raum (E, ») und darin
einen substochastischen Ubergangskern P, d.h. erne Familie (P^xeE
von Massen in (E, ») mit

0<P,(A)< 1 , J C G E , A E » ;

P • (A) ist » -messbar fur A E » .

Dann induziert (P^) in der ubiichen Weise einen positiven Operator B
in den endlichen Massen und dualdazu in den »-messbaren (positiven)
Funktionen :

^P(A) = f^i (dx) P, (A) ; P/(JC) = ff(y) P, (dy) .

Samtliche Begriffsbildungen und Beweisideen der Arbeit lassen sich
volkommen analog auf diese Situation ubertragen, angefangen vom
Auffullschema, den Forderungen (F) bis zu den Satzen 1 und 2.
Das Lemma 1 ist dann so zu verstehen, dass die Existenz der «grossten
subharmonischen Minorante" gerade durch die dort gebrachte Kons-
truktion gesichert ist (vgl. [5]).

Sei nun (X^^^ eine Markoff-Kette mit Werten in E zum Kem
P und Startmass ^, definiert auf einem Massraum (ft , ® , fr^) mit
(®w)neN ^ begleitender Familie von a-Algebren. Man iiberlegt sich
leicht, dass man das System (ft , (®^)) so reich wahlen kann, dass es
zu einer Folge von Massen (^ne^ mit

^o <^ '^1+1 < ^ p » n >0 »
eine Stoppzeit r < °° gibt mit

^(A) = Pr^(X^ G A ; r > w ) , A G » , w G N .

Dann lassen sich die Satze 1 und 2 folgendermassen aussprechen
(der Beweis liegt auf der Hand) :

SATZ la. - Seien /A, v endliche Masse in (E, ») und » eine
Klasse von P-subharmonischen Funktionen, die die zu (F) analogen
Bedingungen erfullen moge. Dann ist aquivalent :

(I) < J L I , />«i/, /> fur alle / e g ;



268 HERMAN ROST

(II) in einem geeigneten Massraum (Sl, ® , Pr^) ^j&r ^ eine
Markoff-Kette (X^)^ zum Kern P mit Startverteilung ^ sowie
eine Stoppzeit r<<» , derart dass X^ in {r< 00} eine Verteilung v
besitzt mit

v' < v und < v', / > = t lirn̂  ff(\^) dPr^ ,

(d.h./fir fl/fe /€ » mit < v\ f> < oo ̂  rfa5 Submartingal (/(X^^ „) )^^
gleichmdssig integrabel).

COROLLAR. — Wenn S die beschrankten subharmonischen Funk-
tionen enthalt, dann folgt aus Bedingung (I), dass die in (II) beschrie-
bene Stoppzeit r Pr^ -fast sicher endlich ist,

SATZ 2 a. - Seien ^, v endliche Masse in ( E , » ) ; dann ist
aquivalent

(I) < p., g » < v , g > fur alle P-exzessiven g ;

(II) in einer geeigneten Markoff-Kette (X^)^ zur Startver-
teilung ^ gibt es eine Stoppzeit r < oo, derart dass v Verteilung von
X^ in {r < 00} ist.

Unter der Voraussetzung von Satz la gewinnt man aus [ 1 ] noch
eine Aussage uber das asymptotische Verhalten von

v + . . . + yp"
D(v,p.)= lim ————————

w->o, ^ + • • . + ^P71

langs der Pfade eines P-Prozesses mit Startmass /x. Es sei in ubiicher
Weise zum Zustandsraum E der Markoff-Kette ein Punkt 9 adjungiert
mit der Erweiterungsvorschrift fur den Ubergangskem :

P^({3})= 1 -P^(E).

Als Lebensdauer eines Prozesses wird dann

?(o;) = inf{n : X^G}) = 3} (< oo)

definiert. Wie oben sei e definiert durch

e(x) = lim P^IE) (x) = fr^ = oo) .
n~^ 00

Damit lasst sich formulieren
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SATZ 4. - Seien ^i, v endliche Masse in (E, ») mit

<^,g»< v ,g>

fur alle exzessiven g, sei D = D(v, fJi) gesetzt ; dann gilt
a) Urn D(X^(o;)) existiert Pr _ fast sicher ;

n->»» M

b) < M , e > = < v , e > ist gleichbedeutend
mit

lim D(X^)) = 1 Pr^ = f.s. in {? = oo } .
71-->oo

Beweis. —

a) folgt sofort aus Th. 3 in [1].
b)Nach Th. 4 in [1] ist

<v,e>=f [limD(Xj] rfPr^ <f [lim l^(X^] d p r = < ^ i , ^ > .
t/ n t/ n ^

Gleichheit zwischen den beiden ausseren Termen herrscht hier genau
dann, wenn lim D(X,,) = 1 in 'fast alien Pfaden mit unendlicher Le-

n
bensdauer. Damit ist der Satz bewiesen.
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