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Ann. Inst Fourier, Grenoble
21,1 (1971), 79-121

FEGEN UND DUNNHEIT MIT ANWENDUNGEN
AUF DIE LAPLACE-UND WARMELEITUNGSGLEICHUNG

par Wolfhard HANSEN

Einleitung.

In der Arbeit "On the Dirichlet problem for the heat equation"
von Effros und Kazdan ([5]) werden fur die Warmeleitungsgleichung
Regularitatskriterien fur offene Mengen mit hinreichend glattem Rand
untersucht. Entscheidend ist dabei der folgende Satz, der mit einigem
analytischen Aufwand bewiesen wird : 1st Bo eine offene Kugel im
R"" und B = {(ax , - a2) : a > 0, x e Bj, so ist B nicht dtinn in 0.

Die vorliegende Arbeit beruht auf dem Versuch, prozesstheore-
tisch motivierte Uberlegungen zu benutzen und damit einen Satz uber
harmonische Raume zu beweisen, dessen Spezialisierung auf die Warme-
leitungsgleichung eine Verscharfung des obigen Satzes ist. Dazu ist
zunachst ein uber bisherige Untersuchungen hinausgehendes Studium
des Fegens von Massen notwendig, das unabhangig von dieser Moti-
vation von Interesse ist. Insbesondere ergibt sich dabei ein kurzer
Beweis dafur, dass ein auf eine Menge B gefegtes Mass auf dem feinen
Abschluss dieser Menge sitzt.

In vielen Fallen sind die Satze wohl am ehesten verstandlich,
wenn man sich vor Augen fuhrt, dass fur einen zugehorigen Prozess
die Verteilung der ersten Treffer an einer Menge das zugehorige gefegte
Mass ist, bei Start in einer Absorptionsmenge diese nicht mehr ver-
lassen und eine polare Menge niemals getroffen wird (vgl. [2]). Vor
allem der Beweis des wichtigen Satzes 3.3 beruht auf solchen Uber-
legungen. Darin wird fur eine Menge B und einen Punkt z ein Zusam-
menhang hergestellt zwischen Dunnheit von B in z einerseits und
Polaritat von B und der Beziehung zwischen Fegen auf B und Fegen
auf BV^ fur eine gewisse Folge (A^) von Absoprtionsmengen ande-
rerseits.
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Fur die Warmeleitungsgleichung eigibt sich daraus, dass eine in
einem Punkt z parabolisch zusammenziehbare Menge (s.S.)genau dann
nicht dunn ist in z, wenn ihr "unterhalb" von z gelegener Anteil
nicht polar ist.

Es erweist sich aber, dass das Vorhandensein von geeigneten
Absorptionsmengen dafur gar nicht entscheidend ist. Wichtig ist nur,
dass die Menge B im Punkt z durch Homomorphismen des harmo-
nischen Raumes zusammengezogen werden kann. Es eigibt sich ein
Satz (Korollar 5.6), der in gleicher Weise auf die Wanneleitungsglei-
chung wie auf die Laplace-Gleichung angewendet werden kann.

Fur die Laplace-Gleichung erhalt man, dass eine in einem Punkt
zusammenziehbare Menge (s.S.) genau dann nicht dunn ist in diesem
Punkt, wenn sie nicht polar ist.

In einem letzten Abschnitt werden als Erganzung zu den gefegten
auch reduzierte Masse eingefuhrt, die bei den vorherigen Betrachtungen
schon etwas im Hintergrund standen. Dabei ergeben sich Approxima-
tionssatze fur das Reduzieren (Fegen) auf Borelsche Mengen durch
Reduzieren (Fegen) auf offene Obermengen bzw. kompakte Teilmengen.

1. Einige Eigenschaften des Fegens von Massen.

Es sei (E , 9€) ein streng harmonischer Raum im Sinne von H.
Bauer (s. [1]). *3e'1' sei die Menge aller positiven hyperharmonischen,
S^ die Menge aller positiven superharmonischen Funktionen auf E.
%o sei die Menge aller stetigen reellen Potentiale, die ausserhalb einer
kompakten Menge harmonisch sind, und 3T^o die Menge aller positiven
Radonschen Masse auf E, fur die alle Funktionen aus %o integrierbar
sind.

Zu jeder Teilmenge B von E und jedem ^EOTI^ gibt es dann
bekanntlich genau ein Mass ^B € OTC^ mit j p d^ = j R^ d^ fur
alle p G ̂  , das zu p. und B gehorige gefegte Mass. Fur scharfe Aus-
sagen liber solche gefegten Masse ist das folgende Lemma nutzlich.

LEMMA 1.1. — Sei B eine Teilmenge von E, K eine kompakte
Teilmenge von CB und s^.^ reellv^ertig. Dann gibt es zu jedem
e > 0 eine fein-offene Obermenge H von B mil
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R" < R,® + e auf K .

Bezels. - Sei £ > 0 und (©„) eine antitone Folge offener Teil-
mengen von E mit ^ ©„ = K. Fur n G N sei B,. = B\ ® . Dann ist_ „=! " n w
B^ n K = 0 und daher

t
{ R^ : G fein-offen, B^ C G, G n K = 0>

eine absteigend filtrierende Familie von auf K stetigen reellen Funk-
tionen, deren Infimum R^" ebenfalls auf K stetig ist. Daher existlert
eine fein-offene Obermenge G^ von B^ mit

tC^R^4-^ auf K . (1)

Es sei nun
H = U G^ .
" m^n m

Fur alle n E N ist dann

R^ < R^ + S — auf K . (2)
m ̂  n ^

Fur n = 1 ist das Ungleichung (1). Es gelte Ungleichung (2) fur ein
n > 1. Dann ist auf K wegen (1) und B,, C H,, n Gn+i

R^1 < R;" + R^' -R^"00"^

<R:"+ 2 -+R^__-^
w^n 2 2

- K^+i + y ^-- K, + Z, -^T •
w^n+l 2

Fur die fein-offene Obermenge H := U H^ = G G^ von B = D B^
gilt also auf K

H Tt
R" = sup R, " < sup R/ + £ < R^ + £ = R^ + £ .

Bemerkung. - 1st s sogar stetig, so konnen wir offenbar alle G^
und damit auch H often wahlen.

Zusammen mit der in [4], S.278 bewiesenen Charakterisierung der
Punkte, in denen eine Menge dunn ist, liefert dieses Lemma zum
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Beispiel einen kurzen Beweis fur die erstmals in [4] mit rein potential-
theoretischen Methoden bewiesene Tatsache, dass die auf eine Menge
B gefegten Masse auf dem feinen Abschluss von B sitzen, namlich den

SATZ 1.2. - Fur alle Teilmengen B von E und ^G 3^ hat das
Komplement des feinen Abschlusses von B ein inneres ^-Mass Null.

Beweis. - Sei B eine Teilmenge von E und ^ G W^ . Es sei K
eine kompakte Teilmenge von E, die disjunkt ist zum feinen Abschluss
von B, und p ein strenges reelles Potential mit f p dfi < oo . Dann ist
nach [4], Korollar 1.2

K C C B H [ R ^ < p ] .

Furjedes A i G N existiert nach Lemma 1.1 eine fein-offene Obermenge
H^ von B mit

?„ : = R ^ < R ^ +-^ auf K . (1).H.. __n . J_

n

Da ?„ ein Potential ist und auf B mit p ubereinstimmt, ist
pB _ pBR^ ~ R?

und

f(P- Pn)^ = / (̂  - K^)^ = 0 • (2)

K,,=Kn^+ ^<pj.

Auf Kn ist Pn <p wegen Ungleichung (1). Also folgt aus (2)

^(K,,) = 0 .
00

Wegen K = U K^ ist daher auch
^(K) = 0 .

In unserem Zusammenhang ist Lemma 1.1 wichtig durch die folgende
Konsequenz :

SATZ 1.3. - Seien Bi , B^ Teilmengen von E, B^ enthalten in
einer kompakten Teilmenge von C B^ . Es sei K ^w kompakte Teil-
menge von C B^ , .yGg^ reeltwertig und e > 0. Dann existieren fein-
offene Obermengen Gi von B^ und G^ von B^ mit
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R^ < R\ + e auf B^ U K .
R.

 R/
Beweis. - Sei res'" mit 0 < t < 1/2 auf B^ U K. Nach Lemma

1.1 existiert dann eine fein-offene Obermenge G^ von B^ mit

R^<R^2 - h e r auf B^ . (1)

Ebenso existiert nach Lemma 1.1 eine fein-offene Obermenge G^ von
B^ mit

G, B, £
R . < R . + - auf K .

R 2 R 2 2
"j "j

Also ist auf K

•̂  <^\ ^R,- R,-+61 2

< R B B , + £ / + £ < R B B , + £ •R, 2 R,2

Auf B ̂  ist aber nach (1)

R ^ - R ^ ^ R ^ + e ^ R ^ + e .
R - D "•S R5

Der folgende Satz zeigt, wieweit man das Innere aus Mengen heraus-
nehmen kann, ohne darauf gefegte Masse zu verandem.

SATZ 1.4. - Sei B eine Teilmenge von E und Q eine offene
Teilmenge von B mit ® C B. Dann ist fur alle z G E, die kerne fein-
inneren Punkte des feinen Abschlusses von © sind,

p B = p B\e°z ^2

5^w^. - Sei p€So und ve*9:^ mit v<p und v = p auf
B\®. Sei

v in C© ,
p in © .w =

Fur w G *^e+ genugt es zu zeigen, dass w in alien Punkten aus dem
Rand ®* nach unten halbstetig ist und fur alle x E ®* und regularen
Umgebungen U von x gilt
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f Wd^ <W(X) .

Sei also x G ®*. Dann ist wegen p > v auch p > w > v, also

Urn infw(^) > lim inf v ( y ) = v(^) = \^(x) .
,y—>JC ^->JC

Weiter gilt fur jede regulare Umgebung U von x wegen x € ®* C B\®

f w d^ < f p d^ < p(x) = v(x) = w(x) .

Also ist w G *y^ und w == p auf B. Damit folgt

R ^ > R ^ in C ® ,
also

R^° = R^ in C ® .

Regularisieren ergibt im feinen Inneren von C®
pB\e _ pBKp - Kp ,

also R® = R8 auf dem feinen Abschluss des feinen Inneren von
C ®. Das ist aber gerade das Komplement des feinen Inneren des
feinen Abschlusses von ®. Damit folgt die Behauptung.

KOROLLAR 1.5. — Sei B eine abgeschlossene Teilmenge von E,
z kein fein-innerer Punkt von B und B^ eine beliebige Teilmenge von
E. Dann ist

B U BI __ B*uBi
-z -~°z

Beweis. - Fur ® := B ist ®* C B und

(B U Bi)\® C B* U BI C B U BI .

Nach Satz 1.4 ist

Also ist auch

(BuB^)\e _ BuBi
°z "' ^z

B*uBi ^ B U B ^
z z

SATZ 1.6. - Seien B^ , B^ Teilmengen von E und ^G 0^ . 1st
B^ im feinen Inneren von Bj enthalten, so ist

, B , B ^ B,
(^l 2) 1 = l̂ 2 .



FEGEN UND DUNNHEIT MIT ANDWENDUNGEN 85

1st B^ sogar im Inneren von B^ enthalten, so ist auch

(M81)82 = /2 .
Beweis. — Sei zunachst B, enthalten im feinen Inneren von B, .

A BFur alle p G %^ ist dann Rp1 = p auf B^ , also

IV D = JK -

R 1 p
R?

und daher

/pd(^)B*=/R>MB2-/RB2B,^=
R?

^R^^/p^81 .
Also ist

(^B2)81 = /1

Sei nun sogar B^ C B^ und B^ relativ-kompakt. Es sei p E %^ . Defi-
nieren wir

G, u G2
PBi.B^=infR / Gi G^ '2 inKRp1.^2)

wobei das erste Infimum uber alle fein-offenen Obermengen G^ von
B^ und G^ von B^ zu nehmen ist, so ist nach [4], S.275

B, B^ B, u B-,
R^+R^R, / ^P^B,

Wegen B^ U B^ = Bi ist also

R82 = pn n .
P • 0 ^ » 1»2

1st G^ eine fein-offene Obermenge von B^ und G^ eine fein-offene
Obermenge von B^ mit G^ C G^ , so ist

G ^ u G ^ _ GI

^ G! G2^ ~ G2 •inf(Rp\Rp2) Rp2

Also ist
p. ^ „ = infJR^ : G, fein-offen, B, C G,| .

A • \ D *• I

"P

Es sei © eine fein-offene Obermenge von B^ mit ® < ^ B ^ , G^ eine
fein-offene, relativ-kompakte Obermenge von B^ . Furjede fein-offene
Obermenge G^ von B^ ist dann nach Satz 1.4 in C ©
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R0! ^D0!^
^ ~ °2 •

R? R?2

Da Gi\® eine kompakte Teilmenge von C B^ ist, folgt damit aus
Satz 1.3 und emeute Anwendung von Satz 1.4, dass in C ® gilt

infJR ^ : G^ fein-offen, B ^ C G ^ j
PP

= RT = R'a .
^ ^

In C ® ist daher

also
PB,^ =R B,R?

R P ' - P B ^ B - R ^ •l'1^ ^D2
PP

Wegen ® C B, ist auch in ®

R- == R n
p R 2

^P

Sei nun nur noch B^ C B^ . Es existiert eine isotone Folge (K^) kom-
pakter Teilmengen von E mit 0 K^ = Bi und eine Folge (!€„) kom-

pakter Teilmengen von E mit !€„ C K^ und 0 !€„ = E. Furjedes
n € N sei

G^B^nic^ , D^=B,nK^nK^ .
Dann ist

^CK»nK»cB,nK^,=c»
und €„ relativ-kompakt. Nach obigem ist also fur alle n € N

K°n _ ^n
R? - ̂ ^n '

"P
also auch

R^2 = sup R^" = sup R°^ =RB^ .
^P" Rp2

Da dies fur alle p € %g gilt, ist damit gezeigt
B^ - B « B A

^ - = (At 1) 2 .
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R R R
Bemerkung. — Das folgende Beispiel zeigt, dass ^ 2 = (p. 1) 2

nicht notwendig gilt, wenn B^ nur Teilmenge des feinen Inneren von
B^ ist : Sei namlich A erne nicht-triviale Absorptionsmenge fur die
WSrmeleitungsgleichung, B^ = A und B^ = A*. Fur zG CA ist dann
ef2 ^ 0, aber (ef1)82 = (e^V = 0, da e^ von A* getragen wird
und A* absolut dunn ist (s. Satz 2.5).

Der folgende Satz und sein Korollar liefem haufig eine Moglich-
keit, von der Nicht-Dunnheit zweier "grosser" Mengen in einem Punkt
auf die Nicht-Dunnheit "kleiner" Mengen in diesem Punkt zu schliessen.

SATZ 1.7. - Sei B eine Teilmenge von E, z G E und sowohl B
als auch CB nicht dunn in z. Dann ist B* nicht dunn in z.

* 0
Beweis. — Nehmen wir an, es ist B* dunn in z. Ware dann B

0 0
dunn in z, so auch B U B*, also erst recht B. Daher ist dann B nicht

A
dunn in z. Ebenso ist CB nicht dunn in z.

Mit dem Barrierenkriterium fur regulare Randpunkte konnen wir
daraus sofort einen Widerspruch ableiten. Denn aus B und C B nicht
dunn in z, folgt zunachst, dass z ein regularer Randpunkt sowohl von
o ^^
B wie auch von CB ist. Es existieren also offene Umgebungen l^ und

_ . 0

U^ von z, ein streng positives s^ G & (U^ H B) und ein streng positives
^e^o^n CB) mit

lim s.(x) = lim s^(x) = 0 .
x->z x->z
xeB xefe

Setzen wir U = U^ H U^ und

s^ in U H B
t =

so ist offenbar t^^W 0 CB*) streng positiv mit

lim t(x) = 0 .
x->z

xeCB*

Daher ist z ein regularer Randpunkt von CB*, also C(CB*) = B*
nicht dunn in z im Widerspruch zur Annahme.
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Dieser Widerspruch ergibt sich aber auch aus unseren Fegesatzen :
Sei K eine kompakte Umgebung von z, C = CB 0 K, (©„) eine antitone
Folge offener Teilmengen von E mit H ©„ = B* H K und €„ == C\ ©„ .

w = I
oo

Dann ist auch C nicht dunn in z und U €„ = C. Nach Satz 1.6 ist
fur alle w G N

(e^)B = ((C^)B)B .

Da £^ von €„ , also einer Teilmenge von CB getragen wird, ist nach
Satz 1.4

(s^)5 = (c^< .

1st p € %^ , so ist also fur alle n e N

RC 'o(z)=RC^(2)<R^(z) ,
Rp "̂P

Q

also, da C und B nicht dunn sind in z,

p ( z ) = R^z) = sup R0^^) < Rf(z) .
R? Rp

Fur alle p E %^ ist also R^*(z) = p(z) und daher B* nicht dunn in z.

KOROLLAR 1.8. - Es sei B eine abgeschlossene und ® eine off one
Teilmenge von E. Es sei zee und B^ , B^ Teilmengen von ®\B, cte
wjcAr dunn sind in z und mit keiner Zusammenhangskomponente von
®\B gleichzeitig Punkte gemeinsam haben. Dann ist B nicht dunn in z.

Be^eis. — Sei C die Vereinigung aller Zusammenhangskompo-
nenten Z von <S\B mit Z H B i =^0. Da ®\B offen und E lokal-
zusammenhangend ist, ist C offen. Es ist B^ C C und B^ C CC. Es
sind also C und CC nicht dunn in z und damit nach Satz 1.7 auch
C* nicht dunn in z, also auch ® n C*. Es ist aber © n C* C B. Sei
namlich x G (© n C*)\B. Da E lokal-zusammenhangend ist, gibt es
eine zusammenhangende Umgebung U von x mit U C 0\K. Es ist
U 0 C ^= 0, gibt also eine Zusammenhangskomponente Z von ®\B
mit Z H B^ =5^ 0 und Z 0 U =^ 0. Es ist dann Z U U zusammenhangende
Teilmenge von ®\B, also Z U U = Z C C. Insbesondere ist x G C. Das
steht aber im Widerspruch zu x e C*, da C offen ist.
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Bemerkung. — Falls 1 G *^e+, erhalt man unter Benutzung eines
zugehorigen Huntschen Prozesses sofort die folgende scharfere Aussage:
Sei B eine Teilmenge von E, z G E, V erne feine Umgebung von z und
B^ , B^ Borelsche Teilmengen von V\B, so dass kein Weg in V\B
gleichzeitig mit B^ und B^ Punkte gemeinsam hat. Sind dann B^ und
B^ nicht dunn in z, so ist auch B nicht dunn in z.

LEMMA 1.9. — Sei G eine fein-offene Teilmenge von E, B eine
Teilmenge von E und ^e3K,o . Dann ist

(^^MG^O^MG) .

(Fur jedes v^-Wi^ bezeichnen wir mit v^ das innere und mit v* das
aussere Mass zu v).

Beweis. - Nach [4], Theorem 1.1 ist ^B <^ B n G + ̂ G. Fur
jede kompakte Teilmenge K von G ist also

^(K^^W+^CK)^001^) ,

da ^^(K) = 0 ist nach Satz 1.2. Damit folgt die Behauptung.

SATZ 1.10. - Seien B^ , B^ Teilmengen von E und .yGS^ reell-
v/ertig. Dann ist fur alle z E E

R^z^inf^Mef2)^) .
1st 1 G^, so ist

e^(E)>(e^(B,),

falls z kein Punkt aus B^ ist, in dem B^ dunn ist.

Beweis. — Die erste Ungleichung ist trivial, falls inf s(B^) = 0
ist. Sei also inf s(B^) > 0 und 0 < a < inf s(B^. Dann ist [a < s]
eine offene Obennenge von B^ . Sei G eine Borelsche fein-offene
Menge mit B^ C G C [a < s]. Dann ist fur alle z G E

^ ^ <- ^ G n B-»R^z) = R^(z) > R, ^z)

/ _, G <•> B, ^ ~G^Bf/^^= sde^ 2 >ae^ 2(G)

^ae^CO^aCe^^CBi).
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Dem Beweis von 3.2.1 in [1] entnimmt man
n

R/(z) = inf{R^(z) : G fein-offen, Borelsch, B^ C G}
und damit

R^(z)>inf^B^.(£^)*(B^).

1st 1 GS'1" und z kein Punkt aus B^ , in dem B^ dunn ist, so folgt

^(E) = R^z) = R^z) > (e^)* (B,) .

Bemerkung. - 1st Bi eine nicht-leere polare Menge, B^ = E und
z G B^ , so ist c^ = 0, aber (e^2)* (B^) = £^(Bi) = 1, also die letzte
Ungleichung falsch fur alle z E B ^ .

KOROLLAR 1.11. - Sei P polare Teilmenge von E und /A€OTL)
mit fJi*(P) = 0. Dann ist fur fede Teilmenge B von E (^B)* (P) = 0.

Beweis, - Es gibt eine polare Borelsche Obermenge P' von P
mit ^i(P') = 0. Sei B eine Teilmenge von E und (!€„) eine Folge kom-
pakter Teilmengen von E mit Cj K = E. Es existieren reelle s G ^+

n=l w

mit ^ > 1 auf !€„ . Nach Satz 1.10 ist daher fur alle n EN

jW H K^) = / £^(P' 0 K^)^(z) < / R^0 Kn(z)^(z)

= /R^n K W(^^(^)=0 .
Daher ist auch

(^B)* (P) < ^(P1) < S ^(P' n K^) = 0 .
n=l

Bemerkung. - Fur Brelotsche harmonische Raume mit Axiom D
steht dieses Korollar als prop. 28.4 in [8].

KOROLLAR 1.12. - Sei B eine Teilmenge von E. Es existiere eine
offene Teilmenge (9 von E und eine Umgebung U ernes reguldren
Randpunktes von Q mit Q* n U C B. Dann ist B nicht polar.

Bezels. - Sei / eine stetige reelle Funktion auf ©* mit kom-
paktem Trager in ®* n U und /(z) > 0 fur einen regularen Randpunkt
z von ®. Dann ist
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lim e^(/)=/(z)>0
x->z
X € 6

Es existiert also ein x G Q mit e^6 (f) > 0. Da der Trager von / in
®* HU liegt, ist daher auch £? (e* HU)> 0. Nach Korollar 1.11
ist daher ®* H U nicht polar, also7 erst rechfnicht B.

Wir wollen eine Teilmenge B von E absolut-dunn nennen, wenn
e® = 0 ist fur alle z € B. Jede polare Menge ist offenbar absolut-dunn.
Jede absolut-dunne Menge ist total-dunn : Sei B absolut-dunn und
u€. *Wf streng positiv. Dann ist R^ = 0 auf B, also auch aufdem
feinen Abschluss von B. Es ist also R^ < u auf dem feinen Abschluss
von B und daher B dunn in alien Punkten des feinen Abschlusses von
B. In alien anderen Punkten ist aber B dunn nach Definition der
feinen Topologie. Also ist B total-dunn (und damit in Wirklichkeit
bereits fein-abgeschlossen).

Fur das Fegen auf die Rander von Absorptionsmengen bei der
Warmeleitungsgleichung, dieja absolut-dunne Mengen sind (s. Satz 2.5),
sind die folgenden beiden Satze von Interesse. Sie sind eine weitere
Anwendung von Satz 1.3.

SATZ 1.13. - Sei B eine absolut-dunne Borelsche Teilmenge von
E und B^ , B^ disfunkte Borelsche Teilmengen von B mit B^ U B^ = B.
Dann ist fur alle ^ E 31Z.o .

^B = ̂ i + ^2

Beweis. — Sei p € g^ ? K, kompakte Teilmenge von B, und G,
fein-offene Obermenge von K, (i = 1,2). Wegen

I G ^ U G , • inf (R;1 , R^2) < IG, • <2 + IG, • R?
ist

•<°-"°1, o- < R°c. + R°G /^ ^ IS. r« ^ Iv f^i w'9\ 'J^ —l* n *\ n • 0 *•
R 1 " 2 < R 1 + R 2

G! ^ ^2 K G
p .Rp ) Kp R?in fCRp ' .Rp 2 ) Rp2 R

und daher nach Satz 1.3

PK K = inf } RG1 u ^2 G : G/ fein-offen, K, C G<., , K-, —— J " , t>. U, i s A^HI-^AAVil, IV. '— \-».
1 2 ( mfCRp^Rp 2 )

<RKL +RK^ < 2 R B B .
R^ ^1 R8

Rp Rp P
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Da B absolut dunn ist, ist aber R^ = 0 auf B, also

Pic,, K, = 0 •
Daher ist

KiUK, K. 14
Rp - Rp + Rp - P K I . K ,

= ̂  + <2 •
Nach [I], 3.2.5 und dem Choquetschen Satz uber Kapazitaten folgt
daraus

also

vnd

Rp > Rp1 + Rp2 ,

RB? = <' + R^

Rp6 = R8; + R;2 .

Das eigibt die Behauptung.
1st /A G OTCo und B eine beliebige Teilmenge von E, so definieren

wir fi Ig durch

(^ IB) (C) == inf {^i(B H C) : B Borelsch, B C B}

fur alle Borelschen Teilmengen C von E. Dann ist auch ^ Ig G 3Ko und
wir erhalten das

KOROLLAR 1.14. — Sei B eine absolut dunne Menge und B^ eine
Teilmenge von B. Dann ist fur alle ^ G Ol^o

^ = ̂
und insbesondere

^(E)^^)^) .

Bezels. - Sei p ein strenges Potential. Nach [4], Lemma 1.2
existiert eine Borelsche Obermenge B' von B und eine Borelsche
Obermenge B\ von B^ mit

Es sei
R" B' _ pB p8! _ p®! /, .p - Rp , Rp ~ Rp . (1)

B" = B' 0 [R^ = 0] , B'/ = B; 0 B" .
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Dann ist B C B" C B' und B^ C B'/ C B'i , also wegen (1)

pB" _ pB p®!' _, p®!
^p ~~ ^p » ^p ~~ ^p •

B" ist Borelsch und absolut dunn wegen R^" = R^ = 0 auf B". B'/ ist
eine Borelsche Teilmenge von B". <^^

Sei nun ^ €3Tto , C eine Borelsche Teilmenge von E und B^ eine
Borelsche Obermenge von B^ mit B^ C B'/. Nach Satz 1.13 erhalten
wir daraus

^(Bi n c) == ^"(B, n C) = y1 (B^ n C) + ̂ BAB1 (B^ n c) .
B^ und B"\B^ sind Borelsche Mengen und als absolut-dunne Mengen
fein-abgeschlossen. Nach Satz 1.2 ist daher

ACB^O, /'^(B^O.
Also ist

^ B ( B ^ n C ) = / l (0=^(0 .
Das beweist

(^IB^C)^81^)-
Es ist insbesondere

^(E)^^^^)^^)^) .

Bemerkung, — Wahrend die meisten Satze, die fur harmonische
Raume im Sinne von H. Bauer gelten, zumindest in modifizierter
Form auch fur die in [6] entwickelte Potentialtheorie harmonischer
Keme, die die Potentialtheorie Markoffscher Ketten und der Riesz-
Potentiale umfasst, wahr sind, ist das sicherlich nicht der Fall fur Satz
1.4 und die daran anschliessenden Satze 1.5 bis 1.8.

2. Fegen von Massen und Absorptionsmengen.

SATZ 2.1. - Seien B^ , B^ Teilmengen von E, zu denen es eine
Absorptionsmenge A gibt mit B, C CA und B^ C A. Dann ist fur
alle fji E OIZ.Q

B, , B, B, u B, , , B, .B,p. ! + ^ 2 =^ l l 2 + (^ 1) 2 .
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Beweis. - Sei p €%„ und (K,) eine Folge kompakter Teilmengen
von CA mit J^ K, = CA. Fur n€N sei €„ = B, OK, . Sei G,
fein-offen mit (:„ C G, C CA und G, fein-offen mit B, C G, C A.
Dann ist Rp1 = 0 auf A, also auf G, und daher

GlUG, _ GI G.R^-,^)-^,(^.^)=R^•
Nach Satz 1.3 ist daher fur alle w G N

also

R;"+R:2-R;••"•2+RC•„,
D •
R?

R^R^R:1"82-^.
R

Daraus folgt die Behauptung. p

SATZ 2.2. - Sei A eine Absorptionsmenge, B^ eine Teilmenge
von CA und B^ eine Teilmenge von A. Dann ist fur alle ^€311^

B , U B , B, , B, UB-, ,
^ 1 2 = ^ l + ^ l 2 ! ^ .

5w .̂ - Sei ^€^. Die Behauptung ist offenbar aquivalent
zu

Bi uB, , B,
^ 2 1 C A = ^ 1 .

Da A fein-offen und disjunkt zu Bi ist, ist aber nach Satz 1.2 ̂ A)^,
d.h. p. 1 = ^Bl |̂  . Daher ist zu zeigen

-'•"•'ltA--"lc..
Seien p, ^ e^ mit p = q auf A. Dann ist

^2 ^ ^BI pBi _ B I
P ^^ ' ^.B. - ̂ B, >

R - D •R? R^
also nach Satz 2.1

f(P- ̂ B1UB^ = / (R^82 - R6,*0^)^

-/(^-R^)^
=f(p-q)dn^.
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Daher ist
B.uB, B.

^ ICA = ^ I C A •

KOROLLAR 2.3. — Sei A erne Absorptionsmenge und B erne Teil-
menge von CA. Dann ist fur alle ^GOTCo

^BUA =^B +^BUA^

SATZ 2.4. - 5'̂  A w^ Absorptionsmenge, B^ '̂̂  Teilmenge
von CA ^wsf B^ '̂w Teilmenge des Inneren von A. £tom ist fur alle
^GOTIo

^UB^^B^^B,UA^B,

Beweis. — Sei ^eolto . Dann ist nach Satz 2.1
B, uB, B, B, , Si^8-?^ i 2 - ^ l = ^ 2 - ( ^ J i l ) 2 .

Da B^ im Inneren von A, also erst recht im Inneren von B^A ent-
halten ist, ist das nach Satz 1.6

=(^UA)B2_^B^B^

und das ist nach Korollar 2.3

=O.B1UAUB2•

SATZ 2.5. — Es sei (A^) erne Folge von Absorptionsmengen und
A deren Vereinigung. Dann ist A cine Absorptionsmenge. Fur alle
z E A ist e^ = 0. Insbesondere ist A*\A absolut-diinn und A gleich

00

dem feinen Abschluss von A. In alien zEA*\A ist U A^ mcA^ft= i
rf6ww.

Beweis. — Sei p ein strenges Potential. Fur alle w G N ist dann
Pn :== ^CA •P em Potential. Also ist

R ^ < i n f ^ = I c A - P

und damit R^ = ICA •P- Es ^S1

R ^ - I C A - P .
Als Nullstellenmenge des Potentials R^ ist daher A eine Absorptions-
menge. Fur alle z G A folgt weiter e^ = 0, also erst recht e^*— = 0.
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Daher ist A*\A absolut-dunn. Der feine Abschluss von A ist in A
enthalten. 1st z € A, so ist

p(z) < R^(z) + R^(z) = R^(z) .

Also ist A nicht dunn in z und damit z im feinen Abschluss von A.
Sei schliesslich zEA*\A und B^ = U A^ . Dann ist

m ^n

B* C U A*
" m^n n

Fur alle p € % ^ ist daher nach Korollar 1.5
• j A < R* R

Rp "(z) > sup Rp"(z) = sup R/(z)

=R^(z)=p(2) .
00

Also ist U A* nicht dunn in z.w = i "

Bemerkung. — Fur Absorptionsmengen bei der Warmeleitungs-
gleichung ergibt sich daraus die bekannte Tatsache, dass ihre Rander
absolut dunn sind und jede Vereinigung von solchen Randem, die in
E dicht liegt, in keinem Punkt von E dunn ist.

3. Diinnheit und Absorptionsmengen.

SATZ 3.1. — Es sei B erne Teilmenge von E undz G E. Es existiere
cine isotone Folge (A^) von Absorptionsmengen mit z G A * \ A fur
A = D A^ und E^ ° An + 0 fur alle n EN und x C A^ . Dann sind

n =1
dquivalent :

1) B ̂  wjcA^ <ffiw2 w z.
2) -F^r alle n € N existiert ein strong positives reelles u^ G ^St^

w<7
B\AR^ "OO^^) .

3) FMr a//^ n GN existiert ein strong positives reelles u^ € *9e+

/m7
^"(2) = R^(Z) .
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Beweis. — 1st B nicht dunn in z, so ist wegen z E C A^ auch
0\ A

B\A^ nicht dunn in z, also R^ "(z) = «(z) fur alle u^ *3:e+. Aus
(1) folgt daher (2). Dass aus (2) Aussage (3) folgt, ist trivial.

Es gelte also (3). Fur n E N sei

C ^ = B \ A ^ , D ^ B H A ^ .

Es sei u^ E *9e'1' streng positiv und reellwertig mit

R^(z) = R^ (z) .
w -w

Wegen

ist dann auch

also

C, C €„ U D, C B

^""""(^R^ (z) ,"n "n

y\^"= /«„^"UD»=/u„d£^
Nach Satz 2.4 folgt

/.^fe^uAwk/-o.
Sei

., -pG^^A^
^ ~ ̂  IA^ •

Wegen zG CAy, ist nach Korollar 1.5
C..UA.. C«UA'c »» »• — c" •• ••

-z "" ^z

Daher wird ^^ getragen von C A^ H Ay, == A^. Fur alle x G A^ ist
aber nach Voraussetzung £^" =^ 0. Also ist

^ n = 0 .

Nach Korollar 2.3 ist damit
€„ u A_ c-.

£z = ^2 .

Fur jedes p G %^ ist daher fur alle TI G N

R^(z) > R^"(2) = ^"^"(z) > R^(z) ,
also
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R^(Z) > SUp R^(Z) = R^(Z) = p(2)

nach Satz 2.5. Damit ist B nicht dunn in z.

Nach Satz 1.10 ist die Existenz einer Teilmenge C von E mit
(ey (B HA^) ̂  0 hinreichend fur ̂ An ̂  0. Scharfere Aussagen
lassen sich machen, wenn die Absorptionsmengen A^ eine Eigenschaft
haben, die bei den Absorptionsmengen der Warmeleitungsgleichung
stets erfullt ist. Wir definieren dazu :

Eine Absorptionsmenge A heisst streng, wenn jede Absorptions-
menge, die das Innere von A nicht enthalt, disjunkt ist zu A*.

1st fur je zwei verschiedene Absorptionsmengen A' und A"
0 0

entweder A'C A" oder A^CA' , wie das bei der Warmeleitungs-
gleichung der Fall ist, so sind offenbar alle Absorptionsmengen streng.

SATZ 3.2. -- Sei A eine strenge Absorptionsmenge mit A* i=- 0
und B eine Teilmenge des Inneren von A. Dann ist B genau dann
polar, 'wenn es ein x e A* mit e^ == 0 gibt.

Bezels. — 1st B polar, so ist £^ = 0 fur alle x € E, also insbe-
sondere fur alle JcGA*. Sei nun B nicht polar und u^=- ^S^ streng

A T ) 0
positiv. Dann ist R^ nicht identisch Null. Wegen B C A ist nach
Satz 1.6

R^ = R^ .
^u

Also ist R^ sogar auf A nicht identisch Null. Die Absorptionsmenge
[R^ = 0] enthalt daher A nicht und ist damit disjunkt zu A*. Fur
alle xGA* ist daher R^(jc) > 0, d.h. £^0.

Damit erhalten wir als Korollar zu Satz 3.1 den folgenden

SATZ 3.3. — Es sei B eine Teilmenge von E und z € E. Es existiere
oo o

eine isotone Folge (A,,) stronger Absorptionsmengen mit B C U A^
w3!

und z E A*\A fur A = U A^ . Dann sind dquivalent :
n = 1

1) B ist nicht dunn in z.
2) B ist nicht polar und es existiert fur alle n € N ein streng

positives reelles u^ G "'fl^ mit
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^"(z) = u,(z) .
It

3) B ist nicht polar und es existiert fur alle w € E N ein strong
positives reelles u^ G *3f^ mil

^(z) = R^ (z) .
n n

Bezels. — Dass aus (1) Aussage (2) und aus (2) Aussage (3)
folgt, ist ebenso trivial wie bei Satz 3.1. Es gelte also (3). Wegen
B = U B n A^ gibt es ein n^ GN, fur das B 0 A^ nicht polar ist.
Offenbar durfen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen,
dass HQ = 1 ist. Nach Satz 3.2 ist dann fur alle n € N und x € A^ das
gefegte Mass e^ n ̂  0. Nach Satz 3.1 ist daher B nicht dunn inz.

Die Gleichheit R8 An(z) = R® (z) lasst sich haufigmit Symme-
-n "n

trieeigenschaften des hannonischen Raumes und seiner Teilmenge B
gewinnen :

Eine offene Abbildung T von E in sich heisse ein Homomor-
phismus des hannonischen Raumes, wenn fur alle u €= *9:e+ auch
u o T e *^€¥ ist. Es gilt der folgende

SATZ 3.4. - Seien Bi , B^ Teilmengen von E, z E E, u G *9e+

und T ein Homomorphismus des hannonischen Raumes mil z als
Fixpunkt, TCB^) C B^ und u o T > u auf B^ . Dann ist

R^CzXR^z) .

1st ausserdem B^ C B^ , so ist

RB2(z)=R^(z) .

Bezels. - Sei vG*^ mit V > M auf B^ . Auf B^ ist dann
y o T > « o T > M . Also ist

R ^ o T > R ^

und damit nach nachfolgendem Lemma 3.5

R82 < R31 o T < R81 o TM ^^ M ^^ U *
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Insbesondere ist
R^(z)<R^(T(z))=R^(z) .

Der Rest ist klar.

LEMMA 3.5. - Seien E^ , E^ topologische Raume, T erne Abbil-
dung von E^ in E^ und f eine numerische Funktion auf E^ .

1st T stetig, so ist f o T > / o T .

1st T O/TCT. so ist f o T < / o T .

Beweis. — Sei jc^ eE^ und x^ = T(.Vi). Dann ist

/^T(Xi)= sup in f ( /oT) (Vi )
V^ Umg.v.x^

/(^)= sup inf/^)
V^ Umg.v.x^

Sei zunachst T stetig. Fur jede Umgebung V^ von x^ ist dann
Vi := T^) eine Umgebung von jCi und inf(/o T) (Vi) > infAV^).
Es ist dann also /o T(JC^) > f(x^\ Sei nun T off en. Fur jede Umge-
bung V^ von .x^ ist dann V^ := T(V^) eine Umgebung von x^ und
(/° T)(Vi) =/(V2).Es ist dann also/^T(;Ci)</(^).

4. Anwendung auf die Wanneleitungsgleichung.

Es sei m G N, E = R^*+1 und 96 das Garbendatum der Losungen
der Wanneleitungsgleichung

^ ^u 9uAM := 2^ —— = -——•/=i ax? a^^
Nach [ 1] ist (E , 9€) ein streng harmonischer Raum, dessen Absorptions-
mengen gerade die Halbraume der Form

H, :={(x,s) : JceRW , s < t }

mit t € R sind. Insbesondere ist damit jede Absorptionsmenge streng
(s.S. ).
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Fur jedes a > 0 sei P^ definiert durch

PtfO^ 0 = (°^ » ^0 Oc^R^" , ^ G R ) .

Dann ist P^ offenbar ein Homoomorphismus von E als topologischem
Raum und

ae(©)op^ =ge(p^(®))
wegen

(A-^("°p•)=a'((A-^)")°p'•
Insbesonderc ist damit

^ o p^ = ̂  ,
also P^ ein Homomorphismus des harmonischen Raumes im Sinne
von S.

Eine Teilmenge B von E heisse parabolisch zusammenziehbar in
0, wenn es beliebig kleine a > 0 gibt mit

P<,(B)CB .

Eine Teilmenge B von E heisse parabolisch zusammenziehbar in z € E,
wenn B — z in 0 parabolisch zusammenziehbar ist.

Eine Teilmenge B eines R^ (k G N) heisse zusammenziehbar in 0,
falls es beliebig kleine a > 0 gibt mit

a B C B .

Sie heisse zusammenziehbar in z G R^, falls B — z in 0 zu zusammen-
ziehbar ist.

Beispiel. — Sei Bg eine beliebige Teilmenge von E, T eine in 0
zusammenziehbare Teilmenge von R wie zum Beispiel T = R, T = Q
Oder T ={13" : /ieN}mit 0 < j3 < 1 und

B=^P , (Bo) .

Dann ist B parabolisch zusammenziehbar in 0. Denn es gibt beliebig
kleine 7 > 0 mit -yT C T und fur diese 7 ist

P^(B) = ̂  P^(Bo) = ̂  P^(B,)

=:^P^)C^P^=B•
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SATZ 4.1. - Sei x € R"', t G R und B erne in z = ( x , t) para-
0

bolisch zusammenziehbare Teilmenge des offenen Halbraums H,. Dann
sind aquivalent :

1) B ist dunn in z.
2) B ist polar.
3) B ist total-dunn.

Be^weis. — Wenn B polar ist, so ist B total-dunn. Wenn B total-
dunn ist, so ist B insbesondere dunn in z. Es bleibt zu zeigen, dass B
nicht dunn 1st in z, wenn B nicht polar ist.

Sei also B nicht polar und z = 0, was wir offenbar ohne Ein-
00

schrankung der Allgemeinheit annehmen durfen. We?en B = U B\H _ „
n=l

existiert dann ein n^ G N mit nicht polarem

Fur n € N sei
Bo := B\H_^ .

A ^ = H _ ^ .

Dann ist (A„) eine isotone Folge stronger Absorptionsmengen mit
Bo C G A., und 0 e A*\A fur A = D A.,. Sei n G N. Es existiertv w = i " »=i n

dann ein

0<a..<-^
nnQ

mit
P^(B)CB .

Weil dann ausserdem fur alle t > — n^., / 1 \' ^ i^^-u"""-^w^ ° n

P^(Bo)CBo\A^.
so ist

Nach Satz 3.4 ist daher

R^O^^O) = ^0(0) .

Da Bo nicht polar ist, folgt damit aus Satz 3.3, dass BQ nicht dunn ist
in 0. Erst recht ist also B nicht dunn in 0.



FEGEN UND DUNNHEIT MIT ANDWENDUNGEN 103

In vielen Fallen ist es sehr leicht zu sehen, dass eine voigelegte
Menge nicht polar ist. Sie ist zum Beispiel dann nicht polar, wenn
sie innere Punkte besitzt, so dass wir als unmittelbare Folgerung den
folgenden Satz haben.

KOROLLAR 4.2. - Sei x e R"', t G R, B eine in z = (x, t) para-
bolisch zusammenziehbare Menge und das Innere von B H H^ nicht"
leer. Dann ist B nicht diinn in z.

Haufig eriaubt Korollar 1.11 (oder schon Korollar 1.12) festzu-
stellen, dass eine voigelegte Menge B nicht polar ist. Denn danach ist
ja B nicht polar, wenn wir eine Menge C und ein x^ CB haben mit
(£$)* (B) + 0. Wenn B in einer Vereinigung abzahlbar vieler Hyper-
ebenen H^ enthalten ist, gestattet Korollar 1.14 die folgende scharfere
Aussage.

SATZ 4.3. - Es sei BQ eine Teilmenge des R"", T eine nichtleere,
abzahlbare, in 0 zusammenziehbare Menge strong positiver reeller
Zahlen und

B = { ( a x , - a 2 ) : j c E B o . a G T } .

Bezeichnen wir mit X^ das Lebesgue-Mass im R'", so sind aquivalent:
1) B ist diinn in 0.
2) X^(Bo) = 0.

Be^eis. — Da T in 0 zusammenziehbar ist, ist

B = U P^ (BQX{- 1})

parabolisch zusammenziehbar in 0. Nach Satz 4.1 ist B also genau
dann diinn in 0, wenn B polar ist. Definieren wirB^ = Pff(Bo x {— 1}),
so ist P^(B^) = B^ fur alle a, ^GT. Daher ist B genau dann polar,
wenn eines der B^ polar ist.

Sei also a€T. Nach Satz 3.2 ist B^ genau dann polar, wenn
e^ = 0 ist. Nach Korollar 1.14 ist das genau dann der Fall, wenn

^^(BJ^O . (1)
H* 2 " 2Nun ist aber e^ ~<t = e^ •~<t nach Korollar 1.5 und es ist bekanntlich
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^-^(/-a2^)8^

mit der Dichte i ^ -ii^
^.^^(^ e 4a o f € R O T )-

Daher ist (1) aquivalent zu X^(aBo) = 0 und das ist aquivalent zu
^(Bo) = 0 .

Eine offene Teilmenge ® von E mit ©* ̂  0 heisse von aussen
parabolisch beruhrbar, wenn es fur alle z = (x, 0 G ®* eine in z para-
bolisch zusammenziehbare, nicht polare Teilmenge B von C © H H^
gibt. Da die regularen Randpunkte einer offenen Menge gerade dieje-
nigen Randpunkte sind, in denen das Komplement von © nicht dunn
ist, erhalten wir damit aus Satz 4.1 das

KOROLLAR 4.4. — Jede offene Teilmenge von E, die von aussen
parabolisch beruhrbar ist, ist regular.

Mit Korollar 1.8 erhalten wir eine weitere Konsequenz aus Satz
4.1, die wiederum in vielen Fallen die Anwendung von Satz 4.1
erieichtert, namlich

SATZ 4.5. — Es sei Q eine offene Teilmenge von E, B eine in Q
abgeschlossene Menge. Es sei z = (x, t) € ® und B^ , B^ in z parabo-

Q

lisch zusammenziehbare, nicht polare Teilmengen von (®\B)nH^ ,
die mit keiner Zusammenhangskomponente von ®\B gleichzeitig
Punkte gemeinsam haben. Dann ist B nicht dunn in z.

Ein einfaches Beispiel mag die Moglichkeit verdeutlichen, Satz
4.5 bei der Anwendung von Satz 4.1 zu benutzen : Es sei m = 1,
x G R , 0 < f l < 6 , 0 < a < l , T = 0 a^&jund

n=l

B ={(a;c,-a2) : aGT}.

Dann ist T zusammenziehbar in 0, also B parabolisch zusammenziehbar
in 0. Es ist klar, wie man sich mit Satz 4.5 davon uberzeugen kann,
dass fur 7 G }a, b[ die Teilmenge {(ax , — a2) : a e [a , b]} von B in
(7JC, — 72) nicht dunn ist. Also ist B nicht total-dunn und daher nach
Satz 4.1 nicht dunn in 0.
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5. Mehr iiber Fegen und Diinnheit.

Wenn man Satz 3.3 betrachtet, so ist die Frage naheliegend, ob
sich entsprechende Aussagen uber Diinnheit einer Menge B in einem
Punkt z gewinnen lassen, in denen die Differenz von B und Absorp-
tionsmengen ersetzt ist durch Durchschnitte von B mit Umgebungen
von z. Das lasst sich in der Tat sehr schnell und leicht durchfuhren.
Von den bisherigen Satzen benotigen wir dazu nur die Satze 1.1, 1.2
und 3.4.

Es sei (E ,96) wieder ein streng harmonischer Raum im Sinne
von H. Bauer mit den bisherigen Bezeichnungen (oder allgemeiner ein
streng harmonischer Raum im Sinne von [6]). (B sei das System der
Borelschen Teilmengen von E.

SATZ 5.1. - Sei s e^ reellwertig und ^^Vl^o mit f s d^ < °°»
Dann ist

M , : K — — > /R^

erne Choquetsche Kapazitdt. Die zugehorige dussere Kapazitdt ist fur
alleB^(Q

^ ( B ) = / R ? ^ .^s ̂ ^ J ^s ^^ '

Beweis. — Fur je zwei kompakte Teilmengen Ki und K^ von E
ist

R^ '^+R^^^R^+R^ ,
also

^(K, U K,) + ^(Ki 0 K,) < ^(Ki) + ^(K,) .

1st Q eine offene Teilmenge von E und (K^) eine isotone Folge von
kompakten Teilmengen von E mit ® = U K^ , so ist

n^l

R^ = sup R^ ,
also

^(®)= /RS^ .
Sei nun B ed3 und £ > 0. Dann gibt es eine kompakte Teilmenge K
von CB mit
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t s dyi < £ .
^(CBAK

Nach Satz 1.1 gibt es eine offene Obermenge © von B mit

R" < R8 + ————— auf K . "j ^ ̂ j ^i(K) + 1
Es ist dann

/R;^=/^^-.^R:^+^R:^

</^ ̂ + /„ R^+2e

^S/R^^e .

Damit ist alles bewiesen.

LEMMA 5.2. - Sei B eine Teilmenge von E, ® ewe o./5fem?
Teilmenge von E, p G ̂  ^wd £ > 0. Down ^&r es zu feder relativ-
kompakten Teilmenge C von E i^d jedem VL G 01̂ ^ erne offene Ober-
menge Q1 von B O ® mit

und
R^^R^'+e auf C

R?

f Wpd^< f p d ^ " 0 + e .

Be^eis. - Sei C eine offene, relativ-kompakte Teilmenge von E.
Dann gibt es eine kompakte Teilmenge K von E mit

R^ < £/2 auf C .

Sei q ES^ mit 0 < q < 1/2 aufK. Nach Lemma 1.1 gibt es eine offene
Obermenge ©' von B 0 mit

also

Es folgt

R^ <R^ -h eq auf K H C ® ,

R ^ < R ^ + £ < 7 auf B ' : = B n K .

R^^R^n. +£9<R B Boe + £ ?
^P ^p Rp

-^^eq.
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Auf C gilt daher
RB <- pB' i pCK < - p B n e .y ^ R e - + K .. ^ Rp + C ,Rp «p Kp

also
R8^ <R^ n e + 6 .
^

Wahit man fur ^ E 31̂  ein relativ-kompaktes C mit

4 '"'̂ t
und eine offene Obermenge Q1 von B H © mit

R<<RS"•+2,^TT •uf c '
so folgt

/ R ^ ^ ^ / R ^ ^ M + e ,
^

also die zweite Behauptung des Satzes.

SATZ 5.3. — Sei B eine Teilmenge von E, © wi^ offene TeUmenge
von E uwd 1̂ € VCi^ . Daww fa^

^^-^l.+^Ice)80' •

Bezels. - Sei zunachst B Borelsch, p€®o und £ > °- ^ach

Satz 5.1 und Lemma 5.2 gibt es dann eine offene Obermenge Q1 von
B H ® mit

fRe,d^<fRB,^e d^+e
und

/R^'^/R^^+e .

Daher ist einerseits

/ R^6 dp = / R 8 ^ ̂  < / R8,, ̂
Rp Rp

= / R6; ̂ B < / R^6 d^ + €

und andererseits
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/ ̂ ne d^ < / R^ d^ < f R^ ^ + £ .
Also ist

/R^d^/R^^a.

Fur den feinen Abschluss B7 von B ist nach Satz 1.2

^"(Cl^) = 0 .

In alien z £ B^B ist B nicht dunn, in alien z € (B^B) n © also
B n © nicht dunn und daher R^06 (z) = p(z). Auf B^ n © ist daher
R^ n e = p. Also ist

/ R^^d^ = S, P ̂ B + ̂  RPBne ^B

=/, p^B+/ce Rr6^8-
Fur alle p e^o ist dahel"

/R^ n e^=/p^B | , )+/p^B lc , )B n e

und damit
^BOC =^B(^^Bl^)BnC

Set nun B eine beliebige Teilmenge von E. Dann existiert eine Borelscheix
Obermenge B^ von B mit ft l = ̂ B und eine Borelsche Obermenge
B^ von B n © mit /2 = M""^ und (^ \^f2 = (^ Ice)"0 • Essei

B' = Bi n (B, U C©) .
Dann ist B' £ (B und

B C B ' C B i , B n ® C B ' n ® C B , .
Es ist also

^•=^, ^B•ne=/iBne. (^Ic.)8'0^^!^)80'.

Nach obigem ist aber
^•n.^B-^+^B-^B-ne

und daher
P80' =fiBle+^BIc^Bne •
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SATZ 5.4. — Sei B eine Teilmenge von E, z E E und s G ST 5^^
und reeli Dann sind dquivalent :

1) Fur alle Umgebungen V von z ist R^° v (z) = R^(z).
2) B ist nicht dunn in z oder es ist R^^Oc) = s(x) fur alle

Umgebungen V vcw z i^id a/k x =^= z fm Trdger von £^ .

Bezels. — Es gelte (1) und es sei B dunn in z. Sei V eine Umge-
bung von z und x ^= z im Trager von £^ . Es sei W eine offene Umge-
bung von z mit W C V und x ^W. Nach Satz 5.3 ist

p B H w — p B t -hfpBl \Bnw
^z ~~ ^z Iw r ^z ICW^

- pB cB| j_ /pB| \Bn W
— c-z — ^z IGW T ^z 'CW^

Wegen R^^^Cz) = R^(z) ist daher

/^(6,Blew)=/^(^lcw)Bnw

^ / R ^ ^ d ^ l c w ) .

Wegen j c^W ist jc im Trager von e^\^ und R^ 0 ^^ stetigineiner
in einer Umgebung von x, also

,^)=R^nw(x)
und damit erst recht

.Oc) =1^00.
Aus (1) folgt also (2).

Es gelte nun umgekehrt (2). 1st B nicht dunn in z, so ist fur alle
Umgebungen V von z auch B 0 V nicht dunn in z, also

R^^^^R^z).

Sei also R^ n v(Jc)= s(x) fur alle Umgebungen V von z undPunkte
x =^= z im Trager von £^ . Sei W eine offene Umgebung von z. Dann ist

/^(^lcw)==/R?nw^zB lcw)

^^w80"-
Nach Satz 5.3 ist daher
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/^(e^W)= / ^(e?),

d.h. R^ n ^z) = R^(z). Also gilt (1).

KOROLLAR 5.5. - Sei B w^ Teilmenge von E Mnd z €E poter.
Dann sind aquivalent :

1) Es gibt ein stetiges, reelles und strong positives s € S"̂  so doss
fur (die Umgebungen V von z gilt

R^^Cz) = R^(z)^0 .

2) B ist nicht dunn in z.

Beweis, — Da {z} polar ist, durfen wir z €E C B annehmen. 1st B
nicht dunn in z und s € g^ mit ^(z) > 0, so gilt fur alle Umgebungen
V von z

R^^^^R^X).

Aus (2) folgt also (1).
Sei nun umgekehrt s^^ stetig, reell und streng positiv mit

RB^y(z)^RB(z)^0' S ^^ *"J'

fur alle Umgebungen V von z. Nehmen wir an, es ist B dunn in z.
Dann liegt z nicht im feinen Abschluss von B, es ist also £^({z}) = 0
nach Satz 1.2. Wegen R^(z) ̂  0 ist aber e^ =^ 0. Es gibt also ein
x ̂  z im Trager von £^ . Nach Satz 5.4 ist dann fur alle Umgebungen
W von z

^(^R^OcXR^Oc) ,
also M -ns(x) < R(/HA:) = R^^jc) = 0

im Widerspruch zu s(x) > 0 .

Bemerkung. — Auch fur z G C B kann die Aussage von Korollar
5.5 falsch sein, wenn z nicht polar ist.
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6. Anwendung auf die Laplace-Gleichung.

Sei m EN, m > 2, E = R™, falls m > 3, und E eine offene
Kreisscheibe, falls m = 2. 96 sei das Garbendatum der Losungen der
Laplace-Gleichung in E. Fur alle z G E und 0 < a < 1 ist dann T^,
definiert durch T^(x) = z + a(;c — z), ein Homomorphismus des har-
monischen Raumes im Sinne von S. Daher erhalten wir

SATZ 6.1. — Sei z EE und B eine in z zusammenziehbare Toil-
menge von E. Dann sind aquivalent :

1) B ist dunn in z.
2) B ist polar.

Beweis. — Sei B nicht polar. Dann gibt es eine offene Kugel ®
im R"1 mit ® C E, z €E ® und nicht polarem B O ® . Sei V eine Umge-
bung von z. Dann gibt es ein 0 < a < 1 mit

T^(®)CVn ® .

Weiter gibt es ein 0 < fS < a mit

Tf(B) C B .

da B in z zusammenziehbar ist. Dann ist

Tf(B 0 ®) C Tf(B) 0 T^(®)

CB HT^(®)CB n ®nv .
Nach Satz 3.4 ist daher fur alle Umgebungen V von z

RBnenv^^Bn^

Da B O ® nicht polar ist, ist Rf^Cz)^. Nach Korollar 5.5 ist
daher B O ® nicht dunn in z, also B nicht dunn in z.

KOROLLAR 6.2. — Sei z € E und B eine in z zusammenziehbare
Menge mit nicht-leerem Inneren. Dann ist B nicht dunn in z.

Eine offene Teilmenge ® von E mit ®* + 0 heisse von aussen
linear beruhrbar, wenn es fur alle z G ®* eine in z zusammenziehbare,
nicht-polare Teilmenge von C® gibt.
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KOROLLAR 6.3. — Jede offene Teilmenge Q von E, die von aussen
linear beruhrbar ist, ist regular.

Ebenso wie Satz 4.5 gilt

SATZ 6.4. — Es sei 0 eine offene Teilmenge von E, B eine in Q
abgeschlossene Menge. Es sei z G ® und B^ , B^ in z zusammenziehbare
nicht-polare Teilmengen von ®\B, die mit keiner Zusammenhangs-
komponente von ®\B gleichzeitig Punkte gemeinsam haben. Dann
ist B nicht dilnn in z.

Bemerkungen. — 1) Da Dunnheit und Polaritat lokale Eigen-
schaften sind, gelten diese Satze auch, wenn der Gmndraum E irgend-
eine offene Teilmenge des R.^ ist, relativ-kompakt, falls m = 2.

2) Da die Riesz-Potentiale unter die in [6] entwickelte Poten-
tialtheorie fallen und die Zusammenziehungen T^ Homomorphismen
des zugehorigen hannonischen Raumes sind, wie eine Betrachtung der
harmonischen Kerne sofort zeigt, gelten die Satze dieses Paragraphen
genauso fur Riesz-Potentiale.

3) Es ist klar, dass Korollar 5.5 in Verbindung mit Satz 3.4
ebenso gut wie Satz 3.3 die in Paragraph 4 bewiesenen Satze fur die
Warmeleitungsgleichung abzuleiten gestattet.

7. Reduzieren von Massen.

Die in Paragraph 5 durchgefuhrten Betrachtungen legen es nahe,
nicht nur gefegte Masse, sondern auch so etwas wie reduzierte Masse
einzufuhren. Das soil im Folgenden geschehen.

Es sei (E , 9€) wieder ein beliebiger streng harmonischer Raum
im Sinne von H. Bauer (oder allgemeiner im Sinne von [6]) mit den
bisherigen Bezeichnungen. Q^ sei die Menge aller stetigen reellen
Funktionen auf E mit kompaktem Trager und %i die Menge aller
stetigen reellen Potentiale, die durch ein Potential aus %o majorisiert
werden.

Fur jedes ^ G Wi^ und B e (B sei das zu ^ und B gehorige redu-
zierte Mass

J^B=^IB-^(^ ICB)B •
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Fur jedes u G *g:e+ und B G tf3 ist

B _ ( ^ auf B ,
Ru "" f R^ auf CB .

Es gilt daher der

SATZ 7.1. - Fur jedes ^GOll^ und jedes B€(S ist ^B day ein-
deutig bestimmte positive Radonsche Mass auf E mil

f p d ^ = f R ^ d ^

fur alle p 0%^ . 1st fi({x G B : B dunn in x}) = 0, so ist ^B = ^B.

SATZ 7.2. — Sei B ̂ .(fSund ;A GOTIo . Dflwz existiert erne antitone
Folge (©„) offener Obermengen von B, 50 fto5 /Mr /ed^ p G %^ ^f/r

inf f p d^» = f p d^ .„ »/ ./

Insbesondere strebt (j3 ") vage gegen jS® fur jede Folge (B^) aus (B
mit B C B^ C ©„ .

Bezels. — Sei (©„) eine isotone Folge offener, relativkompakter
Teilmengen von E mit U ©„ = E. Dann gibt es eine abzahlbare

n = 1
Teilmenge OL = {p^ ,p^ ,. . .} von %^ , so dass fur jedes n €N jedes
/G ©^ mit Trager in ©„ gleichmassig approximiert werden kann.mit
Differenzen von Funktionen aus QL, deren Trager in ©„ liegt.

Nach Satz 5.1 existiert fur alle w G N eine antitone Folge (®^)
offener Obermengen von B mit

/ am /*
mf p^d^ = J p ^ d j S 8 .

Setzen wir fur n E N
© = n ©w ,
" m^n n

so ist (©„) eine antitone Folge offener Obermengen von B mit

inf / p d/" = / p d^

fur alle p C QL .
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Sei /GG^ . Dann gibt es ein ©„ , das den Trager von /enthalt
und ein p^ E OL mit po > 0 auf ©„ . Sei e > 0. Dann gibt es ein

rf > 0 mit 'q j PQ dfJi < £ und p, qE OL mit

I/- (p - qr)| <r?po .

Es existiert ein n ̂  € N mit

^ p d^n < f p ̂ B + £ ,

/^d/^/^1^

fur alle n > n^ . Es ist dann fur alle n > n^

\^(f)-^(f)\</le^/lrt /po^<4£ .

Also konvergiert (^eyl) vage gegen ^B .
Sei nun p E %^ . Dann gibt es ein q^ G %^ mit p < <?i und dazu

ein qE OL mit q^ < q auf dem superharmonischen Trager von q^ .
Es folgt q^< q auf E, also p < q. Sei £ > 0. Dann gibt es ein /G ©^
mit / < q — p und

f (q-p)d^<?iB(f)^e .

Es gibt ein ̂  e N mit

fqd^^fqd^^e
und

I^CO-^CnKe

fur alle n> n^ . Daher ist fur alle n> HQ

f p d ^ ^ f qdf/^^^f)

^^^-^(U^e

< / p ̂ B + 3e .
Also gilt

in! f pd^091 = f p d ^ .
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Fur jede Folge (B^) in (B mit B C B,, C ©^ gilt daher fur alle p E ̂

lim / p d^91 = I p df^ .
n-^oo </ J >

Insbesondere konvergiert (^ w) vage gegen ^B .

KOROLLAR 7.3. - Sei B <?me Teilmenge von E Kwd ^€3TCo , 50
dass es ein Bi e(Kgibt mit B C Bi Mnd ^({^ G B^ : B d^w zw x}) = 0.
Daww existiert erne antitone Folge (®^) offener Obermengen von B,
w cto55 fur alle p E ̂  ̂

inf y1 p d/" == f p d^ .

Insbesondere strebt (^Bn) vage gegen ^ fur jede Folge (B^) von Teil-
mengen von E mit B C B^ C ©„ .

Beweis. - Es existiert ein B^ €tf3 mit B C B^ und ^B2 = ^B. Sei
B3 = Bi 0 B^ . Dann 1st ^B3 = ^B und

/A({^ E B3 : Ba dunn in x}) < ^({^ G B^ : B dunn in x}) = 0 .
R R

Daher ist ^ 3 = ^ 3 und es folgt die Behauptung aus Satz 7.2.

KOROLLAR 7.4. - Seien B^ Bed! mit B^ C B Mwd ^ G 3TCo .
Dann ist

^ = (^OB ^ ^B)oBi

Beweis. - Nach Satz 7.2 existiert eine antitone Folge (©„) offener
Obermengen von B mit

mf /Pd^81)^/ Pd^81)08

fur alle p e%^ . Fur alle p GS^ und n EN ist aber

/p^-)'"=/R:"^-/R';^.
R?

-/R;-*-/p^,
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Also ist
^1 = (^a81)^ .

Weiter existiert nach Satz 7.2 eine antitone Folge (©„) offener Ober-
mengen von B^ mit

mf fpd^^f pd^ ,

mf / p dC^ == / p d^8)081

fur alle p €%^ . Fur alle p E%o und ^ GN ist aber

/pd/^/R^rf^/R8^^
Rp

= / p d(^B)^ > f R ^ d n = f p d^1 .

Also ist fur alle p E%Q

f p d^ = f p d^1,
d.h. ̂  = (M8)081 .

SATZ 7.5. - Ŝ * B G (B M^rf ^ ̂ ^o • ̂ )^" existiert eine isotone
Folge (!€„) kompakter Teilmengen von B, 50 dfl55 fur jedes u € *g!e+

gilt
sup J M rfjSKW = j u df^ .

Insbesondere strebt (jl n) vage gegen ^B fur jede Folge (B^) ausdimit
K, C B^ C B .

Beweis. — Es sei (Sl wie im Beweis von Satz 7.2. Nach Satz 5.1
und dem Choquetschen Satz uber Kapazitaten existiert dann fur alle
m G N eine isotone Folge (K^) kompakter Teilmengen von B mit

sy / P^ d^ = f p^ d^ .

Definieren wir fur n G N
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v — i j yw
^ " m i n ^ 9

so ist (!€„) eine isotone Folge kompakter Teilmengen von B und

sup f p dfi n == j p dfl3

fur alle p€<St. Wie im Beweis von Satz 7.2 folgt daraus, dass (fi n)
vage gegen ^B konvergiert.

Sei nun u^- *9ce+ und a< j u dp^. Dann gibt es ein f^Q/c
mit /< u und a < A^C/). Es gibt ein HQ €N, so dass fur alle n > WQ
gilt

i^n-^nKe.
Fur alle n > n^ ist dann

a < ̂ (/) < ̂ (f) + c < / u d^ + £ .

Damit folgt der Rest der Behauptung.

LEMMA 7.6. — Sei B G^S, C) wi^ offene Teilmenge von E ^wrf
^eOTI^ w^ ^(C©) = 0. Dann ist fur alle s^^

/^Oi^)01^ f sd^ .

Beweis. — Sei 5 € ST . Die Abbildung

x——^/R;^'

ist harmonisch in ®, also insbesondere stetig in ® . Fur jedes x E ©
ist

/R^^M,
^ ^ 6

da R^ Infimum von Funktionen tC^ ist, fur die ja R^ (x) < r(x)
ist. Daher ist

f R^de^ <R.B(x)

fur alle x € ©. Also ist
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. dO^)08 = / R^ d^/
= / (/ ̂  ̂ ) ^M = /, ( / ̂  ̂ ) d^(x)

< f R^(x)d^(x)= f sd^ .

KOROLLAR 7.7. - 5̂ ' BG(B und ^i€3Ko . Z)aww existiert erne
isotone Folge (K^) kompakter Teilmengen von B, 50 doy^ fur jedes
ue^ gilt

sup y u dyi n = j u d^ .

D

Insbesondere strebt (^ ") vage gegen ^B furjede Folge (B^) von Teil-
mengen von E mit !€„ C B„ C B.

Bezels. — Es sei E' die Menge der nicht-isolierten Punkte von
E und

^ = ^ I E ' •
Es sei p eine Metrik fur E. Fur jedes m GN sei (®^) eine Folge von
offenen Kugein mit Radius 1/m, die E uberdeckt, (D^) definiert durch

0"=®- , D^=Q^,\ U ©w

• ̂  f*
und

/* Afn
V / » • Y n

^ = L (^ 1»)„=! \ D^ /

Nach Satz 7.5 existiert fur jedes m EN eine isotone Folge (K^) von
kompakten Teilmengen von B mit

s u p f p d ^ = f p d ^

fur alle p G ̂  . Setzen wir fur w G N
V' — I J T/-W
K" ~ m i n K " '

so ist (K'^) eine isotone Folge kompakter Teilmengen von B mit

sup / p d^," = f p d ^ ,
It
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fur alle p E@^ und m EN. Sei p E %^ . Dann ist also

sup sup J p d^ = sup J p dp.^ . (1)
n M in

Fur jedes C E(® ist aber

sup f p d^ = f p d^ : (2)
in

Denn zunachst ist fur alle m EN nach Lemma 7.6

/^-.u.^rr
<s,/''^•^ -/'"'-.'C

Andererseits ist

;p^-;R^.,>^/R^^I^)

- / /- ''"'
mit

^ -C0'"/_ = Y I ... R " .
m n-l D^ R^

Bezeichnen wir fur .y E E und r > 0 mit K^ (x) die Kugel mit Radius
r urn x, so ist fur alle x E D^ wegen ©^ C K^Oc)

^2/^)^<RCJ^^^^

Rp Rp
mit

Urn RC^/O T ( ' )M=RC^W=R^x),
w->-~ Rp Rp

falls x kein isolierter Punkt von E ist. Also ist lim /^ = R^ ^f ^~f.s.
und damit wegen /^ < p nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz

Jim / /, dn' = / R^ dv! = f p d^ .

Damit ist (2) bewiesen, also wegen (1) fur alle p E % ^
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sup f p d^'" = f P dn13 .
n

Es sei ^ f = ^ I C E ' - Nach Satz 7.5 existiert eine isotone Folge (K^)
kompakter Teilmengen von B mit

sûp / p rf^")0"" = / p W)08

fur alle p £ %i . Nach Satz 7.1 ist aber

^"^n = (/i")"" , (M")08 = (M")" .

Setzen wir fur n € N
K^K^UK' ; ,

so folgt
sup / p dfJi n = / p d^

n ~

fur alle p € % i und damit die Behauptung des Korollars.
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