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PROBLÈMES AUX LIMITES GÉNÉRAUX
POUR

DES OPÉRATEURS DIFFERENTIELS PARABOLIQUES
DANS UN DOMAINE BORNE

par Alain PIRIOU

Dans cet article, on utilise l'algèbre des opérateurs pseudo-
différentiels de Volterra, étudiée dans [14], pour discuter des pro-
blèmes aux limites relatifs à un opérateur différentiel parabolique
dans un domaine borné cylindrique ou non cylindrique, et on détaille
certains des résultats annoncés dans [13].

Plus précisément, soient M' une variété C00 de dimension n — 1,
t un réel > 0, 1^ un intervalle ouvert de R contenant [0 , t] ; posons
M = 1^ x M' = {x = (x^ , jc')| x^ G I, , x ' G M'} et considérons un ou-
vert S2 de M ayant, dans M, un bord F (C°°, de dimension n — 1)
nulle part tangent à une sous-variété x^ = constante ; supposons
que pour t ' , t "ç . l ^ , l'ensemble des jcGÎÎ tels que t ' < x^ < t"
est relativement compact dans M. Soient E, F deux fibres de même di-
mension sur M et un opérateur différentiel P, opérant des sections
de E dans celles de F, parabolique au sens de Petrovski relativement
à un poids donné a^ sur la variable de temps x^ (voir I, 2). Soient
G^ , . . . , Gj des fibres sur F et des opérateurs pseudo-différentiels
B,^ (1 </ < J, 0 < fc < m — 1, w = degré de P) opérant des sec-
tions de E/r dans celles de G. ; on suppose que les By ^ sont de
Volterra (voir [14] et I, 1), c'est-à-dire, essentiellement, que leur
noyau-distribution est nul dans {(je, y) G F x F | x^ <y^} ; posons

j
G = ® G. et B = (B/fc). Nous considérons le problème aux limites :

(*)
Pu = / dans t2y = {;cG Î2 | x^ < t}

Bju=g dans 1̂  = {jcG F \x^ < t}

où / (resp : g) est une section-distribution donnée de F/Î2^ (resp : G/I?
nulle pour je, < 0, et où l'inconnue u est une section-distribution
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de E/î2^ nulle pour x^ < 0 ; on a posé B^M = ( ̂  B. ^ 7^) et
k /= l »"«»J

désigné par ik y^u là restriction à 1̂  de la ^iêm® dérivée de u selon
un champ N donné transverse à F et sans composante sur l'axe x^
(voir (4), (5) et 1,2).

Pour discuter (*), nous adaptons les méthodes utilisées dans [3], [4]
pour les problèmes elliptiques et nous appliquons les résultats de [14]
(complétés dans 1,1) : l'étude des valeurs au bord d'un potentiel de
multi-couche sur F (voir 11,1) permet de construire, à partir de P et
î2, deux pseudo-projecteurs Q^ , Q^ , opérant des sections de Em/^
dans elles-mêmes (voir (17)). Le résultat principal de cet article s'énonce
alors ainsi : si BQ^ est parabolique à droite (pour 0 < x^ < t), le pro-

blème (*) admet au moins une solution ; si ( ^ 2 ) est parabo-

lique à gauche (pour 0 < x^ < 0, le problème (*) admet au plus une
solution ; dans les deux cas, nous donnons une formule précise reliant
u à /, g (voir (20)). L'hypothèse de parabolicité à droite pour BQ^ et

l'hypothèse de parabolicité à gauche pour ( 2 ) se traduisent parv B /

des conditions sur les symboles principaux de P, B (voir (18) et [14],
(28)). Dans le cas particulier où dim G = (m/2) dim E, ces deux hypo-
thèses sont équivalentes et sont satisfaites si et seulement si la condition
algébrique habituelle de Shapiro-Lopatinski est vérifiée (voir (21)).

Nous examinons enfin le cas particulier où les données /, g sont
dans des espaces de Sobolev anisotropes (voir 111,1) : en établissant
(voir (31)) des propriétés de continuité dans ces espaces pour les
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opérateurs intervenant dans la discussion générale (20), nous mon-
trons que l'opérateur u ——> (Pu, Byu) admet, selon l'hypothèse
de parabolicité, un inverse à droite ou un inverse à gauche, linéaires
continus dans les espaces de Sobolev naturellement associés aux ordres
des opérateurs P, B (voir (32)).

Signalons que des opérateurs de Volterra ont été considérés
—d'un point de vue hilbertien — dans [15], où on applique la mé-
thode de factorisation de Wiener-Hopf à l'étude de problèmes du
type (*) dans les espaces de Sobolev lorsque dim E == 1, dim G = m/2
et de problèmes analogues avec P pseudo-différentiel de Volterra.
D'autre part, on trouve dans [11], pour le cas où Î2 est cylindrique
la construction d'un projecteur (sur les valeurs au bord latérales des
solutions de l'équation Pu = 0) ; les opérateurs Qi, Q^ que nous
utilisons pour la discussion de (*) sont alors égaux, modulo des opé-
rateurs régularisants, à ce projecteur ; les points (13), (29), (30)
du présent article, consacrés à l'existence des valeurs au bord laté-
rales pour certaines solutions de Pu = /, généralisent les résultats
correspondants de [11].

1. Préliminaires.

1. Opérateurs de Volterra.

Dans ce paragraphe, nous complétons les résultats de [14].
Un point y de R" est noté y = (y^ , y ' ) = (y\ y^\ où y^ y ^ C R
et y ' = (J/2 » • • • > Yn^ Y " = (Vï ' • • • » Yn-i) e Rn-l » l e s autres da-
tions sont celles des points (1), (2), (3) de [14]. Etant donnés un en-
tier pair û^, un réel w, un ouvert î2 de R" et deux entiers positifs
c^, d^, rappelons qu'on désigne par L^^ÇSl, C^1 .C^2) la classe
des opérateurs pseudo-différentiels P : û)(î2 .C^) ——> e(SÎ , C^2)
dont le symbole p ( y , fî?i , r/) admet pour |îy| ——> oo un dévelop-
pement asymptotique p ̂  S Py» où pÂy , i^ , T/) G C^SÎ x (R" \ {0}),

,eN
ff(C l , C^2)) est quasi-homogène de degré m — f relativement au
système de poids a = (a^ , 1 ,. .. , 1) sur 17 (c'est-à-dire :

Pf(y . i^ îîi , W) = X^7 pf(y , irî, , T/) pour X > 0).
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Nous commençons par établir l'invariance de 1/̂ (12, C^ , C^) par
des difféomorphismes plus généraux que ceux de [7], [11], [14].

(1) PROPOSITION. - Soient SI, î2 deux ouverts de R" et 0 :/^
î2 ——> î2 un difféomorphisme de la forme :

e(y^yf)-(y,,of(y^yf)).
Si P E L^ÇSÎ, C^ , C^2), atow te transporté Ï de P par 6 est dans
L^ÇSÎ , C^ , C^2).

Démonstration. — La proposition étant évidente lorsque P est
régularisant, il suffit de considérer un opérateur de la forme

(Qu) (x) = ffe^-y^ > q(x ,y , n) u(y) dy A? (u C ®(Î2), x G Î2)

où q(x , j/, î?) = (2^)^ <p(x, jQ p(jc, îT?i. î/), avec ^E C^Cii x Î2)
telle que : ^ = 1 au voisinage de la diagonale de Î2 x î2 ; ^ = 0
en dehors d'un fermé de Î2 x î2 contenu dans un voisinage arbitrai-
rement petit de cette diagonale ; les deux projections Supp ̂  —> î2
sont propres. L'intégrale double précédente est une intégrale oscil-
lante, au sens de [6]. Pour u€G)(î2) et xEÎ2, il vient :

W (x) = ff^^^-v^ q(0-1 x, y, ry) (u o 6) (y) dy drf =

=ffei<e~lx'e~lyfrï>q(e^x.e-ly^)\î!ice-l\u(y)dydn>

Mais 0"1 x- O ^ y ^ H ( x , y ) . ( x -y ) , où H(x, y) est une
matrice n x n de classe C°° par rapport à (x, y), de terme général
égal, au voisinage de la diagonale de î2 x î2, à :

n 9071

H^,j0= j —— ( y ^ S ( x - y ) ) d f ."o oy^

On a ti(x. x) = D 6 ' ( x ) , différentielle de^~' m x ; îi(x, y)
est donc inversible au voisinage de la diagonale de S2 x î2 et sa première
ligne est alors ( 1,0,... , 0) ; le changement de variable 'HOc, y)r) = ri*
montre que :

î^-1/^ AiffA^^4-:^ÎÏ^ A^ û-1,/ u
r>^ /^/

(Qu) (x) = ff^-1'1^ q(e-lx. 0-1 y . ^H-'OC, y)r)) |Jac e-'l

\Detîi~l(x.y)\u(y)dydv) .
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Remarquons que tîi~l (x. y) ri = O?, + B(x , y) •n' , C(x, y) i/),
où C(x ,y) est une matrice inversible, et montrons que :

(2) q(9~1 x. 6~1 y. ̂ (x. y) i?)

~2 — ^ — — q ) ( e ~ l x . 0 - l y ; r l ^ , C ( x . y ) r ) ' ) .
*>o k' 'Qr),

(BOc.y)!?')* .

Pour cela, posons 0~1 x = X, 0~* y = Y et (pour K entier
positif)

1 8*
RK(^ ̂ , iî) = <?(X , Y , 'H-' (x, y)i)) - S -̂, (-3^- <?)

(X , Y ; tîi, C(x . y) TÎ') . (K(x . y) i?')* .

La formule de Taylor permet d'écrire :

|RK(^ , y . v))\ < A ^up^ (1 + |îïi + ? B(x, y) î?'!17'1 +

+C(x,.^')t^'|)OT-Kfll lî»'!"

lorsque (je, y) décrit un compact de î2 x S2 ; remarquons qu'il existe
alors des constantes positives C,, C, telles que :

CJîî'l < \C(x.y)i)'\<C^ ITÎ'I

\K(x.y)r)'\ < CJîî'l.

Si K est choisi assez grand pour que m — Ko, < 0, on obtient

pour |ï?' |<^rl»îil :

tRicOt .>'.»?)< c'(l + |T?, l1'01 + h'iy-1'"1 lîï'l11

<C'(1 +|lîlll/al + lîî'l)'"-^1-1^

et pour |i?'| >'2c~ITÎll :

IR^^.^KAd + IC^.^n'l)'"-"01 liî'l1'

<C"(1 +|»îil+ lîî'!)"'"1'"1 lîî'l11

<C"(1 + lî»!)"'-01!-1^ .

Puisque m - (0, - 1) K ——> - °<> si K ——> + °o, (2) ré-
sulte du théorème 2.9 de [2].



64 ALAIN PIRIOU

On en déduit, comme dans [6] que le symbole p de ? est donné

(3)p(ex^rîf)

v l ( 9 k ^ \ t
^ ̂  ̂  ̂  ̂ ) (x ; ̂  9 DÏ6f^ ̂  '

('D^OOT^rVx, rf')

où D ^ 0 ' , D ' O ' sont respectivement les différentielles de Q ' par rapport
à y^ y9 et où :

n^(;c. r?') = (D^ ^W-^W-^OO-O^),^
' /y=x

est un polynôme en rf de degré < - |a|, on voit que le terme

général du second membre de (3) se décompose en termes quasi-

homogènes en T?, de degré < m - f - < a, a > + - |a| - (^ - 1) *:,

quantité qui ——> - oo quand |a| + 7 -h k ——> + oo ; n en ré-
sulte que ?E L^^CSÏ , C^1 , C^2).

Nous pouvons maintenant décrire les variétés et les opérateurs
que nous utiliserons.

Soient 1^ un intervalle ouvert de R contenant 0 et M' une va-
riété C°° de dimension n - 1 ; les points génériques de 1^, M', 1^ x M'=M
sont désignés respectivement par x ^ , x ' et ( x ^ , x ' ) = x.

Soit Î2 un ouvert de M, ayant dans M un bord F = 3Î2 tel que,
pour tout x G F, l'espace tangent en x à F soit distinct de l'espace
tangent en x ' à M'. Soit N un champ C°° défini dans M au voisinage
de F, transverse à F, dirigé vers l'intérieur de Î2 et tel que N(;c)
appartienne à l'espace tangent en x ' à M'.

Au voisinage de tout point de F, nous pouvons alors construire
des cartes locales (pour M) Q : U C M ———> V C R" de la forme :

(4) Q ^ ^ x ^ Ç x ^ O ' Ç x ^ x ' ) )
et telles que

(5)0(unî2)={^ev|^>o};0(unr)=tyev|^=o};
0 transporte N en —

^
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Soient E, F deux fibres sur M ; d'après (1), la définition suivante
est équivalente à la définition (4) de [14] :

(6) DEFINITION. — L^'^M , E , F) est la classe des opérateurs P :
û)(M , E) ———> £(M , F) tels que, pour toute carte locale 0 de M
de la forme (4), le transporté de P/U par Q soit dans

L^V , d i m E , d i m F) .

En utilisant dans F des cartes qui sont les restrictions de cartes
6 de M vérifiant (4), (5), on définit de même L/^F , G , H) lorsque
G, H sont deux fibres sur F.

Rappelons que V7" (M , E , F) est la sous-classe des opérateurs
de L^CN^G , F) dont le noyau est nul dans

{ ( x , y ) ^ M x M | ; C i <y^} ;

on définit de même V^F , G , H).
Nous supposerons désormais que, pour tous t\ t " € Ii , l'ensemble

des JCGÎ2 tels que t ' <x^ < t " est relativement compact dans M.
Désignons par â)^(F,E) le sous-espace des u e<3)'(F, E) telles que
u = 0 pour x^ < 0.

(7) PROPOSITION. - (Voir les points (26), (28), (30) de [14]).
Soit P=(P^) une matrice d'opérateurs P^^eV^~^(F ,E^ , F?.
Si P est parabolique à droite (resp : à gauche), il existe une matrice
T = (T .̂) d'opérateurs T .̂ e V^~^(r , F,, E^) telle que

fTu = u (resp : TPu = u)

pour toute u G Y] ©^(F , F? (resp : u E FT ®Ur , E^).
7 "

Pour établir (7), il suffît de reprendre la démonstration de
(30) dans [14], en utilisant un découpage assez fin sur la variable x^
pour établir la convergence de ^ Ny.

v ^i

(8) DEFINITION. - On dit qu'une distribution u G ( E l ( S I , E) ad-
met des valeurs au bord transverses jusqu'à l'ordre k (A: EN) si, loca-
lement, au moyen des restrictions à î2 de cartes 9 de M vérifiant
(4), (5), u s'identifie à une fonction C^ de y^ (y^ > 0) à valeurs dans
û)'(R^1 , C^ E) ; pour l = 0, 1 , . . ., k, on définit alors
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JfU ŒÛÏ^F.E)

CT posant (localement au moyen de 6 /F) : 7^ = D^ M/ - .
' ' w

2. Formulation des problèmes aux limites.

Nous reprenons les notations Ii , ûi , M', M, Î2, F du paragraphe
précédent. Désonnais, E, F sont deux fibres sur M de même dimen-
sion et P : Û)(M , E) ———>(S)(U , F) est un opérateur différentiel
à coefficients C°°, parabolique au sens de Petrovski quand on munit
la variable x^ du poids parabolique a^ ; m désigne le degré de P.
C'est dire que, localement, P s'identifie à une matrice (Py ^) d'opé-

/ 3 v '
rateurs différentiels scalaires P. ^ = P. ^ (>/, —— , D ,) tels que :

1) Py ^ est de degré m relativement au poids a^ sur x ^ , ç.à.d.

Pf.k^y ' r ? ) = S Pj\k^(y) ̂  (avec p^ G C00).
aicri+|ct'|<w

2) Si on pose :

p^(y.rî)= S p^a^,
aicTi+Kl^w

alors det(p}^ (^, ̂  + n?i, î?')) ̂  0 pour ̂  > 0, r? E R", (^ , ry) ^ 0.
Il est donc équivalent de dire que P est un opérateur de

V^M.E.F) différentiel et parabolique au sens de la définition
(26) de [14]. (Rappelons que pour un opérateur différentiel para-
bolique au sens de Petrovski, le poids parabolique est nécessairement
un entier pair et le degré un multiple du poids parabolique).

Soit J entier > 1 ; on donne, pour 7 = 1, 2 ,. . . , J des réels w,
et des fibres Gj sur F ; soient, pour/ = = l , 2 , . . . , J e t f c = 0 , 1 ,. .., m — 1

des opérateurs de Volterra By ^ e v^'^ (F , E , G,.) ; posons G = © G^

et B = (B. ̂ ) , désignons par ^ le plus petit entier > 0 tel que B. ^ = 0
pour 1 < y < J, IJL < k.

Si u G û)'(t2 , E) admet des valeurs au bord transverses jusqu'à
l'ordre m - 1, posons ̂ u = (y^u, 7^ u , . . ., 7^.^ u) ; si u E û)^(S2,E)
admet des valeurs au bord transverses jusqu'à l'ordre ^i, définissons

B7^eû);(F,G) par (B7^),= ^ B. ̂ u) ( 1 < / < J ) .
k=0
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Fixons un réel t tel que t G 1^, 0 < ^ Lorsque A est un sous-
ensemble quelconque de M, posons A^ = {x € A | x^ < 0. Nous consi-
dérons le problème aux limites :

(9)

(10)

Pu = / dans î2^

B^u = g dans F^

où /e®^.(î2^, F), g e Û^.(F^, G) sont données et où l'inconnue uest
dans Q>[(Sît, E). (On rappelle que l'indice + signifie que les distri-
butions considérées sont nulles pour x, < 0).

2. Discussion des problèmes aux limites.

1. Valeurs au bord transverses d'un potentiel de multi-couche.

Lorsque / E N et yeû&^r), nous désignerons par v^S^ la dis-
tribution sur M, portée par F, dont la transportée par toute carte 0
de M vérifiant (4), (5) est w ® D ,̂ ô , où w est la transportée de v

- a
par 0/F et 8., GûO^R., ) la mesure de Dirac en 0.

^n ' n

(11) PROPOSITION. -- Soient $, ^ deux fibres sur M, r un réel
et un opérateur pseudo-différentiel anisotrope Q G U^ÇM , $ , ̂ ) de
type compact (ce que nous traduirons en écrivant Q G L^M , $ , ^)).
On suppose que chaque composante quasi-homogène q^(y , n?i , i/)
c^ symbole de Q ̂  un^ fraction rationnelle de 17. Si v ç-COf (F ,$),
ator5 (QO^S0^))/^ adw^ d^ valeurs au bord transverse de tout
ordre ; de plus,

T^QO^S^/n^Q^v

ou Q^eL^^'^œ,^,^) est indépendant de v. Si de plus
Q G V^M , $ , ̂ ), ûtor5 Q^ E vr+fc+/+l (F , $ , ̂ ).

La preuve de (11) est analogue à celles des propositions corres-
pondantes de [3] et [8]. Elle montre en particulier que le symbole
principal de Q^ . est donné, lorsqu'on utilise dans F des cartes qui
sont les restrictions de cartes 6 de M vérifiant (4), (5), par :

(12) q^Çy', m, ,??) = 1 f q^y9, 0 ; f^ , îf , r?,,) ̂ +/ d^,
Z7T ~'>f
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où ^ = (172 , . .. , î?^_i), <7o est le symbole principal de Q et 7 un
cercle du demi-plan ïm T^ > 0 entourant les pôles !?„ de qQ^y" , 0 ;
n?! î ?»^) ^tués dans ce demi-plan.

Donnons maintenant deux propriétés relatives à l'opérateur dif-
férentiel parabolique P introduit dans 1,2.

(13) COROLLAIRE. - Soit u € Q)'(Î2 , E) telle que '.
i) Pu = 0 dans Sî,
n) II existe ÏGô&^M , E), avec ^u = u dans Sî.
Alors u admet des valeurs au bord transverses de tout ordre.

Démonstration. — D'après le théorème de Hahn-Banach, nous
pouvons choisir î7 telle que Supp î7 G Î2 ; alors Supp PÎ7 C r, donc
PÏ est une multi-couche sur F, c'est-à-dire une somme localement
finie de distributions de la forme v ® ô0^, où v ^ C Q ' y , F) ; si T est
une paramétrix (de type compact) de P dans M, on aî7 = T(Pî7) + RÎÏ,
avec R régularisant ; on conclut en appliquant (11) pour Q = T.

(14) Si M €EûE)'(î2 , E) admet une valeur au bord transverse
d'ordre 0, on appelle prolongement canonique de u par 0 la distri-
bution u° G Û)'(M , E) définie localement par :

< u° , (p > = [ +OB < u(., ̂ ), <?(., y^) > dy^ OpGûW)) .

Au voisinage d'un point de F, P se met, d'une façon unique,
m

sous la forme P = ^ P. D^,, où R est un opérateur différentiel tan-
/=o

gentiel d'ordre anisotrope m — f (pour simplifier les notations, nous
avons identifié N et iD^ par l'intermédiaire de cartes 6 vérifiant (4),
(5)). Si u ç ( Q ' ( S Î , E ) vérifie les hypothèses du corollaire précédent,
on obtient la formule des sauts :

p (u°) ̂  p (^u)

où, pour v = (VQ , i^ ,. . . , v^_i) G ®'(r, ® E), P(v) désigne la multi-
< m—l m—l—f

- S S P^iO^®^) (voir [8]).
( /=o /=o
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2. Discussion générale des problèmes aux limites paraboliques.

Considérons maintenant le problème (9), (10).
Soient (voir [14]) T\, T^ e V^M , F , E) tels que :
(15) FT^u = M dans Î2^ pour toute M eû)^.(M^, F).
(16) T^PM == M pour toute u eû)^.(M^, E) nulle en dehors de Î2.
Pour i = 1, 2, la proposition (11), appliquée à l'opérateur T, P,+/+i

montre que pour toute y€®i r ;^E) , les distributions (T, Ï v ) I S î
ont des valeurs au bord transverses de tout ordre et que :

(17)7[(T,Pv)/î2]=Q,i/, où Q, = (Q^)o^,^-i),

Q^ev^œ.E, E)
Remarquons que pour x^ voisin de [0 , t], T\ et T^ ont même

symbole qu'une paramétrix de P ; donc Q^ et Q^ ont même sym-
bole pour x^ voisin de [ 0 , t ] ; (12) implique alors (pour un choix
correspondant de carte) que le terme de degré k — l du symbole
de Qj^ est :

(i8) 0^ ; ?i,?) = ̂  ̂  ̂  ̂ o^o;?, ,^)...
•..^1(3^0;?^) ^d^

où ?i = ^ + n?i (Si > 0), ^ = (^ , r?3 ,. . ., T^), p^ et pj°^ sont
les symboles principaux respectifs de P et P^^ ̂ , 7 est un cercle du
demi-plan Im ̂  > 0 entourant les zéros 17̂  de

detp^^^O;?,,^^)

situés dans ce demi-plan.
On en déduit, comme dans [3], l'interprétation suivante du sym-

bole principal ^(0) de Ç^ et Q^ (pour x^ voisin de [0, /]) :
Désignons par E^^. ^ (resp : Ey»^ . ^) le sous-espace de

ç^m dim E /p \w
C - (^0^,0))

constitué par les données de Cauchy U(0) ,. . . , D^~1 U(0) des so-
lutions U de l'équation différentielle pw(yf, 0 ; ?i, % D^) U(^) = 0
qui sont bornées pour y^ > 0 (resp : pour y^ < 0) ; alors
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ç<m dim E __ r?"*" /n c—L - ̂ ".ri.î®^^.?

et ^(y. ?i ,îf) est la projection de C'̂ ""1' sur E^« ̂  ^ paral-

lèlement à E^^. ^ ; notons que dim E^n ^ ^ = — dim E (sauf dans

certains cas, que nous excluons, lorsque n = 2). Pour discuter le
problème (9), (10), nous faisons l'hypothèse :

(19) / admet un prolongement 7^®^.(My,F) tel que T^ait
des valeurs au bord transverses jusqu'à l'ordre /A.

(20) THEOREME.
i) On suppose la matrice BQ^ parabolique à droite pour 0 <x^<t ;

soit A^ un inverse à droite de BQp Alors :

u = (T\ 7 + T\ PAi (g - B7Ti ?))/SÎ, vérifie (9), (10) .

ii) On suppose la matrice (I — Q^) ® B parabolique à gauche
pour 0 < Xi < r ; soit A^ uw inverse à gauche de (I — Q^) e B.
^4tor5 (9), (10) impliquent :

u = (T\ 7+ T^P A^ (0 , g - B7T\ 7))/S2, .

Démonstration de i) :
Posons Ï = T\7+ T^ PA^^ — B7T^ /^ et u = î7/î2^ ; on a

P î 7 = = / dans î2^ d'après (15), donc (9) est vérifiée. D'autre part,
7(T\ P A^ (^ - B7T\ 7)) = Qi A^ (^ - B7l\ 7), donc

B 7 ^ = B 7 T i 7 + B Q i A i ( ^ - B 7 T i 7 ) = ^ , d'où (10).

Démonstration de ii) :
Si u vérifie (9), (10), posons u^ = M - (T, /5/Sîy ; on a Pu ̂  = 0

dans Î2^ d'après (15), donc (voir (14)) P(^) = ?(7^) et (16) implique
u^ = T^ P(7^^), d'où 71̂  = 02(7^1) ; il en résulte que

((I - Q^) ® B) (7^1) = (0 , g - B7T\ 7) ,

soit 7^1 =A2(0,^-^7TiA donc u\ -= T^PA^œ , ^ -B 7 T^7)
et finalement u = (T\ 7 + T^ PA^ (0 , ̂  - B 7Ti f))/Sî^
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(21) Remarque. — Dans le cas particulier où dimG=(m/2)dimE,
les hypothèses de (20), (i) et de (20), (ii) sont équivalentes ; de plus,
elles sont vérifiées si et seulement si, en reprenant les notations de (18),
la restriction î^^y", ̂  , î?) à E^^. ^ du symbole principal
b^Çy" , ?i , îf) de B est un isomorphisme pour ^ > 0, (S\ , îf) =^ 0
(lorsque 0 < x^ < t), c'est-à-dire si la condition habituelle de Shapiro-
Lopatinski est satisfaite ; il est en effet évident que cette condition
est vérifiée quand on fait l'hypothèse de (20), (i) ou l'hypothèse
de (20), (ii) ; réciproquement, posons a^ == i ° b^ , où i est l'injec-
tion canonique de ^y"^ ^ dans ĉ 1"̂  ; alors

.,(0) _ , (Ok
"1 "~ ^fcJ^O^fc^m-l.l^/^J î

avec a^^Ok-m' (volr t^l' définition (9)) ; les propriétés d'holo-
morphie et de dérivabilité de a^ résultent du fait que E^»^. ^ admet
localement en ( y " , ?i ,^) une base constituée de(w/2)dimE vec-
teurs choisis parmi les vecteurs

^.z.r(y"^ ̂ )=— / P^'^.O;?. ,n')m2;-' p^
Z Î 7 T ^-y y=0

( y " , 0 ; ^ ^ ) € k e i y n r " l e r ^

où k, l = 0 , . . . , m — 1 ; r = 1 , . . . , dim E ; (ç.i ,..., £<,) estune
base de C'""1 E). Par construction, on a é^ <7(0) a(^o) = I, donc B Qi
est parabolique à droite ; pour montrer que (I — Q;)®B est para-
bolique à gauche, posons a^ = (I - a^ fr^ , a^) ; alors :

aw (l ̂ w ) = (l - aw bw) (I - <?(0)) + aw b(o) = l

(22) Remarque. — On peut donner un résultat analogue à (20)
pour les problèmes de transmission du type correspondant à ceux
de [10].
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3. Discussion dans les espaces de Sobolev.

1. Espaces utilisés.

(23) DEFINITIONS. - Soient a, TER.
i) H^R") désigne l'espace des distributions MGS'(R") telles

que u = 0 pour x^ <0,ù = Su est une fonction vérifiant

f(l + ̂  4- Ir^lV (1 -h ̂ /ûl -h l̂ r |û(î0|2 ̂  < + oo

(ow rappelle que î? = (^ , . . . , r?^), r? == (r^ ,^ , ̂ ) = (T^ , 7^)).
C^r ^pûc^ ^ naturellement muni d'une structure hilbertienne ;
la norme associée est notée \\u\\y y.

ii) H^ y(R", t) est l'espace des distributions u définies dans
{yeRn\y^<t\ et admettant un prolongement UGH^R"). On
le munit de la norme définie par I I M 11̂ . = Inf ||U||^ ^

iii) H^(R^, t) est l'espace des distributions u définies dans
{y G R" |̂  < t , y^ > 0} et admettant un prolongement U G H^ ,. (R").
Ow /é? munit de la norme définie par \\u\\^ = Inf HU^H.

Lorsque r = 0, nous remplacerons a, r par o dans toutes les
notations précédentes ; les espaces correspondants sont alors les
espaces utilisés dans [l], [11].

(24) Remarquons que pour tout multi-indice a = (a" , c^), il
existe une constante C telle que HD^I^ ^-<afl^tf><c\\u\\a,T
pour toute u G H^ ̂ (R") ; d'autre part, si o < (^ et a + r < a^ + T^ ,
alors H^^(R")CH^(R"), avec une injection continue. Ces pro-
priétés restent évidemment valables pour les espaces-quotients

H^(R" , t) et H^(R!;. t) .

(25) Posons

A^(?, ,ÎL^) = (i + r^1 + i??i - ̂ d + rî701 + iw
lorsque ^ = ^ + fr^^ (^ > 0), ̂  == ^ + ̂  (^ < 0), les argu-
ments étant choisis tels que
larg ^ | < 7T/2, |arg(l + ^/al + |̂ | - ̂ )| < 7r/2,

Iarg(l +?;/ûl +|?f|)<7r/2 .
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\ ̂  est holomorphe par rapport à {\ lorsque ^ > 0 et par rapport
à ?„ lorsque {„ < 0 ; si J^ ̂  est l'opérateur défini par

J^ U = S?-1 A^ (^, îf , i^) g?U,

on vérifie facilement que la norme dans H^(R" , t) (resp : H^ ^(R; , t))
est équivalente à

/ l ^ r U I ' ^ O - e s p : / U.,U|2^),
^i^ yi<^>o 'T

où UGH^R") est un prolongement (arbitraire) de u,

(26) LEMME. - Pour qu'une distribution u soit dans ïfy ^(R^ , r),
il faut et il suffit que u G H;_^^(R; , t) et D^ u G H;^ ,.(R; , Q.
Za worwe l|u||^;î. ^r alors équivalente à la norme

11<'-̂  +IID^||:l!^.

Ow a MW^ propriété analogue dans H^ ^(R", 0.

Démonstration. — Supposons

^îC-i.r-nO^^) , D^^H^^^R;^);

soient UGH^^^ (R"), VGH^^^R") des prolongements respec-
tifs de u, D^ M. Remarquons que :

-O.T = ^a-l.T+l Jl,-l = Ja-l,T+l (1 ~ î ^O.-l ^w) >

d'où J^ U = J^.i^+i U - i J^ ̂  D^ U ; puisque D^ U = V lorsque
V\ < ̂  Yn > °» on obtient :

•c..>.IJ- "i2 * - f,,<..,.>. i1.-.". "-"«-.. ̂  ̂  •
ce qui établit la partie non triviale de (26).

Grâce à (26), le lemme 2.1.1 de [3] se transpose :

(27) LEMME. - Soient des réels a, T, or,, ry (/ = 1, 2) tels que
a < o^ a + r < o, -h r,. 5'0î7 K M/Î compact de

{y^Vn\0<y,<t . ^>0}.

5Ï ®= (®^,) ^^ î^we matrice R x S d'opérateurs différentiels d'ordre
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(anisotrope) m à coefficients C00 dans {yER"^ > 0}, r^/te q^e fa
matrice des coefficients de D^ soit de rang S d^ K ; alors il existe
une constante C telle que :

||u||^<C(|^ l̂l:^+ll̂ l̂

pour toute u e (H^^ (R^, r^ ayant son support dans K.

Il est facile d'établir la proposition suivante :

(28) PROPOSITION. - Soit co un ouvert de R" et VCV^Ç^) ;
alors :

i) Pour tout compact K de G} et tous réels a, T, il existe une
constante C telle que ||%i|̂ ^ < C \\u\\y^ lorsque Supp u C K.

ii) Pour tout compact K" de {yç. o \y^ =0}, pour tous réels
a, r ^ pour 0̂1̂  entier v > 0 vérifiant a < — (y + 1/2), ï7 exi5^ uw^
constante C telle que ||%(y® %))lla-r.r<cl! ïrlla+T+l/2 P0^ r^^
^^^^^^^^^(R''''1) ûj/awr 5ow support dans K".

A l'aide des espaces H^R", r), H^(R1;. 0 et de partitions de
l'unité localement finies, on définit naturellement les espaces

H^d^.E)

(constitué en particulier de distributions nulles pourjc'^K', K' étant
un compact donné de M'), H^(S2y, E), H^(r\, E) ; les normes y sont
respectivement notées ll^ll/' , 11^11^ , \\u\^\

2. Discussion des problèmes aux limites paraboliques.

Bien que ce ne soit pas utile pour la démonstration du théorème
(32) ci-dessous, nous commençons par établir une variante de (13)
pour l'opérateur différentiel parabolique P de degré m.

(29) PROPOSITION. - Soient s, a G R et k G N tels que

w + a > ̂  + — » w + a > 5 .
2

Si u€H^(î^ ,E) vérifie PueH^(î2^F), alors u admet des valeurs
au bord transverses jusqu'à l'ordre k, avec 7^ u ̂ -^s-k-iii^t 'E) î
de plus, il existe une constante C (indépendante de u) telle que :
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H^lC.^1/2 <C(||PK||^+||U||^)

Démonstration. - La question étant locale, il suffit de montrer que
H^ll^-i/2 < C(||PM||^ + \\u\\^) si u garde son support dans
un compact fixe K de {y G R" |0 < y^ < t, y^ > 0} et si P est pa-
rabolique dans K. Or la variante anisotrope de la formule (2.5.13)
de (5) montre que

II ̂  u \\^.^ < C9 \\u lC^_(,,^ puisque a + m > k + ^-.

Mais, d'après (27), on a :

11< -̂(< )̂ <C-(||P^||:;;_^^+ 11^11 )̂

d'où l'inégalité cherchée puisque 5 — (a + m) < 0.

(30) Remarque. - La démonstration précédente et (29) restent
valables quand on suppose seulement que P est un opérateur diffé-
rentiel d'ordre anisotrope w, à coefficients C° et que F n'est pas
caractéristique pour P lorsque 0 < j^ < t.

(31) PROPOSITION. - Les opérateurs T,P (voir (14), (15), (16))
w-l

sont linéaires continus de Y\ H _ (r^,E) dans H,(Î2.,E) pour
fc=0

tout s G R.

Démonstration. - La question étant locale, il suffit de voir que

IIT.Pvll^^C^II^II;^, où v = ( V o , . . . , ^ i ) .

D'après (28), ii) et la définition de P, il vient, pour a G R choisi
assez grand :

IIT/Pvll^^C'flIvJI^.^.
k=0

Mais, d'après (27), on a :

IIT, Pvll:^ < C'dIPT, Py||:^o + IIT, Pvll:^)

d'où l'inégalité cherchée grâce à (28), ii), puisque P T, - 1 est de
symbole nul quand x^ est voisin de [0, t].
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Nous pouvons maintenant interpréter le théorème (20). L'hypo-
thèse (19) est certainement vérifiée lorsque /eH^(i2,,E) avec
a + m - VL > 1/2. Posons Su = (Pu, Byu).

(32) THEOREME. - Soient s, aGR, am*

a + w - ^ > — » a + w > 5

i) OTÎ suppose la matrice B Q^ parabolique à droite pour
0 <x^ < t. Alors il existe une application linéaire continue

^ : H:(S2,, F) x n H;_^^ (F,. G,) ——> H;(Î2, , E)

telle que %%^ =1.
ii) On suppose la matrice (I - Q^) ® B parabolique à gauche

pour 0<x^ < t.
Alors il existe une application linéaire continue

%, : H: (S2,, F) x n H:_^_,/, (F,, G^) ——> H:(Î2,, E)

telle que u = ̂ ^ pow ro^^ M G Û^.(S^ , E) vérifiant

S u G H:(S2,, F) x n H;_^_,,, (F, , G,) .

Démonstration de i). — Considérons un opérateur linéaire continu
de prolongement TT : H^(Î2,,F)——>H^(M,,F), où K' est
un compact de M' ; soit u la distribution définie par la formule
de (20), i) quand on prend /= vf. Alors

IITjll^^llT^II^^ Cil/Il^ .

On a d'autre part, d'après (31)

in\PA^ - BTT, 7)11^ < C S1 \\(A,(g - B7T\7)),||^ ,.
fc=o '

<c'(S ll̂ ll̂ .̂  +11/11^)
La démonstration de ii) est analogue.



PROBLEMES AUX LIMITES GENERAUX 77

(33) Remarque. — II est possible, à partir de (20) et (32),
de discuter les problèmes aux limites mixtes du type :

fu=f dans î^ = {xG S2 | 0 < x^ < t}
B(7«) = g dans Î 0 = {x G F | 0 < x^ < t}

au = <p dans îî^ = {xŒÎ2 |jc^ == 0}

ô^ w_ _ / 3 _ ^ / \ ^
Va^/ jc =o / O<A;<—— iûi

ou au =

Les discussions (20), (32) correspondent au cas <p = 0, dont
on déduit le cas général (voir par exemple [l], [12]).
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