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FORMES MODEREMENT RAMIFIEES
DE POLYDISQUES FERMES ET DE DENTELLES

par Marc CHAPUIS

RESUME. — Soient k un corps ultramétrique complet, L une extension galoi-
sienne finie modérément ramifiée de k et X un espace k-analytique. Nous mon-
trons que X est isomorphe & un k-polydisque fermé (resp. une k-dentelle) si et
seulement si X, est isomorphe & un L-polydisque fermé (resp. une L-dentelle) sur
lequel action de Gal(L/k) est raisonnable.

ABSTRACT. — Let k be a complete non-Archimedean field, L a finite tamely
ramified galoisian extension of k and X a k-analytic space. We show that X is
isomorphic to a closed k-polydisc (resp. a k-lace) if and only if X, is isomorphic to
a closed L-polydisc (resp. a L-lace) on which the action of Gal(L/k) is reasonable.

Introduction

Soient k un corps ultramétrique complet, X un espace k-analytique (que
nous entendons ici au sens de Berkovich [2, 3]) et L une extension galoi-
sienne finie modérément ramifiée de k. Nous montrons les deux résultats
suivants (les termes non standards seront clarifiés progressivement) :

(thm. 2.16) : X, est un L-polydisque fermé de polyrayon r=(r1,...,7,) €

(RZ)™ sur lequel Paction de Gal(L/k) est résiduellement affine si
et seulement si X est un k-polydisque fermé de polyrayon s =
(81,...,8n) avec, pour tout ¢ € {1,...,n}

‘LX |7"i = ILX ‘SZ
(thm. 3.21) : X, est une L-dentelle de type U C (R)™, telle que Iaction

de Gal(L/k) sur X, est triviale sur le réseau si et seulement si X
est une k-dentelle de type V et il existe s € |L*|™ tel que

V= {(slrl,...,snrn),r € U}

Mots-clés : espaces de Berkovich, ramification modérée, polydisque, couronne.
Classification Mathématique (2020) : 14G22, 13B02, 16W70.
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Le premier est ’analogue pour les polydisques fermés du théoreme d’An-
toine Ducros pour les polydisques ouverts [9, Théoreme 3.5], déja établi
pour les disques fermés par Tobias Schmidt, [13, Theorem 2.22]. Le second
étend ce type de résultats a une classe d’espaces incluant les polycouronnes
que nous proposons d’appeler dentelles.

Nous entendons par une k-dentelle de type U un espace k-analytique
isomorphe & une partie de GI%** définie par (|T1],...,|Tn|) € U ou U est
une partie Z-linéaire par morceaux de (R} )™ non vide et connexe c’est-a-
dire une union localement finie de Z-polytopes de (R})"™ que I'on définit
au moyen de formes affines dont la partie linéaire est a coeflicients entiers
et dont le terme constant appartient & RY (on voit ici (R})"™ comme un
R-espace vectoriel). Nous donnons les définitions précises dans la section 3.
Ces parties Z-linéaires par morceaux sont un cas particulier des c-espaces
linéaires par morceaux introduits par Berkovich dans [5] ; le lecteur intéressé
par de telles questions pourra aussi consulter [8]. Notons entre autre que
tous les produits d’intervalles sont des parties Z-linéaires par morceaux
(avec pour conséquence que toutes les k-polycouronnes sont des k-dentelles)
et que tous les ouverts (connexes, non vides) de (RY)™ sont des parties
Z-linéaires par morceaux (connexes, non vides) de (R})™. En dimension
un, les k-dentelles sont exactement les k-couronnes que nous comprenons
comme les espaces k-analytiques isomorphes & une partie de G:na,? définie
par |T| € I ou I est un intervalle quelconque de Ri.(l)

Nous utilisons de maniére fondamentale la théorie de réduction graduée
introduite par Michael Temkin dans [14]. Nous renvoyons aux deux pre-
micres sections de [9] pour une introduction détaillée au formalisme de
l’algebre commutative graduée et une reformulation de la théorie de la
ramification modérée que nous utiliserons.

En dimension un, un avatar gradué du théoreme 90 de Hilbert a été établi
et utilisé dans sa preuve pour les disques fermés par Tobias Schmidt, [13,
Proposition 2.11]. Notre premiére section continue ce travail de traduction
en termes gradués des outils classiques en donnant un énoncé en dimension
quelconque : théoreme 1.27.

(1) Un mot sur le choix de dentelle (eng. lace), les autres candidats considérés posent
différents problémes, par exemple : on a remarqué que les dentelles sont une classe
plus large que les parties définies par U un produit d’intervalles auxquels nous voulons
réserver polycouronne ; polyédre colle bien quand U est un polytope mais n’est pas trés
satisfaisant quand U est ouvert ; adjectif cellulaire est déja utilisé en topologie, etc.

On peut parler de polydentelles (eng. polylace), mais en dimension un les dentelles
sont exactement les couronnes, et il semble que le couple couronne/dentelle, plus expressif
que dentelle/polydentelle, suffit & indiquer si ’on se restreint a la dimension un ou non :
c’est le choix que nous avons fait ici.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Notre deuxiéme section traite des polydisques fermés. Nous suivons la
stratégie de [9] dont, comme Tobias Schmidt l’avait fait, nous remplagons
des arguments d’algébre commutative locale par des calculs explicites per-
mis par notre variante graduée du théoreme 90 de Hilbert. Or nous ne
pouvons le faire que quand 'action de Galois est résiduellement affine, ex-
pliquons cette hypothese.

Nous partons d’'un espace k-analytique X qui devient un L-polydisque
X1, (de dimension n) auquel nous associons 'algebre résiduelle graduée
pour la norme spectrale de son algebre des fonctions. Cette algebre rési-
duelle est isomorphe & une algebre polynomiale (graduée) Z[n, ey Th) €t
nous disons que 'action de Galois est résiduellement affine si, quitte a com-
poser avec un automorphisme, ’action induite sur E[Tl, ..., Tn] est affine
(fe. g(T1,. - sTn) = Ag(T1, ..., Tn) + (b1,g, ..., bng)). Cest toujours le cas
en dimension un mais il n’y a pas de raison, a priori, pour que ce soit
vrai en dimension supérieure, méme si nous ne connaissons pas d’exemple
de forme modérément ramifiée de polydisque sur lequel ’action de Galois
n’est pas résiduellement affine. Toutefois si X est un k-polydisque ’action
de Galois sur X, est toujours résiduellement affine.

Cette hypothese est vérifiée pour peu que l'action de Galois sur
Z[Tl, ..., Tn] soit linéarisable. Cette question est liée & des problémes com-
pliqués de descriptions des automorphismes de 1’espace affine (pour un ex-
posé complet [12]) : dés la dimension trois, méme dans le cas non gradué,
la question semble ouverte. En dimension deux nous avons réussi a adapter
dans le formalisme de D'algebre graduée le résultat de [11] sur les formes
séparables du plan affine et & montrer que I’hypothese « ’action de Galois
est résiduellement affine » est toujours vérifiée pour les bidisques, ce travail
fera ’objet d’une publication ultérieure.

Dans la derniére section, nous traitons des dentelles sur le réseau des-
quelles Galois agit trivialement : la L-dentelle X; de type U se rétracte
par déformation sur une partie homéomorphe a U, son squelette analytique
S(X1)*, quand U est d’intérieur non vide (en dimension un, un intervalle
non réduit & un point), Paction de Galois est triviale sur le réseau si et
seulement si elle est triviale sur S(X)*" (en dimension un si elle préserve
Porientation de S(X1)*"), et on généralise cette idée quand U est d’inté-
rieur vide.

Notre stratégie de preuve est la méme que pour les polydisques a ceci
pres que celle-ci repose sur une caractérisation de coordonnées par leurs
réductions graduées pour la semi-norme spectrale et que cette approche
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échoue dés les couronnes (i.e. les dentelles de dimension un). Nous résolvons
la difficulté en considérant simultanément plusieurs algebres résiduelles.

Notons que Lorenzo Fantini et Daniele Turchetti ont développé dans [10]
des techniques de descente galoisienne pour les espaces analytiques non
archimédiens qui admettent un schéma formel spécial affine comme modele
au-dessus d’'un anneau de valuation discrete complet. Avec ces techniques
ils démontrent un cas particulier (sur un corps discrétement valué k, en
dimension un, pour les couronnes de rayons distincts dans /|k*| et des
hypotheése plus strictes sur 'extension) de notre résultat sur les dentelles.
Leur méthode complétement différente ouvre des pistes intéressantes quand
la n6tre semble rester muette : ils obtiennent, par exemple, une description
des formes de couronnes apres extension quadratique sur lesquelles I’action
de Galois permute l'orientation du squelette analytique.
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Ducros, pour son soutien indéfectible et les innombrables discussions au
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1. Algébre linéaire homogeéne et Hilbert 90

Dans tout ce qui suit, on désignera par I un groupe abélien divisible,
sans torsion et ordonné, toujours noté multiplicativement. En pratique, I'
sera égal a R.

On désignera par k un corps I'-gradué.

Remarque 1.1. — Avant de pouvoir traduire en termes graduées une
preuve classique du théoréme 90 de Hilbert (telle qu’exposée par exemple
dans [1]) il nous faut donner un sens précis aux espaces vectoriels et ma-
trices que nous manipulons. C’est ’objet des deux premiéres sous-sections.

DEFINITION 1.2. — Un polyrayon est une famille finie d’éléments de T.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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1.1. Espaces vectoriels homogénes

DEFINITION 1.3. — On appelle k-espace vectoriel homogeéne un ensem-
ble V. muni d’une décomposition V = Hper V,, d’une structure de groupe
abélien sur chacun des V), et d’une famille d’applications bilinéaires :

&, ke XV, =V, (A v)— e, v

telles que 1 o1 ,u=u et (Ap) 0,5, u = Ao, o (Lo ,u) pour tout (A, p,u).
En particulier V, est un ki-espace vectoriel.

Remarque 1.4. — Nous nous éloignons par cette définition des objets
habituels de la réduction graduée au sens de Temkin, en effet un k-espace
vectoriel gradué y est muni d’une décomposition en somme directe V' =
é peT V,, et non en réunion disjointe. Cela a pour conséquence que le corps
gradué k, qui a une structure naturelle de k-espace vectoriel gradué, n’est
pas un k-espace vectoriel homogene, ce réle étant tenu par I’ensemble des
éléments homogenes de k.

Si nous ne travaillions qu’avec des vecteurs nous nous en tiendrions aux
espaces vectoriels gradués en précisant & chaque fois que nous travaillons
avec des éléments homogenes, mais les matrices dont nous voulons parler
correspondent naturellement aux morphismes d’espaces vectoriels homo-
geénes et ’exposé perdrait nettement en clarté si nous nous refusions cet
écart.

En fait, on peut des le départ définir tous les objets gradués comme
réunions disjointes, ¢’est ’approche d’Antoine Ducros dans [7, Section 2.2
et alors les notions d’espace vectoriel gradué et d’espace vectoriel homogéne
coincident. Néanmoins écrire tout notre papier dans ce cadre nous couperait
de [9] et [13].

DEFINITION 1.5. — Soient U et V deux k-espaces vectoriels homogénes
et f: U — V une application (dont on note f, la restriction a U,), on dit
que f est k-linéaire homogene si pour tout p € T :

hd im(fp) cV,;
e pour tout u,v € Uy, fy(u+,v) = f,(u) +, fo(v);
e et pour tout u dans U, et tout X\ € ky, frp(A o, ,u) = Ne,., f,(u).

En particulier f, : U, — V, est une application k;-linéaire.

DEFINITION 1.6. — Soit V un k-espace vectoriel homogéne, soit vy, ..., vy,
une famille de vecteurs de degrés p1, . .., pn, on dit que la famille vy, ..., v,
est libre si pour tout R € I' et toute famille d’éléments \; € kva—l,

AMup + Agus + - -+ Auy, =0

TOME 71 (2021), FASCICULE 1
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équivaut a \; = 0 pour tout i € {1,...,n}.
On dit que la famille est génératrice si pour tout vecteur x de V, dont
on note R le degré, il existe une famille d’éléments \; € kRpfl telle que

T = ANuUp + AU + -+ + ApUy,-
On dit que la famille est une base si elle est libre et génératrice.

Remarque 1.7. — On peut vérifier que le théoréme de la dimension ainsi
que le théoreme de la base incompléte sont encore vrais, i.e. deux bases quel-
conques d’un méme espace vectoriel homogéne ont méme cardinal, toute
famille génératrice contient une base et toute famille libre peut étre étendue
en une base donc tout espace vectoriel homogene admet une base ; ceci nous
permet de définir la dimension d’un k-espace vectoriel homogeéne comme le
cardinal commun a toutes ses bases.

On a alors une notion évidente de produit tensoriel de k-espace vectoriels
homogenes. En effet il nous suffit prendre en compte la graduation dans les
construction usuelles, par exemple : soient U et V deux k-espaces vecto-
riels homogéenes, nous pouvons parler de ’espace vectoriel homogene libre
F(U x V) engendré par U x V sur k (o le degré d’un couple (u,v) est
défini comme le produit des degrés des coordonnées). Alors les vecteurs du
produit tensoriel que nous noterons U ®; V' sont les classes d’équivalences
définies par les relations suivantes sur F(A x V) :

oV ry,ro,s €T, uy € Uy, ug € Upy, v € Vg, (ug,v) + (ug,v) ~
(uy1 + usg,v);
oV rsy,80 €, u; € Uy v1 € Vg, vg € Vi, (u,v1) + (u,v2) ~
(u,v1 + v2);
evVrs,pel,uclU,veV,, AX€ky, Ao (u,v) ~(Aou,v);
evVrs,pel,ueclU,,veV,, A€k, Ao (u,v)~ (u,Aov).
Les opérations étant induites.

DEFINITION 1.8. — Soient U et V deux k-espaces vectoriels homogénes
et f: U — V une application k-linéaire homogéne. On appellera noyau de
f Densemble, que 'on notera encore ker(f), défini par

ker(f) = H ker(f,).
pel’
DEFINITION 1.9. — Soit r un polyrayon, I’ensemble
LT (IT#)
pel 7

a une structure naturelle de k-espace vectoriel homogéne. On le notera k(r),
et on I'appellera k-espace vectoriel homogene de polyrayon r.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Remarque 1.10. — Le k-espace vectoriel homogene k(1) n’est autre que
I’ensemble des éléments homogenes du corps gradué k muni de la gradation
et des opérations induites.

Remarque 1.11. — Soit V un k-espace vectoriel homogene de dimension
finie, et (e;) une base de V. Soit v un vecteur de degré R, il existe une
famille (v;) d’éléments de k telles que

v = E V;i€;.

Notons 7; le degré de e;. L’application k-linéaire qui & v associe (v;) induit
un isomorphisme k-linéaire homogene entre V' et

k‘((R_lTl)z)

Tout k-espace vectoriel homogene V' admet une base, donc il existe un
polyrayon r tel que V soit isomorphe & k(r).

1.2. Matrices homogénes

DEFINITION 1.12. — Soient r € I'" et s € '™, on note :

M (k,s,r) := {(aij)i,jzl..n aij € ksir;l}'

Cet ensemble de matrices homogenes est en bijection avec les applications
k-linéaires homogeénes de k(r) dans k(s). Pour les opérations évidentes,

e c’est un groupe additif;

e pour tout s’ € I'™ Ja multiplication a droite d’un élément de M(k, s, r)
avec un élément de M(k,r,s’) a un sens et définit un élément de
M(k,s,s');

e le déterminant d’une matrice de M(k,s,r) a un sens, cest un
élément de k,, ou p = [[,_y .,
nul, la formule usuelle définit une matrice inverse qui appartient a
M(k,r,s). Enfin on note GL(k,s,r) le sous-ensemble des matrices
de déterminant non nul.

siri_l. Si le déterminant est non

Remarque 1.13. — Insistons un moment sur le fait que GL(k,s,r) peut
étre vide, en effet, deux k-espaces vectoriels homogenes de méme dimension
ne sont pas forcément isomorphes. Par exemple munissons Q3 de la norme
3-adique usuelle et considérons sa réduction graduée (au sens de Temkin,
définition 2.2) @;;

Dans les Qs-espaces vectoriels homogenes @,(1) et @;(2) on voit le vec-
teur 1 (c’est-a-dire 1) comme étant de degré respectivement 1 et %

TOME 71 (2021), FASCICULE 1
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Comme Q3 ne contient pas d’éléments de norme 2, la seule application
linéaire homogene de @(1) dans @(2) est Papplication « nulle de degré 2 »
¢’est-a-dire donnée par la multiplication par 0s, ou encore, traduit dans les
notations que nous venons d’adopter,

M(Qs, (2), (1)) = {(02)} et GL(Q3, (2), (1)) = 0.

Notation 1.14. — On note D (k) le sous-groupe de I' des degrés pour
lesquels il existe un élément homogene non nul dans k.

DEFINITION 1.15. — Sur les polyrayons la relation r ~}, s si et seule-
ment s’il existe un entier n tel que r,s € I'" et une permutation o € &,
telle que (sir;(li)),» € (D(k))™ est une relation d’équivalence.

Deux polyrayons r,s sont k-équivalents si r ~y s.

Un k-type est une classe de polyrayons k-équivalents.

On note T (k) Iensemble des k-types.

Notation 1.16. — La formation de 7 (k) est fonctorielle en k et si L est
une extension de k la fleche naturelle 7 (k) — T (L) est surjective.
On note 7,1, la surjection naturelle 7 (k) — T (L).

Remarque 1.17. — L’application 7¢_ 1 induit un morphisme de groupe
surjectif I'/D (k) — I'/D(L) entre les k-types et les L-types de « dimen-
sion 1 » de noyau ©(L)/D (k).

ProprosiTION 1.18. — Soit r et s deux polyrayons de I'", alors
GL (k,s,r) # 0 si et seulement si r et s sont k-équivalents.

Démonstration. — Implication. Soit A = (a;;) € M(k,s,r). Suppo-
sons qu’il n’existe pas de permutation satisfaisant a la définition de k-
équivalence : pour toute permutation o € &,,, il existe i tel que sir;(li) o4
D (k). Comme deg(a; »(;)) = sir;(ll,). Il suit que a; 5(;y = 0. Ainsi, pour toute
permutation o € &, [[; a; »;y = 0 donc det(A4) = 0.

Réciproque. Prenons une permutation o satisfaisant a la définition de
k-équivalence, alors pour tout i, k:r,l # (). Choisissons pour tout 7, un

2o (4)

élément a; € k* _, . La matrice A définie par :

SiT ()
Vi, @i o) =a; et Vj#ia;;:=0
appartient a M (E, S, r) et par construction det(A4) = £[[; a; o) #0. O

DEFINITION 1.19. — Soit r un polyrayon. Un k-espace vectoriel homo-
géne est dit de k-type r (on confondra par abus de notation un polyrayon
r et son k-type) s’il est isomorphe a k(r).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Remarque 1.20. — Les k-espaces vectoriels homogenes k(r) jouent le réle
de k-espaces vectoriels homogenes canoniques de dimension finie en ce que
tout k-espace vectoriel homogeéne de dimension finie est isomorphe a un
Ek(r). Il suit de la proposition 1.18 ci-dessus, que k(r) et k(s) sont isomorphes
si et seulement si r et s sont k-équivalents.

L’application r — k(r) induit ainsi une bijection entre les k-types et les
classes d’isomorphie des k-espaces vectoriels homogenes de dimension fi-
nie. Donc la généralisation, en dimension finie, de ’énoncé classique « deux
espaces vectoriels sont isomorphes si et seulement s’ils sont de méme di-
mension » est « deux k-espaces vectoriels homogeénes sont isomorphes si et
seulement s’ils sont de méme k-type ».

DEFINITION 1.21. — L’ensemble M(k,r,r) des matrices qui correspon-
dent aux endomorphismes k-linéaires homogénes de k(r) forme un anneau,
on le notera

M(k, 1),
et le sous-ensemble que 'on note de maniére transparente GL(k,r) est donc
toujours non vide (et forme un groupe multiplicatif).

Remarque 1.22. — Ces ensembles ne dépendent pas tant de (r1,...,7y,)
que de la droite vectorielle engendrée par (rq,...,7,).
En dimension 1, pour tout r,s € T,

i M(kv (3)7 (T)) = kg1 et GL(k7 (‘9)7 (T)) =k

sr—1)

o M(k, () = M(k, (1)) = ky et GL(k, ()) = GL(k, (1)) = k.

1.3. Variantes de deux résultats classiques

PROPOSITION 1.23 (Indépendance linéaire des automorphismes de corps
commutatifs gradués). — Soit k un corps commutatif gradué, soit une fa-
mille (X;)i=1..n den automorphismes, deux a deux distincts, de k, soit p € T’
et s0it (a;)i=1.., une famille d’éléments de k,, les assertions suivantes sont
équivalentes :

o ajx1+asxa+ - -+ anxn=0;
e pour touti € {1,...,n}, a; =0.

Démonstration. — Par récurrence sur n € N*. Si n = 1, cela revient
a montrer qu’'un automorphisme x de k n’est pas nul, or x(1) = 1 # 0.
Supposons n > 2, alors pour tout z,y éléments homogenes de k dont on
note r et s les degrés

arxi(wy) +azx2(zy) + -+ + anXn(zy) =0,

TOME 71 (2021), FASCICULE 1
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soit
arx1(2)x1(y) + azxa2(x)x2(y) + - 4 anXn ()X (y) = 0
et donc pour tout x de k,,
arx1(w)x1 + a2x2(x)x2 + -+ + anXn(z)Xn = 0.

On a aussi pour tout z de k., en multipliant a1 x1 +asx2+ -+ anxn =0
par x1(z),

arx1(z)x1 + azxi(z)x2 + - - + anxi(x)xn = 0.
Par soustraction :
az (x1(z) — x2(z)) x2 + -+ + an (X1(2) — Xn(2)) Xn = 0.

Cette somme comporte n — 1 termes et comme x1 # X, on peut choisir x
de telle sorte que x1(x) # xn(z). Par hypothése de récurrence on obtient
que a,, = 0,, donc que

a1x1+asx2 + -+ ap_1Xn-1 =0,

et, encore par hypothese de récurrence, que a; = 0 pour tout ¢ €
{1,...,n—1}. O
DEFINITION 1.24. — Soit L/k une extension galoisienne de groupe de

Galois G, et soit U un espace vectoriel homogéne sur L avec une action x
de G sur U. On note - Iaction linéaire standard de G sur L. On dit que G
agit par automorphismes semi-linéaires sur U si I'on a pour tout r,s € T,
u, v’ € U, N\ € Ly
ox(u+u)=0c*xu+ox*u';
o*(Au) = (o A)(o*u).
LEMME 1.25. — Soit U un espace vectoriel homogéne sur L. Si G agit

sur U par automorphismes semi-linéaires, alors U® = {u € U|o xu =
u pour tout o € G} est un k-espace vectoriel homogeéne, et I'application :

fU@ L(1) = U,u® A M
est un isomorphisme linéaire homogene.

Remarque 1.26. — Ici U% ®;, L(1) désigne le k-espace vectoriel homogéne
obtenu comme produit vectoriel, cf. remarque 1.7.

Démonstration. — Il est clair que U est un k-espace vectoriel homogene
et que f est L-linéaire homogene. Etablissons d’abord la surjectivité de f.
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Soit w un vecteur de U, soit A{,..., A, une k-base de L et soit o1 =
idp,09,...,0, les éléments de G. Posons pour i € {1,...,n},

u; = Zaj * (Au).
J
Pour tout k € {1,...,n}, on a
O * U = Z(Ukaj) * (Aju).
J
Ainsi 'action de o sur > ;O * (Aju) ne fait que permuter les termes de la
somme, donc u; € UC.

Comme o71,...,0, sont des k-automorphismes distincts de L, ils sont
linéairement indépendants sur L (proposition 1.23). C’est pourquoi, ayant,
pour tout ¢ € {1,...,n}, noté r; le degré de \;, la matrice M = (0 - \;);,;

appartient & GL(L, (r1,...,7,),(1,...,1)). Puisque G agit par automor-
phismes semi-linéaires, on a

u; = Zaj * (Aju) = Z(O‘j - Xi)(oj * ).

J

Maintenant si on écrit M~! = (mj;), de M~'M = I,,

Zm/m(Uk - Aj) = b1 pour tout k = 1..n.
J

Donc
ngjuj = Z mh (o - Nj)(ow *u) = Zélk(ak *U) = 01 kU= U,
J j ok k
la derniere égalité découlant de o1 = idy,. Ainsi
w=">Y mhu; =) u;@miy),
J J

ce qui prouve la surjectivité de f.

Admettons un instant que I'on ait montré que « toute famille de vecteurs
U1, ..., u k-lindairement indépendants dans U est une famille de vecteurs
L-linéairement indépendants dans U ». Alors, soit « € ker(f) (de degré p).
On peut écrire :

T=U QUL+ + Uy, D Un,
ou les uq,...,u, sont k-linéairement indépendants (de degré r;) et les p;
sont des éléments homogenes de L (ol p; est de degré pr; 1). Par construc-
tion, f(z) =0 = pius + -+ + pinty. Alors on a p; =0, et donc x = 0,, ce
qui prouve l'injectivité de f.
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Montrons maintenant ce que nous avions admis. Supposons que ’on ait
I vecteurs k-linéairement indépendants uy,...,u; € UY (de degrés r;) pour
lesquels il existe pi1, ...,y éléments homogenes de L (u; est de degré pr; )
non tous nuls tels que :

piug + o+ pug = 0.

On peut supposer que ! est minimal, [ > 1 et u; = 1 (alors p = r1). Par
hypothese, les 1; ne sont pas tous dans k, donc on peut aussi supposer que
o € k. Soit o € G tel que o - ug # o, alors

o (Z Mi%‘) = (o p)(o*u) =Y (0 pi)u; =0

i i
et on obtient 2122(0 - p; — i )u; = 0, relation non triviale avec moins de
termes, contradiction. O

1.4. Hilbert 90 gradués

THEOREME 1.27 (Hilbert 90 multiplicatif). — Soit L une extension ga-
loisienne de k et r € I'™ un polyrayon.

(1) Soit a un morphisme de groupe de Gal(L/k) vers GL(L,r), alors
a € Z(Gal(L/k),GL(L,r))

si et seulement s’il existe s € I et A € GL(L,s,r) tels que pour
tout o € Gal(L/k)

afo) = A7Y(0.A).

(2) En particulier Z'(Gal(L/k),GL(L,r)) est en bijection avec les
classes de couples (V,py) ot V est un k-espace vectoriel et py
est un isomorphisme L-linéaire homogéne entre V @y, L(1) et L(r)
modulo la relation d’équivalence : (U, py) ~ (V, pv) si et seulement
s’il existe 1 isomorphisme k-linéaire homogéne de U vers V tel que
Yu =y op.

(3) Et

H'(Gal(L/k),GL(L,r)) = 7%, (r)

c’est-a-dire que le premier ensemble pointé de cohomologie est en
bijection avec les classes d’isomorphie des k-espaces vectoriels ho-
mogeénes V tels que V ®;, L(1) soit de L-type r.
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Démonstration. — Le résultat a trois parties : I’écriture des cocycles en
termes de matrices, la description des cocycles et la description du premier
ensemble pointé de cohomologie. Posons G = Gal(L/k).

Soit « un morphisme de groupe de G vers GL(L,r). Supposons a €
ZY (G, GL(L, 1)) la réciproque étant évidente. On tord 'action naturelle de
G sur L(r) en une action par automorphismes semi-linéaires :

1
oxu=——(0-u) pour tout u € L(r),o € G.

a(o)

D’aprés le lemme 1.25 il existe un isomorphisme f : (L(r))® @ L(1) = L(r).
En particulier dimy ((L(r))¢) = dimz ((L(r))% ® L(1)) = dimy (L(r)) = n.

Soit vl, ..., v, une k-base de (L(r))%, c’est aussi une L-base de L(r), e
notant s; le degré de v;, la j-éme coordonnée de v; est de degré s: 2
Ainsi la matrice P dont les colonnes sont vy, . .., v, appartient & GL(L,r,s).

Alors, pour tout o € G, la matrice o - P est la matrice dont les colonnes
sont o - vy,...,0 - v,. Mais vy, ...,v, € (L(r))®, et donc

V; =0 xV; = L(U -v;) pour tout i = 1..n.
a(o)

Ou encore en termes de matrices :

1
P=——(0-P) pour tout o € G.

a(o)

Etudions les cocycles. Soita,be I et A € GL(L,a,r) et Be GL(L,b,r).

Ces matrices définissent le méme cocycle si et seulement si

A7'9(A) =B '0(B) <= AB™' = 0.(AB™)

<= AB~' € GL(k,a,b).

Autrement dit ces matrices définissent le méme cocycle si et seulement s’il
existe une matrice P € GL(L,a,b) telle que A = PB. Ce que 'on peut
traduire en 'existence du diagramme commutatif d’espaces vectoriels ho-

mogenes suivant ot toutes les fleches hormis celles d’extension des scalaires
sont, des isomorphismes :

k(a) —— k(a) @ L(1) 2 L(r)
I S
k(b) —— k(b) @4 L(1)

C’est-a-dire que les cocycles correspondent aux classes de couples (V, ov)
ou V est un k-espace vectoriel et ¢y est un L-isomorphisme entre V ®; L
et L(r) modulo la relation d’équivalence : (U, or) ~ (V, v ) si et seulement
il existe ) isomorphisme k-linéaire de U vers V tel que ¢y = oy o 9.
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Enfin, soit a et B deux éléments de Z!'(Gal(L/k), GL(L,r)), il existe
d’apres le premier point traité a,b € I'™ et des matrices A € GL(L,a,r) et
B € GL(L,b,r) tels que pour tout 0 € G

a(o) = A7 (0.A) et B(0) = B~ (0.B).
Ces cocycles sont cohomologues si et seulement s’il existe une matrice P €
GL(L,r) telle que pour tout 0 € G
a(o) = P7'B(0)(0.P) <= A" (0.A) = P"*B~(0.B)(0.P)

<= AP 'B ' =5.(AP'B)

<= AP 'B~!' € GL(k,a,b).
Autrement dit a et 8 sont cohomologues si et seulement s’il existe P €
GL(L,r) et @ € GL(k,a,b) telles que A = QBP. Le résultat suit si l'on
traduit ces égalités matricielles en 'existence du diagramme commutatif

d’espaces vectoriels homogenes suivant ou toutes les fleches hormis celles
d’extension des scalaires sont des isomorphismes :

-1

k(a) — k(a) @ L(1) <— L(r)

b e

-1

k(b) —— k(b) ®; L(1) — L(r)
Les classes de cohomologie sont moins contraintes que les cocycles et cor-
respondent aux classes d’isomorphie des k-espaces vectoriels homogenes
devenant L-isomorphes & L(r) qui étaient k-isomorphes sans condition de
compatibilité. O
Remarque 1.28. — Ce théoréme se rameéne en dimension 1 a 1’énoncé

ci-dessous, donnant une autre preuve de [13, Proposition 2.11].

COROLLAIRE 1.29. — Soit L une extension galoisienne de k, et o un
morphisme de groupe de Gal(L/k) — vers Ly,
o € ZN(Gal(L/k), LY)

si et seulement s’il existe s € I' et A € LY tel que

alo) = % pour tout o € Gal(L/k).

En particulier,

H' (Gal(L/k), Ly) = 7,2, ,(1) = D(L)/D (k).

Démonstration. — Il suffit de rappeler que pour tout r et s dans
I, les groupes Li et GL(L,(r)) sont isomorphes, ainsi que L} et
GL(L, (s), (1)). 0
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THEOREME 1.30 (Hilbert 90 additif gradué). — Soit k un corps gradué,
K une extension galoisienne de k, r un élément de T, et G = Gal(K/k) le
groupe de Galois de K/k, on a alors

H' (G, K,)=0.

Démonstration. — (D’aprés Antoine Ducros.) On se raméne immédiate-
ment au cas ou K est une extension finie de k. On commence par remarquer
que comme K est finie galoisienne sur k, il existe un élément \ de trace
1 dans K{*. Il y a pour ce faire deux possibilités : décalquer la démons-
tration de la non dégénérescence de la trace dans le contexte gradué, en
se ramenant par tensorisation avec une extension convenable au cas d’un
produit fini d’extensions de & ; ou bien utiliser le résultat connu pour K1, et
le fait que le noyau de la surjection G — Gal(K7/k1) est d’ordre inversible
dans k.

La multiplication par A est alors un endomorphisme de K, de trace
égale a 'identité, et 'existence d’un tel endomorphisme permet de conclure
(Cartan—Eilenberg—Serre utilise cette méthode dans Corps locaux). g

2. Formes de polydisques fermés

A partir de maintenant, le groupe ordonné T est égal & RY et k désigne
un corps ultramétrique complet.
On note T1, ..., T, des coordonnées sur A;"*".

DEFINITION 2.1. — Soit r € (RX)™ un polyrayon, nous noterons Dy le
domaine analytique de A}"®™" défini par les conditions |T;| < r; pour tout
1 € {1,...,n}, que nous appellerons k-polydisque fermé centré en origine
de polyrayon r.

Nous dirons qu’une famille (f1,..., f,) de fonctions sur un k-polydisque
fermé X est un systéme de coordonnées si les f; induisent un isomorphisme
entre X et un k-polydisque fermé centré en l'origine.

DEFINITION 2.2. — Soit A une k-algébre munie d’une semi-norme || - || :
A — Ry. Pour tout p € R}, on note A¢, (resp. A.,) le sous-groupe de A
formé des éléments a tels que ||al]| < p (resp. ||la]l < p).

On désigne par A la réduction graduée de A au sens de Temkin, c’est-a-
dire I'algébre R -graduée @peRi Ac,/A<,. Sia € A et sip est un élément
de R tel que |la|| < p, on notera a, I'image de a dans A, ; sir = ||a||, on
écrira simplement @ ; si ||a|| = 0, on pose a = 0.

Lorsque A = k, anneau gradué k obtenu est un corps gradué que I'on
appelle corps gradué résiduel de k.
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DEFINITION 2.3. — Nous notons A, ’algébre des fonctions analytiques
sur D, que nous munissons de la semi-norme spectrale |||, et Ay sa

réduction graduée pour cette semi-norme.

LEMME 2.4. — ]I existe un isomorphisme de E—a]gébres graduées entre
A, et Panneau gradué

klm,...,7mn]

modulo l'identification de Tz avec ;.

Rappelons que ’anneau sous-jacent a cet anneau gradué est k [T1, -y Tn]
au sens usuel, et que le groupe de ses éléments homogenes de degré s est
formé, pour s fixé, des polynomes de la forme X;cnna;7! avec a; homogene
de degré sr—! pour tout I, i.e. 7; est de degré r;.

Démonstration. — Corollaire de [14, Proposition 3.1 (i)]. O

PROPOSITION 2.5. — Soit (f1,..., fn) une famille de fonctions analy-
tiques sur D, telle que

(fi) = A(Ti)iz1.n + B,

ou, notant 8; = || filleo, A € GL(k,s,1) et B € k(s);.
Alors (f;) est un systéme de coordonnées induisant un isomorphisme
entre D, et Dg.

Remarque 2.6. — Rappelons que A € GL(E7 s, r) signifie simplement que
A est de la forme (a; ;)i j=1.. avec a;; € k-1, et det(A) € kj, ot R =
~ J ‘
Hizl__n(rflsi), et que B € k(s); signifie que B est de la forme (b;);=1.n
avec b; € kg,.

Démonstration. — Notons ¢ : X — Y le morphisme induit par les f;. De
méme que dans [9, Proposition 3.4], quitte & composer ¢ avec la translation
par une pré-image dans k™ de —B, on peut supposer que

(ﬁ)izl.,n = A (Ti)it.n>

et il existe pour tout i, g; dans k[[T]], telle que g;(f;) = T;. Les arguments
donnés dans sa preuve par Antoine Ducros nous permettent de garantir
que les g; sont de norme spectrale majorée par r; et qu’elles convergent
en particulier sur le polydisque ouvert. En fait, les égalités ¢;(f;) = T;
impliquent g~l(ﬁ) = 7; pour tout 4, c’est-a-dire que

~ -1
(Gi)ic1n =A" (Ti)iz1 -
Ainsi si Pon écrit g; = > b;, ;T!, les monomes dont le multi-degré est
supérieur a 2 sont de norme strictement inférieure a celle de g;, elle-méme
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majorée par 7;, donc les mondémes de multi-degré supérieur a 2 sont de
norme strictement majorée par r;. Donc chacune des g; converge sur Y et

le n-uplet (g1,...,g,) définit ainsi un morphisme 9 : ¥ — X qui vérifie
Yo =1Idx et po1p =1Idy. Ainsi ¢ est un isomorphisme. ]
DEFINITION 2.7. — Sur les polyrayons la relation r ~y, s si et seulement

s'il existe un entier n tel quer,s € (R})" et une permutation o € &,, telle
que (sir;(li))i € |k*|™ est une relation d’équivalence.

Deux polyrayons r,s sont k-équivalents si r ~y s.

Un k-type est une classe de polyrayons k-équivalents.

On note T (k) 'ensemble des k-types.

Notation 2.8. — La formation de T (k) est fonctorielle en k et si L est
une extension de k la fleche naturelle 7 (k) — T (L) est surjective.
On note 7,1, la surjection naturelle 7 (k) — T (L).

Remarque 2.9. — Comme |k*| = D(k), les définitions de k-équivalents
et de k-équivalents, de k-type et de k-type ainsi que de T (k) et de T (k)
coincident et Txr = T;_, 1.

COROLLAIRE 2.10. — Soient deux polyrayons r et s, les deux k-poly-
disques fermés D, et Dy sont isomorphes si et seulement si r et s sont
k-équivalents.

En particulier Papplication r — D, induit une bijection entre les k-types
et les classes d’isomorphie de k-polydisques fermés.

Démonstration. — Implication. Soit (f;) un systéme de fonctions coor-
données sur D, induisant un isomorphisme vers Dg. Alors

(ﬁ) = A.(1;) + B+ monodémes de multidegré supérieur

avec A € GL(k,s,r) et B € k(s);. En particulier GL(k,s,r) # . Donc r
et s sont 7</"—équivadents7 i.e. k-équivalents.

Réciproque. 11 existe une matrice A € GL(k, s, ). Soit P € GL,(k) un
antécédent de A, alors la famille P.(T;) a pour réduction A.(7;) et définit
d’apres la proposition 2.5 un systéme de fonctions coordonnées induisant
un isomorphisme de D, vers Ds. |

DEFINITION 2.11. — Un k-polydisque fermé de k-type r est un espace
k-analytique isomorphe a D;.
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DEFINITION 2.12. — Nous dirons que l’action d’'un groupe G sur un
polydisque fermé D, est résiduellement affine si, quitte a changer de systeme
de fonctions coordonnées, ’action induite sur le plan A~k [T1,...,7n] est
affine. C’est-a-dire, pour tout g € G :

g9-(r:) = A(m) + B,
ou, notant s; le degré de g.7;, A € M(%, s,r) et Be 7@:(5)1.

2.1. Deux lemmes d’extension des scalaires

Il nous sera pratique d’avoir présenté sous la forme des deux lemmes
ci-dessous des résultats établis au début de la preuve de [9, Théoréme 3.5].
Nous en redonnons les démonstrations.

LEMME 2.13. — Soit k un corps ultramétrique complet et X un espace
k-analytique. Soit L une extension finie de k. Notons A ’algebre des fonc-
tions analytiques sur X et B 'algébre des fonctions analytiques sur Xy,. La
fleche naturelle

AR L — B

est un isomorphisme.

Démonstration. — Supposons L une extension finie de k. Choisissons une
base (I1,...,1l,) de L sur k. Si V est un domaine affinoide de X d’algébre
Ay alors V7, est un domaine affinoide de X, d’algébre Ay @i L ~ @ Ay .1;;
il s’ensuit que la fleche naturelle

Acv L=EPAlL —~B
est un isomorphisme. O

LEMME 2.14. — Soit k un corps ultramétrique complet et X un espace
k-analytique compact. Soit L une extension modérément ramifiée finie de
k. Notons A l'algébre des fonctions analytiques sur X et B I'algébre des
fonctions analytiques sur X, que nous munissons de la norme spectrale,
et VZ, B leurs réductions pour cette norme. Le morphisme canonique

A S LB
est un isomorphisme.
Démonstration. — Choisissons un d-uplet (Iy,...,l;) d’éléments de L*
tel que (I1,...,14) soit une base de L sur k. Soit K une extension ultramé-

trique complete quelconque de k. Comme L est une extension modérément
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ramifiée de k, la famille (I1,...,l,) est d’apres [9, Section 2.21] encore

une base de (@}C/L) sur k. Si (A1,...,An) € K™, [9, Lemme 2.3] assure
alors que

:InaX|A”¢hL

HZ Ails
—_——
€K@ L

Donc, par la définition de la norme spectrale d’une fonction analytique, on
a pour tout n-uplet (fi,..., f,) d’éléments de A, I’égalité

e
eB

= max || fi|oo |Li]

(oo}

On en déduit ’égalité des sommandes gp =, Zﬁi; et donc que le mor-

phisme canonique A R L — B est un isomorphisme. O

Remarque 2.15. — Soit z un point de X dont la fibre dans X, est réduite

a un point zz. Sil'on note || - || et || - ||z, les semi-normes correspondantes
sur A et B on a pour tout n-uplet (fi,..., fn) d’éléments de A, ’égalité
|> it = maxlifillalul
~~llzr
eB

Donc si 'on note A%, B*~ les réductions pour ces semi-normes le morphisme
canonique
fvj®gl;—%BmL

est un isomorphisme.

2.2. Résultat

THEOREME 2.16. — Soit k un corps ultramétrique complet, soit X un
espace k-analytique, soit L une extension galoisienne finie et modérément
ramifiée de k et soit r € (R})™ un polyrayon. Alors X1, est un L-polydisque
fermé de L-type r sur lequel 'action de Galois est résiduellement affine si
et seulement si X est un k-polydisque fermé de k-type s, avec

s e T,:)L(r).

Remarque 2.17. — Cet énoncé, évidemment équivalent a celui donné
dans l'introduction, permet de mettre en évidence le lien avec les espaces
vectoriels homogenes, rappelons que

Ty (8) = 7 (r) = HY(Gal(L/k), GL(L, 1))
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Démonstration. — La réciproque est évidente, montrons I'implication.

On désigne par 11, ...,T, un systeme de fonctions coordonnées sur Xy,.
Soit A (resp. B) l'algebre des fonctions analytiques sur X (resp. X1,) que
nous munissons de la norme spectrale, || - ||co-

Il existe (lemme 2.4) un isomorphisme entre B et L [ry,...,7,] modulo
lequel T, = 7; est de degré r;, pour tout @ € {1,...,n}.

LEMME 2.18. — Quitte a remplacer (T');—1., par un autre systéme de
coordonnées on peut supposer les ; invariants sous l’'action de Gal(L/k).

Démonstration. — Par notre hypothése sur 'action de Galois, quitte a

changer de systéme de coordonnées, pour tout g € Gal (Z/E) :

9.(T)i=1.n = Ay(Ti)i=1..n. + By
avec
o Ay = (aijg)ij=1.n € GL(E,r);
e By = (big)i=1.n € L(1)1.
Considérons d’abord seulement les termes de degré 1. On obtient I'identité :
Agn = (9-An) Ag.

Donc l'application g — AJ' est un cocycle de Z'(G, GL(L,r)). D’apres
notre variante du théoréme 90 de Hilbert (théoreme 1.27), il existe s =
(8)iz1.m dans R™ et P dans GL(L,s,r) telle que A, = (g.P~')P pour
tout g € Gal(L/k).

Pour tout g € Gal(L/k)

g.(P (Ti)i:L.n) =P (Ti)izlun + Bzw

avec B € z(s)l. Quitte & remplacer (7;)i=1..n, par P (7;)
écrire pour tout g € Gal(L/k) :

9-(Ti)i=1.n = (Ti)i=1..n + By,

i=1.n On peut

avec By € E(si). Soit coordonnée par coordonnée :
9.7 = T; + by g,
ou b; 4 € L,,. Fixons i, soient g et h deux éléments de Gal(L/k); via les
égalités
(gh). 7 = T 4 bi g
g(hTZ) = g(’Tl + bi,h) =T; + bi,g + g~bi,h

on obtient I'identité

bi,gh = bi,g + g(bi,n).
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Ainsi, pour tout i, I'application g — b; 4 est un cocycle additif de H! (G, Zsi),
et d’apres la version graduée additive du théoreme 90 de Hilbert (théo-
réme 1.30), est un cobord, c’est-a-dire qu’il existe fi; dans E‘)\—l‘R tel que
bi g = g.fli — [; pour tout g € Gal(i/%).

Donc les 7; peuvent étre supposés invariants sous Galois quitte a les
translater par p,. Il suffit alors de remplacer les T; par les antécédents de
ces nouveaux T;. O

Nous avons établi qu’il existe un isomorphisme entre A ®% Z, puisque
isomorphe a B (lemme 2.14), et L [1,...,7n], modulo lequel, pour tout 4,
T, = 7; est de degré s;. Comme A= (.Z ®7 Z)Gal(i/’;) on en déduit que A
est isomorphe & k [11,. .., 7).

Il existe donc une famille de fonctions analytiques (f1,..., f,) dans A
ayant pour réductions (71, ..., 7,); en particulier, les f; sont de rayon spec-
tral s;. Soit ¢ le morphisme X — Dy induit par les f;; il résulte de la
proposition 2.5 que ¢y, : X1, — Dg 1, est un isomorphisme.

Comme étre un isomorphisme descend par extension quelconque des sca-
laires (voir [6, Theorem 9.2]), ¢ est un isomorphisme. Donc X est un k-
polydisque fermé de k-type s.

De plus X, est un L-polydisque a la fois de L-type r et de L-type s,
donc, d’apres le corollaire 2.10, r et s sont L-équivalents. O

3. Formes de dentelles

On note k un corps ultramétrique complet.
On note 11, ...,T;, des coordonnées sur GJ,*".

Notation 3.1. — Soit r € (R})"™ un polyrayon, on note 7, le point de

an

Gauss de polyrayon r de GJ»,*" associé a la semi-norme définie par

Z a;T! — max lar|r?.

Iezn
Onnote p : & = (1, (2)|,...| T (2))) la rétraction de G;;*" sur son squelette
S(G™).
Notation 3.2. — Soit U une partie de (R} )™, nous noterons
v ={n € G,*",r € U};
Dy =p~ () = {z € G**, (ITa(2)],..., |Tu(x)]) € U}
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Nous considérons (RY) comme un espace vectoriel réel, la loi interne
étant donnée par sa structure de groupe abélien et la loi externe par 'ex-
ponentiation coordonnée par coordonnée.

DEFINITION 3.3. — On note Affz((R})™) I'ensemble des applications
affines de (R%)"™ vers R de la forme

(tr,. o tn) > r [ £

ot les a; appartiennent a 7. et ou r appartient a Rfﬁ.
Un Z-polytope de (R} )™ est une partie compacte de (RX)™ définie par
une condition de la forme :
\/ /\ wij <1

i€l jeg
otl I et J sont des ensembles finis d’indices et ou les p; ; appartiennent a
Affz (RE)")-

DEFINITION 3.4. — Soit X un espace topologique séparé et localement
compact. Soit Y une partie de X et soit (Y;) une famille de sous-ensembles
deY. On dit que la famille (Y;) est un G-recouvrement de Y si tout point y
deY posséde un voisinage dans Y de la forme U;c;Y; ou I est un ensemble
fini d’indices et ot y € N;ie1Y;.

DEFINITION 3.5. — Une partie Z-linéaire par morceaux de (R})" est
une partie de (RY)™ qui admet un G-recouvrement par une famille de Z-
polytopes de (R})™.

Remarque 3.6. — Soit U un Z-polytope non-vide convexe, c’est-a-dire
non vide et défini par une condition de la forme :

/\ w; <1

i=1l..m

olt les ¢; : t — ;£ appartiennent & Affz((R})™). Alors Dy est un domaine

k-affinoide de GJ»*". Pour le voir : noter R un réel positif non nul tel que
U soit inclus dans le pavé [R™!; R]" et remarquer que la partie Dy est
isomorphe au spectre analytique de

E{RMT\, R . R, RISy, S b/ (T2 — S)icy .

Ainsi quand U est une partie Z-linéaire par morceaux de (R )™ non vide,

Dy est un domaine k-analytique de G]»*" et donc un espace k-analytique.
En effet, on a par construction un G-recouvrement de Dy par des domaines
k-affinoides de G™*" ([3]).
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Remarque 3.7. — Pour toute partie Z-linéaire par morceaux de (R)™ on
peut décrire le squelette ny de Dy comme ’ensemble des points maximaux
de Dy pour la relation : z < y si et seulement si |f(z)| < |f(y)| pour toute
fonction analytique f sur Dy.

Donc le squelette ne dépend pas du choix de coordonnées et o(ny) = nu
pour tout automorphisme o d’espace analytique de Dy (o peut agir non
trivialement sur k).

Remarque 3.8. — Soit U une partie Z-linéaire par morceaux de (R} )"
connexe, la rétraction p de GJ»*" sur son squelette induit une rétraction
canonique de Dy vers ny. En fait il existe [4] une rétraction par déformation
@ : G x [0;1] — S(G2") qui préserve |T;| pour tout ¢ et donc rétracte
Dy sur ny, de la connexité de ny découle alors celle de Dy ; la rétraction
p est simplement ®(e, 1).

Si L est une extension compléte de k nous utiliserons les notations Dy 1, et
Ny, dans un sens évident. La fleche Dy ;, — Dy induit un homéomorphisme
Nu,r. =~ Nu, et, par les formules, Dy ;, — Dy commute aux rétractions
canoniques de Dy, 7, sur ny,z, et de Dy sur ny.

Le point My o de G%’!&n est par définition invariant sous l'action de Ga-
lois; il s’ensuit que si L est une extension compléte de k& admettant un
k-plongement isométrique dans ke (appellé extension presque algébrique
de k dans [7]), 'image réciproque de ny sur Dy 1, est exactement ny, ..

DEFINITION 3.9. — Nous dirons qu’un espace k-analytique X est une
k-dentelle de type U s’il est isomorphe a Dy avec U une partie Z-linéaire

" connexe et non vide.

par morceaux de (R7)
Nous dirons qu’une famille (f1,..., f,) de fonctions sur une k-dentelle
X est un systeme de coordonnées si les f; induisent un isomorphisme entre
X et Dy ot U est une partie Z-linéaire par morceaux de (R} )™ connexe et
non vide.
Un isomorphisme X ~ Dy identifie ny a une partie de X qui ne dépend
pas du choix du systéme de coordonnées; nous 'appellerons le squelette

analytique de X et nous le noterons S*"(X).
Remarque 3.10. — Quand X est un espace k-analytique et L une exten-
sion galoisienne de k tels que X, soit une L-dentelle, 'action de Gal(L/k)

sur X, fixe le squelette de X ; c’est une conséquence de la remarque 3.7.

Désormais U désignera toujours une partie Z-linéaire par morceaux
connexe et non vide.
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DEFINITION 3.11. — Nous notons Ay l'algébre des fonctions analy-
tiques sur Dy et Ay™ sa réduction pour la semi-norme |- Il évaluation
en 1, pour toutr € U.

Quand U est un singleton nous écrirons simplement ;l\{_r/} au lieu de

A{r}r‘

Remarque 3.12. — L’algebre Ay est I'ensemble des séries >, arT!
telles que, pour tout r € U,

lim |azjr! = 0.

[I|—+o0
LEMME 3.13. — Il existe un isomorphisme de k-algébres graduées entre
Ay"® et Panneau gradué
7 -1 -1
k[Tl‘,lﬁ Tr,l A 77—1‘,“7 Tr,n]

modulo les identifications de T;* avec 7y; (de degré ;) et de T, ¥ avec T;il

(de degré r;*).

Démonstration. — Corollaire de [14, Proposition 3.1 (ii)] en remarquant
que ||-||¢ est la norme spectrale de l’algebre des fonction analytiques du
polydisque de polyrayon r. O

3.1. Monéme strictement dominant et systéme de fonctions
coordonnées

DEFINITION 3.14. — Soit f =3, arT! une fonction de Ay. Nous di-
rons que f a un mondme strictement dominant de polydegré I si pour tout
reU et tout J # 1, |ar|r! > |ay|r’.

LEMME 3.15. — Une fonction de Ay est inversible si et seulement si
elle a un monoéme strictement dominant.

Démonstration. — Si elle en a un elle s’écrit f = a;T!(14+u) avec ||ul|, <
1 pour tout r € U et est donc inversible.

Réciproquement, fr est inversible dans Z;/} . Donc s’écrit LTI\(}/)TI{ (T),
c’est-a-dire que pour tout r € U il existe un unique n-uplet I(r) tel que

|a1(r)|r1(r) = max|a[|r1.

La fonction r — I(r) est localement constante et donc constante sur U. O
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LEMME 3.16. — Une famille de fonctions (f;)i=1..., dans Ay forme un
systéme de fonctions coordonnées si et seulement si pour touti € {1,...,n},
la fonction f; admet un monéme strictement dominant de polydegré I; et
la matrice ayant pour lignes les I; appartient & GL,,(Z).

Remarque 3.17. — Par exemple sur la k-dentelle de type {(1,1)}, si l'on
pose (f1,f2) = (1T, *, Tz) et (g1,92) = (TiTz, Tz) on obtient deux sys-
temes de fonctions coordonnées induisant des automorphismes de la bicou-
ronne (I'un étant inverse de l'autre).

Démonstration. — On notera I la matrice ayant pour lignes les I;.

Implication. — Chaque f; est inversible puisque fonction coordonnée,
et admet donc un monéme strictement dominant de polydegré I;. On vé-
rifie que les polydegrés des mondmes strictement dominant des fonctions
induisant l’isomorphisme inverse donnent immédiatement 'inverse de I.

Réciproque. — Notons J; le i-éme vecteur ligne de I7!. Quitte & rem-
placer (Ty,...,Ty,) par (T7t,..., T7») (systéme de fonctions coordonnées
induisant un morphisme d’inverse évident), on peut supposer que f; a pour
monome strictement dominant a;T;. Donc, quitte & remplacer & nouveau
(Ty,...,T,) par (al_lTl7 ...,a;'T,), on peut supposer que f; a pour mo-
noéme strictement dominant 7T;.

On peut écrire f; = T; + fi(l) ou fi(l) c Ay et Hfi(l)Hr < r; pour tout
rel.

Montrons qu’une telle famille induit un automorphisme de Dy . 11 suffit
qu’elles induisent un automorphisme de Ay . Si nous arrivions & construire
pour tout i € {1,...,n} une fonction g; de Ay telle que g;(f1,..., fn) =T;
nous en aurions terminé. Nous allons construire g; par approximations
successives.

Si fl(l) = 0 la fonction g%l) = T} convient, sinon fixons r € U, écrivons

fl(l) — ZagﬂTI et notons § = max(%) (par construction § < 1).
Remarquons que pour tout I € Z"
IT" = £l = | T = (T = )" < or'.
Ainsi, si 'on note
€ ={1e2" 8 f{"l < la I’ <[15" ]}
Pensemble fini (puisque fl(l) est un élément non nul de Ay) des multi-

- . . - X DY oy s
indices des monomes de norme strictement supérieure a J|| fl( )||r, il suit que

Y= art!

IcE

<N

r
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Posant f(2) 1(1) — ZIE ( )£l et g1 () 51) — Zaﬁl)TI,
o 1® appatient & Ay et 1FP e < ol

o et ¢V (i, fu) =T + 7

En itérant on obtient une suite ( fl(i))ieNX de fonctions de Ay qui tend
vers 0 et une suite (g%i))ieNx de fonctions de Ay dont on note g; la limite.
Vérifions que 91 € Ay. Notons by le coefficient de multi-indice I de g; et
a(l) celui de f1 " Soit £ > 0

lim [f7, =0 = 3ImezVizmVIez" o' <,
12— 00
et
VieN,fPeAdy = Ve>0,3N, eNV|[I|>N,VIeN, o'’ <e.

Donc |b;|r! = max; |aIZ)| < & pour tout |I| = max;—1.,(&V;), c’est-a-dire
que g1 € Ap. O

DEFINITION 3.18. — II suit de la discussion ci-dessus que le groupe
L(Dy) = A /K (1 + AF?)

est un Z-module libre de rang n, et une famille de fonctions (f1,..., f,) est
un systéme de fonctions coordonnées si et seulement si elles sont inversibles
et s’envoient sur une base de L(Dy) (comme Z-module).

Nous appellerons réseau de Dy le groupe L(Dy).

Nous dirons qu’un automorphisme de Dy agit trivialement sur le réseau
s’il agit trivialement sur L(Dy).

Remarque 3.19. — Quand U est une partie Z-linéaire par morceaux de
(RZ)™ connexe et non vide, et L une extension galoisienne finie compléte de
k, Vaction de Galois de Gal(L/k) sur Dy, 1, induite par son action naturelle
sur G, est triviale sur le réseau : il suffit de prendre des coordonnées
de G;*".

Ainsi, si un espace k-analytique X est une k-dentelle, ’action de Gal(L/k)
est triviale sur le réseau de X7,

Quand U est d’intérieur non vide un automorphisme de Dy agit trivia-
lement sur le réseau si et seulement s’il agit trivialement sur le squelette
analytique 7y de Dy.

2. Résultat

Notation 3.20. — Soit U C (R})" et s € (RY)™ on note s.U I'image de
U via la translation multiplicative r — (s171,...,Sp7p).
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THEOREME 3.21. — Soit k un corps ultramétrique complet, L une ex-
tension galoisienne finie modérément ramifiée de k et X un espace k-
analytique. Alors X1 est une L-dentelle de type U C (RY)" telle que
Paction de Gal(L/k) est triviale sur le réseau de Xy, si et seulement si X
est une k-dentelle de type r.U avec r € |[L*|™.

Démonstration. — Si X est une k-dentelle de type r.U, X est une L-
dentelle de type r.U, donc de type U puisque soit (\;);=1.., une famille de
L™ avec |\;| = r;, Dapplication T; +— A;T; induit un isomorphisme entre
Dy 1 et Dy, et Vaction de Gal(L/k) sur X, est triviale sur le réseau (cf.
remarque 3.19).

Réciproquement. On désigne par (T1,...,T;,) un systéme de fonctions
coordonnées sur X, induisant un isomorphisme vers Dy 1. Soit A (resp.
B) l'algebre des fonctions analytiques sur X (resp. X,).

L’isomorphisme X — Dy 1, induit un homéomorphisme stable sous Ga-
lois entre S**(Xr) le squelette analytique de X et ny . Le passage au
quotient sous Galois induit des lors un homéomorphisme entre une partie
de X et ny,r.

Pour tout r € U, nous notons naturellement ||- ||, les semi-normes sur
A et B correspondant & I’évaluation en 7, 1, modulo les deux homéomor-
phismes mentionnés ci-dessus. Nous notons AT et B les réductions graduées
de A et B pour les semi-normes || ||,

Il existe (lemme 3.13) un isomorphisme entre B* et

~ . _
L[Tnlv Te1o-5 T Tr,n}

modulo les identifications de ff avec Ty ; (de degré r;) et de T[l‘" avec T, 1-1

(de degré r;1).

Par hypothese ’action de Galois préserve le réseau de la dentelle, autre-
ment dit, pour tout g € Gal(L/k) et tout ¢ € {1,...,n} la fonction ¢.7;
a pour coefficient dominant oT; avec |a| = 1 (puisque les ¢.T; induisent
un automorphisme). Ainsi, pour tout g € Gal(L/k), tout r € U et tout
ie{l,...,n}

9-Tri = QigTri
ol a;4 € Elx (car, notant m l'ordre de g et « le degré de a; 4 I'identité
9™ (T, = Tr,; implique que o™ =1 d’ott = 1). Les a; 4 ne dépendent
pas de r puisque obtenus par réduction du coefficient du méme mondéme
strictement dominant.

La situation est exactement analogue au cas des polydisques. Pour tout
i € {1,...,n} l'application g — a; 4 est un élément de 7Y (Gal(L/k), LY)
donc, d’apres la version graduée du théoreme 90 de Hilbert (corollaire 1.29),
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il existe A; € L* (il n'y a pas de raison que |\;| = 1) tel que a;4 =
Xi~1(g.\;) pour tout g € Gal(L/k) et tout i € {1,...,n}.
Notons A = (JA1],...,|An|)- Les applications T; + \;T; induisent un

isomorphisme entre Dy et Dy y (d’inverse évidemment induit par T; —
)\i_lﬂ) donc, quitte & remplacer U par A.U, on peut supposer, pour tout
g € Gal(L/k), tout r € U et tout i € {1,...,n} que g.7p; = 7o

Choisissons un d-uplet (I, ...,lq) d’éléments de L* tel que (I, ...,1q)
soit une base de L sur %, comme il ne nous cotite rien de prendre [y = 1
nous le ferons. Les fleches naturelles

AopL=EPAlL —B
et, pour tout r € U,
g L= @A o B

sont des isomorphismes. Le premier vient du lemme 2.13. Le deuxieme du
lemme 2.14 et de la remarque qui le suit.

Pour tout @ € {1,...,n}, on peut donc écrire T; = ijl__d fi;l; avec
fi.j € A pour tout j € {1,...,d}. En passant & la réduction on obtient,
pour tout r € U et tout i € {1,...,n},

Tri = fia" + Z(fi,jr)\lj\*ln'lj
i1

ol Ty, ?Ir et tous les (f;;r)‘l |-1r, (C’est-a-dire la composante de degré
|l;|7*r; de la réduction de f;; dans A‘") sont invariants sous Galois et
(1,13, . ..,13) forme une base de B sur A*. On a égalité des termes Galois
invariants, donc 7y ; = fz‘,l .

Ainsi il existe une famille (f1,..., f,,) de fonctions de A (on a écrit f;
pour f;1) telles que, aprés extension des scalaires, on ait, pour tout i €
{1,...,n}, et tout r € U, :f;r = Ty

Ou encore, pour tout i € {1,...,n}, dans B, f; a pour monéme stric-
tement dominant a;T; avec |a;| = 1 et a; = 1. En particulier, d’apres le
lemme 3.16, les (f;) forment un systéme de fonctions coordonnées sur X,
(qui induit un automorphisme).

Il existe donc une famille de fonctions analytiques (f1,..., f,) dans A
qui induisent un morphisme ¢ : X — Dy tel que ¢r : X — Dy 1, soit un
isomorphisme.

Comme étre un isomorphisme descend par extension quelconque des sca-
laires (voir [6, Theorem 9.2]), ¢ est un isomorphisme. O
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3.3. Exemple de forme non triviale de couronne

Il était nécessaire que I'action de Galois sur le réseau soit trivial ; donnons
une forme modérément ramifiée de couronne (c’est-a-dire une dentelle de
type I ot I est un intervalle non vide de RY) qui n’est pas une couronne
quand ce n’est pas le cas. Prenons comme corps de base k = Q3, comme
extension modérément ramifiée L = Qs]é] et intéressons-nous a la partie de
P(lejn définie par :

an 1
{xe%g .7 < |<T2+1><a:>|}

que I'on note X (voir figure 3.1, le segment 7jp,oc) donné comme repere
ne joue pas de role particulier). L’espace Qs-analytique X n’est pas une
Qs-couronne (la partie fermée ainsi définie aurait deux bouts de type 2 ou
3 et non un) et pourtant, apres extension des scalaires, on peut écrire

lan 1 T+

et remarquer que l'on obtient une Xg,[;-couronne avec f = T+i comme

fonction coordonnée. Notant o la conjugaison complexe, o(f
l'action de Galois sur le réseau de Xq,[; n’est pas triviale.

o0 e}
M+i,3 _
Al
(TR S—) 771< )
M), 3 A,
M-i,d
0 0
Xqs Xas[)

FIGURE 3.1. Forme modérément ramifiée mais non triviale de couronne

BIBLIOGRAPHIE

[1] G. BERHUY, An introduction to Galois cohomology and its applications, LMS Lec-
ture Notes Series, Cambridge University Press, 2010, 318 pages.

TOME 71 (2021), FASCICULE 1



316 Marc CHAPUIS

[2] V. G. BERKOVICH, Spectral Theory and Analytic Geometry Over Non-Archimedean
Fields, American Mathematical Society, 1990.

(3] , « Etale cohomology for non-Archimedean analytic spaces », Publ. Math.,
Inst. Hautes Etud. Sci. 78 (1993), n°1, p. 5-161.

[4] , « Smooth p-adic analytic spaces are locally contractible », Invent. Math.
137 (1999), n° 1, p. 1-84.

(5] , « Smooth p-adic analytic spaces are locally contractible. II », in Geometric

aspects of Dwork theory I, Walter de Gruyter, 2004, p. 293-370.
[6] B. CONRAD & M. TEMKIN, « Descent for non-archimedean analytic spaces », http:
//math.stanford.edu/~conrad/papers/descentnew.pdf.

[7] A. DUCROS, « La structure des courbes analytiques », http://webusers.imj-prg.
fr/~antoine.ducros/livre.html.

8] , « Espaces de Berkovich, polytopes, squelettes et théorie des modéles »,
Confluentes Math. 4 (2012), n° 04, article no. 1250007 (57 pages), erratum in ibid.
5 (2013), n°2, p. 43-44.

[9] —, « Toute forme modérément ramifiée d’un polydisque ouvert est triviale »,
Math. Z. 273 (2013), n° 1-2, p. 331-353.

[10] L. FaNTINI & D. TURCHETTI, « Galois descent of semi-affinoid spaces », Math. Z.
290 (2018), n° 3-4, p. 1085-1114.

[11] T. KAMBAYASHI, « On the absence of nontrivial separable forms of the affine plane »,
J. Algebra 35 (1975), n° 1-3, p. 449-456.

[12] H. KRrRAFT, « Challenging problems on affine m-space », in Séminaire Bourbaki.
Volume 1994/95, Astérisque, vol. 37, Société Mathématique de France, 1994-1995,
p- 295-317.

[13] T. ScHMIDT, « Forms of an affinoid disc and ramification », Ann. Inst. Fourier 65
(2015), n° 3, p. 1301-1347.

[14] M. TEMKIN, « On local properties of non-Archimedean analytic spaces II », Isr. J.
Math. 140 (2004), n° 1, p. 1-27.

Manuscrit regu le 10 avril 2017,
révisé le 19 septembre 2017,
accepté le 7 novembre 2017.

Marc CHAPUIS

Université Paris 6

4 place Jussieu

BC 247

75252 Paris Cedex 05 (France)

marc.chapuis@Qimj-prg.fr

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER


http://math.stanford.edu/~conrad/papers/descentnew.pdf
http://math.stanford.edu/~conrad/papers/descentnew.pdf
http://webusers.imj-prg.fr/~antoine.ducros/livre.html
http://webusers.imj-prg.fr/~antoine.ducros/livre.html
mailto:marc.chapuis@imj-prg.fr

	Introduction
	Remerciements

	1. Algèbre linéaire homogène et Hilbert 90
	1.1. Espaces vectoriels homogènes
	1.2. Matrices homogènes
	1.3. Variantes de deux résultats classiques
	1.4. Hilbert 90 gradués

	2. Formes de polydisques fermés
	2.1. Deux lemmes d'extension des scalaires
	2.2. Résultat

	3. Formes de dentelles
	3.1. Monôme strictement dominant et système de fonctions coordonnées
	3.2. Résultat
	3.3. Exemple de forme non triviale de couronne

	Références

