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LES FONCTIONS SURHARMONIQUES
ASSOCIÉES A UN OPÉRATEUR ELLIPTIQUE

DU SECOND ORDRE A COEFFICIENTS DISCONTINUS

par Rosé-Marie et Michel HERVÉ

Le point de départ de cet article est un important travail de
G. Stampacchia [14], où l'auteur étend aux opérateurs elliptiques
du 2®"^ ordre, à coefficients discontinus.

^--^(S^^-HS^-), 0)

des résultats connus pour les opérateurs elliptiques de la forme

Llt=~l1^(Ita"^)' (2)

en particulier le caractère hôlderien des solutions et une propriété
du type de Harnack pour les solutions locales > 0.

Mais une différence essentielle entre ces deux types d'opérateurs
est que la forme bilinéaire a ( u , v ) associée à l'opérateur (1) n'est
pas en général coercive, sauf si les normes des coefficients b^ d, et
c dans leurs espaces respectifs sont assez petites, ce qui est vérifié
en particulier dans un ouvert assez petit.

Il en résulte l'existence et l'unicité de la solution du problème
de Dirichlet, au sens variationnel, dans les ouverts assez petits,
l'extension à un ouvert quelconque, du moins pour l'unicité, exigeant

» v »

l'hypothèse supplémentaire c — Y ——L > Cn > 0.
i 3 ,̂

Le premier objectif de cet article est de remplacer cette hypo-
» v »

thèse par c — ̂  —— > 0 (qui entraîne en particulier que les cons-
i ÔX{

tantes > 0 sont sursolutions), et l'hypothèse analogue pour l'opérateur
^ 3é.adjoint c — ^ ——L > 0. On y parvient par des méthodes de théorie

i ox,



306 ROSE-MARIE ET MICHEL HERVE

du potentiel, qui sont applicables dès qu'on a montré que les solu-
tions locales de Lu = 0 forment un système de fonctions harmo-
niques satisfaisant à l'axiomatique de M. Brelot (théorème 1), les surso-
lutions locales coïncidant avec les fonctions surharmoniques E W^2

(théorème 2).

Le principe du maximum que l'on démontre ici, et d'où résulte
l'unicité du problème de Dirichlet, est le suivant :

Toute fonction sousharmonique dans Î2, majorée au voisinage
de la frontière par une fonction G W^'2 (S2) (adhérence de û)(î2) dans
l'espace de Sobolev W^2^)), est < 0 dans Sî (théorème 4).

Il étend un principe du maximum satisfait par les fonctions
sousharmoniques relatives à l'opérateur (2) ([9] et [10]) ; sa démons-
tration ne repose plus sur la coercivité de a(u, v), mais sur les pro-
priétés "fines" des fonctions de Beppo-Levi quasi-continues [7] et
sur le principe du maximum "fin", valable pour les fonctions sous-
harmoniques bornées supérieurement, de M. Brelot ([1] et [3]).

On résout alors le problème de Dirichlet au sens variationnel
dans un ouvert S2 quelconque pour une donnée E W^2^), S2 ouvert
D Î2, et l'on montre que la solution ainsi obtenue coïncide avec la
solution au sens de Perron-Wiener-Brelot (théorème 5).

Ce résultat permet de montrer que la balayée sur un compact
d'une fonction surharmonique > 0 appartenant à W^2 est dans
W^2, et plus généralement, qu'une fonction v surharmonique > 0,
majorée p.p. par une fonction <p E W1'2 (resp. W^), est elle-même dans
W^2 (resp W^2), et lb(lwi.2 < C^ 11^11^1,2 (théorèmes 6,7 et 8).

o o
Enfin, on caractérise les potentiels U^ E W^'2 : ce sont les

potentiels d'énergie finie et, pour toute <p G W^'2 ,

û(U^ , ̂ )=f^pd^ ,

où <p est un représentant quasi-continu de la classe </?, égal à ^ p.p.
En particulier a(V^ ,U^) =/ U^ ̂  (théorème 9).

Tous ces raisonnements utilisent abondamment des notions
introduites par G. Stampacchia (solution faible de Lu = fi s'annulant
à la frontière d'un ouvert assez régulier, fonction de Green, capacité,
notions qui sont d'ailleurs reprises et généralisées), et des méthodes
propres aux équations aux dérivées partielles dues au même auteur
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(par exemple dans la construction d'une fonction harmonique > 0
et bornée au voisinage de chaque point). Mais ils sont surtout inspirés
de la théorie du potentiel et permettent d'améliorer d'autres résultats
de [14], en particulier : les points L-réguliers d'un ouvert quelconque
ne dépendent pas de l'opérateur L, ainsi que les ensembles L-polaires
et L-effilés (théorème 3).

Notons enfin qu'on raisonne uniquement sur les espaces de
Sobelev W1'2, et surtout W^ç et Wj'2 ; ces espaces semblent être
le cadre approprié à notre étude, bien qu'ils présentent l'inconvénient
suivant : W}^2 ne contient pas toutes les fonctions surhamoniques,
alors que toute fonction surharmonique est une sursolution appartenant

à W}^, P < ———— / mais la réciproque est fausse puisque, d'après
un exemple de J. Serrin (Ann. di Pisa, 1964), même pour une équation

de la forme (2), une solution appartenant à W^, p <——— , n'est pas,
m — î

en général, presque partout égale à une fonction harmonique.

Notations.

S2 est un ouvert connexe borné de R^, m > 3.
W1^^) est l'espace des fonctions /E L^SÎ), p > 1, telles que

-\ f
—— G ifÇSî), i = 1,2, . . . m, muni de la norme
ôx,

ll^^.)="/W)+"g^ad/"L-(.)

W^(Î2) est l'adhérence, dans W1^^), de d)(Sî) ; pour les fonctions
/E W^(Î2), la norme de W^iï) est équivalente à Hgrad f\\ ,

L (Î2)

notée H/ll , . Si p < m et , = - - - ,/e W^(Î2) entraîne
w^cn) p* p m

/G I/Ç^et/e W^P (Î2) entraîne/GLf^ (Î2)

W-^iî) est le dual de W^n), p > 1 , — + — = 1 ;il est for-
P P9

m 9/-me des distributions sur S2 de la forme T =^ ——, avec /,. € L (S2),
1=1 ôx, ^

où les /,. peuvent être choisis de norme dans if (î2) inférieure à
celle de T dans W"1'^^). W^(Î2) est réflexif.
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On considère l'opérateur

^-H^^"^^"-).
et son adjoint

"-"^(S^-H?^);
on fait les hypothèses suivantes :

a^ sont des fonctions à valeurs réelles, mesurables et |a,.0c)| < M
dans î2 ; IJ

les opérateurs L et L* sont uniformément elliptiques, c'est-à-dire
qu'il existe % > 0 tel que

cê S €i < S a^x) ̂  ̂  Vx G S2 et ç, G R ;

&,(x) et d,(x) E I/(Î2), c(x) G L'72^), avec r > m, et les dis-

tributions c - IL—— et c - ̂  —L sont > 0 dans Sî(1)
i OXf i QXf

On pose

"«(",^4s(s^.^.(s»,^»)^,
•\ f

si T = '~ ^"^ avec /i- e L2 (î2). une solution (resp. une solution
(' OX^

locale) de Lu = T dans Î2 est une fonction(2) u E W112^) (resp
W^(Î2)) telle que

^nO^^/ Z/ ; -—^^,V^e6D(î2) ;
î2 i ÔXf

une sous-solution (resp. une sous-solution locale) dans S2 pour l'opé-
rateur L est une fonction(2) ^W^^n) (resp. W^^ft)) telle
que

(1) Pour certaines questions, il suffît de supposer b, et d, E L""^), c G I/"72^),
les deux distributions d-dessus étant de signe quelconque (cf. [14]).

(2) En fait, une classe de fonctions 2 à 2 égales p.p.
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a^(u, < )̂ < 0 , V<^ > 0, G ®(S2) .

Rappel de quelques résultats dus à G. Stampacchia [14]

1 ) La forme a^ (u, v) est bilinéaire continue sur

W^(î2)xW^(n)

(lemme 1.5). De plus, si u G W1 *2 (Î2) H L2 * (Î2), en particulier si
M G W1' (S2), où îS est un ouvert D Î2, v 1——> Û^(M , v) est une
forme linéaire continue, notée Lu, sur W^'2^) (corollaire du lemme
1.5) ;si ^GW 1 1 2^) on a

|ajM,iQ|<fc \\u\\ ^ |M|
W1 '2^) W^2^)

pour tout ouvert a? C Î2, avec k indépendant de u, v , co, mais non
de S2.

2) On dira qu'un ouvert a; C Î2 est L-adapté, ou que la forme
a^(u,v) est W^Cc^-coercive, s'il existe une constante (dite de
coercivité) 7 > 0 telle que

a^(u , u)>j\\u II2 ̂  VM e W^'2^) ,WQ* (a;)

ou \/u G CD(o;) ; alors cette propriété subsiste, avec la même const. 7,
si l'on remplace a; par n'importe quel ouvert a/ C a?.

Si les normes des 6, et d, dans L^CCJ), de c dans I/"72^),
sont assez petites, en particulier si la mesure de l'ouvert a? C Î2 est
assez petite, la forme a^(u,v) est W^Co?) - coercive (théorème
3.1). D'autre part, étant donné Î2 quelconque, il existe un nombre X
tel que, pour chaque X > X, la forme a^(u , v) + \(u , v) . est

i 2 L-CÎÎ)
WQ' (Î2)-coercive (théorème 3.2).

3) Si ^ et v sont deux sous-solutions dans S2, sup(M , y) aussi
(théorème 3.5).

4) Soit a ; C Î 2 , X G R e t T = S-^G W"^2^). D'une part,
i Sx,

l'équation Lu + ÀM = T a une solution unique u G W^'^a?) dans
tous les cas où la forme a^(u, v) + \(u, v)^, est coercive (cf. le
rappel 2 ci-dessus), et alors
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\\u\\ 1 2 ^imi ,, ,w;'2^) 7 w-1'2^)

où 7 est la constante de coercivité (théorème 3.3). D'autre part,
plus généralement, quels que soient a? et À, l'équation Lu 4- ÀM = T
admet une solution unique GW^' 2^) si et seulement si l'équation
Lu 4- \u = 0 admet 0 comme seule solution E W^^co) (théorème
3.4) : l'opérateur L + À est alors un isomorphisme de W^'^a?)
sur W ' (a;). Dans le cas particulier de la coercivité, l'opérateur
inverse est de norme < 1/7, et cette propriété subsiste si l'on remplace
a; par n'importe quel ouvert <jô' C co.

Etant donné g G W112^) H L2*^), U ^ W"''2^) ; par suite,
si L 4- À est un isomorphisme de W^2^) sur W^^o?), il existe
une solution unique u E W112^) de Lu 4- \u = T telle que

^-^W 1 1 2 ^)'o
<jj(théorème 3.3). On désignera par L_^ la solution de Lu = 0 dans œ telle

queL^-^GW^' 2 ^) .

5) Une solution locale dans Sî de l'équation

i.»£^,
, 3jc,

où les /;. G Lf^(S2) avec p > m, peut être choisie (dans sa classe)
hôlderienne sur toute partie compacte de Î2 : il existe des constantes
k > 0, RQ > 0, À > 0 et < 1, telles que, pour 0 < 2p < R < R^
et R < dist (x , ÔS2), on ait

^(x,?)^^) ^———IMI 2 +Sll/;ll,, \ ,
^R7 [R / L ^ [ ( 3 ( x , R ) ] i l LP[(3(x,R)^

où j3(x , R) est la boule ouverte de centre x, rayon R, et

o;(x , p) = sup u — inf u
P(x,p) (S(x,p)

(théorème 7.2). On choisira en particulier L^ continue.
Si SI est assez régulier, en particulier si S2 est une boule, toute

^ f
solution G W^'^îî) de LM = S—1-, où lest. G ^(K) avec p > m,

i OXi
peut être choisie hôlderienne dans Î2 lui-même (théorème 7.3).
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6) Etant donné un compact K C i2 connexe, il existe une
constante C(K) > 0 telle que pour toute solution locale continue
u > 0 de Lu = 0 dans i2 :

sup u < C(K) mfu ;
K je

C(K) ne dépend que de Î2, K, v, M et de majorants de

W\ , .KIL et lldl^/2^
I/(f2) * 1/02) L ^)

(théorème 8.1).

7) Toute solution u e W^'2^) de l'équation Lu = T dans Î2,
où TGW" 1 ^^) avec p > w, est essentiellement bornée dans Î2.
Plus précisément, il existe deux constantes k et N > 0, valables
pour tous les ouverts co C Î2, telles que

1-1
\u(x)\<k\\T\\ (mes^ p + N[|M| , 4- ||T|| _ ]

W lfp(^î) L (H) W -(îî)

pour presque tout x G Î2, et la constante N est nulle si la forme
asî(u » p) es^ WQ' (Î2)-coercive (théorème 4.2). Plus généralement,
puisque ||T|| _. , < C(i2) ||T|| _ , , on a

w ' (n) w "^(n)

|^(x)|<Â;(î2) H T I I . . p.p. dans Sî
w"1^^)

chaque fois que L est un isomorphisme de W^' (Î2) sur W~1 ' (Î2).

1. Un principe du maximum pour les sous-solutions
dans un ouvert L-adapté.

LEMME 1(3). — Soit G} un ouvert L-adapté (c'est-à-dire tel que
la forme a^(u, v) soit W^'^ù^coercive), u une sous-solution dans co
^^GW^ 2 ^) .

a) Si u est majorée par ^ p.p. au voisinage de QG} (c'est-à-dire
sur eu — un compact de a;), alors u <s 0 p.p. dans a?.

(3) Ce lemme sera finalement étendu aux sous-solutions locales dans un ouvert
quelconque (théorème 4).
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b) Si u est majorée par <p 4- k p.p. au voisinage de 3cj, où k est
une constante > 0, alors u < k p.p. dans ù;.

a) u < <p p.p. au voisinage de 3o; entraîne ^+ < ̂  p.p. au voi-
sinage de ôo? ; ^GW^' 2 ^) donc u^ aussi (cf. par exemple les
lemmes 2 et 3 de [9]). D'autre part, u^ est une sous-solution dans
o> (rappel 3) ; donc a^ , ^+) < 0, Hgrad u+\\ ^ = 0, u+= une

L2^)
constante p.p. dans chaque composante connexe de co, et cette
constante est nulle car ^GW^' 2^) .

b) Grâce à l'hypothèse c - ̂  —L > 0, toute constante > 0 est
i 3x,

sursolution, d'où le résultat.

Remarque. — Le même raisonnement montre que, dans S2 quel-
conque, si X est assez grand pour que la forme a^(u, v) + \(u, v)o
soit W^^-coercive, toute sous-solution pour l'opérateur L + X
dans Î2, majorée p.p. au voisinage de 3Î2 par une fonction E W^'2^),
est <0 p.p. dans Sî.

Conséquences du lemme 1 :

1) PROPOSITION 1. - Soit cô un ouvert L-adapté et u une sous-
solution locale dans a?.

a) Si lim sup ess u(x) < 0, V^ G ôo?, alors u < 0 p.p. dans co.
x e a?
;v->^

b) &' lim sup ess u(x) < k, \/y E ôo). A: > 0, ûto^ M < k p.p.
je e <jj
x-^y

dans a?.

a) Pour chaque e > 0, il existe un voisinage V de ôo? tel que
u < e p.p. dans V 0 ce ; le lemme 1 appliqué dans un ouvert a?' tel
que a;' C a? et V soit voisinage de 3o/, donne u < £ p.p. dans a?'
donc dans û;.

b) cf. le lemme 1, b).

2) Si œ est un ouvert L-adapté, et si

g G W^2^) H L2'^), g < 0 p.p. dans û;,

alors L^ est < 0 dans ce.
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1.2 .En effet, L = g + ^ < ^ p.p. dans co, où <p G WQ' (co).

2. Vérification de l'axiomatique de M. Brelot.

On commence par montrer deux résultats préliminaires.

1) Majoration locale de la norme dans L2 du gradient d'une
sous-solution locale u positive en fonction de la norme de u dans L .

PROPOSITION 2. - II existe une constante C > 0 dépendant de
v, M et de majorants de \\ b. \\ , \\d. \\ , || c || , telle que,

L'W L (Sî) L 1 (Sî)

pour toute solution locale dans Î2 (resp. toute sous-solution locale
> 0 p.p. dans Î2), soit u, et tout compact K C Î2 :

/ | grad u |2 dx < — / u2 dx ,
^K o2 \

où a est un nombre > 0, < 1 et < la distance de K à 3Î2, et Ky
l'ensemble des points dont la distance à K est < a.

On suppose d'abord que K est une réunion finie de boules B, ;
alors Kff est une réunion de boules (B,)^.

Soit
F l sur K

a(x) = <[ 1 - - dist(x , K) sur K^ - K

0 sur Sî - Ky

a2 M est une fonction E W112^), > 0 avec u et à support compact
dans S2, donc û^O^a^^O, d'où l'on déduit (cf. démonstration
du lemme 5.2 de [14]) :

[ a2 | grad u |2 dx < C^ f (a2 + | grad a |2) u2 dx ,
•^ »'o"n 'n

où Ci possède la propriété de l'énoncé. Enfin, tenant compte de

| grad a | < — :
a

{ \ grad u\2 dx<C.(\ +-lr)f u2 dx <-^f u2 dx .
"K 1 v a2 ^Kff a2 ̂
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Si K est quelconque, il existe, pour chaque n G N, un nombre

fini de boules B,, de rayon < -, couvrant K et centrées sur K ;

/ Igrad u |2 dx < [ |grad u |2 dx < -c- f u2 dx <
K JUB< ^ -UCB,)^

^•Li"^-
n

d'où la relation cherchée en faisant tendre n vers 4- oo.

2) Construction d'une solution > 0 et bornée de Lu = 0 au
voisinage d'un point.

PROPOSITION 3. - Chaque point XQ G Î2 possède un voisinage
où il existe une solution h (qu'on peut choisir continue) de Lu = 0
0<h<î.

Soit A un disque de centre x^, assez petit pour que a^(u, v)
soit W(/ (A)-coercive, avec la constante 7. On va montrer que, si la
mesure de a; C A est assez petite, la solution u G W^Cu) de

L.=Ll=c-l:-^
i ôx,

est en valeur absolue < 1, de sorte que 1 - u est une solution de
Lu = 0, à valeurs G] 0,2 [.

En s'inspirant d'un raisonnement dû à Stampacchia ([14], théo-
rème 4.1), on considère, pour k > 0, la fonction

^ = — (\u\ - kf ; y e w ^ ' 2 ^ ) ,

donc a^(u. v) = a^(\ , v), c'est-à-dire

F /y 9u ôv ^ Bu ^ Qv \/'^Latlî^^^bi^^

'•i.^^'Ç'11^'"- m

Au 1er membre, on peut remplacer

9u 9v
—— par -—, car
9Xf QXf
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9u Qv __ 3 v
ôx, ~ 9 x , ^ ̂ "a^0 ;

d'autre part

. V , ôv . ^ 9v
cuv -r ^ Œ, M —— = cv2- + ̂  rf,y —— 4- (u - v)

i ÔX^ i oXj

[(-?<)-(—s <)],
., _. , a^ Qv~

u-v^k ==>ï^ = — — = o , u-v^-k=>v~=——= 0,
3x, ôx,

donc

^«-.[(c^s,^)-(.-.s^)]..
= fe< ,_^^ . + > + ^ < C - 1 : M,,-»0.

i 3x, i 8x,

De (1) on tire donc

2 /l / V ^v \7 II grad y || < a^(y , v) < J (,cr 4- Z, rf. — j dx
L2^) ^(fc) v , Qx/

< ^ 1 1 c|| ,^ + ||û?|| , îl lgradri l , ,
( L2 [A(fc)] L ' t A ^ ) ] ^ L'^)

où S est la constante de Sobolev,

d2 = ̂  ^2 , A(Â;) = {x G œ : |M(X)| > fe} ,
!•

_L- 1 1 ±-1 ±
2*"^ "m et 2* l ~2 + m

puis

1 1 ^ 1 1 2 » ^S H g r a d r i l , <-s- ||c|| „, + s ||d|| ,
L2 (^) Lz(a;) 7 1/ [A(fc)] 7 L / |A(A:)1

2 _1- _ ^ 1 1

< s II c|| ., [mes A(fc)]2^ r + s ||rf[| , [mes A(k)f r

7 ^' (^} 7 L'(ù;)
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Pour h > k > 0 :

(h - k) [mes A(A)r < / (\u\ - k)2' dx\^ = \\v\\ ^
L AW J L2 (w) î

donc

„ ^^"^A^)"! / S \ 2 * r 2(^--1)"'-^ [-nd^-j^) i/" ,̂ <-'•') "• ' +
+MI, toe^r-^'TmeiAw1'"(i4)

L (a;) J [_ mes cj J

, - mesA(fc) 1 1 1 2parce que ^p(k) = ———-— <1 et - - - < — — - z .
mes G; 2 r 2*' r

On se reporte alors au lemme 4.1 de [14], avec a= 2*, k =0 ,

^-a-^-N-x. -(^-K^
2 w

2(^-? l-ll2»
(mes û;) w r + ||ûf|| ^ (mes a;)7" r \

L^U}) J

-̂ - JL
ce lemme donne sup ess \u \ < 2^~1 C2", et les exposants de mes GJ
sont > 0. ^

Remarque. - Dans les hypothèses, d, e ï^ et c G I/"72 ne
suffisent pas, bien que donnant des calculs beaucoup plus simples,
parce que r = m entraîne j3 = 1.

COROLLAIRE. - Les solutions locales continues de Lu = 0, > 0
ûfaw5 Î2 connexe, sont soit > 0, soit = 0 dû^ Î2.

En raisonnant par l'absurde, on suppose que l'ensemble fermé F
des points E Î2 où u = 0 est non vide, ainsi que Î2 - F ; soit x^ un
point G F adhérent à Sî - F et a; un voisinage ouvert connexe de x
assez petit pour qu'il existe dans a; une solution continue h de
Lu = 0, 0 < A < 2. Si K est un voisinage compact de jc^, contenu
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dans a?, l'inégalité de Hamack (rappel 6) appliquée à u + eh, e > 0,
donne sup (u + e/0 < C(K). 2e ; comme ^ est > 0 sur une partie

K
non vide de K, sup u = M(K) > 0, d'où M(K) < C(K). 2e Ve> 0

K
et la contradiction.

THEOREME 1. — Les solutions locales continues de Lu = 0 for-
ment un système de fonctions harmoniques dans Sî satisfaisant à
l'axiomatique de M. Brelot.

Un système de fonctions harmoniques dans i2 est la donnée,
sur chaque ouvert a? C S2, d'un espace vectoriel de fonctions réelles
continues sur a?, satisfaisant à trois axiomes : l'axiome 1 est un
axiome de faisceau ; l'axiome 2 est l'existence d'une base des ouverts
formée de domaines réguliers ; l'axiome 3 (équivalent à 3') est un
axiome de compacité.

Vérification de l'axiome 2 : soit j3 C {S C Î2 une boule assez
petite pour que aAu, v) soit W^QS^coercive, et / une fonction
continue sur QfS ; montrons que / est prolongeable de façon unique
en une solution locale dans j3, continue dans fS, soit EL.. L'unicité
résulte de la proposition 1.

Existence de_ce prolongement : si / est la trace sur QfS d'une
fonction F G C°(j8) H W1 ̂ (R^ avec p > m, il existe une solution
unique u = H^ de Lu = 0 dans ^ telle que u — F e W^dS) (rap-
pel 4), et on peut choisir u — F hôldérienne dans j3 (rappel 5) car

^T7

^ b.——+ cF, donc aussi LF, GW"1^^) avec q > m, d'après
i OX^

la propriété classique que toute fonction E L^2 (fi) appartient aussi
à W^^^) (cf. par exemple Stampacchia, Ann. di Pisa, 1958,
remarque sur la proposition 5.1).

Dans le cas général, on approche /, uniformément sur 3j3,
par des fonctions F^ G C°(f5) H W^^R^ avec p > m, par exemple
des polynômes sur R'". Les solutions H^. convergent uniformément
dans j3 (proposition 1) vers une fonction u, dont le prolongement
par / est continu sur j3 ; la proposition 2 entraîne que cette limite
a lieu dans W^(j3), et par suite u est solution locale dans j3.

Enfin, si / est > 0, la proposition 1 entraîne EL > 0 dans |3.
Vérification de l'axiome 3' :
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Les solutions locales continues > 0 dans un ouvert connexe ô
sont soit > 0, soit = 0 (corollaire de la proposition 3).

Pour vérifier que les solutions locales continues u > 0 dans 5,
égales à 1 en un point XQ, sont également continues en x^, on utilise
la continuité hôldérienne des solutions locales (rappel 5) :

\u(x)- \\<——JT\\U\\ , bc——^ pour ^ - X o K ^ ,
R i/t^o.R)] R" " 2

et l'inégalité de Harnack (rappel 6) :

d'où

sup u < C inf u,
f3(xQ,R) (S(XQ^R)

\\u\\ , «^[mes^o.R)]172.
I/ t^Oc^R)]

3. Les potentiels dans Î2.

1) Existence de potentiels continus > 0 dans Î2.
On remarque d'abord que toute sous-solution locale continue

u dans un ouvert quelconque cj C Sî est sous-harmonique, car dans
toute boule assez petite j3 C j3 C co, u — H^, qui a une limite nulle
en tout point y G 3j8, est < 0 (proposition 1) ; par suite, toute
constante > 0 est surharmonique dans Î2, et, si les constantes ne

sont pas harmoniques, c'est-à-dire si c — Y —L =^ 0 dans î2, on est
i SX,

assuré de l'existence d'un potentiel (4) continu > 0 dans S2.

Pour montrer qu'il en existe même si c — ^ —l- = 0 dans
i SXf

Î2, on considère la solution u de Lu + XM = 0 dans Î2, telle que

u- 1 EW^2^) :

si À > 0 est assez grand pour que a^(u , v) 4- X(^ , v)^ soit coercive,

(4) Un potentiel est une fonction surharmonique > 0 dont la p.g.mJi. est 0.
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u existe, est continue dans Î2 et n'est pas constante ; u est > 0
dans S2 car elle est minorée par une fonction G W^^îî) (remarque
qui suit le lemme 1), et par suite c'est une sous-solution pour
l'opérateur L ; enfin, u — \ est une sous-solution pour l'opé-

1 '2.rateur L -h À, G W^/ (Î2) donc < 0 dans Î2. Alors 1 — u est une
fonction surharmonique continue dans î2, > 0 et non constante,
d'où l'existence d'un potentiel continu > 0 dans î2.

2) Proportionnalité des potentiels de support ponctuel donné
dans Î2. On sait déjà qu'il existe des potentiels de support ponctuel,
ainsi que des fonctions harmoniques > 0 dans Î2 ([8] théorème
16.1).

LEMME 2. — Pour toute solution locale continue u > 0 dans
D

fS(y , R) — {y} et tout nombre p tel que 0 < p < — » on a

sup u < C inf u ,
3<3(y,p) 9(3(y,p)

où C est une constante > 0 indépendante de p , R et du point y
pourvu que P(y , R) C Î2.

/ R \
La fonction yQc) = ^(^ 4- px), définie sur |3(o, - )-{0}, estv P /

solution locale de l'équation

-I ̂ -(Z a^y + px) -91-00 4- pd.(y + px)^(x))+
/ ôx^ v ( / dx, ' '

+ 1. P&,(^ + PX) -Mx) + p^^ + px) v(x) = 0 .
i ÔXf

Les normes des coefficients de cette équation dans j3(0,2) sont bor-
nées indépendamment de p, R et y car

i -^
\\pb,(y+ px)\\ , <p r ||6,|| ,

L'(^(0,2)) L'(^(3/ ,R))

||pûf,(^+px)|| , <p 'IK.II,
/ ^(^(0,2)) / L^^^.R))

2 (l - m)
| |p2c(^-+-px)|| <p r H c||

L^dSCO^)) ^"(^(^.R))
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On a donc (rappel 6)

sup v < C inf v , soit sup u < C inf u ,
3<3(o,i) 9^(0,1) 9^(y.p) 9^(y,p)

où la constante C ne dépend pas de p,R et y.

PROPOSITION 4. — Les potentiels dans Sî, de support ponctuel don-
né y , sont proportionnels, et toute fonction harmonique > 0 sur SI —{y\
majorée hors d'un voisinage compact de y par un potentiel dans Î2,
se prolonge en un potentiel de support y.

Considérons l'ensemble convexe A formé des fonctions harmo-
niques > 0 sur Î2 — {y}, égales à 1 en un point donné XQ E Î2 — {y}
et majorées sur Ça; par des potentiels dans S2, pour un (ou tout)
ouvert a? 3 y et relativement compact dans î2. Pour voir que A est
compact pour la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact C Sî — {y}, il suffit de montrer que h limite uniforme
de la suite (h^) C A sur tout compact C S2 — {y} entraîne h majoré
sur C^ par un potentiel dans î2 : il existe en effet un potentiel P
dans î2 tel que P > h^ V/î sur 3o?, d'où (principe du minimum
dans Î2 — a?) P > h^ \fn sur C<^ et P > A sur C^-

Cette compacité étant établie, d'après le théorème de Krein
et Milman, A sera réduit à une fonction si A n'a qu'une fonction
extrémale : soient donc h et h' extrémales distinctes dans A. S'il
existait a > 0 tel que h > ah9 sur un voisinage de y diminué de y ,
le même principe du minimum étendrait l'inégalité h > ah' à Î2 — {y\

d'où ———— E A et h non extrémale.
1 - a

Je dis maintenant que inf h = o ( sup h ' ) quand r——> 0 :
9ft (y, r) 9^(y.r)

s'il n'en était pas ainsi, il existerait a > 0 et une suite r^ ——> 0,
strictement décroissante, telle que inf h > a sup h ' , ̂ tn ; d'après

9fî(y^) 9(3(y,r^
le principe classique du minimum appliqué dans chaque couronne
P(^' rn) ~ <3^» ^+1)' on aurait h> a h ' sur P ( y , ̂ ) - {y}, ce qui
est impossible.

Le lemme 2 prouve alors que l'on a même

sup h = o ( inf h9}
3^0/,r) ^(y.r^ '
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quand r——> 0, en particulier h < h9 sur 3j3(^, r) pour r assez
petit, d'où la même contradiction.

Ainsi A est réduit à une fonction h^ qui se prolonge en un
potentiel de support y.

4. Un principe du maximum pour les sous-solutions locales
dans un ouvert L-adapté.

LEMME 3. - Soit Cx; un ouvert L'adapté (c'est-à-dire tel que
la forme a^(u , v) soit W^2 (co)-œercm?), et /E W^S) où S est
un ouvert D o3.

a) Pour tout ouvert G/ C co, la solution continue L^ de
Lu = 0 dûAî5 a;' telle que L^' - /G W^(<A .sato/û^ a

I I L ^ ' H ^ <fc | l / l l i , ,•' w1'2^') w1'2^)

où fc AÎ^ dépend pas de a/ wf d^ /.
b) Pour toute suite croissante d'ouverts <*;„ dont la réunion

, .. ^ fL^" dans a?., - .^r co, to ^^^ / =-< / " converge faiblement—n \^f dans cxj - a?^
dans W * (co) vers L^ et uniformément sur tout compact C cj.

a) D'après le rappel 4, il existe une constante C, indépendante
de a)', majorant la norme de L~1 comme opérateur de W^^o/)
sur W^Co/) ; d étant le diamètre de a;, on a donc,v u G W^^o/),
les inégalités

1 1 ^ 1 1 2 . <^11 1 2 et 1 1 ^ 1 1 ^ <C||L^|| ^
I/(a/) W^2 ((*;') W^2^') W-1 '2^^)

=C. sup '^ (M>y) l

-w^^)"^'^^-

Si u = L^ - /, on a Û^(M , y) = — fl^(/, v), de valeur absolue

< ^ 1 1 / 1 1 1 2 IMI 1 2W ) (û) WQ' (a/)

où Â:o ne dépend pas de ou' (Rappel 1). Ainsi
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HL^-yii ,, <co +d)fco H/H ^ ,
7 W1 '2^') W^^)

d'où le résultat avec k = C(l + d) k^ 4- 1.
b)/^ GW1 '2^) (car toute fonction GW^CG/), prolongée

par 0 dans'c*; - a/, EW^2 (<^)), et

11/cJI 1 2 <(Â ; + 1) 11^11 1 2"•'^ W1'2^) W1 '2^)

On peut donc extraire une suite partielle f^ , faiblement conver-
1 2gente dans W * (a?) ; la limite faible est solution de Lu == 0 dans œ,

car tout compact C co est C o)y,' pour n9 assez grand, et

f^-f^^o2^)

est valable à la limite car W^'^o?) est fortement, donc aussi faible-
ment, fermé dans W^^o;). Donc toute la suite f., converge faible-

"n
ment dans W ' (a?) vers L^.

1 2 2L'application identique de Wg' (a?) dans L (a;) étant complè-
tement continue, f, converge fortement dans L2^) vers L^, et de

Mla suite f,, on peut extraire une suite partielle f . tendant vers
^•n n'

L^ p.p. dans eu. Pour montrer que cette convergence est uniforme
sur tout compact C a;, on peut supposer f> 0 p.p. dans S, d'où
f^ ^ > 0 p.p. dans cj, et alors (axiome 3') une nouvelle suite par-
tielle converge, uniformément sur tout compact C co, vers une
fonction harmonique égale à L^ p.p., donc partout, dans (jù.

PROPOSITION 5. - Soit <jù un ouvert L-adapté. Si u est une
sous-solution locale dans cj, majorée p.p. au voisinage de Qc^ par
une fonction ^ G W^'2^), u est < 0 p.p. dans a?.

On applique le lemme précédent en prenant / = ^ prolongée
par 0 hors de co, et cOy, relativement compact dans a; : la suite

{T ^M A

<p = ^ " tend vers 0 en tout point G co.
" {? dans a; — o^

Pour n assez grand, on a u < <p p.p. sur a? — 0)^ et au voisi-
nage de ôc^, donc u — L ", majoré p.p. au voisinage de 3o^ par
^ _ ]^^ ̂  ^ g p p ^^g ̂  (lemme 1). D'où ^ <^ p.p. dans
a?, et à la limite u < 0 p.p. dans co.



FONCTIONS SURHARMONÏQUES 323

COROLLAIRE. — Une fonction surharmonique > 0 dans un ouverti ^
a? L-adapté, € WQ' (a;), e^ un potentiel dans a?.

Car ses minorantes harmoniques dans a? sont < 0.

Remarque. — Un peu plus loin, on supprimera "> 0" en rap-
prochant le lemme 1 et le théorème 2 ; plus loin encore, on suppri-
mera "L-adapté".

5. La solution faible de Lu = jn dans un ouvert L-adapté.

PROPOSITION 6. — Soit (jù un ouvert L'adapté et ju une mesure
bornée sur co. // existe une classe unique de fonctions u ^ L1 (a?),
appelée "solution faible de Lu = JLI s'annulant sur Qou" telle que

f u ̂  dx = ) ^ rfjn pcw ^/-e ^ £ L°°(a?) ,

où {p est la solution continuer) G W^' (a?) ûte L*(^ = i//. £>î outre,

uç^p^)\/p<-m et \\u\\ . < À ; | | M I I ,
m - 1 ^o (^

où k dépend de L, p , co.
£>î/m u est > 0 p.p. rfâ^ a? ^ ^ e^r > 0.
Pour démontrer l'existence de u, on considère la forme linéaire

^ 1———>J (^û^, définie sur L°°(a?), et continue pour la topologie
de W^^, p' > m, car |^0c)| < k(L , p , a;) || V/1 | , . (rappel 7).

W" 1 ^ (cj)

Comme L^CO?) est dense dans W~ 'p (a?), elle se prolonge en un

élément uC^^), 1 + 1 = 1, et ||^ || < <^||jLi||.
p p w^^)

Si ̂  est > 0 p.p. dans û;, </? est une sursolution pour L*, E W^'2 (a?),

donc est > 0 (lemme 1) ; si p. est > 0, ^ est donc > 0 p.p. dans a?.

(5) L°°(^) C ^~~lfp(c}) \/p > 1, donc la solution C W^'2^) de L*«^ = V/ peut
être choisie continue dans a? (rappel 5), et elle est bornée (rappel 7).
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Calcul de a^(u , v) où u est une solution faible.

LEMME 4. — Soit Cx; un ouvert L-adapté, ^ et ^ des mesures
bornées sur G;, u et u^ les solutions faibles s'annulant sur 9co, de
Lu = p. et Lu^ = ̂ . Si j ^ p d^——> f^pd^ pour toute ^ conti-
nue et bornée dans (jù, et \\ ̂  || < M VAÎ, alors :

a) u^———> u faiblement dans W^^o?) p <——— , donc
m - 1

fortement dans 1^(0;) ; par suite il existe une suite partielle

u^'——> u p.p. dans a?.

b) Si les mesures ^ sont > 0 et les u^ harmoniques dans un
ouvert a?' C a;, alors u^ tend uniformément sur tout compact
C (jù' vers une fonction égale à u p.p. sur a/, de sorte que u peut être
choisie harmonique sur Cx/.

a) D'après la 1^ hypothèse,

<u - ̂ ,, \l^>——> o vy/e L00^) ;
d'après la 2ème hypothèse et l'inégalité de la proposition 6,

II u - u^ H -
W;^)

est majoré. Comme L°°(co) est dense dans W"1^ (a?), on a aussi

<u - ^ , T > — — X ^ V T G W " 1 ^ ' ^ ) .

b) Les fonctions u^ sont > 0 dans c*/ ; b) résulte alors de
l'axiome 3' (même raisonnement qu'au lemme 3, fin de la partie b)).

PROPOSITION 7. — Soit un ouvert ou L-adapté et u la solution
faible s'annulant sur 8co de Lu = ^, où ^ est une mesure bornée
sur où.

a) Pour que u G W^2^), il faut et il suffit que la distribution
fji G W~ ' (û;) ; alors u est aussi la solution G W^'^co) de Lu = ^n,
et a^(u, <^) = J <p d/x, V<p G W^2^) continue et bornée.

h) Pour toute ^, a^(u, ^p) == j ^ p d^, V<pEûD(a?) ; fa cow5-
pondance entre u et IÂ est donc biunivoque.
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^ ^
a) Si A^Z ——, avec /, € L^co), la solution «GW^ ' 2 ^ )

i dXj
^ ^*

de LM = ̂  —— satisfait à Û^(M , <^) = f^p d^, V^ eû)(o;).i ox^

Cette égalité s'étend à toute ^GW^ 2 ^) continue et bornée,
car une telle ^ est limite, dans W^'2 (co) et uniformément sur tout
compact C a?, d'une suite de fonctions

^ EC()(a;), |<pj < 1 + sup |(^| ([11] lemme 1) .

On en déduit

f^n d^——> / {? d^ et û^(^ , ̂ )——> a^(M , < )̂

car M EW^'2^).

Alors, si en outre L*^ E L^o;) :

^ L*^ dx = a^, M) == a^(u ̂ ) = f ^ d^i .

Réciproquement, supposons que la solution faible u E W^'^a?).
;7 l ,2Pour toute (^ G W^' (co), continue et telle que L*<^ G L°°(cx;) :

^(u , (^) = a^ ,u) = f u L*<pdx = f ^ p d ^ i .

Soit maintenant ^ec0(o;) ;

^=-1 ^ ( Z a , ^ + ^ ) + l : d ^ +/ 3xy \ , l/ ôx^ / / f ' 9X{

+c^ew~ l*p(G;),
pour un choix convenable de p > m, car

S r f^+^GL^CW-1 -0 7 2^) .
l 0;̂ .

Soit ^ ^ L (ex;), tendant vers L*^ dans W~ '^(co), donc aussi dans
W" ' (où), et ̂  la solution continue E W^Cco) de

L*^ = ̂  -^——><P
dans W^^o?), puisque L* est un isomorphisme de W^Co?) sur
W~ ' (a?), et uniformément dans cj (rappel 7), donc
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a^(u , < )̂ =f ̂  dii, V^ G ®(o;) ,

et VL est la forme linéaire <^«——> ^(^ » ^) continue sur (3)(c^)
pour la norme de W^'2^) (rappel 1).

b) D'après a) on a

a^(u,^p)= f ^d^,\/^ça)(o}), si jLiGW"1 '2^) ,

en particulier si d^(x:) =-7.^———,où X est la fonction carac-
jx^dx

téristique d'une boule ouverte j3 C co. En utilisant le lemme 4 et
le fait que L*<p = [u 1———> Û^(M , <^)] est une forme linéaire con-

tinue sur W^CaO pour un choix convenable dep < ———-, on étend
m — 1

cette égalité de proche en proche, d'abord aux mesures discrètes,
puis aux mesures à support compact, enfin aux mesures bornées
quelconques.

COROLLAIRE. — Inversement, si u est une sursolution E W^Co;),
et si la mesure positive /x = Lu est de masse finie, alors u est la
solution faible s'annulant sur ôco de Lu = ti.

6. La fonction de Green dans un ouvert connexe L-adapté.

PROPOSITION 8. — Dans un ouvert a? connexe et L-adapté, la
solution faible de Lu = £ s'annulant sur QCJ est représentable par
un potentiel de support y , noté g^ ou g , et appelé fonction de
Green de u de pôle y. g^ ^ W^^co).

En outre, si a? H a/ 3 y, g^ — g^ est harmonique dans a? H a/.
Xfs dx

On considère les mesures ^ définies par d^ (x) = ——t——
J ^dx

où ^ = fS^y , —). La solution faible u^ de Lu = ̂  est une sur-

solution > 0 et EW^2^) ; on peut la choisir continue dans cj
(rappel 5), donc (§ 3,1) elle est surharmonique dans a?, harmo-
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nique hors de f!^, et c'est un potentiel dans ^ (corollaire de la pro-
position 5).

D'autre part, le lemme 4 appliqué aux mesures ̂  et ^ == c
prouve que la suite ^ converge, uniformément sur ïout compact
de œ - {y\ vers une fonction égale p.p. à la solution faible de
Lu = Ey ; celle-ci est donc harmonique > 0 dans co - {y}, > 0 d'après
la proposition 7,b), et prolongeable en un potentiel dans o;, de sup-
port y (proposition 4), noté g^ : en effet, hors d'un voisinage compact
de y, les u^ donc aussi leur limite, sont majorés par un même po-
tentiel dans ou.

êy Ï W^2^) parce que Cy ^W"^2^) (proposition 7), c'est-
à-dire que <pi—>^p(y) n'est pas continue pour la norme de W^2^).

S^ û/ est un autre ouvert 3 y et si u^ est la solution continue
€Wo' (a;') de Lu=^, g ^ - g ^ ' est limite uniforme sur tout
compact C G} H G/ - {y} de ^ - u^ en particulier sur la frontière
QP d'une boule ft de centre ^ j3 C ^ H o/ ^ - ̂  est harmonique
dans a; H a;', donc (principe du maximum) la suite converge uni-
formément dans j3 et sa limite g^ - g^ est harmonique dans j3.

Propriétés de la fonction de Green.

1) PROPOSITION 9. - g ^ ( x ) est fonction s.c.i. de (x , y ) dans
(^ x co, continue hors de la diagonale.

g^W-g^Çx) est fonction continue de (x , y) dans

(a; H a/) x (û; H a;') .

La continuité de l'application y l———> g^(x) sur co - {^} résulte
du lemme 4, où l'on prend u. = P et u = p v ———> v ••* y^ ' • ~ ' y ï •r n •y '

g^(x)———>g^(x) V x G w - { y } .

Un résultat général démontré dans [8] (proposition 18.1) prouve
alors la continuité de l'application ( x , y ) i——> g^(x) hors de la
diagonale et la s.c.i. de cette application dans u x u>.

Il reste à montrer la continuité de l'application

( x , y ) i — — > g y ( x ) - g ^ ' ( x )

pour x = y = XQ G co n o/ : pP étant la mesure harmonique dans
un ouvert régulier j3 3 x,,, j3 C a» n o/, pour ^ et 3/ G p on a



328 ROSE-MARIE ET MICHEL HERVE

g^(x) - gy\x) = / Wy , z) - ̂ (y.z)] dp^(z) ,

ou {p et ^ sont deux fonctions continues > 0 de (^, z) dont la
différence est g^(z) - g ^ ( z ) ; alors

f ^ ( y . z ) d p ^ ( z ) et f^p'Çy , z) dp^(z)

sont fonctions continues de (x. y ) d'après l'axiome 3\

Conséquence. — Tout potentiel P dans un ouvert connexe et
L-adapté c^, admet une représentation intégrale unique de la forme

W= fg^(x)d\(y),

où À est une mesure > 0 sur a? ([8], théorème 18.2).
Réciproquement, si X est une mesure > 0 sur a?,

x^———> fg^(x)d\(y)

est hyperharmonique dans G; et, si elle est surharmonique, c'est
un potentiel dans Cx; ([8], théorème 18.3) : on dira que c'est le
potentiel dans G} de la mesure X.

2) Représentation intégrale de la solution faible.

PROPOSITION 10. — Soit co un ouvert connexe et L'adapté.
Si IÂ est une mesure bornée sur cj, û(x) = f g^(x) dfJi(y) existe
pour presque tout x G cj et û est un représentant de la solution
faible dans (jj s'annulant sur ôco, de Lu = p. ; si p. est > 0, û est le
potentiel dans a; de la mesure ^.

On suppose ^ > 0. Pour toute ^ G L^co) :

f g y ( x ) ^ ( x ) d x = ^ p ( y ) ,

où \p est la solution continue G W^'2^) de L*<^ = ^ » d'où

ffgy(x)^(x)dxdiJi(y)= f ^ ( y ) d p ( y ) .
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Par suite û(x) =f g y ( x ) d^(y) existe pour presque tout x, û E L1 (co)

et j û \p dx = J ^ d^i.

COROLLAIRE.
a) Toute fonction surharmonique dans Î2 appartient à

^opcW^p<-n— .m - 1

b) Deux fonctions surharmoniques dans S2, égales p.p. dans
î2, coïncident. Enoncés équivalents : 1) (7^ wém^ classe de fonc-
tions a au plus un représentant surharmonique. 2) Une inégalité
entre fonctions surharmoniques dans Î2, vérifiée p.p., est vérifiée
partout.

a) Soit un ouvert cj C ai C Î2 et u surharmonique dans S2 :
M est borné inférieurement sur a), donc, si G; est connexe et L-adapté,
"Ico = une fonction Jiarmonique dans a? + le potentiel dans cj d'une
mesure X > 0. Si a;' C a; : ^(^ = une fonction harmonique dans
o/ + le potentiel dans a; de la restriction de X à a/, qui est de masse
finie ; ce dernier potentiel est une solution faible dans a; (proposition
10), donc E W^Ca;) (proposition 6).

b) Soient u^ et u^ deux fonctions surharmoniques dans i2,
égales p.p. o>' étant choisi comme dans la démonstration de a),
pour / == 1,2 : u,^ = p, + ̂ , .̂ = fg^ x^(y) d\,(y) solution

faible dans G} de Lu = \i^y, /^. harmonique sur o/. Pour toute
(^Eâ)(û;') :

j^F d\ = a^(^. , ̂ ) (proposition 7) = a^(Uf , ̂ ) .

Alors ̂  = ^^ P-P- entraîne \ = À^, pi = p^ h^ = ̂  p.p., /^ = ̂
partout, enfin ^ = M^ sur û;'.

3) Comparaison des fonctions de Green relatives aux opérateurs
L et L*.

PROPOSITION 11. - Si gy et g^ sont les fonctions de Green rela-
tives aux opérateurs L et L* dans un même ouvert ^ connexe et
L'adapté, on a
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gy(x) = g!(y) V^ et y G cj .

Pour toute V / G L°°(a;), la solution <^ continue et GW^CO?)
de Lp= ^ est ^p(x) = f g ^ ( y ) ^ ( y ) d y d'après la définition de g^,

et d'autre part égale p.p. à j g (x) ^ ( y ) dy (propositions 7 et 10).
Donc

f/gy^) W k(y) dx dy =ffg^(y) h(x) k(y) dx dy

VA et k e L°°(a?), et gy (x) = g^(y) \/x et y G a;.

7. Comparaison des fonctions surharmoniques E W^2^)
et des sursolutions dans Î2.

THEOREME 2. — Z^ sursolutions (resp. sursolutions locales) dans
S2 coïncident p.p. ayec te5 fonctions surharmoniques u G W1 >2 (S2)
(r^p. W}̂  (S2)) ^r, ^ ^i ^^ /a mesure Lu > 0, ûîa/î5 ^o^ ouvert
0} C c? C Î2, connexe et L-adapté :

u= fg^\^y)dvi(y)^ï^ .

1) Soit M surharmonique dans î2 : on vient de voir que, dans
tout ouvert connexe et L-adapté ou C c^ C S2, M admet une repré-
sentation intégrale unique u = j g^ d\(y) + une fonction harmo-
nique dans a?, X > 0. Dans cS L-adapté, oî ^ a?, on a de même

/» ^ ^ ^^
M == j g^ d\ (y) + une fonction harmonique dans cj ;

^ — g^ étant hannonique < 0 dans û;v^Gû;, on a encore dans a? :

M = j g^ ^-^(y) d\(y) 4- une fonction harmonique dans a?,

et l'unicité de la représentation intégrale prouve que la mesure X,^/
restriction de la mesure X à a;, est de masse finie. Alors

fg^d\(y)

est la solution faible dans ou, s'annulant sur 3o?, de Lu = X (propo-
sition 10), et
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^(u , <^) = j ^ p d\ V^? E û)(o?) (proposition 7) .

On en déduit a^(u ,^p)> 0 V^ > 0 et G û)(a?), et par parti-
tion de l'unité a^(u , <p) > 0 V<^ > 0 et G 6E)(i2).

2) Soit M une sursolution locale dans S2 et jn = Lu > 0. Dans
tout ouvert connexe et L-adapté a) C cJ C S2, M — L^ = M est une
sursolution G W^2^). La mesure Lu^ = ̂  étant de masse finie,
u^ est la solution faible dans co, s'annulant sur ôcj, de LK = p.\
(corollaire de la proposition 7) et

u = fg^ x^ (y) ̂ (y) + L^ p.p. dans û; (proposition 10) .

Si <x/ est un ouvert possédant les mêmes propriétés que co, les deux
représentants de u dans co H û/ :

/^ Xc.^) ûf^(^) + L^ et /^ x<.' (Y) dfJi(y) + L^' ,

diffèrent d'une fonction harmonique dans a; H o/ (proposition 8),
qui est nulle p.p., donc ^0. Comme ces représentants sont sur-
harmoniques, u est égal p.p. dans î2 à une fonction surharmonique
dans Î2.

8. Capacité d'un compact K contenu dans un ouvert co L-adapté.

On reprend, avec quelques modifications, la notion de capacité
introduite par Stampacchia [14]. On utilise de façon essentielle
un théorème démontré par cet auteur [12] :

Etant donné un ensemble fermé convexe U C W^'2^), où co
est un ouvert L-adapté C Î2, il existe u unique E U tel que

a^(u,v-u)>0 V v G U .

LEMME 5(6). — Etant donné un ouvert co L-adapté, un compact
K C G} et une fonction h G W^ (û;), soit U (resp. : V) l'adhérence
(faible ou forte) dans W^' (co) de l'ensemble convexe formé des

(6) Ce lemme est voisin du théorème 3.9 de [14], mais on évite ici de consi-
dérer les fonctions nulles au sens de H112.
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fonctions E Wç' (a;), û support compact dans eu, et> h (resp. : = h)
p.p. sur un voisinage de K.

a) // existe une classe de fonction u unique € U telle que

a^(u^-u)>0 V ^ G U ;

on peut choisir pour u.un potentiel P^ dans a?, harmonique dans a; — K.

b) Si de plus h est surharmonique > 0 dans œ : P^ est < A dûW5 co,
P^ = A P-P. ̂  K <?r partout sur K, É^/m P^ G V.

a) U n'est pas vide car il contient le produit par h d'une fonction
ô G ÛE)(O)), égale à 1 sur un voisinage de K.

L'existence et l'unicité de u résultent du théorème rappelé
ci-dessus ;

a^(u , <^) > 0 V<^ > 0 et G û)(o;) ,
et

a^(u^)=0 V<pE®(Gj-K) ,

donc u est une sursolution dans (jù et une solution dans a? — K.
Comme M G WQ* (a?), M est > 0 p.p. dans a? (lemme 1) ; u est égale
p.p. à une fonction surharmonique > 0 dans co (théorème 2 et
corollaire b) de la proposition 10), et celle-ci est un potentiel P
dans a? (corollaire de la proposition 5), harmonique dans co - K.

b) Si h est surharmonique > 0 sur a?, il suffît de montrer
que P G V et que P < h p.p. dans eu ; il en résulte P = h p.p. sur K
et, d'après le corollaire b) de la proposition 10, P < h dans a? et
P = h sur K.

a) On suppose d'abord h E W1' (o;). Alors ? = inf(u, A) E V
et Û^(M , ? — M) > 0. D'autre part a^(? , ? — u) < 0 car $' est une
sursolution dans a; et ? — M est une fonction < 0 et G W^^co).

On en déduit a^(S — u, ? — M) < 0 donc = 0 et ^ = u p.p.
dans cj, soit u < A p.p. dans a;.

P) Dans le cas général, on considère une suite croissante d'ouverts
^n c ^n c aî» te^ ^^ ^i ::) K et a; = U cû^. Si l'on désigne par
U^ l'ensemble obtenu en remplaçant eu par o?^ dans la définition
de U, par u^ la fonction unique G Uy, telle que

^0^n-^)>0 V^GU^ ,
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et par ̂  le prolongement par 0 dans ou — co^ d'une fonction

^EW^ 2 ^) , ona ^ E V e t

a^(un^n)<a^(un^) v v E ̂  avec P < ^ .

Pour montrer que ÎÏ^ converge faiblement dans W^2 (û;) vers M,
on remarque d'abord que tlîÏ^ II , . est borné car

^o (^)

"^ "^1,2^ < ̂  ̂ (^ ' ̂ ) < ̂  ̂ n ' î) ̂

i^
< \\1^ ii ii'"^ ii- 11̂  II l l^i II ,

7 " wi'2^) w;'2^)

Donc une suite partielle (encore notée "u^) converge faiblement
dans W^(a;) vers î E V.

Soit a^(u, v) la partie symétrique de la forme a^(u, v) :

a^ , r) < ̂ (u ^ u) a^(v .v) \fu et v E W;'2^) ,

et
aa;(^-w)——>c^(î7,w) VwEW^ 2^) .

Donc

a^(î7, H) = Um a^(îî,,, H ) < ^/a^(î7, î7) lim inf \/a^(ÎÏ^ ̂ \
et
û^(î7, S') = a^(î7, î!') < Um infû^(^ , ^) < Um mî a^(u^ , 7)

Vi; E U a .
P v

On en déduit

a^(u , î^)< lim infû^(îî,,, 7) = ̂ (^,7) Vv E y Up ,

en particulier a^(u , Ï) <û^(î7, w) Vw E W^2^), à support pom-
pact dans a? et > A p.p. sur un voisinage de K, donc aussi Vw E U.

Il en résulte que î7 = u et la suite "u^ converge vers u faiblement
dans W^^o?), donc aussi fortement dans L^o?) ou encore p.p.
pour une suite partielle. Alors u^ < h p.p- dans o)y, entraîne u < h
p.p. dans a?.
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COROLLAIRE. — La mesure positive IÀ = LP^ est portée par K,
et même par 3K si h est harmonique > 0 dans <jû.

Définition de la h-capacité d'un compact K C a?.

Soient a; un ouvert relativement compact dans S2 et L-adapté,
et h une fonction harmonique > 0 dans Î2. Par définition, la h-

Tf Tf

capacité d'un compact K C a? est û^(P^ ,P^).

C'est aussi f h dii où ^ est la mesure positive LP^ : en effet,

pour toute 6 G. û)(o;), û^(P^, ô) = f 5 d^i. Soit maintenant

^GW;- 2 ^) ,

à support compact dans a;, <p = h p.p. sur un voisinage de K : les
1 2régularisées de ^ appartiennent à (3)(<^), tendent vers <^ dans Wç' (û;)

et tendent vers h uniformément sur K ; comme p. est portée par K
K r K(et même par 3K), on a a^(P^ ,<^) = J h dfi. Enfin, P^ étant limite

dans W^'2 (a;) de telles <^, on a encore û^(P^ , P^) = J A d^i.

La notion de capacité va d'abord permettre de préciser la valeur
de la fonction de Green en son pôle.

LEMME A ([14], théorème 3.10). — Soient K^ et K^ deux com-
pacts C a?, KI C K^. On a

A-cap (Ki) < (l 4- —)2 A-cap (K^) ,

où
„ <UM, y) . . ^(u.u)
M = SU? ,——j.——————T——H—————— ' ̂  = mf H P — — — — '

HM II ^ 1 1 ^ 1 1 l 2 }}u " 1 2
W;»2^) W;'2^) W;'2^)

^ ̂ *ï/) est ^a P^tie symétrique de a^ (u, v) et

P^(u , v) = a^(u , v) - OL^(U , y) .

LEMME 6. — 5o^ K^ MM^ 5'Mî^ décroissante de compacts C cj :
5Ïfa forment un système fondamental de voisinages d'un point
y e co, on a lim A — cap. (K^) = 0.
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D'après le lemme A, leurs A-capacités sont majorées ; alors les
normes des P/," dans W^'2^) le sont aussi ; par des extractions

K-
successives de suites partielles, on se ramène au cas où P^ a une
limite faible u dans W^*2^), a pour limite forte u dans L2^),

ir

a pour limite simple u p.p. dans G}, enfin (puisque P^" est harmo-
nique > 0 sur û; — K^) a pour limite uniforme M sur tout compact
C a; — {^}. De tout cela résulte : u E W^2^), M harmonique > 0
sur co — {y} ', si le compact Y C Q} est voisinage de y , on peut

Ky,

trouver un potentiel majorant, pour n assez grand, tous les P^ sur 3Y,
donc sur CL? — Y, donc majorant M sur co — Y ; si M était > 0 sur
cj — {y}, u serait prolongeable à co en un potentiel de support y
(proposition 4), en contradiction avec u G W^2^) (proposition 8).

K ^ ^
Ainsi la suite P^ a pour limite faible 0 dans W^' (co) ; enim-

posant ^ == LP^ , on a,

V5 e û)(o;) , /5 ̂  == û^" , 6)——> 0 ;

^ étant une mesure positive portée par K^, on a aussi

fh d^——> 0 .

COROLLAIRE. — Dans a? relativement compact dans S2, connexe
et L'adapté (donc aussi L*-adapté), les fonctions de Green g et
g * valent + °° en leur pôle.

Avec les mêmes notations, on a (lemme 5, corollaire de la pro-
position 7 et propositions 10 et 11)

h(y) = P^OO = / g ^ d^ < (l^) f^n ;

/d^ ——> 0 entraîne sup g* ——> 4- oo, c'est-à-dire
ÔK^

sup g*——> + °° quand p——> 0 ;
Qft(y.p)

alors l'inégalité sup ^ * < C inf g* (lemme 2) entraîne
9^(y,p) 9^(y»p)

Um g^(x) = + oo .
jc->'y
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9. Comparaison des fonctions de Green relatives à deux opérateurs
L et L. Applications.

On utilise deux lemmes dont le 1er est dû à G. Stampacchia.

.LEMME B ([14], th. 3.11)(7). - Soient L et L deux opérateurs
dans î2 satisfaisant aux hypothèses énoncées au début, co un ouvert
relativement compact dans Î2, L'adapté et L'adapté, h et ~h deux
fonctions > 0 respectivement L-harmonique et L'harmonique dans Î2.
Alors il existe une constante k > 0 telle que, pour tout compact
K C o ; :

. h - cap. (K) < h - cap. (K) < k h - cap. (K) .

LEMME 7. - Soient h une fonction L'harmonique > 0 sur Î2 et
<x; un ouvert relativement compact dans Î2 et L'adapté. Si la compo-
sante connexe 3 y de l'ensemble {x E G}, g^(x) > \ h(x)} est com-

pacte (ce qui a lieu pour \ assez grand), sa h-capacité est —".
À

La composante connexe considérée, soit K, est fermée dans
K*œ, donc compacte dès que X > la borne supérieure de -y- sur la
h

frontière d'une boule fermée de centrer C ou \y e K donc (lemme 5)
en posant ^ = LP^ :

h(y) = P^(y) =fg^(y) d^(x) = f g^(x) d^(x) = \ A-cap. (K) .

PROPOSITION 12. - Soient L et L deux opérateurs dans Î2 sa-
tisfaisant aux hypothèses énoncées au début, G}_UH ouvert rela-
tivement compact dans î2, connexe, L-adapté et L-adapté.

Etant donné un compact K C a;, il existe deux constantes
k^ et k^> 0 telles que

k,ï^(x)<g^(x)< k^(x) Vjc et ^ G K . (1)

(7) A ceci près que la const. 1 est remplacée par les fonctions h et i, avec h/h
compris, dans a?, entre 2 nombres > 0.
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_ Soient h,h,h* et h* des fonctions > 0 dans î2, respectivement
L,L,L* et L*-harmoniques. Pour chaque y E K et I S ( y , r) C cj,
soient M(r) = sup ^y et w(r) = inf gy. On a

Sft(y.r) ^(y,r)

gy(x) > m(r) hw \/x G ^(y , r) ,y sup A
a?

donc aussi V^: G ^(^, r), et a fortiori

^(x)>X(r)A*(x) Vxe^r),
avec

inf h ,
X(r)=m(r)-^-. ——.. .

sup h sup h*
w o>

Donc, si Y est la composante connexe 3y de l'ensemble

{ x e c j ^ g y ( x ) > \ ( r ) h * ( x ) } ,

on a, pour r < r^ ne dépendant que de K (lemmes A et 7) :

1 A* - cap. j30 , r) < ̂  - cap. (Y) = A*00 , fe = (l +-M-)2 .
k \(r) v 7 7

De même
h*(x)

gy(x) < M(r) < M(r) y—— Vx E ̂ (y , r) ;
a?

donc pour r < r^ :
inf A*

fe/^-cap.PO^r)^/^)——— .
M(r)

Comme il existe une constante C, indépendante de r et de y , telle
que M(r) < C m(r) (lemme 2), on a finalement

pste pste

————-——. < gy(x) < —,———-——- pour \x - y \ = r < ̂A*-cap.|3(^,r) ^ A*-cap.j3(^, r)
et Vj/ E K .

Une double inégalité analogue pour g et le lemme B entraînent bien
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g (^)
^i < ^ < ^2 V;; G K et x voisin de }/ ,

8y ̂  )

donc aussi Vx et ^ G K.

COROLLAIRE. — Soit (jj un ouvert relativement compact dans
Sï, connexe et L-adapté, et K un compact C a?. Alors

.——SîT-2<^00<1——'———2 ^x et y C K . (2)
l x — y | l x — y |

Conséquences de la double inégalité (2).

1) Vérification de l'axiome D. Existence d'une base des ouverts
formée de domaines complètement déterminants (c.d.)

L'axiome D (de domination) est le suivant : si P est un potentiel
localement borné dans S2, toute fonction surharmonique > 0 dans SI,
> P sur son support (8), est > P dans Î2.

Il est équivalent à l'axiome de régularité D' ([8], th. 25.1) :
pour tout potentiel P localement borné dans î2, si la restriction
de P à son support est finie continue, alors P est fini continu dans î2.
Pour vérifier cet axiome, il suffit de le vérifier localement.

Enfin, l'axiome D' est vérifié si les potentiels satisfont au
principe du maximum X-dilaté sur tout compact ([5], corollaire
des propositions 1 et 2) : à tout compact K, on peut associer X(K) > 1
tel que sup P(x) < À(K) sup P(x) pour tout potentiel P dans Î2

xeK xeS

dont le support S est C K. La vérification de ce dernier principe
résulte de la double inégalité (2).

D'autre part, une boule ouverte j3 en c.d. si j3 est contenu dans
un ouvert L- adapté (même raisonnement que dans [8], prop. 35.2).

2) Comparaison des notions relatives à L d'ensemble polaire,
d'ensemble effilé, de point-frontière régulier d'un ouvert, avec les
mêmes notions relatives à A.

THEOREME 3. — Les ensembles L-polaires, L-ef filés et les points
L-réguliers pour a; C a? C Î2 ne dépendent pas de L et par suite
coïncident respectivement avec les ensembles polaires, effilés et les
(8) Le support de P est le plus fermé hors duquel P est harmonique.
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points réguliers pour eu au sens classique, c'est-à-dire pour l'opé-
rateur A(9).

Pour la démonstration, il suffit de rapprocher la double iné-
galité (2) des rappels suivants :

Un ensemble E C Î2 est polaire s'il existe un potentiel dans î2,
valant + o° sur E. Un ensemble est polaire s'il est localement polaire
([2], th. 25), ou encore si son intersection avec chaque compact est
polaire (car une réunion dénombrable d'ensembles polaires est polaire).

Un ensemble E C Î2 est effilé : 1) au point XQ E Î2 — E si
XQ ^ E ou s'il existe une fonction v surharmonique dans un voisinage
de XQ telle que lim inf v(x) > V(XQ) ; 2) au point XQ Œ E si E - {x^}

x e E
x~~>xo _

est effilé en XQ. Pour que E soit effilé en XQ E E — E, il faut et il
suffit qu'il existe une fonction v surharmonique > 0 dans un voisi-
nage de XQ, finie en XQ, et telle que lim v(x) = + oo ([g], th. 14.1).

X € E
X - ^ X Q

Un point-frontière XQ d'un ouvert a? C eu C Î2 est régulier
pour û; si, pour toute fonction 9 finie continue sur où; :

H^)——> 6(Xo)

quand x G a? tend vers XQ. L'axiome D étant vérifié, les points
G 3o? réguliers pour cj sont exactement les points E 3co où î2 — a?
n'est pas effilé ([2], th. 32).

3) Quelques propriétés des fonctions surharmoniques.

LEMME 8. — Soit (?„) une suite régularisante formée de fonc-
tions p^(x)> 0, indéfiniment différentiables, dépendant seulement

1 /»
de \x |, nulles pour \x \ > — et telles que j p^(x) dx = 1.

1) Pour toute fonction u surharmonique dans î2 :u ^p^——>M
en tout point € Î2.

(9) Le résultat concernant les points L-réguliers a déjà été obtenu par Stampacchia
_ î^/7 H?i

[14], mais en supposant c - S —L > C, > 0 et c - ̂  —*-> C^ > 0.
i ÔXf i OXf
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2) Si u est une fonction surharmonique > 0 dans S2, pour tout
compact K C Î2, il existe une constante k telle queu^p^ < f r . u
sur K, pour n assez grand,

Cf. la démonstration du théorème 5 de [ 11 ] : on se ramène
au potentiel d'une mesure à support compact dans un ouvert In-
adapté.

PROPOSITION 13. — Toute fonction surharmonique dans SI est
S.C.L essentielle, c'est-à-dire égale à sa lim inf essentielle en tout
point E Î2.

Cf. la démonstration du théorème 6 de [11].

LEMME 9. — Soit ùj un ouvert relativement compact dans Î2,
connexe et L-adapté.

a) Le potentiel dans œ d'une mesure définie par une densité
continue > 0, à support compact C a?, est une fonction continue
bornée E W^' (cj).

b) Soit v le potentiel dans co d'une mesure fi > 0 à support
compact C ou : la suite régularisante (?„) étant choisie comme
dans le lemme 8, si v^ est le potentiel dans a? delà mesure u ^ p ^ ,
il existe une constante k telle que v^ < k v pour n assez grand,

c) Le potentiel dans a) d'une mesure > 0 non nulle, à support
compact polaire C c«;, est d'énergie infinie.

a) Soit u == j g^ p ( y ) dy, p E !K\G}) : la continuité de u
résulte d'une partition classique de K = support de p ; si M = sup u,

K
M — M est surharmonique sur G) — K, > — un potentiel dans a?,
a une limite > 0 en tout point frontière de K, donc u < M sur a? ;
enfin, la mesure p ( y ) dy E W"^2^), donc (propositions 7 et 10)
MEW^OJ)).

b) Cf. le lemme 8 de [11].
c) Cf. [4, p. 93] pour le cas classique.
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10. Propriétés des fonctions surharmoniques localement bornées.

On procède comme dans l'article [11], chapitre II.
La proposition 2 ci-dessus s'étend immédiatement aux sur-

solutions localement bornées :

LEMME 10. — Etant donné h harmonique > 0 sur Î2, il existe
une constante C > 0 dépendant de r, M et de majorants de

lié, II, Jld.ll, et I l e» . , ,
1/02) ' \ÎW ^(Sî)

telle que, pour toute sursolution locale u dans î2, localement essen-
tiellement bornée supérieurement dans Sî :

[ |grad(u - XA) |2 dx < c f (u - XA)2 dx ,
"K o~ J^

où K est un compact C SI, a un nombre > 0 et < la distance de K
à 3î2, K^ l'ensemble des points G îî dowr /a distance à K est < a,
et u ̂ \h p.p. 5W ̂  voisinage de Ky.

COROLLAIRES.

1) £û limite d'une suite de fonctions surharmoniques E W^ç (Î2 )
ri ,2.et localement bornées dans leur ensemble est dans W^ç (î2).

17 ! ,2 ,2) A' §' ^^ une famille de fonctions surharmoniques G Wi^(î2)
et localement bornées dans leur ensemble,

inf u et InP^eW^CSÎ) .
ue9 ue9

3) La T-limite d'une suite de fonctions G S" (SI) H W^2^)
^ localement bornées dans leur ensemble est dans W^(Î2) (S+(S2)
est l'ensemble des fonctions surharmoniques > 0 sur î2 ; la topo-
logie T est définie dans [8]).

Pour la démonstration, cf. le lemme 7 et la proposition 6
de [11].

PROPOSITION 14. — Toute fonction surharmonique localement
bornée dans Î2 appartient à Wi^(î2).
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On se ramène au cas où la fonction v est le potentiel, locale-
ment borné, dans un ouvert co connexe et L-adapté, d'une mesure fi
à support compact dans co.

^ est limite vague de ses régularisées jiiyp à l'aide d'une suite
régularisante satisfaisant aux hypothèses du lemme 8 ; comme
les mesures ̂  sont portées par un même compact C a? pour n assez
grand, v est T-limite des potentiels v^ dans a? des mesures ̂  ([8],
proposition 19.3). v^ E W^' (a?) et v^ < kv pour ^ assez grand
(lemme 9) ; il suffit alors d'appliquer le corollaire 3 ci-dessus.

11. Principe du maximum pour les fonctions sous-harmoniques
et les sous-solutions locales dans SI.

Ce principe du maximum est d'abord démontré pour une
fonction sous-harmonique bornée supérieurement, en utilisant des
résultats de Deny-Lions [7], puis pour une sous-solution locale
à l'aide du lemme 11 ci-dessous, enfin pour une fonction sous-
harmonique grâce à la proposition 14.

Rappels sur les fonctions quasi-continues.

Une fonction /, définie q.p. dans î2 (c'est-à-dire sauf sur un
ensemble polaire), est quasi-continue si, pour tout e> 0, il existe
un ouvert 0} de capacité newtonienne < e, tel que la restriction
d e / à î2 — a? soit finie continue.

On utilise dans la suite les résultats suivants ([6] et [7]) :
1) Toute fonction /E W^(Î2) est p.p. égale à une fonction /

quasi-continue dans î2, déterminée à un ensemble polaire près ;
si /< M p.p. dans Î2, / peut être choisie < M partout dans î2.

2) Si en outre /€ W^'2^), le prolongement de / par o hors
de Î2 donne une fonction quasi-continue dans R'" ([7], chap. II,
th. 3.1).

3) Toute fonction quasi-continue est q.p. finement continue ([6],
chap. IV, lemme 2). Par suite, si /EW^(î2) est q.p. finement
continue, / = / q.p. (car un voisinage fin d'un point ne peut être
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de mesure nulle), donc / est quasi-continue ; en particulier, toute
fonction L-surharmonique G W^ (Î2) est L-finement continue, donc
aussi (théorème 3) finement continue, enfin quasi-continue.

4) Conséquence de 2) et 3) : une fonction quasi-continue
EW^'2^) a pour limite fine 0 en quasi tout point E 3Î2 (mis à
part les points où Î2 est effilé).

LEMME 1 1 . — Soit Ko un compact C SI tel que <j = î2 — K^
soit L-adapté, u e W^û;) et <p une fonction e W^'2^) majorant
u p.p. sur û;, <^ > 0.

Alors, étant donné un compact K C SI, voisinage'de Ko, il existe
une suite croissante Xy, de compacts C Î2 — K dont la réunion est

x^
Î2 — K et telle que la suite Py , définie dans (jù par le lemme 5, ait
à la fois une limite faible dans W^' (a;) et une limite p.p. dans <x;.

Si en outre u E S^a;), cette limite faible est u sur i2 — K,
et u^_^eWlf2(S^-K)^ L^ÇSÎ -K).

Soit X e C^R'"), 0 < x < l , X = 0 sur un voisinage de K^
et x = 1 sur Sî — K ; <^X|^ (= W^* (û;) car si </? est limite dans W * (Sî )
d'une suite ̂  G CD(î2), <^x est limite dans W^^o?) de ^x e ® (<^)-

Soit maintenant X compact C S2 — K : parmi les fonctions
1 2€ WQ* (a?), à support compact dans <jj et > u p.p. sur un voisinage

de X, figurent les sup(^x? 8^X)» où ô G<3)(S2), 0< ô < 1, 8 = 1 sur
un voisinage de X ; sup(<^x?5w)——^ ^X dans W^' (a;), donc
\p\ E l'ensemble U du lemme 5, en prenant h = u.

Par suite (lemme 5) : a^. P^)<^(P^ ,<^x) d'où, en mi-
norant le 1er membre et majorant le 2eme :

IIP ÎI ,, ^C^ 11^x11 ^ =0^.
wi^c^) w;'2^)

Alors il existe une suite croissante de compacts X^, de réunion
v

Î2 — K, telle que la suite P^" ait, d'une part une limite faible dans
W^'2^), d'autre part une limite p.p. dans a?.

Supposons en outre u e S^a?). P^ = u p.p. sur X^ (lemme 5) ;
donc la limite faible est u sur Î2 - K et M[^_^€ W^2^ - K).
Enfin la limite faible dans W^'2^) appartient à L2*^), et

^-K^2^"-^'
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THEOREME 4. — Une fonction sousharmonique (ou une sous-
solution locale) u dans î2, majorée p.p. au voisinage de ôî2 par une
fonction ^p E W^'2^), est < 0 dans Î2 (ou p.p. dans i2).

1) u est sousharmonique bornée supérieurement dans î2.
(^ G WQ* (Î2) est égal p.p. dans î2 à une fonction quasi-continue

<^ € WQ* (S2), et M < (^ p.p. sur un voisinage de ôî2.
u est L-fînement continue dans î2, donc aussi finement continue

(théorème 3) ; on en déduit u < !jp en tout point de ce voisinage où !p
est finement continue car le complémentaire d'un ensemble E effilé
en XQ n'est jamais de mesure nulle (cela résulte de j fda——> 0
avec r, a moyenne sur 9fS(xQ ,r)).

On a donc u < (p q — p au voisinage de 3Î2, d'où

lim sup fine u < lim sup fine ip en tout point G 3 S2

où Sî n'est pas effilé. Comme !p a pour lim fine 0 q — p sur 3S2
(mis à part les points où Î2 est effilé), lim sup fine u < 0 q — p
sur 3Î2 (dans les mêmes conditions). Un théorème de M. Brelot
([3], th. 5) montre alors que u est < 0 dans î2.

2) u est une sous-solution locale dans Î2.
On applique le lemme 11 à la fonction u\où, les compacts

Ko et K satisfaisant aux hypothèses de ce lemme : il existe une
suite de compacts X^ C Sî — K, de réunion î2 — K, telle que P^*,
définie dans œ = S2 — K^, ait à la fois une limite faible dansWo'2^)
et une limite p.p. dans cj. Cette limite est une sursolution > 0 dans o>,
donc égale p.p. à un potentiel p dans co (théorème 2 et corollaire
de la proposition 5). En outre, P^" > M p.p. sur Xy, entraîne p > M
p.p. dans î2 — K.

Soit d'autre part M > 0 et > sup ess M : M — M est encore
K

une sous-solution locale dans Î2, et p >^ — M p.p. dans a?. Si M
est choisie sousharmonique dans a?, la fonction surharmonique
p 4- M — u est > 0 p.p., donc partout, dans a;.

Mais, p étant un potentiel dans a? et u — M sousharmonique,
M — M < p dans co entraîne M < M dans cet ouvert ; u est donc
borné supérieurement dans Sî et la partie 1 ) donne u < 0.
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3) u est sousharmonique dans Î2.
u^ est sousharmonique et localement bornée ; d'après la pro-

position 14, elle appartient à W^(Î2). C'est donc une sous-solution
locale ; comme u+ < ̂  p.p. au voisinage de 8Î2, la partie 2) donne
u" < 0 dans Î2.

COROLLAIRE 1. — Une fonction sousharmonique (resp. une sous-
solution locale) dans î2, majorée p.p. au voisinage de ôî2 par [une
fonction G W^2 (Î2)] 4- une C^ k > 0, est < À: (p.p.) dans Î2.

COROLLAIRE 2. - Une sursolution GW^2^) e^ ^ûk p.p. à
un potentiel dans î2.

Elle est égale p.p. à une fonction surharmonique (théorème 2),
> 0 (théorème 4), dont toute minorante harmonique est < 0 (théo-
rème 4).

Pour les solutions EW^'^ÎÎ), les conséquences sont très nom-
breuses :

COROLLAIRE 3.- a) Une solution GW^'2^) est 0 p.p. dans Î2 ;
l'opérateur L est donc un isomorphisme de W^(Î2) sur W"1'2 (Î2)
quel que soit î2 (cf. rappel 4), avec la conséquence suivante : si
T E W"1^^) avec p > w, la solution u C W^SÎ) de l'équation
Lu = T (fem5 Î2 satisfait à

|M(x)|<fe(î2)llTll ^ .w"1^^)

pour presque tout ,x E Î2 (rappel 7).
b) £w particulier, \fg G W^2^), Î2 ouvert D Î2(10), l'équation

Lu = 0 admet une solution unique u E W^2^) ^/fc çi^

u-^ew;'2^) :
ow notera L" ce^^e solution choisie continue.

D'après le corollaire 1 ci-dessus .* g < une constante > 0 p.p.
dans Î2 entraîne L" < to mw^ constante. L'application gi—> L^
^r donc linéaire et croissante ; en outre, elle est continue de W^^îT)i f).dans W ' (î2) d'après la démonstration du lemme 3, a) où l'on

(10) Plus généralement, \/g e W^^îî) 0 L2*^).
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prend pour C la norme de L comme opérateur de W~1* (î2) sur
W^2 (Î2). Enfin, si g^——> g dans W'>2 (Î2), L^——> L^ dans W1 ̂ (Sî),
et uniformément sur tout compact C i2.

Pour ce dernier résultat, on se ramène au cas g^ et g > 0 p.p.
c) L'existence et les propriétés de la solution faible dans î2

de Lu = ^ s'annulant sur 3Î2 (proposition 6, lemme 4 et proposition 7)
subsistent dans un ouvert Î2 quelconque, p. étant toujours une
mesure bornée sur i2.

Seul changement à signaler : à la fin de la preuve de la pro-
position 6, <^ > 0 pour ^ et V/ > 0 résulte, non plus du lemme 1,
mais du théorème 4.

d) En particulier, la solution faible dans Î2 de Lu = c s'annulant
sur 3î2, ^ encore, dans tout ouvert Î2 connexe, la fonction de
Green de pôle y, dont toutes les propriétés subsistent (propositions
8 à 77).

Seul changement à signaler : dans la preuve de la proposition 8,
u^ est un potentiel dans î2 d'après le corollaire 2 ci-dessus, au lieu
du corollaire de la proposition 5.

e) Le théorème 2 se complète comme suit (avec les mêmes
notations) : Î2 étant connexe, dans tout ouvert ou C oj C Î2, on
a u = une fonction harmonique dans 0} 4- le potentiel dans Î2
de la mesure IJL^ ; ^ = Lu est donc la mesure de F. Riesz associée
à u (cf. [Il] , proposition 4).

COROLLAIRE 4. — Si u est surharmonique dans Î2 et

eW1'2^)?! 1^(12),

alors u admet une p.g.m.h. dans Î2 égale à L^. En particulier, un
potentiel dans Î2, G W^2^) 0 L2*^), est dans W^(Î2).

L^ est une minorante harmonique de u car u — L^ = <^, sur-
harmonique dans î2 et G W^'2^), est > 0 ; en outre, si h est une
minorante harmonique de u dans Î2, h — L^ = A — u + ̂  < <^, est
< 0 dans î2.
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12. Comparaison des solutions du problème de Dirichlet au sens
variationnel et au sens de Perron-Wiener-Brelot.

Soit g e W112^), avec Î2 D î2. Afin de définir H^, on utilise
de nouveau les résultats de Deny-Lions, et le lemme suivant.

LEMME 12. — Toute fonction g quasi continue dans SI est
égale q — p à une fonction borélienne dans Î2.

Par hypothèse, pour chaque entier n > 0, il existe un ouvert

oj^ C Î2, de capacité < — , tel que la restriction de g à î2 — c^

soit continue ; on peut supposer les <*;„ décroissants car, si les res-
trictions de g aux î2 — co^ sont continues, il en est de même de
la restriction de g à Î2 — (œ^ H c^ H . . . H €<;„).

Supposons g > 0 et soit g^ = g^^ . (g^) est une suite crois-
sante de fonctions s.c.s., et g = lim g^ q — p dans Sî.

Définition de H^ pour g Œ W^2^).

Toute fonction ^GW^ 2 ^) est p.p. égale à une fonction
quasi-continue dans iï, déterminée à un ensemble polaire près,
et celle-ci est q — p égale à une fonction "g borélienne dans Î2.

Rappelons que, pour / donnée sur 3î2, Hy est l'enveloppe
inférieure des surfonctions, c'est-à-dire des fonctions u surharmoniques
bornées intérieurement dans î2 telles que lim inf u(x) > f(y) ̂ y G 3Î2,

X € Î2

x ->y
cette dernière condition pouvant être remplacée par

lim inf fine u (x) > f(y) Vj/ G 3Î2
x e n
x^y

où Î2 n'est pas effilé ([1] et [3]), et même \fy G 3î2-un ensemble
négligeable pour la mesure harmonique de î2, donc en particulier
pour quasi tout y G 3Î2 où Î2 n'est pas effilé. Hy. ne change pas
si l'on modifie / sur une partie polaire de 3î2 ; enfin H" = — H".

Ainsi H- et H- sont parfaitement déterminées par la donnée
de g et peuvent être notées H" et H" ; si elles sont égales, c'est-
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à-dire Ï\Q^ résolutive, on dira que g est résolutive dans Î2 et on
emploiera la notation H^. Il en est ainsi en particulier si g est essen-
tiellement bornée, car alors g1 peut être choisie bornée.

Remarque. -_ Si ^eW^SÎ) est quasi-continue dans Î2 pour
un ouvert Î2 D Î2, vÇ est le même au sens ci-dessus et au sens
de Perron-Wiener-Brelot.

THEOREME 5. - Toute Jonction g G W^2^) est résolutive dans
tout ouvert connexe Î2 C Î2 C Î2, et la solution H" au sens ci-dessus
est égale à la solution L^ de Lu = 0 dans Î2 telle que

^-L^ew^).
On suppose d'abord g essentiellement bornée inférieurement

dans Î2. ^ - L^ est quasi-continue dans Î2 et G W^2^) donc tend
finement vers^O q - p sur 3Î2. Comme 'g est finement continue
q - p dans Î2, lim fine Lsï(x)='g(y) \fy G 3Î2 où i2 n'est pas

x e SI °
x-^

effilé, sauf sur un ensemble polaire. Grâce à l'hypothèse sur g , L"
est bornée inférieurement dans î2 (corollaire 3,b) du théorème
4) ; c'est donc une surfonction pour la donnée ? et L" > H" dans Î2.o s

•Dans le cas général, soit g > 0 et ̂  = inffe, n) ; ̂  est essen-
tiellement bornée, donc H" = L" La suite ^ étant croissante,

n nH^ tend vers H^ si g est résolutive, + oo sinon ; il suffit alors de
montrer que L^ tend vers L^ dans W^2^), ou encore que ̂  tend
vers ^ dans W^CSÏ) (corollaire 3,b) du théorème 4) ; cela résulte de
grad g^——> grad g en tout point où g est fini, c'est-à-dire p.p.,
joint à Igrad g^\ < Igrad^l.

COROLLAIRE. - Soit <p G W^^SÎ) et ^ son prolongement par 0

hors de Î2. Pour tout ouvert co C Î2 : L^ = H^CJ _ ̂

¥>•
if ip

En effet, ^eW^^R").
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13. Les fonctions € S majorées par une fonction
ew;-2 ouw^2.

Balayée d'une fonction G S+ H W^ç sur un compact.
Rappelons que pour toute v G S+(Sl) et tout ensemble E C Î2,

Ry est par définition l'enveloppe inférieure des fonctions G S^SÎ)
majorant v sur E ; la balayée de v sur E , R^, est la régularisée s.c.i.
de R^. L'axiome D étant vérifié, R^ = R^ q - p dans Î2. Enfin, si K
est un compact C Sï, Ry est, dans co = SI — K, la solution H^ du

«
problème de Dirichlet au sens de Brelot, pour la donnée v prolon-

gement de v par 0 hors de î2.

THEOREME 6. — La balayée dans SI d'une fonction

ves^nw^ft)
sur un compact K C SI appartient à Wç' (î2).

Soit 5 ç=. 6D(Î2) et égal à 1 sur un voisinage de K, et soit \p = v6.
(^GW^^SÎ) ; d'autre part, v est quasi-continue dans Î2, donc
aussi <p, et <p est quasi-continue dans R^". Par suite, la solution H^ du

* •
problème de Dirichlet au sens de Brelot est égale à L^ dans cj = Î2 — K
(cf. la remarque qui suit la définition de rf? et le corollaire du
théorème 5), et R^ est égal q — p à la fonction valant ^ sur K et
L^ sur a;. Comme W^^SÎ) contient <p et la fonction valant 0 sur K

*
et L^ — (^ sur co, il contient aussi Ry.

Remarque. — Soit co L-adapté, K un compact C co et

yes^)nw^(^);
le potentiel P^ défini au lemme 5 est la balayée de v sur K.

En effet, P^ est limite dans W^^Co?) d'une suite de fonctions
GW^Ccx;), à support compact, égales à v sur un voisinage de K,
donc (^ étant choisie comme dans la démonstration précédente)
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P^ - ̂  est limite dans W^2 (c*;) d'une suite de fonctions E (D(G} - K),

et Py = ,CJ-IK y coïncide avec (R^L p.p. dans (j donc•—<fl bur ÇA/ — jv
partout. ' *

COROLLAIRE 1. — Le potentiel dans SI d'une mesure >0 à
support compact, s'il appartient à W^(Î2), appartient à W^ft).

En effet, il vaut sa balayée sur un voisinage compact de son
support.

COROLLAIRE 2. - Le lemme 9 subsiste dans un ouvert i2 connexe
quelconque.

Preuve. - a) Soit u = f g^ p ( y ) dy, p ç^ÇSî) : il suffit de
traiter le cas où le support de p est contenu dans un ouvert cj connexe
et L-adapté, relativement compact dans î2. Alors, dans co : u = une
fonction harmonique + J^ p ( y ) dy, qui est continu et E W^2 (œ)
(lemme 9,a) ; ainsi u est continu et EW^(n), donc EW^CSÎ)
(corollaire 1). Pour montrer que u est borné, même raisonnement
que dans le lemme 9,a.

b) Soit v = j g^ d^(y\ ̂  > 0 à support compact C Î2, ̂  = ^ *p^

et ^=A?^00:

il suffit encore de traiter le cas où le support de ^ est contenu dans
un ouvert c«; connexe et L-adapté, relativement compact dans Î2.
Alors, dans a? :

v = fg^ dfJi(y) + f(g^ - g^) dfji(y) ,

et de même pour v^ ; pour n assez grand :

S^ ̂ (y) < k f ̂  d^(y)

sur eu (lemme 9,b) et

/(^ - ̂ ) d^(y) < k ' f (^ -^) d^y)
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sur un voisinage compact du support de ̂  (où l'intégrale du 1er membre
a pour limite uniforme celle du l6^ membre). L'inégalité

!/„ <sup(fe, k9) v ,

ainsi établie sur un voisinage compact du support de ^, s'étend à
tout S2.

Les fonctions G S'1' majorées par une fonction G W^'2

THEOREME 7. — Toute fonction v G S^Si), majorée p.p. dans Sî
par <p E W^(Î2), appartient à W^2^), ^

IHI ,, ^C^ M ̂  ,w^*2 m w^2 (n)
to constante ne dépendant que de L et î2.

On suppose d'abord v G S^) H W^^).
Pour montrer que v G W^'2^), il suffit ([9], lemme 3) de mon-

trer qu'il existe un compact K C Î2 tel que yhn^KGW1 '2^ — K),
ce qui résulte du lemme 11 appliqué à v.

Démonstration de l'inégalité : v est une sursolution G W^' (î2),
</? — v est > 0 et G W^'2 (Î2) ; on a donc û^(v , <p — v) > 0 ou

ûn(v , v) < û^(v , <p) < or llv II 11<^ IIw;'2^) w;'2^)

o ne dépendant que de L et Î2.
D'autre part (cf. [14], bas de la page 200) :

a^(v,v)>T IMI2 - Z 1 1 & , 1 1 „, +n ^W i L L <">
+ 1 1 ^ 1 1 Ill^ll^ IMI ,, - Ile II „ ll<pll2^

' l^W 1 L2 (Î2) W^2^) L^m L2 W

> T \\V II2 - Oi 11^ II llv II - 0^ \\^p II2
W^2^) W^2^) W^2^) W;*2^)

\\V II i 2
Finalement x = „ wo> ^ vérifie r x2 - (a + ̂  ) x - ̂  < 0 d'où

"^ II l 2w^n)
x < un nombre ne dépendant que de L et S2.

i ïDans le cas général, v^ = inf(v, n) G W^ç (S2) (proposition 14),
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^ <<^ p.p. dans Î2, donc ^ € W^2^) et lly., Il , . est majoréw " u " ^o m
quand n varie, v est donc limite faible dans W^*2^) de la suite !/„.

COROLLAIRE. — W^*2^) contient la balayée d'une fonction

es^nw^îî)
5Mr MW ensemble quelconque, ou d'une fonction

es^nw^îZ)
sur un ensemble relativement compact dans Î2 (cf. th. 6).

Les fonctions € y majorées par une fonction G W}ol.

THEOREME 8. - Toute fonction v € S^ÇSÎ), majorée p.p. dans SI
par f € W ,̂2 (ft), appartient à W ,̂2 (Î2).

Il suffît de montrer que veW^(œ) pour tout ouvert G}
L-adapté. Soit a?' un ouvert d'adhérence C a? ; il existe un potentiel
P dans <j, G W^2^) et > f p.p. sur G}' (lemme 5). On en déduit
f>v p.p. sur a/ donc partout sur a?', et P > (R^ )oj dans a?-
(R^ L ^ W^2^) (théorème 7) ; comme v = (R^ dans G}',

i /GW1*2^') .

COROLLAIRE. — La balayée d'une fonction G S^Sî) H Wi^ç (Î2)
5Mr un ensemble quelconque appartient à W^ç (Î2).

La classe des fonctions G S'^H W^O-esp : S'' H W^2) est donc
stable par balayage sur un ensemble quelconque. Un exemple indiqué
dans [11] prouve que ce n'est plus vrai pour la classe des fonctions
e s'^n w1/2.

14. Caractérisation des potentiels E W^* .

LEMME 13. - Soit U le potentiel dans SI de la mesure ^ > 0
et ueW^ft). Alors :

a) 7b^ (^ € W^2 (i2), continue et bornée sur i2, ^^ ^.-intégrable
et f^dfJi =û^(U,<^).
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b) j Vd^i < û^(U, V) ĵ ,. tout potentiel V G W^2^) et en-
gendré par une mesure > 0 à support compact C î2.

c) Si p. ne charge pas les ensembles polaires, pour toute

^ew^n),
tout représentant quasi-continu de la classe <p est ^-intégrable et
sa ^-intégrale = û^(U, <p).

a) Soit K^ une suite croissante de compacts, de réunion Î2,
et U^ le potentiel dans Î2 de /xx^ ^ U G W^'2 (Î2) entraîne U^ e W^2 (Î2)
(théorème 7), et ^(H,,^) = fw^ ^V^ ^ W^ft), continue et
bornée sur Sî (proposition 7 et corollaire 3,c du théorème 4). Mais
(théorème 7) u^ tend faiblement vers u dans W^'2^), donc

/^XK. ^——> ûnO^ ^)»/ "

d'où ̂  et (^- E L^ et f^p dit = a^ (U, ^p).

b) Soit V le potentiel de la mesure v, ¥„ le potentiel de la
mesure régularisée ¥*?„ : d'après le corollaire 2 du théorème 6,
d'une part y, est une fonction continue bornée GW^2^), de
sorte que û^(u, V^) = /V^ ̂ , d'autre part \^<k Vpour w assez
grand. D'après cette inégalité et le théorème 7, 11V II , , est

^o W
majoré quand n varie ; de la suite \ on peut donc extraire une
suite partielle faiblement convergente dans W^*2^). Mais d'autre
part V*p^———> V vaguement, donc (lemme 4 et corollaire 3, c

du théorème 4) V^———> V dans I/ (S2) \/p < m • alors
m - 1

V est limite faible de la suite % dans W^2^) et l'on a à la limite
ûn(U,V) = lim f\ d[i >f (lim infV^) d^i >f Vrf^i car ([8],propo-
sition 19.3) V= T - lim V^, donc ([8], corollaire 1 de la proposition

21.2) V=l iminfV^.
c) D'abord, l'énoncé a un sens parce que les ensembles po-

laires sont /A-négligeables ; d'après le a)

y^|û^=û^(U, |<p|) V^Eû)(î2).
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Etant donné ^ G W^^K), reprenons un raisonnement de Deny-
Lions ([7], chapitre II, preuve du théorème 3.1) : ^ est limite dans
W^K) d'une suite de ̂  G 6D(Î2), k E N, telle que

S 4' "^i-^r'iî <+°°»fceN ^ 1 ^ W;'2^)

l'ouvert ^ où l^+i — <^J > —^- est de capacité

<- 4fc il il2
^——— \\^fç+l ~ (^11 1 2

^ < W

(ûyy, est une constante dépendant de m), donc l'ouvert a?. = U ^
k^j

a une capacité tendant vers 0 ; hors de cet ouvert, la série de terme
général \^pjç+^ — <^J converge normalement, donc

w = S (^+i-^fc) et w '= ^ l<^+i-^J
fceN fceN

sont finies continues ; w et w' sont définies sauf sur 0 a?,, donc
/cN /

q — p, w est quasi-continue et = ^ — <^o p.p. Continuons ce raisonne-
ment :

/l^+i - ̂ J d^ = ^n^* l^+i - ̂ J)

^^^ "w^W^- ' ^ 'w^W

est le terme général d'une série convergente, donc (théorème de
Lebesgue pour les suites croissantes) w' E L^, puis (théorème de
Lebesgue pour les suites dominées) w € L^ et

J (w + (pp) rfpi == Hm J^ ûfpi = lim a^(\], ̂ ) = û^(U, ^) .

THEOREME 9. — Soit U fe potentiel dans SI de la mesure ^ > 0.
U^W^'^Sî) 5Ï e^ seulement s'il est d'énergie finie, et alors,

V^çW^cra), tout représentant quasi-continu de la classe ^ est
printégrable et sa ^-intégrale = a^ (U , <^).
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En particulier,

/V^=^(U,V)

pour tout potentiel V G W^ft),

^ /»
/ U ^ = ^ ( U , U )

7 1 . 2 .1) Supposons U E W o ( î 2 ) .
Soit K^ une suite croissante de compacts, de réunion Î2, et

U^ le potentiel dans Î2 de ^XK • H, E W^2^), donc (lemme 13,b)

/U^^<^(U,U^) Vw ;

comme U^ est une suite croissante, et que U^ converge faiblement
vers U dans W^n), on a à la limite fv d[i < 4- oo.

Par suite (corollaire 2 du théorème 6), p. ne charge pas les
ensembles polaires, et le lemme 13,c) achève la preuve.

2) Réciproquement, soit U d'énergie finie.
Supposons d'abord ^ à support compact C Î2 : pour que

UEWi'2^), il suffit que UEW^(Î2) (corollaire 1 du théorème
6) ; pour le prouver, il suffit de traiter le cas où le support de ^
est contenu dans un ouvert a? connexe, L-adapté et relativement
compact dans î2, et de montrer que W^'^o?) 3J g^ d^(y).

Il revient au même (proposition 7) de montrer que

^GW'1 1 2^),

ce qui ne dépend pas de L ; or le résultat est connu ([11], th. 10)
pour les opérateurs L considérés dans [11] (par exemple pour L = A),
et, d'après la double inégalité (2) du § 8, le potentiel newtonien
de yi est d'énergie finie.

Dans le cas général, on commence par déterminer un compact
Kg tel que co = Î2 — K^ soit L-adapté. j ^"XK (v) ̂ ^(v) est d'éner-
gie finie et à support compact, donc GW^'2^) ; il suffit donc
de montrer que

u^ = A? X^OO dyi(y) G W^îî) ,
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ou encore, comme c'est un potentiel dans Î2, qu'il appartient à
W^2^) H L^W (corollaire 4 du théorème 4).

Pour tout compact X C co, soit u^ le potentiel dans G) de jKXx
défini de la façon suivante : dans une composante connexe de (x; ne
rencontrant pas X, u^ = 0 ; dans une composante connexe û/ de a?
rencontrant X, u^ est le potentiel dans o/ de ^Xxno/ • ^x e ̂  2 (c<;)'
donc (partie 1)

/U dp. > f Mx Xx ̂  == û^(Mx ^x) > 7 '^x1!2^ , •
"o (tf})

ll^yll , . étant majorée quand X varie, il existe une suite crois-
w;'2^)

santé de compacts X^, de réunion G;, telle que la suite u^ ait,
dans W^'^o?), une limite faible qui est le potentiel u^ dans a?
de^Xc^-

Ainsi M^ G W^*2^) ; U^ = M^, + A, où A est la p.g.m.h. de
V^ dans a?, donc la restriction à a? de U^ appartient à W^ç (<*;).
D'autre part, si K est un autre compact C Î2, voisinage de K^,
V^ est la somme des potentiels dans Î2 de Wn-K et de ^XK-K '
le 1er est harmonique sur K et le 2ème G W^^SÎ), donc la restric-
tion de U^, à K appartient à W^K) et V^ G W^(Î2).

Par suite, R^ eW^2(S2) (théorème 6). Mais R^ - A est
surharmonique sur <x;, > — un potentiel dans Î2 et > 0 au voisinage
de tout point E ôco H Î2 ; on a donc h < R^ dans <^ et l'on peut

CJ

appliquer le lemme 11 : la restriction de A à Sî — K appartient à
W'^ft - K) H L2'^ - K). Comme U^ appartient à W^(Î2),
donc aussi à L^ft), on a bien U^, e W^2^) 0 L2'^).

COROLLAIRE 1. — Tout potentiel inférieur à un potentiel d'éner-
gie finie est lui-même d'énergie finie.

COROLLAIRE 2. — Soit €*;„ une suite croissante d'ouverts rela-\ f)tivement compacts dans Î2, de réunion ft. Pour toute <p G W^* (S2),
L n a pour limite uniforme 0 sur tout compact C Î2.

Soit K compact C Î2, n assez grand (n > n^) pour que K C <x^,
a G K ; si ^p est choisie quasi-continue dans sa classe, d'après le
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théorème 5 : L^"(û) = f < p d p ^ , et de même

L^(û)= f^pdp^ .

On va montrer que L^ " (a) ——> 0.

Soit ^a = Pj" n : cette mesure > 0, portée par ôcx^, engendre
le potentiel

^aW =/ 8yW dpf\y) = fg; dp^ <g;(a) = g,(x) ,

borné supérieurement sur 3c^, donc d'énergie finie. D'après le
théorème 9

L;^)=^(^^);

on va donc étudier la suite u^ .yi, a

Les fonctions L*-harmoniques étant adjointes aux fonctions
L-harmoniques ([8], théorèmes 22.5 et 33.1), on peut écrire ([8],
proposition 31.3)

u^(x)=Rf^(a)=R^n(x), d'où ^<R^° ;

^"oor R^ est le potentiel localement borné d'une mesure portée
par ôco^ donc (proposition 14 et corollaire 1 du théorème 6)
.C^
R^ °^ W^2^).

Alors (théorème 7) M»^^2^) et ll^i a i l i ^ est ma-w>a wi•2(n)
joré quand w varie ; mais d'autre part, g^ étant un potentiel,

^a———> 0
en tout point G Î2, donc la suite u^ a pour limite faible 0 dans
W^(Î2), et L^(û) = ̂ (^, ,^)——> 0.

Ainsi L*^" et L*^" ont pour limite 0, donc uniformément sur
tout compact C Si.
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