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REGULARITE ET SUPRAREGULARITE
POUR UNE FAMILLE DE GERMES DIRICHLETIENS
(PAR RAPPORT A UN SUPPORT DE REFERENCE)

par Maurice BLAMBERT et Jean SIMEON

Introduction.

Ce travail constitue le développement d’une note aux C.R.A.S.
de Jean Siméon. Au chapitre I, on introduit, entre autres notions
nouvelles, celles de demi-plan, de droite et d’abscisse de régularité
d’une part, et similairement, d’autre part, de suprarégularité pour
une famille de germes dirichlétiens, par rapport & un support commun.
Les notions classiques de demi-plans, droites et abscisses simple et
uniforme d’un al-germe-D quelconque se présentent comme des cas
particuliers des notions antérieurs. On exprimerait des remarques
analogues, avec des précautions convenables, pour l'ultraconvergence.
Au chapitre II, on donne des expressions de majorants des abscisses
de régularité et de suprarégularité, en utilisant la forme algorithmique
donnée par Maurice Blambert 4 un résultat dii 4 Kojima. On étend
4 des familles d’al-germes-D des propriétés classiques relatives 4 la
famille trés particuliére des polynOmes-sections d’un al-germe-D.
Au chapitre III, on énonce et démontre des conditions suffisantes
pour que les abscisses de régularité et suprarégularité soient égales,
et on généralise des résultats diis & Landau et Fekete.

Plus généralement, au chapitre IV, on énonce et démontre (en
utilisant accessoirement des propriétés diies & V. Bernstein) des
relations de dépendance entre les différentes abscisses considérées
d’une famille ; on retrouve comme cas particuliers des résultats
de cet auteur relatifs & la famille des polynémes-sections d’un al-
germe-D.
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Ce travail utilise, dans une certaine mesure, une terminologie
et des propriétés bien connues des familles normales dont la forme
pédagogique, non tout a fait usuelle, a été mise au point, & des fins
différentes dans un mémoire antérieur, par les deux auteurs.



CHAPITRE 1

0, €étant une constante appartenant & R, on considére une
famille —que P'on désigne par 500— d’applications du demi-plan

P, = {s€C|s =0+ir,avec 0 =Rs et 7 =Ys, 0> 0,} dans C.
On suppose que toute application f € ﬁao est holomorphe sur le sup-
port P',0 commun aux applications de la famille Fsy: Afin de ne pas

exclure ultérieurement le cas o, = —o et par analogie avec les
notations ci-dessus, si on considére plus particuliérement une famille
—que l’on désigne par % _— d’applications de C dans C, holomorphes
sur C, on convient de désigner, & ’'occasion, C par P_ ou par

{s €Clo>—o0}.

S’il existe & € [0y, + o[ tel que le demi-plan P, ={s € C|o > h}
est un domaine de régularité pour 500 (ou o, peut étre égal &4 — o),

5
on désigne alors par 36;0 I’ensemble des nombres A pour lesquels
les P, correspondants sont des domaines de régularité pour &, .

5

On désigne par a:°° Iinfimum de P’ensemble 3€R°° si cet ensem-
4

ble est borné inférieurement (I’ensemble J€, 0 est nécessairement borné

inférieurement si o, > —o0) ; sinon on pose og-~ = —oo. Si et
seulement s’il n’existe aucun h > g, tel que P, est un domaine de

régularité pour 5{,0, on pose o;°° = + oo 1[I est trivial que o;"o =0,

Si 63%0 € R U{— oo}, I'ensemble {s € C |0 > o5’} est appelé
“le demi-plan de régularité de 500 ”. Si oi“o = 4+ oo, on dit que “le
demi-plan de régularité de , est vide”. Si o;"" € R, lensemble

{secCc|s= o;°° + it} est appelé ‘T'axe (ou la droite de régularité)

»

de i .
%9
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Remarque. — Le demi-plan de régularité de la famille 2‘4700 est

un domaine de régularité pour cette famille. En effet, si ce demi-plan
est non vide et non identique 4 C, on considére les trois suites
suivantes :

— (g,) est strictement positive et strictement décroissante
vers O,

g . .
— (o,), avec o, > aR"“ + g,, est strictement croissante et non
bornée,

— (1,,) est strictement positive, strictement croissante, non bornée,

et la suite des rectangles compacts emboités €, définis de la ma-
niére suivante :

en={s€CIo€[a:"0+€ ,0,l, 7€[-1,,1,1}.

Soit (f,) une suite infinie extraite de g"o' Le demi-plan

—{s€C|o>aR°+€/2}

contient €, et est un domaine de régularité, par définition, pour 2‘71

On peut donc extraire de (f ) une sous-suite infinie —que I'on note
(fi )— uniformément convergente sur le compact e,. De (f ), on peut
extralre une sous-suite —que I’on note (f )— umformement conver-
gente sur €, (avec le choix fl fl) Plus généralement, de la suite
(fy) on peut extraire une sous-suite —que l'on note (f;' ) unifor-
mément convergente sur €,

(avec le choix j:'“ =f; ,Vt€{l1,2,...,n}).

La suite diagonale (f,',' ) est une sous-suite de chacune des suites
(f;'), p €N,, et donc converge uniformément sur chacun des C,.
Or @ étant un quelconque compact du demi-plan de régularité
de @00, il existe un entier —que I'on note n, — tel que,

n=n, : CCC

et donc (f;' ) converge uniformément sur C. Le demi-plan de régula-
rité est un domaine de régularité pour ‘JOO. Si le demi-plan de régu-
larité de & _ _ est C, il suffit de considérer une suite emboitée crois-
sante quelconque de domaines D,,, avec lim D, = C ; le procédé de
démonstration est le méme, dans ce cas, & des détails triviaux prés.



FAMILLE DE GERMES DIRICHLETIENS 253

On considére un domaine D C P, od 6, € R U{~ }. Side
toute suite infinie d’applications extraites de .'27'00, on peut extraire une

sous-suite infinie uniformément convergente sur toute partie & de D,
fermée dans C, vers la restriction 4 & d’une certaine application holo-
morphe sur D, ou vers linfini, alors d est appelé un “domaine de
suprarégularité pour 500 ”,

Remarque. — 11 est évident que tout domaine D de supra-
régularité de ‘3’-00 est un domaine de régularité pour cette famille.

Si D est un domaine ‘borné” de régularité pour F,, alors D est
aussi un domaine de suprarégularité pour cette famille.

Procédant comme ci-dessus, s’il existe an nombre
ho,=2—=)€ER
tel que le demi-plan P, est un domaine de suprarégularité pour 5,,0,
on désigne alors par 96:00 I’ensemble des nombres 4 pour lesquels

£
les P, sont des domaines de suprarégularit¢ pour &, . Si 9€,°° est
borné inférieurement (il est trivial que cet ensemble est nécessaire-

’0
ment borné inférieurement si o, > — 0), on désigne par g, % son

infimum ; sinon (on a alors nécessairement 6, = — %) on pose
¥ _ . . .
a, ® = — oo, Si et seulement s’il n’existe aucun h g,) € R tel que

P, est un domaine de suprarégularité pour 3;',0, on pose a:°° = + oo,

Il est trivial que a:“o =>o0,.Si a:"o € R U{— o}, I’ensemble
{s€Clo> a0}

est appelé ‘le demi-plan de suprarégularité de ﬁao ", Si a: 90 = + oo,

on dit que ‘le demi-plan de suprarégularité de S’ﬁ(,o est vide”'.

Si o:"o € R, I’'ensemble {s € C|s = 0?’0 + it} est appelé ‘“Taxe
(ou droite) de suprarégularité de %, ”

. s s
Il est trivial que 05’0 < 0, ° .
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On dit qu’une famille & d’applications holomorphes sur leur
domaine-support D C C est une pseudo-famille si et seulement si
4 deux applications quelconques f, et f, extraites de & on peut
toujours associer un nombre ¢, , (dépendant en général des deux appli-
cations f; et f, considérées) tel que :

VZED:fi@@)-f,e)=¢,, .

On dit qu’une famille & d’applications holomorphes sur leur domaine-
support D est une “vraie” famille si % ne contient aucune sous-
famille %, qui est une pseudo-famille.

Remarque. — Si o’s"o = —oo (0, est nécessairement alors égal
4 — o), le demi-plan de suprarégularité qui est alors identique & C
ne peut étre un domaine de suprarégularité pour 500 si cette famille

est une “vraie famille” ou, plus généralement, si 500 contient une

sous-famille infinie qui est une “vraie famille”.



CHAPITRE II

(A,) étant une D-suite ol A, > 0, on considére une famille
—que I'on note ® — d’éléments dirichletiens,

4 0o

{f3: 2 a,(f) exp(—s\,), o s=o+ir, oett ER.
n=1

{f} est I'al-germe-D d’un germe dirichletien —que 1’on note {f; P{}—
de fonction analytique dans C. Dans le doublet{f ; P/}, P/ désigne
I'ouvert maximal de convergence de {f} (cet ouvert est I’ensemble
{s€cClo> of }, ou o est P’abscisse de convergence simple de {f})

et f désigne l’apphcatlon suivante de support P 4 valeurs dans C :
s —o—> f(s)

ou f(s) est la valeur de {f}en s € Pcf . On désigne par & la famille,
associée a P, des applications f. On supposera explicitement dans
I’énoncé de certaines propriétés ultérieures que la condition suivante
dite “condition ()" est satisfaite

VnEN,,3A, €[0,+0[ : A, =Supla,(N|,fEF.

On désigne par & I’étoile rectiligne de Riesz définie 4 1’aide du
germe {f ; P } Indlfféremment on convient de dire que 8 est “I’étoile
rectiligne dc Riesz de f”, ou de {f}’. On note f, la fonctlon ana-
lytique dont{f ;P } est un germe, et f la restriction de f, a 8f qui
satisfait aux condltlons suivantes :

1/ fg est holomorphe sur &,
2/ f c(s) désignant la valeur de f; au point s € &f, on a,

Vs € P! : £ (s) = f(s) .

fg est la restriction a4 & de la branche principale de f,.

Remarque 1. — Considérant un élément dirichlétien {f} :

Py a, exp(— sA,) ,

=1
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on désigne par { f,} le polyndme-section d’indice p €N,
14
Z an exp(—' sxn) >
n=1

par @, la suite ({f, ), et par & la suite des applications entiéres )
avec fp s —o—> fp(s), ou fp(s) est la valeur en s€C de‘{];,}.(On
peut considérer {);} comme un al-germe-D dont la suite des expo-
sants est la D-suite (A,,) et dont les coefficients d’indices strictement
supérieurs & p sont tous nuls, et donc d:p = o’f{’ = —o0), On sait
que {f} converge uniformément sur le secteur

Syy.0 = {5 ECl |Arg(s — 5,)| <0}

indexé par le doublet (s, , 0), o s, = 6, + i7,, avec g, € Jof, + oo
et 7, €ER, et o § €10, n/2[. Quel que soit le compact € C Pcf,
on peut toujours trouver s, et 6 satisfaisant aux conditions ci-dessus

s
ettels que € C S,0 o il en résulte que o;f < o{ . On suppose oRf <o‘£
et soit 0, € ] 0} ,0f[. Le demi-plan P, ={s€Clo>o0,}est un

domaine de régularité pour %. Soit un point s’ avec o' €]o, , o’[
A ce point, on peut associer une suite infinie d’entiers (P,), stricte-
ment croissante et telle que lim |f} (s")] = + oo (en effet, dans’le cas
contraire, il existerait un nombre (fini) strictement positif M tel que

Vp€EN, : |fp(s')| <M,
et on sait qu’alors {f} convergerait en chaque point
SEP,,={s€ECla>d'};

ce qui est impossible puisque o' < a{). On considére maintenant
£ 4
le demiplan P, = secClo>o0,}, o o0, €] oRf, d[. P , ¢tant

un domaine de régularité pour F, de la suite (f”i) on peut extraire

[

une sous-suite uniformément convergente sur tout compact & C P, .

Choisissant € D' et satisfaisant en outre & la condition, e’n Pz #0Q,
toute sous-suite infinie extraite de ( f;,l) converge uniformément

vers une fonction holomorphe sur tout domaine appartenant a
e 5 s
en Pf . Il y a contradiction et donc gy > of=—=> o}/ = af. Il est

¥,
trivial que o, = a{, (ou 0{1 désigne, comme il est usuel, I'abscisse de
convergence uniforme de f ).
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Remarque 2. — Eu égard 4 la maniére dont les abscisses de
régularité et de suprarégularité d’une famille % ont été définies
au chapitre I, on se limitera, pour les éléments de la famille parti-
culiere & considérée dans ce chapitre II et les suivants, 3 leurs
restrictions au demi-plan

{s€C|o>supo£,f€ g}

(en le supposant non vide). C’est ce demi-plan qui jouera le role
dévolu au demi-plan P"o du chapitre I. On désignera encore par %

la famille des restrictions des applications f & ce demi-plan (ces
restrictions sont évidemment toutes holomorphes sur leur demi-plan
support commun). Dans la remarque (I), le demi-plan de référence
(support commun) P“o n’est autre que C (choix cohérent a 'objet

de cette remarque (2) puisque Vp €N, : afp = — 00),

On pose :

Vx €ER, :n[x]=Min{n €EN_ ], = [x]}
n(x) =Max{n €N, I\, <x,x >}
=0, Vxe[0,\],

ou [x] désigne, comme il est usuel, le plus grand des entiers inférieurs
a x. On rappelle que M. Blambert a donné une démonstration nouvelle
d’un algorithme de Kojima et I’a condensé, entre autres formes, sous
la suivante : le nombre a € [— oo, + o] étant donné, une condition
nécessaire et suffisante pour que U’élément {f} ait une abscisse de

k
=Z[ ]a,,(f)i ]/7\" m} ’

convergence simple égale d o est que

ou R, désigne I'ensemble {x € R, |n[x] <n(x)}. Il est trivial que
dans le membre de droite de I’égalité ci-dessus, on peut remplacer
indifféremment, A, [, par A, (et plus généralement par u,.;;
la suite (u,) satisfaisant a la condition : lim {u,/A\,}=1,n1e. 1l
n’est pas dans notre propos de nous étendre sur ce point), [x], x. On
désigne par IC le sous-ensemble de N suivant :

a= limsup )log Max
R)‘axT-rw ke{n[xl,...,n(x)}

{pENIn[pl<n(p + 1)}.
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On constatera qu’on peut remplacer ’égalité qui figure dans I’énoncé
de la condition nécessaire et suffisante par la suivante qu’on utilisera
de préférence dans ce qui suit :

a = lim sup )log Max
nop te ke{nlpl,....n(p+1)}

La condition (&) étant supposée satisfaite, on pose :

k
Y a4, ]mm }

n=n[p]

k
> a,(f)

n=n[pl

/)\n(pll'

-

¥ = lim sup ] log Max sup
nap e ke{n[pl....n(p+1)} fes

(Comme on I’a fait observer antérieurement, on ne modifie pas la
valeur de o? en substituant, dans cet algorithme, u,(,) 3 N, ; 12
suite (u,) satisfaisant 4 la contition : lim {u,/\,} = 1, n 100),

Vp €N et VkE{n[pl,...,n(p + 1} :

k

X a,(N|.feF

n=n[p]

B, = sup

(Eu égard a4 la définition de A,, on a : A, = B,

On considére la suite (c,) définie par la condition

Vp € N).

k

VpER et VikEfnlpl,...,np+D}: 2 ¢, =
m=n[p]

= Max B,,r €{n[p],...,k}.
Il est trivial que la constante c, = 0,vn € N,, est univoquement

définie par les conventions ci-dessus et que la condition (@) est
équivalente a la suivante :

VpeR et VkE{n[pl,...,n(p+ 1)} : B, <+ o,

Eu égard, pour k > n[p], a I'identité d’Abel suivante :
k K

2 a,(f) exp(= 0, \,) =[ Z a,,(f)] exp(— 0y \) +

n=n|p] n[p)

k-1 t
Z [ 2 a (f)] [exp (— 04 A,) — exp(—0, Ay )]

t=n[p] =n(p]

et puisque
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k k
Xan< e,
nipl nlp]

le premier membre de la relation d’Abel est majoré par
K k-1 t
[ 2 c,,]exp(— o A\,) + > p) ¢, |lexp(— oy A\,) —
n=n[p] t=n[p] | n=nip]

— exp(— 0o )\t+l)|
si 0, = 0, on a,

k k
Y g, (Hexp(-N,)| < X, exp (= gp1,)
n=n|p] n=n|pl]

Cette relation reste valable dans le cas kK = n[p] puisqu’alors

Cnipl = Anipl

(1 est trivial que ¢, n’est pas nécessairement un majorant de la, (f)I;
en effet, pour certaines valeurs de n, on peut avoir ¢, = 0 alors que
a,(f)#0).

Si 6, <O0,0na,

k k
2 a,(f)exp(—og\,)| <2 ( Py c,,) exp(— 0y A;)
n=n[pl n=n|[p]

. :
<2( X cn) exp(— 0y A\, () — %)

n=n|p]
K
< 2 exp(— 0,) Z ¢, exp(— 05 A,) .
n=n|[p]

Cette derniére inégalité reste valable dans le cas k = n[p].

ProposITION (II.1). — Si 0%*<+ o et o, étant une constante
choisie strictement supérieure d@ 0%, la famille % est bornée sur
le secteur {s € C| |Arg(s — 0,)| < 0}, indexé par 0 sur 10,n/2[, et
0’?0; .

Pour k > n[p], on considére I'identité d’Abel suivante,
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K K
Z a,(f) exp(—=s\,) =[ Zl.] a,(f) exp(— 0, 7\,,)] exp[—(s — g,) N\ 1+

n{p] nlp

dd
t=n[pl]| nlp]

k-1 t
) [ > a,(f) exp(— o, xn)]{exph (5—0g) \] —exp[— (s—0p) Ao, I}

ou 0 > 0,. On a, comme il est évident,
fexp[ — (s — 05) \,] —exp[—(s — ) A\, I <
[Is — 0ol/(0 — 09)] {exp[ — (0 — 0,) A, ] —exp[—(0 — 0,) \,,, 1}.

Eu égard 4 une majoration antérieure, on obtient si o, = 0,
k

k
‘f?‘; a,(f) exp(— s\)| <[ls — 6,1/ (0 — 0.)] 2. c, exp(—o),)+
nip n([p]

k
{1 = [Is — 041/ (0 — 0¢)1} exp[ — (6 — 04) N;] 2” ¢, exp(— gy A,) ,
nip
et, puisque |s— 04|/(0 — 0,) = 1, le membre de gauche est majoré
par
k

[Is — 041/(0 — 0g)] ?[31 ¢, exp(— oN,) .
nip

Pour 0, > 0% et 6 €10, 7/2[, on a donc,
Vs €E{s €C| |Arg(s — 0,)I < 0} : |f(s)| < p(0)/cos 0 ,

ou ¢(o) désigne la valeur en o de 1’élément

{p}: 2 C, €Xp(— s \,)
n=1
Si 0, <O les majorations obtenues ci-dessus sont encore valables en
affectant du coefficient 2 exp(— o,) ’expression
k
2 ¢, exp(—ol,)
n=n|p]

partout ou elle figure ; alors sous les mémes conditions relatives
aset6, et avec o) > o®, on a,
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[f(s)] < 2 exp(— 0,) p(g)/cos 6 .

La famille & est donc bornée sur le secteur {s € C| |Arg(s — 0,)| <0}
indexé par le doublet (8 ,0,), avec 8 sur 10,7/2[ et 0, > ¢% Ilen
résulte que & est bornée sur tout compact de I’ouvert maximal
de convergence de I’élément {¢}. Ce demi-plan est donc un domaine
de régularité pour la famille % Or o® n’est autre que I'abscisse de
convergence de {p} et donc o; < o?

(1 est trivial que 0 %> sup of , fEF) .

La condition ¢% < + o, et “a fortiori” la condition que I’on intro-
duira ultérieurement o: < + oo, impliquent que la condition (&)
est satisfaite.

On pose,
n(pstl)
% = lim sup {log[sup 2 la (f)l]/)\
* 9 93p 1o FfE€EF n=nlpl " nlpl

Il est trivial que 0¥ > sup o, fE€F.

ProrosiTION (I1.2). — Si 0% < + o et o, étant une constante
strictement supérieure d o%, la famille  est bornée sur le demi-
plan {s €C|o > gy} et 0] > 0.

On considére la suite (c:,) définie d’une maniére analogue a
la suite (c,) par la condition suivante :

k
Vp€eEI et VkE[p]l,...,n(p+ D}: Py =
n=n|p]
t
Max sup 2 la,(f),fET
te{n[p],...,k} n=n[p]

Il est trivial que

k
Y cd=Swp X la,(NH.fET.

k
n(p] n=n[p]

n=

On considére I’élément dirichletien

{y}: i ¢, €xp(— s\,) .
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0: est I’abscisse de convergence de {y}.

Eu égard aux majorations préliminaires & la proposition (II.1),
on a pour chaque s avec ¢ = 0, :

IF6) < Y(g) si 0,=0
et

If$)I<2exp(—0y) Y(oy) si 0,<0

ou Y (o,) est la valeur en g, de I'élément {y}.

On considére I’élément dirichletien

6): 2 A, exp(-s},),

n=1

et on pose

L = lim sup {logn/A,}, nteo.
Remarque. — 11 est trivial que :
5 o
0" S<o,<o0, .
ProposITION (I1.3). — Si 62 <+, 0n a :
o —e*<L.

Pour p €9, et dans le cas n[p] <n(p + 1), on a,

Vr€nlpl+1,...,n(p+ D} :

r—1

r
()= X aH-2 af),
n=n|[p] n=n|p)
et donc
n(p+1) n(p+1)
la,(f)I<2 2 ¢,=—>A,<2 2 ¢, .
n=n{p] nen|p)

(Cette derniére inégalité est ‘‘a fortiori’ légitime dans le cas

=nlpl=n(p+1)

puisqu’alors C

nlpl = An[p]). Par conséquent, on a,
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n(+1) n(p+1)
Y A, <2np+D+1-nlpl} X ¢, <
n=n(p] n=n(p]
n(p+1)
2n(p + 1) 2 C, -
n=n|[pl

Utilisant I’algorithme de Kojima, on obtient,
n(p+1)

0! < lim Sup log[ > cn]/)\nm +
nap Too n=n|pl]

lim Sup {log n(p + 1)/N\, ()},
et donc,

af <d®+L
Il est trivial que la condition L = 0 implique I’égalité : 0% = o
Remarque. — Ce résultat est a rapprocher de I’analogue bien

connu relatif a4 la différence des abscisses de convergence simple
et absolue d’une série de Dirichlet générale.



CHAPITRE III

Les nombres o%, o, of définis au chapitre II sont, en général,
distincts. Dans ce chapitre, on se propose d’énoncer des conditions
suffisantes pour que o% et 07 soient égaux. Les résultats obtenus
constituent une extension de théorémes classiques diis 4 Landau
et Fekete.

Les notations étant celles utilisées au chapitre II, on considére
une famille ® d’éléments {f} satisfaisant a4 la condition (&).On
énonce :

ProrosITION (II1.1). — Sous les conditions :
1/ les éléments {f} de la famille ® sont a coefficients positifs,
2/ 0¥ < + o

alors

F=0f=0"= or.

O

Les coefficients a, (f) étant positifs, il est trivial que pour p € 9T :

k
vk €{n(pl,...,n(p+ 1)}: Sup pX a,(f) <

fe¥% nipl
n(pt1) n(pt1)
< Sup Z a,(f)= Z C, s
fES
nipl nipl

et que {9}={¥}, 0= 02 La proposition (IIL.1) est triviale si
0% = — o0, On considére le cas ol 0¥ est fini, et on pose :

o**=Supo/ ,f€F.

Il est trivial que o*% < 0% L’égalité o* %= 0% implique trivialement
la légitimité de I’assertion de la proposition (IIL.1) ; il suffit d’étudier
le cas 0**< 0% Soient alors un nombre o, € ] 0*% 0%[ et un
nombre €€ ]0,0%— g,[. A ce nombre &, on peut associer une suite
infinie strictement croissante d’entiers, (P,), telle que



FAMILLE DE GERMES DIRICHLETIENS 265

n(Pi+l) llhn[Pi]
log pX Cp >o0%—¢.

.n=n[PI-]

Soit un nombre €' € 10, exp(d%— €) — exp(0,)[. A chaque entier
P; on peut associer une application —que I'on note fl,i— de la famille &
telle que :

n@+1) lp‘n[Pi] n(P;+1) 1/"'.[1’,]
[ 3 a,,(fpj)] > %‘ C, - €.

n1#;) n(P)]
Eu égard aux choix des constantes strictement positive £ et €,
on a donc,

n(P]-"'l) l/knlpi] s
exp(— g,) ¥ a, (fpj) >exp(0%—0, — €) —

[P;]
S —€e'exp(—0,)>1 .

L’expression

n(P;+1)
exp(= 0o Ay § ()
”[Pi]
tend vers + oo lorsque P, % o0, On a deux cas possibles :

n(P;+1)
0,<0: fpi(oo) = ¥ an(fl,’) .exp(— 04, A,) =
"[Pi]
n(®+1)
exp(— 0, )\n[pi]) 2 an(f,,i)
n[Pj]
g,>0: fl’,- (0,) » >
n(P;+1)
exp[— g, (1 + 7\,,[,,’,])] ¥ a,,(fp,.) .
n[Pi]

La suite (fp ) et toute sous-suite infinie extraite de cette suite ne sont
pas bornees'du point g,,. Ce résultat étant légitime Vo, € Jo*?% o*,1a
famille ¥ est donc non bornée au voisinage du point o % (on remar-
quera qu’en chaque point s de I'ouvert maximal de convergence de
{9} —cet ouvert n’est autre que le demi-plan {s € Clo > 0% — on
peut trouver un disque centré en ce point (et donc une infinité) sur
lequel % est bornée). Ce point ¢¥ est irrégulier pour & et donc

F_ _§_ _§
og=0,=0%.
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A chaque élément {f} de la famille ®, on associe I’élément suivant :
{f*}: L la,(f)l exp(= s),)
n=1

et on désigne par ®* la famille de ces éléments, et par $* la famille
des applications

s —o—> f*(s) ,

ol f*(s) est la valeur de {f*} en tout point s € P{ : (ouvert maximal
de convergence de {f*}). A la famille * on associe un élément

{p*}: crexp(—sh,),
=1

n

de la méme maniére que {p} & été associé A F. Il est trivial qu’alors

{p*}= {y}.

PropPosITION (111.2). — Pour toute famille ® d’éléments {f} sa-
tisfaisant a la condition () et, en outre, a la condition,

30 € [0,7/2] : |Arga,(f)I<O, VnEN, et VfEF,

on a:

Il est trivial que,

vper et Vres: 'S a,n1=|"5" 6,n|>
)/ : Z n > Z a, =
n(P] n[P]
n(p+1)
> cos 0 3 la, (),
d’ou 7]
n(P+1) n(P+1) n(P+1)
Y Gz Y ¢, =cosl § c¥, avec Vn€EN,:
dd
n (P niP] n(P] .
ck=c,,
et donc,
S § F*

»
De méme Vo >0, = o} on a,
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f*@ = 1f()|=f*(0).cos 0

Donc si &* n’est pas bornée au voisinage d’un point réel 0,, ¥ ne
Pest pas non plus. Eu égard & la proposition (III.1) le point o: est
irrégulier pour la famille & * ; il I’est donc aussi pour la famille %.
Ainsi on a : of = 0?7 = 0% = 0.



CHAPITRE 1V

Dans ce chapitre, on considére & nouveau, comme au chapitre III,
une famille ® d’éléments {f} satisfaisant 4 la condition ().

Prorosition (IV.1). — ({ fp}), p €N, étant une suite d’éléments
extraits de la famille ® et satisfaisant aux conditions suivantes :

1/ L <4+ o
2/ + o > Sup af",pEN

3/ 30, €] L + Sup af” ,Foo i ( fp) converge uniformément sur
le demi-plan P"o ={s € C|0o > 0,} vers une application F, de sup-
port P"o’ holomorphe sur Pgo,

alors on a :
1/Vn€N,, 3a) €ER : lima,(f,) =a,, pte,

2/ P20+L ={s€C|o> o0, + L} est contenu dans I'ouvert maxi-

mal de convergence de I'élément 2. al exp(— s\,) et le doublet
n=1

2z ad exp(— s\,) ; P30+L est un germe de F.
n=1

Chaque application fp est bornée sur P,Jo ; en outre, la suite
( fp) est bornée sur Poo. On a,

.AMER}F, VpEN et VSEPaollf;,(S)|<M,
et donc,
.VnE€N, et VpEN:|a,(f,)lexp(— oA, )< M.
On a aussi,
Ve>0, ':'Ip&EN:pr(s)—fq(s)l<s, Vp>pE,Vq>pe et
sEP

%
et donc,
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P4

VnEN,, Vp et Vq=p_: la,(f) —a,(f)l exp(— 0o,,) < e

La suite (a,( ];,)), p €N, converge pour chaque valeur n sur N,.
On a,

VnEN, , BageR:liman(fp)=ag, pte,
et
\7’s€Poo et Vn€N+:Ia,?lexp(—o)\n)<Mexp[—(o—00))\,,].

L’ouvert Pgo +1 est P'ouvert maximal de convergence de 1’élément

s

exp[ — (s — 0,) A\,]. L’ouvert maximal de convergence de I'él¢-

1]

n=1

ment 2 a: exp(— sA,) contient 'ouvert P

+L- On montre facile-
n=1

0
%

ment que le doublet Z a‘,’, exp(— sA,) ; Pgo +L} est un germe de F.
n=1

PropoSITION (IV.2). — Si 05 <+ oona o —-0of<L.

La proposition est triviale si L = + oo, Soit L fini. On suppose
07— 0> L et on considére deux nombres o, et o, satisfaisant 4 la
condition :

0?<0,<0, +L<g,<0}.

Soit une constante €€ ]0,0,’1’= — 0,[. A ce nombre €, on peut associer
une suite infinie strictement croissante (P].), d’entiers extraits de 9¢

telle que
n(P;+1) 1Ay (P,
o} —e< log[ sup Y la,,(f)l] !

fe¥ "[Pil

Soit €' € ]0, exp(a: — €) — exp(0,)[. On peut associer & ce nombre
€' une suite d’applications extraites de %, ( f,.), telle que :

n(P;+1) 1/)\"“,,_] n(Pj+1) 1/xnlpi] ,
¥ la, (f)1 >l sup v g, (NI -€,

fe¥ e
n[P]-] n[Pi]

et donc,

n(l’j+1) I/Rnlpil
exp(—0)| S e, ()] > exp(0) — 0, —€) —
n[P]]
— €' exp(— 0y) > 1
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A

n[Pi]

Sio,>0,0na:

n(P;+1)
un[ €* Ian(fi)l]exp(— ookn(l,i])=+°°, jtee

nE{n[P]-] ,...,n(P +1)}: gy nip;] < 00>‘n<00)\n[P]-] + o,

et donc,
n(P;+1)
lim E la, (f)] exp(— 04 A,) = + oo, jhtoo.
n[P]-]
si 0, <0, on a,

n(Pj+1) n(®;+1)
[Z Ia,.(ﬁ)l]exp(—ook,,[pj])< ¥ la, (f)| exp(— 0y A,)

n[Pi] n[Pi]
et donc
n(P;+1)
lim  § g, (f)lexp(— 0 \,) =+ oo, jloo.
ded
"[Pi]

Si la suite ( ];) ne comporte qu’'un nombre fini de termes “distincts”,

alors il existe un entier j, et une sous-suite infinie (P,.) de (Pi) telle
r

que

n(Pj+1)

lim 3‘ |a, (fio)l exp(— 0y A,) = +oo, jtoo,
n [PIr]

On considére alors I’élément dirichletien

L

{fjo}: '?_;l a,(f;,) exp(=s1,) .

. i T
Puisque 0, >0, + L> 0% onag, >0/ + L>0,°, et donc,

n(Pir+l)
lim Z la, (fi)| exp(— oy,A,) =0.
n(P;]

La contradiction implique 05 — 07 < L.

Si la suite ( f ) comporte une infinité d’applications distinctes, alors
on peut extraire une sous-suite infinie ( f ) uniformément. oonvergente

sur P01 ={s € C|o > o0,} vers une apphcatlon F, holomorphe sur P
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Raisonnant comme dans la démonstration de la proposition (IV.1),
on a,

Ve>0, 3j_€EN, Vj, et yj.>j, et Vs€EP,
15,6 — f;, ©1< g,

et donc,
Vn €N, :la,(f;) - a,(f; )| <€ exp(o,A,)
qui implique :
la,(f;,) — au| S €exp(o,\,), avec lima,(f;)=ay, jxto ,
ol N
{F}: 21 a® exp(—s\,) admet o <o, +L,
n=

et donc

la, (f;, )] exp(= 0, \,)) < lay | exp(— 0, \,)) + € exp[— (0, — 0,) ],]
n(P,-r+1) -

S la, (£ )] exp(= 0, \,) < Zl 1a%| exp(— o4 \,) +

nfp;,] n=

+ € 2 exp[— (0, — 0,) N, ] <+oo.

n=1
La contradiction implique 0% — 0 < L.

A laide d’un raisonnement analogue & celui-ci-dessus, on
prouve :

PROPOSITION (IV.3). — Si 0% <+ o et si L=0,0na o’ = of.

PROPOSITION (IV.3 bis). — Si 67 < + oo et si la D-suite (\,) est @
densité maximale ® finie alors o = of.

Cette proposition est un corollaire de la précédente ; en effet, on
sait que @ est 'infimum des densités des D-suites mesurables contenant
la D-suite (A,,) comme sous-suite. Soit € > 0 ; on peut trouver une D-
suite mesurable —que 'on désigne par (u,)— contenant (\,) comme
sous-suite et de densité strictement inférieure 4 @ +¢€. Il est évident
que :

vrnEN, 1 u, <\, etque lim{Logn/u,}=0, ntoo,

n



272 MAURICE BLAMBERT ET JEAN SIMEON

et donc
L=0,

PropPOSITION (IV.4). — Sous les conditions :

1/ la D-suite (\,,) est mesurable d densité D (finie)

2/ 0 <+ oo

3/ 05 <0
alors 3a € 10,7/2[ et 1€ 10,|lo5|/tg o[ tels qu'd chaque fEF on
peut associer une application —que l'on note p,— de

Se ={s €C||Args| <a}

dans C, satisfaisant aux conditions suivantes
1/ ¢, est holomorphe sur S,
2/ Ve>0,3re >0 I«pf(z)l <exp{[(#@D — Dl|siny|+e]lzl},

Vz€E{S, Izl >r}, avec z=|z|expGy),

(re est le méme pour chaque f € ).
3/ VneN,, VFEF : o(\,) = a,() €(\,).

(€'(\,) désignant la valeur en X\, de la dérivée de l'application entiére
z —e—>e@) =11 - 22/7\3,)
n=1

Cette proposition résulte immédiatement d’un résultat classique et
d’une remarque dis 4 V. Bernstein [(I), p. 103 et p. 115]. En effet,
on a 0*¥< of (les al-germes—D,{ f}, ont tous une abscisse de conver-
gence finie au plus égale a a < + o), La famille & est bornée
sur chaque demi-plan P —{se Clo= ao} indexé par o, > of
5 est réguliére sur P = {sE C|o >0} et bornée sur le secteur

={s€C||Args| < 0} indexé par 0 sur ]0,m/2[. Puisque 0R<0
on peut trouver un triangle compact ® (de sommets il, — il, — Itga,
avec /1 € 10, log|/tg of et a € ]10,m/2[) sur lequel tous les f sont holo-
morphes et & est bornée. Il suffit dés lors d’appliquer le résultat
de V. Bernstein ((I), th. III, p. 103) a chacune des applications
de %, compte tenu d’une remarque justifiant I’assertion (2) ((I),
p. 115).
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ProrosiTION (IV.5). — Sous les conditions :

1/ la D-suite (\,) est mesurable a densité D (finie),

2/ of < 4 oo,
alors of — o,f <8 (ou & est lindice de condensation, au sens de
V. Bernstein, de la D-suite A

La condition (1) implique L = 0, et (2) implique o < + 0. On
considére un nombre A > of et la famille —que I’on désigne par &, —
des éléments (indexés par f sur &)

8

{fu}: a,(f)expl- (s + RAN,].

1

b
]

La famille & —définie 2 partir de ®, comme & a été définie a partir
de ®— a une abscisse de suprarégularité oJ» = 0¥ — h et une abscisse
de régularité a{h < 0. Eu égard a la proposition (IV.4), il existe
une famille d’applications ¢, satisfaisant aux conditions suivantes :

1/ Ve>0,3r >0, Vr>r, g, ()| <exp(er)

(reest le méme pour chaque f, € &, ; la condition ci-dessus moins
fine que son analogue dans P’assertion (1) de la proposition (IV.4)
suffit cependant pour ce qui suit)

2/ VR EN, :¢,(N,) = a,(f) exp(— AN,)) €' (X,) .
Il est trivial que 0% < o?, et donc,

o) < lim sup{log[ sup |<ph()\n)|§/e'()\n)]/)\n} +h
n fes

» < lim sup {log [1/€'(A\)I/\,}+ €+ h.
n oo
On sait que si la D-suite ()\\,) est mesurable a4 densité finie alors son
indice de condensation (au sens de V. Bernstein) 6 peut s’exprimer

sous la forme :
& = lim sup {log [1/€"(ADI/\,}, ntoo,
On a donc :

0f<s+h=—>07—05<5,
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