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QUELQUES FONCTIONS MOYENNES-PÉRIODIQUES
NON BORNÉES

par Y. MEYER et J. P SCHREIBER

Soit D ={Xn}n^o ' une ^ts de nombres réels vérifiant
1) lim (n - XJ = 0.

n —>°°

2) X^ =5^ n, pour une infinité de valeurs de n.
On se propose de montrer l'existence de fonctions moyenne.

périodiques non bornées, à spectre (simple) dans D.

On désigne par B(R") l'algèbre des transformées de Fourier des
mesures bornées sur R" et on pose II^I^R'1) =: / d\fJi\. Pour un
fermé E de R", B(E) est l'algèbre des restrictions à E des fonctions de
B(R"), munie de la norme quotient. On rappelle :

DEFINITION. - ([4] déf. 1.2.1). On dira qu'une partie A de R
possède un compact associé s'il existe un intervalle compact 1 et une
constante K, tels que pour toute famille {ûJ^çA de nombres com-
plexes nuls sauf un nombre fini, on ait

sup
xeR

ï
\eA

a^e1^ < K sup
xel

E a^
\€A

PROPOSITION. — ([1] prop. 1). Si toute fonction moyenne-pério-
dique à spectre dans A est bornée, A possède un compact associé.

On a alors le théorème suivant :

THEOREME 1. — L'ensemble D (défini plus haut) ne possède pas
de compact associé.
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Démonstration. — Soit / un nombre positif vérifiant

21 < inf | À, - À, |(,/eN • /

/^

et pour toute fonction / continue sur D + [ — / , / ] , soit / la fonction
continue sur D x [— /, /] définie par

7(x , y) = f(x + y) .

Si D avait un compact associé, il existerait une constante C telle que
pour toute partie D' de D, on ait ([4] th. I)

1 1 / 1 1 B(D'+(-^]) : C 11/HB(D'x (-/,/]) •

Soit N tel que pour n > N, on ait | \ — n \ < — . Prenons

D' ={\,}^N- ^OUT tout £ positif inférieur à /, considérons la fonc-
tion fç définie sur D' + [ — / , / ] par :

f^x)=ï-'^——^,si\x \J<£ ;

fç (x) == 0, pour les autres valeurs de x .
^ ^ 2II est clair que fç possède un prolongement à R dont la norme

dans B(R2) ne dépend pas de £ ; par conséquent ||./g HB (D'X (-/,/] est

majorée indépendamment de £ et donc aussi II/HB(D'+(-/^])- ^ 8

•[-M]est une fonction de B(R) valant 1 sur Z +1 — — , — | et nulle hors
3 3

le produit de g avec des prolongements de /g ende Z •H-?}
des fonctions de B(R) donne une famille de fonctions Aç vérifiant :

1 1 / ^ 1 1 B(R) < K

h^(\)=l si \CD1

h^(x)=0 si x^D1 + [ - £ , £ ] .

Ces fonctions Ag sont les transformées de Fourier de mesures de
masse inférieure à K qui, considérées comme des mesures sur le com-
pactifié de Bohr de R, ont pour valeur d'adhérence faible, quand £
tend vers 0, une mesure p. dont la transformée de Fourier est la fonction
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caractéristique de D\ La mesure ^ est semi-idempotente et, d'après
Kessier ([3]), D' doit être l'intersection avec [0, 4-oo[ d'un élément
de l'anneau des classes du groupe R discret.

On sait qu'un ensemble E, discret, de R qui appartient à l'anneau
n

des classes du groupe discret R s'écrit U (r/Z 4- ^)\F où les r/ et

^ sont réels et F un ensemble fini. On voit facilement que la démons-
tration ([5], p. 71) s'applique au cas où l'on sait seulement que
E H [0, + oo[ est discret. Mais les hypothèses faites sur D interdisent
à D' d'avoir cette forme, ce qui achève la démonstration du théorème.

COROLLAIRE. — // existe des fonctions moyennes-périodiques non
bornées de la forme : / ̂  S a^ sin\x et de la forme

n^o
8 ^ Z b^ cosX^x,

n> 0

Posons A = D U (— D). Le corollaire résulte en fait seulement
de l'existence d'une fonction moyenne périodique non bornée à spectre
dans A et de ce que S == inf | X' — X | > 0 .

\eA
YeA

L'existence d'une telle fonction équivaut en effet à l'existence
d'une suite de polynômes trigonométriques

P.CO= 1 a^e^ , v= 1,2,...
\eA

vérifiant :
a) sup | P^(x) | = 1

xeR

b) fy(x) ——> 0 uniformément sur tout compact.
y->«»

Si on considère alors les polynômes trigonométriques

C,0c) = P,0c) + P,(- x)

S,0c) = P,(JC) - P,(- x)

on voit qu'en se restreignant au besoin à une sous suite et en multipliant
au besoin ces polynômes par des constantes, on a les propriétés a) et
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b) soit pour les polynômes Cy soit pour les polynômes Sy . Supposons
par exemple qu'on ait

( Cy(x) == Z €„ 0) cos \ x
"<Ny

Sup 1 C,0c) 1 = 1
xeR

Q.Oc) ——> 0 uniformément sur tout compact.v v->oo

On peut dès lors affirmer l'existence de fonctions moyennes-pério-
diques paires non bornées à spectre dans A. Pour les fonctions im-
paires considérons

D,(x,h)=C,(h^x)-Cy(h-x)

= — 2 ^ c^ (v) sin \ h sin \ x.
n^Vy

Pour tout h, Dy(x, h) converge aussi uniformément sur tout compact
vers 0. De plus on peut trouver une valeur de h, une suite {^.} et un
nombre 17 > 0 tels que

Sup | Dy (x , h) | > 17 pour tout i .
xeR l

En effet, sinon on aurait pour tout T > 0 et tout h G [0, T]

Sup|D,(x + h ^ h ) + D y ( h - x , h ) \ -^> 0.
X € K.

c'est-à-dire
4 Sup ^ c^ (v) sin2 X^ A cos \ x

xeR w<Ny
0

cette suite restant d'ailleurs majorée par 4 pour toute valeur de A.
Mais

S c^ (y) cos \, je = ]L €„ (^) cos 2 À^ A cos X^ .^
yî<Ny w<N.,

+ 2 2^ €„ 00 sin2 \n h cos X.. x
"^N.,
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d'où en intégrant par rapport à h sur [0, T] et en utilisant l'inégalité
de Schwarz !_

1 )2

T S cJ^)cosX^<l S knOOl2 S -î
n<Ny \"<Ny yi<N.,

4- / 2 S ^O^sin2^,/? cos\, je dA.
«T

270 |n<N^

v 1La régularité de A entraîne d'une part que les sommes 2L ~r
n^y \^

sont bornées et d'autre part, par l'inégalité d'Ingham ([2] p. 94).

S 1 c^(y) |2 < k /T S ^W œsX^ x dx<k2^-
"O «<N^ ô

Comme, pour toute valeur de T et de x l'intégrale du 2e membre
tend vers 0 lorsque v tend vers l'infini et comme un choix convenable
de x donne au 1er membre une valeur arbitrairement voisine de T,
on obtient une contradiction dès que T est supérieur à

(2^-^ (S-)2.
v / v ^n

Ainsi donc nous avons aussi prouvé l'existence de fonctions
moyennes-périodiques impaires à spectre dans A.
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