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FORMES EXTERIEURES
GENERATRICES DE SPRAYS

par Joseph KLEIN et André VOUTIER

Introduction.

Soient (M, g) une variété riemannienne, E la fonction énergie cor-
respondant a g, o la 1-forme canonique sur le fibré tangent TM, forme
qui a tout vecteur Z € TTM fait correspondre

a(Z)=g@'Z,p"Z)

p'Z désignant origine et pT Z la projection de Z sur TM.

Le résultat fondamental de [1] est que le champ de vecteurs G
défini sur TM par
igde = — dE )

est un spray dont les trajectoires ont pour projection sur M les
géodésiques de la connexion riemannienne sur (M, g), c’est-a-dire les
extrémales de E.

Par une extension naturelle de la notion de spray, on a généralisé
ce résultat pour des variétés finslériennes [3].

Dans cet article, nous nous proposons d’étudier des 2-formes §2,
homogeénes, de rang maximum, définissant une fonction énergie ; il en
est ainsi lorsque i; 2 = 0, J désignant le tenseur de type (1,1) définis-
sant sur TM la structure naturelle de variété presque tangente. Nous
établissons ensuite les conditions nécessaires et suffisantes pour que

ic2 =—dE (2)
définisse un spray. La forme 2 s’écrit alors de la fagon suivante

2 =dd;E + S

avec S = i dS2, C désignant le champ canonique sur TM.



242 JOSEPH KLEIN ET ANDRE VOUTIER

Le cas S = 0 nous redonne en particulier les sprays riemanniens
ou finslériens car on montre que da = dd, E.

Le cas ou S est semi-basique se rencontre en Mécanique Analy-
tique ; les trajectoires sont solutions d’un systéme d’équations de
Lagrange avec second membre et sont les géodésiques d’une connexion
dite S-finslérienne [S].

En supposant E positif sur ®M et en remplagant I'énergie E par la
norme /2E on est amené a la notion de sprays de directions.

Dans les deux premiers paragraphes nous étudions la structure
presque tangente, J, sur TM, les dérivations i;, d; de Frolicher-
Nijenhuis correspondantes [4], les champs de vecteurs et les formes
homogenes, notions fondamentales pour les paragraphes 3 et 4 consa-
crés 4 Pétude des 2-formes finslériennes et lagrangiennes engendrant
~respectivement des sprays de vecteurs et des sprays de directions.

Certaines démonstrations, en particulier celles relatives aux déri-
vations sont supprimées, parce qu’'elles sont des conséquences directes
de formules se trouvant dans [4].

1. Structure presque tangente sur TM.

1.1. Notations.

Soit M une variété différentiable de dimension n, TM I’espace fibré
des vecteurs tangents 4 M, ®M la variété des vecteurs non nuls tangents
aM.

Désignons par p la fibration naturelle de TM —> M, par p' celle
de TTM —> TM et par pT : TTM —> TM l'application linéaire
tangente i p. Nous avons le diagramme commutatif

T
™ P —> T™M

P =Pmm P = Pm

™ > M
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Soit (U, ¢) une carte locale de M ; x!,...,x" les coordonnées de
¢(x) dans R"” o x €U ; on écrira [2]

x'ﬁ'(x‘,...,x").

A la carte (U, ¢) correspondent des cartes locales sur TM et TTM. Un
point z de TU sera représenté par

A N D AT )
ou plus simplement par z 5 x,»).

Un point Z de TTU sera représenté par
Z ﬁ(xl,...,x",y‘,...,y”,Xl,...,X",Yl,...,Y")

ou plus simplement par Z 5 (x,y,X,Y).

Nous avons alors
1y _ Ty —
PLG(x,y) et p'Z3F(x,X).
Nous désignerons par y tout champ de vecteurs sur TM tel que
p'’y=p'y;ona
ygx,y,y,Y).
1.2. Suite exacte fondamentale.

Lasuite exacte fondamentale sur TM est par définition la suivante :

O—QTMQTM—%TTM—“»TM@TM——;o

Tous les fibrés de cette suite ont pour base TM ; u est le morphisme de
fibrés vectoriels surjectif défini par

p=@. p".
Nous définissons A point par point de la fagon suivante : soit
(y,z)GTM;;TM avec py =pz=x;
A, désigne I'identification naturelle de T,Metde T, T, M.

Avec les notations de (1.1) si y = x.,y), z T (x, z) alors
R(y,z)ﬁ(x,y,O,z).
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L’image de A, égale au noyau de u, est le sous-fibré V de TTM
formé par les vecteurs verticaux c’est-a-dire les vecteurs tangents aux
fibres de TM.

1.3. Champ de vecteurs et de tenseurs (1,1) canoniques.

L’application o¢:TM—> T™M x TM  définie par

y—=>0.»)

est une section différentiable de ce fibré vectoriel.

Le champ de vecteurs C = o o, section différentiable de p':
TTM ——> TM est appelé champ canonique de TM.

Csk.»,0,»0).

Le tenseur canonique sur TM, J, est défini par
J=ANopu.
L’exactitude de la suite fondamentale implique
2=0.
Avec ies notations de 1.1, JZ T (x,y, 0, X). Pour chaque y de T™M,

la restriction J, de J a T, TM est un endomorphisme de l'espace
vectoriel T, T™™, de carré nul, de rang n, dont I'image, égale au noyau,
est le sous-espace Vy des vecteurs verticaux. Lavariété TM muniede J a
une structure de variété presque tangente. A la forme tensorielle J sont
associées les dérivations i; et d ; de Frolicher-Nijenhuis ;i; est une déri-
vation de degré O, agissant trivialement sur les fonctions ; son action
sur les 1-formes w est définie, pour tout champ Z sur TM, par

jw(Z) = w(Z);
on en déduit, si 2 est une 2-forme,
i,UZ,2")=9Q0Z,Z2") + QZ,)Z").
dy est la dérivation de degré 1 définie par :
dy = iyd — diy.
of

Localement, f désignant une fonction sur TM, d, f = a_y‘ dx'.
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1.4. Formulaire de la structure presque tangente sur TM.

On établit facilement, a I'aide de coordonnées locales par exemple,
que, quels que soient les champs Z et Z' sur TM

(3z2,32v=1032,2"1+J[Z,]Z']. 0

L’identité (1) est équivalente a la nullité de la torsion de Nijenhuis N ou
ad}=0.

On montre de méme que, C désignant le champ canonique,
0.Cl=—1[C,J]=17J. 2)

A partir de 13, on obtient les propriétés suivantes, des crochets de deux
dérivations

liy,i)=—iy; dob [ij,ic] =0 3)
liy, 0c]1 =iy, 4
6. désignant la dérivée de Lie par rapport au champ canonique C.
lic,ds]1 =1 5)
ld;, 6c] = dy (6)
liy,dy] =0 @)
[d,d;] =0. 8)

Posons éz = liz,dy] ;ona
[d;,0,1=0. ©)

Dans ces formules, Z est un champ de vecteurs différentiable arbitraire
surTM. SiZ =y on a

85 = izdy + dy i, (10)

=0c — i,y (voir [4], page 352).

2. Champs de vecteurs et formes homogeénes.

Nous définissons pour les champs de vecteurs, comme pour les
formes sur BM, deux types d’homogénéité : une homogénéité au sens
restreint, de degré r et une homogénéité au sens large, de degré r.
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. Notation.. — Pour abréger I'écriture nous utiliserons les symboles
h(r) et h(r) ; h(r) se lit : homogéne au sens restreint de degré r, h(r) se
lit homogéne au sens large de degré r.

2.1. Champs de vecteurs homogénes au sens restreint.

On définit classiquement ces champs a I’aide du groupe a un para-
metre des homothéties positives. Nous préférons les définir, pour des
raisons de commodité, a 'aide de formules généralisant la formule
d’Euler pour les fonctions homogeénes.

DEFINITION. — Un champ différentiable Z sur ©M est dit homo-
géne au sens restreint, de degré r, si
0cZ=@r-1Z

C désignant le champ canonique.

PROPRIETES.

1) Avec les notations de 1.1 les composantes X de Z sont homo-
geénes de degré r — 1 par rapport aux n variables y ; les composantes
Y sont homogénes de degré r par rapport a ces variables.

2) SiZ,est h(r))etZ,h(r)lecrochet [Z, ,Z,)est h(ry + r, — 1).
1l en résulte que les champs h(1) forment une Algébre de Lie.

Exemples.

1) Le prolongé sur TM d’un champ sur BM est r(1).

2) Un spray sur M est un champ de vecteurs sur M h(2).
c’est-a-dire tel que [C,G]=G, et vérifiant la condition JG=C
(ou p'G=p"G). Cette définition différe de celle de [1] ob un
spray est un champ de vecteurs sur TM et non sur ®M seulement.
Avec les notations de 1.1 nous avons

G5 &x,y.,7.Y)

Y étant une fonction homogéne de degré 2 par rapport aux y.

2.2. DEFINITION. — Un champ de vecteurs différentiable Z sur M
est dit homogeéne au sens large, de degrér, si
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0.Z=(— 1)Z + gC

ou g est une fonction différentiable sur M.

Conséquence. — Si Z est h(r), JZ est A(r — 1).

L’homogénéité au sens restreint implique I’homogénéité au sens
large.

2.3. DEFINITION. — Une forme S sur M est dite homogéne au sens
large, de degré r (h(r)),si
0.2 =rQ2.

Conséquence. — Si la p-forme Q est h(r) et si Z,,...,Z, sont
p champs h(q), Q(Z,, ..., Z,)est h(pqg —p +r).

2.4.DEFINITION. — Une forme S sur ®M est dite homogéne au sens
restreint, de degré r (h(r)), si, pour toute fonction f : ®M —> R,

0,02 = frQ2.

Conséquences.

1) La définition précédente est équivalente a 6.2 = rQ et
ic=0o0uaidQ2=rQeti-Q=0.

2) Si la p-forme Q est A() etsiZ, ..., Z, sont p champs h(q),
la fonction QUZ, ,...,Z,) est h(pqg — p + ).

2.5. Action des dérivations sur les formes homogénes.

Si §2 est h(r), dS2 est h(r), i;S2 et dy &2 sont A(r — 1).

Si Q est A(r), iy §2 est h(r — 1) ; dS2 est h(r), iz(r) seulement si
r=0;d;Qesth(r — 1), h(r — 1) seulement sii; Q = 0.

2.6. DEFINITION. — Une forme w sur TM est dite semi-basique si
i, w = 0 pour tout champ v sur TM de vecteurs verticaux.
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Remarque. — Si w est semi-basique, iyw = 0 et djw est semi-
basique alors que dw ne 'est pas en général.

PROPOSITION. — Soit w une p-forme semi-basique, homogéne
au sens large de degré r ; pour tout champ y sur TM tel que Jy = Cona
la formule

iydywtdjizw=@p+nw. an

Démonstration. — D’aprés la formule (10) de 1.4, le premier
membre de (11) est égal 3 0. w — i[5 jjw. w étanth(r), 6 w = rw.ll
reste donc a montrer que i(; ;@ = — pw. Or

-

iz WZy,...,2) =

, WZy s Zy 702,200y s 2,)

14
i

]
—

Montrons que [y ,J]Z; ne différe de — Z; que par un vecteur
vertical, c'est-a-dire que
Ib,11Z2=—-1JZ

or .NZz=r,JZ)-Jy,Z] dou
IF,NZ=J[,JZ] car J*=0

=[C,JZ]—J[C,Z] daprés N; =10

= —JZ d’aprésla formule (2) de 1.4,
La proposition précédente implique le théoréme suivant :

THEOREME. — Toute p-forme w définie sur M, semi-basique,

homogéne de degré r + — p, qui est d; fermée (dyw = 0) est dy exacte,
et @+nNw=dizw

¥ désignant tout champ sur M tel que p'y = p*y.

Remarque. — Les formules précédentes sont valables pour un
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3. Etude de 2-formes génératrices de sprays.

3.1. Dans ce chapitre 2 désigne une 2-forme homogéne au sens large
sur BM, de degré d’homogénéité 1, c’est-d-dire telle que :

0.2=8Q.

Nous supposons en plus que £ est de rang maximum 2z sur GM.
Dans ces conditions la formule

i;=w

définit un isomorphisme entre 1’espace vectoriel des champs de vecteurs
sur M et celui des 1-formes sur EM et plus particuliérement entre les
champs #(2) et les 1-formes h(2). En effet

or [C,Z] = Z puisque Z est h(2), donc 6, w = 2w et la forme w est
bien A(2).

Nous faisons une derniére hypothése : i; Q = 0 c’est-a-dire
QUZ,2)+ Q2,12 =0

quels que soient les champs Z et Z' sur BM.

DEFINITION. — Une 2-forme ) de rang 2n sur ®M, homogéne
de degré 1 sur ©M au sens large et telle que iy = 0 sera dite finslérienne.

3.2. PROPOSITION. — Soit Q2 une forme finslérienne. L’application
g : T8M & T®M —> R définie par g(Z ,Z') = QUJZ ,Z') est une
M

forme bilinéaire symétrique sur TOM qui induit sur M une métrique
finslérienne g.

Démonstration. — Comme i; 2 = 0, QUJZ,Z") = QZ ,JZ') d’ou
la symétrie de g. De la définition de g résulte que g(Z , Z') ne dépend
quedeJZ et JZ' Cest-a-dire de pT Z et p* Z'. La régularité de £ implique
d’autre part que g(Z,Z") = 0 pour tout champ Z’, si et seulement si
JZ = 0, c’est-a-dire si Z est vertical. A tout point y de EM correspond
alors une application bilinéaire symétrique réguliere g de T,»yM x T,;)M
dans R définie par
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g, 2)=¢8g@Z,2"
avec p'Z=z, p'Z' =z e pT=p7=y.
L’application g définit bien sur M une structure de variété fins-
lérienne.
3.3. DEFINITION. — On appelle fonction énergie associée a la forme
finslérienne 2 l'application

E:®M —> R définie par

1
y——->§gy(y.y)

Propriétés de la fonction énergie.

1) Soit ¥ un champ A(2) sur ®M tel que Jy = C. D’aprés la défi-
nition de g, la fonction E a pour valeur, en tout point y de M,

L’homogénéité de 2, C, y implique alors que E est une fonction homo-
géne de degré 2 : EQy) = M E(y) YA > 0.

2) Localement avec les notations de (1.1)

Q i j i /_,_l indyl
a,,.dx Adx +g,,dy A dx 2b,idy Ady’.

1
2

all

Q=0=>g; =g; et b; =0.

L’homogénéité de §2 implique que les a; sont h(1), les g, h(0). La
fonction énergie E s’écrit alors

1
BO) 575 & &, )0y

3.4. PROPOSITION. — Soit 2 une forme finslérienne sur 6M. Soient
Zet Z' deux champs de vecteurs sur ©M. Posons w = i, S et w' = i,,8.
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Nous avons I’équivalence suivante :

2= <> w=—Juw'.

Démonstration. — D’apres le formulaire 1.4, iyi,, — iz.i; = — ij5
Aol ijiz; @ =~ i Q ouijw =— i Q.

SiJZ' = Z alors i w' = — w et inversement.

Conséquence. — Soit w la 1-forme correspondant au champ cano-
nique C : ic = wg. A toute forme w', A(2), telle que Jw' = — w,
correspond un spray G défini par igQ = w'.

3.5. THEOREME. — Soit §2 une forme finslérienne sur ®M. Si la forme
ic Q2 est dy fermée alors i 2 = dy E, E étant I’énergie finslérienne de 2 ;
le champ G tel que

igQ = —dE

est un spray sur M appelé spray canonique de .

Démonstration. — D’aprés le théoréme de 2.6
1

dyic2 =0 :icﬂ=-2—dj(i7icﬂ) ou i = d;Ed’apres 3.3.

Commed; E = — ij (— dE), la forme — dE définit bien un spray d’apres
34.

La forme §2 étant homogéne de degré 1
Q=02 ou Q=di.2+i.dSl ouencore
Q=dd;E+S avec S=i.dQ.
La décomposition précédente de £ permet d’énoncer le théoréme

suivant :

THEOREME. — Une forme finslérienne S d’énergie E qui est
fermée est exacte et

Q =dd,E.

3.6. Un cas intéressant en Mécanique Analytique est celui ol la forme
§2 se décompose en
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Q =dd;E+S
la 2-forme S étant semi-basique.
PROPOSITION. — Soit 2 une forme finslérienne d’énergie E. Pour

que la forme Q2 — ddyE soit semi-basique, il faut et il suffit que dy §2
soit semi-basique.

Démonstration. — SiS = §2—ddE est semi-basique,alorsd; S = d;Q2
est semi-basique d’aprés les propriétés des formes semi-basiques.

Supposons maintenant d; 2 semi-basique. Comme d; £ = i;dSl,
iy dS) est semi-basique et i;i;d2 = 0 c’est-3-dire

dQJX,JY ,Z)+dQ(X,JY ,JZ) +dQ(JX,Y ,JZ) =0

quels que soient les champs X, Y, Z sur M.

Posons X =5 avec Jy =C ;dou
dQu(C,JY ,Z) +dQ(C,Y ,JZ) + dQ(y ,JY ,JZ) =0
Mais i; dQ2 étant semi-basique i;dQ2(y ,JY ,Z) =0 ; d’ou
dQu(C,JY ,Z)+dQ(y,JY ,JZ)=0

Il en résulte que, quels que soient les champs Y et Z,d2(C,Y ,JZ) = 0
C’est-a-dire que iy dS2 est semi-basique.

3.7. Propriétés du spray canonique de S2.

1) Le spray canonique G étant défini par i; 2 = —dE il en
résulte que icgdE =0 ou 6 E =0dou:

PROPOSITION. — Le long des trajectoires du spray canonique la
fonction énergie est constante.

2) PROPOSITION. — Si Q est une forme finslérienne exacte
(82 = ddyE) le spray canonique G de S a une divergence nulle par
rapport a 2, ce qui équivaut a 05 2 = 0.
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Démonstration. — La divergence de G par rapport a £ est définie
par (divg G) Q" = 05 Q" ; donc div, G = 0 <—> 6, Q2 = 0.

Comme df2 = 0, 002 =digQ
=—ddE=0.
3) PROPOSITION. — Les géodésiques du spray canonique de la

forme finslérienne
Q=dd;E+ S,

S étant une forme semi-basique, sont localement les solutions du sys-
téme d’équations de Lagrange :

— =~ =S, y" avec y*¥ =dx¥d:.

Si Q est fermée (2 = ddy E) les géodésiques du spray canonique sont
les extrémales de la fonction énergie.
Démonstration. — Avec les notations de (1.1) posons

b} 2
= p ==
ox? o ayt

X, =
Soit = dd;E + S avec S semi-basique ; posons :

S Sy dx* A dx'.

0 | —

U
Explicitons (G, X;) en utilisant les formules suivantes :
P,=JX, ; igd;E=2E et J[G,X]=0.
G, X;) =dd;E(G, X;) + S(G, X;) ou
QG, X)) = G.d;EX)) — X,.d; E(G) — d; E([G, X;]) + S(G, X)) ou
Q(G,X) =G.(P,.E) - X,.(2E) + S(G, X)) .
Or, Q(G, X)) = —dEX))
=—X,.E.

En égalant les deux expressions de £2(G, X;) nous obtenons
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G.(P,.B) - X,.E = 8(X,,G) . (1)

Soit f: I —= M une courbe géodésique du spray G, c’est-a-dire une
courbe f telle que f'' = Go f'.

Le long de cette géodésique, de paramétre ¢#,I’équation (1) s’écrit

—— ———=Szy*¥ avec y*=dx¥/dr.

4. Formes génératrices de sprays de directions.
4.1. Forme lagrangienne associée a une forme finslérienne.

DEFINITIONS. — Soit £ une forme finslérienne sur M,
Q =dd;E+S,
la forme S étant semi-basique. Supposons I’énergie E strictement posi-
tive sur GM et posons E = % L? et S= LS, . La fonction L est

appelée lagrangien associé a E.
La forme
Q, =dd;L +§,

est appelée forme lagrangienne associée a 2.

PROPOSITION. — Soit S2 une forme finslérienne admettant une
forme lagrangienne associée Q. La forme S, posséde les propriétés
suivantes :

1) Q, est k(0) c’est-d-dire iy = 0 et icdSy = 0.
2)i; 82, = 0.

3) d; Q, est semi-basique.

4) Si G est le spray canonique de 2, iz 2, = 0.

5) Q, est de rang 2n — 2.
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Démonstration.

1
1)De Q=dd,~ L? + LS, on déduit que

Q=LQ,+dLAadsL.
Comme E est £(2), L est h(1), dL est h(1) ;d; L est h(0).
Or ic=Li 2, + (icdL)d;L — (i.d;L)dL ou
Ld;L = Li. 2y + Ld;L donc i Q,=0.
Montrons maintenant que i dS2, = idS, = 0.
Comme dS =dL A S, + LdS, ,
icdg = (icdL)S, + dL A i S, + Li.dS, .
Or icdS=dS, idL=L et i.S,=0 donc
LicdS, =0
2) i;§2, = 0 est une conséquence directe de i; €2 = 0.
3)d;Qy =d;S, et dyS=d;LAS,+ Ld;8§,.
Coﬁme dy S, d; L et S, sont semi-basiques, il en est de méme de d; S, .
4) Par définition i; = — dE. Or
ic2 =Li;Qy + (igdL)d; L — (igd;L)dL. (1
Comme igdE=0, igdL=0.
D’autre part icdyL=i.dL et i.dL=L.
L’égalité (1) s’écrit donc sous la forme
— LdL =LigQ, — LdL et igQ,=0.

5) En tout point y de VM, les vecteurs C et G font partie du
sous-espace vectoriel de T, BM associ¢ a 2, . Ce sous-espace A, §2, est
par définition le noyau Ker, 2, , C’est-d-dire I'ensemble des vecteurs
Z de T,BM tels que i,82, = 0.

Montrons que ce sous-espace est engendré par C et G c’est-a-dire
qu’il est de dimension 2 ; il en résultera que £2, est de rang 2n — 2.
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Soit Z un champ sur EM tel que i; &2, = 0. Nous avons
iyz 8% = iziyS2 — iyiz 8 .

Donc i;Q, = 0 == i;,82, = 0 (remarquons que i, = 0 se dé-
duit ainsi directement de ig 2, = 0).

Or i;;80; =0 est équivalent a i;,§2 =i;;,(dLAd;L) ou a

iyzQ = (i;;dL)dyLou ai, Q = hzdl dyE.
Comme i 2 = d; E nous avons
JZ=2\C dou
Z = AG + uC,

A et u étant des fonctions scalaires sur M.

Remarquons que la distribution 4 deux dimensions engendrée sur
BM par C et G est invariante sous I’action des homothéties positives
et elle est complétement intégrable (conséquence de [C, G] = G).

Conséquence. — Le spray G de §2 a, par rapport a 2, les pro-
priétés suivantes :

1)igQy =0 2) 6 2y = idQ,
3)igdL = 0 4) 6,dL = 0
5)igd,L=1L.

Localement les géodésiques du spray G sont les solutions du systéme
différentiel :

d oL _a_L_ k k — k
Gray e Sw¥' avee yE=dxtldr et sy

coefficients de S, sur U.

4.2. DEFINITION. — Tout spray G tel que igS), = 0 est dit engen-
dré par Q2.

PROPOSITION. — Si G et G' sont deux sprays engendrés par
Q, , il existe une fonction scalaire u sur €M, h(1), telle que

G' =G+ uC.
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Démonstration. — Par hypothése, i, = 0 et ig.2, =0 ; en
tout point de ®M, G et G' appartiennent donc a I'espace associé a
2, et il existe deux fonctions sur M, A et u telles que

G' =G + uC
Or JG' = JG = C implique A = 1. C.QF.D.

DEFINITION. — La relation entre deux sprays G et G' : “il
existe une fonction u sur ®M, h(1), telle que G' = G + uC*” est une
relation d’équivalence. Une classe d’équivalence est appelée un spray
de directions.

La proposition précédente peut alors s’énoncer ainsi : une forme
lagrangienne £2,, associée a une forme finslérienne 2 engendre un spray
de directions.

L’intérét des sprays de directions réside dans la proposition
suivante.

PROPOSITION. — Soient G et G' deux sprays équivalents. Si f
est une géodésique de G, il existe un changement de paramétre g,
strictement croissant, tel que f o g soit une géodésique du spray G'.

Démonstration. — Soit f : I—> M une géodésique de G,
c’est-a-dire une courbe telle que "' = Go f'. Soit g : I'—>> 1 un
changement de paramétre. La courbe F = fo g n’est plus en général
une géodésique de G. En effet pour tout ¢+ de I’ on a la formule

n
t
F'() = Go F'() + 52 coF(p) .
g (1)
F n’est une géodésique de G que si g’ = 0, c’est-a-dire si g est une
application affine de I' sur I.
Soit G' = G + uC un spray équivalent 3 G. F = fo g est une

géodésique de G’ si, et seulement si, g est une solution de I’équation
différentielle

g =g%u(f'0g).

On montre facilement que cette équation admet des solutions
strictement croissantes.
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COROLLAIRE. — Un spray de directions sur M définit sur M
des courbes géométriques appelées géodésiques du spray de directions.

4.3. DEFINITION. — Une forme lagrangienne Q, sur TM est une
2-forme homogéne au sens restreint de degré 0, de rang 2n-2, telle que
les seuls champs verticaux associés soient proportionnels au champ ca-
nonique, telle que i;$2, = 0 et que d; S, soit semi-basique.

PROPOSITION. — Une forme lagrangienne S, a pour expression
locale sur un ouvert U de TM
2, 5 dd;L + 5,

ou L est une fonction h(1), non nulle, sur U et S, une forme semi-
basique h(0) sur U.

A cette expression locale est associée la forme finslérienne locale

Q= ddE + 5

avec E=—L1% e S=LS,.

N | =

Démonstration. — Pour la premiére partie de la proposition voir
[6].
On démontre facilement que la forme locale Q est A(1), que

iy =0, que dy ) est semi-basique et que i = d;E. Montrons
seulement que 2 est de rang 2n.

Supposons qu’il existe sur U un champ Z, non nul, tel que

i,2=0 1

De [ij, i,] 2 = —i;,2 découle alors que
ijz2 =0 ouque 2)
i;7(Ly) = — (ij;dL)d, L. 3)

D’autre part I’égalité (1) implique
iciz2=0 ou i,dfE=0 ou

izd;L =0 ou, finalement i;;,dL =0
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Donc d’aprés (3)
ij29,=0 et JZ=AC, AN#O0.
L’égalité (2) implique alors i, £ = O ce qui est absurde car
ic=d;E+#0.

Remarque fondamentale. — Une forme finslérienne étant définie
sur BM, la fonction énergie correspondante est définie globalement
sur M.

Par contre, dans le cas d’une forme lagrangienne £ , le lagrangien
L n’est défini que localement, le théoréme de 2.6 n’étant plus appli-
cable car p + r = 0, et 6 2 = 0 ne permet plus la décomposition de
2 en dic 0 + i dl. Le lagrangien L n’est défini qu’a 'addition d’une
fonction, linéaire en y, pres. A £, correspond donc une famille de
formes finslériennes locales admettant localement des sprays cano-
niques équivalents, d’ol la notion de spray local de directions engendré
par une forme lagrangienne donnée, non associée a une forme finslé-
rienne globale donnée a priori.
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