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MARTINGALES A VALEURS VECTORIELLES
APPLICATIONS A LA DERIVATION
DES MESURES VECTORIELLES

par Michel METIVIER

Introduction.

La premiére partie de cet article contient un ensemble de
résultats sur les martingales a valeurs dans un espace locale-
ment convexe, faisant suite & I’étude amorcée dans [18].
Les problemes que nous traitons sont énoncés avec précision
en 1.6 ci-dessous. Certains de ces théorémes ont été donnés
sans démonstration dans [21] ou ont fait 'objet d’exposés
de séminaire ([20] par exemple). Pour faciliter la compréhen-
sion générale de I’article nous avons rappelé un certain nombre
de définitions au § 1, et surtout rappelé rapidement au § 2
Pensemble des résultats connus, dus essentiellement aux
travaux de J. L. Doob, S. D. Chatterji, F. Scalora, A. et
C. Ionescu Tulcea et J. Neveu. Le § 3 étudie les martingales
faibles et le § 4 montre quelques cas de passage de résultats
« faibles » a des résultats « forts ».

La deuxieme partie donne des applications des résultats de
la premiére partie, au probléme de la dérivation des fonctions
d’ensembles a valeurs vectorielles. L’existence de densités
(faibles ou fortes) pour des fonctions d’ensembles a valeurs dans
un espace localement-convexe, et la relation de ces densités
avec diverses dérivées est étudiée dans des cas généraux.
Signalons également une caractérisation trés simple des mesures
a valeurs dans un espace de Banach, & variation bornée, et
admettant une densité forte par rapport 4 une mesure scalaire
donnée. Nous signalons en note (cf. notes (3) et (4) les relations
pouvant exister avec des résultats récents en voie de publica-
tion de M. A. Rieffel (cf. [26] et [27]) et dont nous avons pris
connaissance alors que notre manuscrit était achevé.






PREMIERE PARTIE — MARTINGALES FAIBLES ET FORTES

1. Préliminaires. Problémes.

1.1. Propriétés scalaires. Propriétés faibles.

Dans toute la suite V désignera un espace localement convexe
en dualité avec V' (cf. [3] chap. 1v).

Une fonction f définie sur un ensemble E, & valeurs dans
V, sera dite posséder scalairement une propriété P s1 pour
tout ¢’ e V' la fonction ¢ o f (notée aussi (f, ¢')) posséde la
propriété P.

Les propriétés faibles sont celles qui se définissent relative-
ment 4 la topologie faible o(V, V') de V. (Cf. [3] chap. 1v).

1.2. Base de Martingale.

I désignera toujours un ensemble d’indices ordonné par une
relation notée < et filtrant a droite pour cette relation.

(Q, F, P) désignera un espace mesuré complet, P étant une
mesure positive bornée.

Une base de martingale sera toujours pour nous la donnée,
outre ({, ¥, P) d’une famille croissante (%,),.; de sous-tribus
de &.

J, désignera la complétion relativement & P de la tribu

engendrée par Uf/’a.

13

1.3. Martingales faibles a valeurs dans V.

Nous dirons que le terme (34, fe)eex €st une martingale
faible (pour la dualité {V, V')) si:
8
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(M;) Pour tout a, f, est une fonction définie sur Q, a valeurs
dans V, scalairement #,-mesurable.
(M,) Pour tout a et tout FeJ, l'intégrale faible / f«dP

est un élément de V (i.e.: la forme linéaire ¢’ ~—» fF<f°" o'y dP
s’identifie par la dualité (V, V') & un élément de V noté

St dP).

(M;) Pour tout & < f8 et tout Fe &,

Jofa dP = [, fo dP.

1.4. Martingales fortes & valeurs dans un Banach.

Lorsque V est un espace de Banach nous dirons que

(ga’ fa)aEI

est une martingale forte si elle vérifie les conditions (M),
(M) et (M;) obtenues en remplacant dans (M,), (M) et (Mj)
la notion de mesurabilité scalaire par celle de mesurabilité
forte (ou mesurabilité au sens de [9] par exemple) et celle
d’intégrabilité faible par celle d’intégrabilité forte (intégrabilité
au sens de S. Bochner: c¢f. [1] ou [9]).

I1 est évident que toute martingale forte est une martingale
faible pour la dualité {(V, V'),

1.5. Equi-intégrabilité terminale.

Nous rappelons la définition suivante:

une famille (fy),e; d’éléments de $(Q, &, P, V), V étant un
Banach, est dite terminalement équi-intégrable si pour tout
e > 01l existe a, > 0 et a; € [ tels que pour tout « > «, on ait:

Jrau Il dP <
1.6. Problémes.

Soit (Fy, fa)yey une martingale faible (resp. forte).

Probléme 1. — Lorsque I n’a pas de plus grand élément, soit
i ’ensemble ordonné obtenu en ajoutant a4 I un plus grand
élément noté oo, et soit F, comme définie en 1.2.
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Existe-t-il une application f,, de Q dans V telle que (F,, f,) et
soit une martingale faible (resp. forte)?

Probléme 2. — Si f, existe comme solution du probléme 1,
la famille (f,),; converge-t-elle suivant ’ensemble filtrant I
pour un mode convenable de convergence vers f,?

Probléme 3. — Indépendamment de I'existence d’une solu-
tion du probléeme 1, la famille (f,),e; converge-t-elle en un sens
convenable vers une application f de Q dans V?

2. Rappel des résultats connus pour martingales fortes.

Le cas des martingales au sens fort ci-dessus (réelles ou a
valeurs dans un Banach) est le seul qui a donné lieu a des
études en dehors de celles que nous avons publiées dans [18]
et que généralisent les théorémes du § 3 ci-dessous.

a) Cas réel.

TatortMes DE Doos T HeELms. — Le probléme 1 admet
une solution st et seulement st (f,) est terminalement équi-
intégrable.

La famille (fy)4e; converge alors (Probléme 2) vers f, dans
LYQ, & P). Si I = N, la convergence a lieu également presque
stirement (en abrégé p.s.).

TutortmMes DE DooB ET KRrRICKEBERG. — Si
sup [|ful dP < K < + o

la famille (f,),e; converge en mesure vers une fonction f (pro-
bléme 3).

La convergence a méme lieu p.s. st I = N.

b) Martingales fortes.

Il est bien connu (voir par exemple [5] et [28], ainsi que
Pexemple en 3.3 ci-dessous) qu’une martingale forte (fy)qe;
4 valeurs dans un espace de Banach B peut trés bien étre
équi-intégrable sans qu’il existe pour autant de solution au
probleme 1 fort.
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On a toutefois:

TatorEME DE CHATTERJI-ScALorA-IonEscu TuLrcea (pro-
bleme 1). — St B est le dual d’un espace de Banach, et est sépa-
rable, le probléme 1 admet une solution pour la martingale
forte (f., F,)nen st et seulement si (f,) est équi-intégrable.

Nous généralisons ce résultat au cas I quelconque plus loin.

Le probléme II fort est entiérement résolu par un théoréme
de A. et C. Tulcea et Neveu que pour une raison de commodité
nous donnons plus loin (voir § 4 en 4.1).

Enfin, pour une martingale forte (f,, #,).en & valeurs dans
un espace de Banach B le probleme 3 a regu la réponse partielle
suivante :

TutortEME DE CHATTERJI-ScaLorA-loneEscu Turcea (pro-
bleme 3). — Si B est le dual d’un espace de Banach et est sépa-

rable, et st supf]f,,l dP < + oo, (f,) converge p.s. vers une
fonction f. "

Dans la suite nous donnons quelques résultats relativement
aux martingales faibles et également quelques compléments
sur les martingales fortes.

3. Martingales faibles.

Dans ce paragraphe nous considérons seulement des martin-
gales (%4, f4)qer au sens faible. Les théorémes 1, 2 et 3 ci-dessous
concernent successivement les trois problémes posés au début
de cet article (cf. 1.2).

3.1. Probléme 1-faible.

Tutorime 1. — Soient V et V' deux espaces vectoriels en
dualité, et soit S un ensemble filtrant (pour <) de parties convexes
équilibrées de V, compactes pour o (V, V'). Soit (fs, Fy)yer
une martingale faible & valeurs dans V. L’une quelconque des
3 conditions (A), (B), (C) ci-dessous est suffisante pour qu’il
existe f, telle que (Fuy fa)aet SOit une martingale faible. Pour
tout v' e V', la famille ((fy, ¥'))ser converge alors en moyenne

vers (f., ¢').
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(A) Pour tout ¢ >0 il existe QcedF, Q. €S et o tels que
P(Q\Q.) < € et pour tout « > a, on ait: lg,.fu(®) Q. p.s. ().
La martingale (fa, F4)qer est scalairement terminalement équi-
untégrable.

(B) Il existe une fonction réelle A, F .-mesurable et P-intégrable
et Qe @ tels que pour tout ael f(0) er(w).Q p.s.

(C) Il existe une sous-martingale (g, Fy),e; réelle terminale-
ment équi-intégrable et Qe S tels que:

pour tout a e 1 f,(w) e A,(w).Q.

Démonstration. — Remarquons d’abord que (B)=> (A).
En effet, pour tout ¢ > 0 on peut trouver n. tel que

Plo: [Mo) > nd <.
Il suffit donc de poser Q= fw: |A(0)] < ne} et Q.= n.Q.

En outre, si nous posons MY = supl(V, ¢'3], la majoration

[{fa(w), ¢ < 3 ps. et llntegrablhte de A entrainent
l’intégrabilité uniforme de ({fur ¥ ))aer

Remarquons ensuite que dans les trois cas (A), (B) et (C)
pour tout ¢ € V' la martingale réelle ((f,, ¢')),e; est termi-
nalement équi-intégrable. Dans les cas (A) et (B) cela résulte
de I'implication (B) = (A) et de ’hypothése (A) elle-méme.
Dans le cas (C) ceci résulte de la majoration

|[(fa(®); ¢ < Ra(@)MD.P.p.s.

et de I'équi-intégrabilité de (la)aﬂ. Done, dans tous les cas
d’apres le théoréme de L. L. Helms 1l existe pour tout

o e 11(Q, F,, P),

un élément h, e L}(Q, ., P) tel que ({(fa, ¥))e; converge
vers h, dans L1(Q, 7, P). Le probléme est de déterminer
une application f, de Q dans V de telle sorte que pour tout
¢ eV’ on ait {f,, ¢'Yeh,

Nous achéverons maintenant la démonstration en considé-
rant successivement le cas (A) et le cas (C).

1er cas: L’hypothése (A) est vraie.

(1) Dans tout I’article Iy désigne la fonction indicatrice de I’ensemble F.
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Nous pouvons considérer une suite ({),),-, croissante de

parties de Q, Q, e F_, telle que P<U __,,> P(Q) et, pour tout

n>1

o> a,: lo.fy(w) e Q,e ©.p.s. Nous posons Q; = Q; et
Q, = Q\Q, pour n>2,

et nous allons déterminer une application hQ» de Q dans V,
nulle en dehors de Q,, telle que pour tout ¢' eV

<h9", p,> € lQn . Bvr.

Or lg,.h, étant limite dans L*(Q, F_, P) des fonctions
(lg,-fe» #') qui sont majorées p.s. par M$ on a

v' )

lo, by e L=(Q, ., P).
L’hypothése lg,.fu(®) € Q, montre que:
M| < n == [lg, A | <

Donc: lapplication linéaire ¢ ~> lg .k, de V' dans
L=(Q, #,, P) est continue pour la &-topologie considérée
sur V', :

Soit alors, d’aprés un théoréme de A. et C. Ionescu Tulcea
([12]), une application linéaire continue p de L*(Q, F,, P)
dans l’espace de Banach %(O J,) des applications réelles
F .-mesurables bornées muni de la norme ||h[|°~—sup|h( )
telle que YheL®, ph)eh et |p(h)|° << |A]. vl

Posons h@ = o(lg,.h,).

L’application ¢’ ~» hQ"(w) est donc pour tout ® une forme
linéaire sur ¢', continue pour la @-topologie sur V'. C’est donc
un élément de V que nous désignerons par fQr(w).

L’application w ~— f, (w) définie par:

we,=>f(0) =fF0) et oel JO—flo)=

nz1

posséde manifestement la propriété :
pour tout ¢ eV’ {fo(o), ¢')eh,.
D’ou le théoréme dans le cas ou I’hypothése (A) est vérifiée.

2¢ cas: L’hypothése (C) est vraie.
Soit A, e LY(Q, F,, P) telle que (A, %,),ej SOIt une sous-
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martingale rélle (un tel A, existe en raison des hypothéses sur

(Aa)aer-

Soit (A,) une suite croissante de nombres réels, tendant vers
+ . En raison de l'intégrabilité de A,, 1l existe une suite
(Q,) de parties de Q deux & deux disjointes telle que

P<Lnj 9) = P(Q)

A (w)] <A, pour tout wel),.

et

Pour tout n la majoration: (lg,.f,, v )| <lg,.M3A,| prouve
que lg, .k, limite dans LY(Q, %, P) de ({lg,.fs ¢')) est majoré
P-presque partout par

(L)-lim Ig, - M3 A.] = I, MSIA| < Al MSlg,.

D’ou, en posant A,.Q = Q,
Iy Ful® < AIMS = M-

Ceci exprime que lapplication ¢’ ~ lg .k, est une appli-
cation continue de V' munie de la &-topologie dans

L=(Q, ., P).

La démonstration s’achéve alors comme ci-dessus dans le cas
ot (A) est vraie, en composant l'application ¢ ~—lg .k,
avec un relévement de L™ dans %(Q, 7).

3.2. Probléme 2 faible.

TutoriME 2. — On suppose que V', admet un ensemble
dénombrable partout dense pour la ©-topologie, et que (fyy Fy)yer
est une martingale faible & valeurs dans V, vérifiant Uune des
hypothéses (A) ou (B) ou (C) du théoréme 1.

lors :

10 Il est possible d’extraire de 1 une suite («,) telle que la
suite (fy,)nen converge faiblement vers f, presque siirement.

20 De méme, pour toute suite cofinale (a,) extraite de 1 (s’il en

existe), la suite (f,,).en converge faiblement vers f, presque
silrement.
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Démonstration. — 1° Soit (v,) un ensemble dénombrable
partout dense dans V' pour la &-topologie. On peut extraire
une suite («,) telle que pour tout p: ((fu, 9p))ien CONVerge
en moyenne vers k,. Mais ((fu, ¥)).en 6tant une martingale
réelle indexée par N elle converge aussi P-presque partout
vers (f,, ¢p). Il existe donc un sous-ensemble Q' de Q de
probabilité nulle, tel que pour tout we (' :

Vp lim (fo(w), o) = (fu(w), op)-

Si 'une des hypothéses A ou B est vérifiée, considérons les
ensembles Q, et Q, tels qu’ils ont été définis dans la démons-
tration du théoréme 1. Pour tout weQ, on a {f,(w)} cQ,,
ce qui exprime I’équicontinuité des formes linéaires f,, (»)
pour la @-topologie. La convergence simple de (fy,(®)).en
sur 'ensemble partout dense {¢,{ implique la convergence
simple sur V',

Si 'hypothése (C) est vérifiée, la convergence presque par-
tout de la sous-martingale (A,,),ex montre que pour P-presque
tout w e Q, la suite (A,,),en est bornée. Ceci montre ’existence
d’un compact p(w).Q tel que {fy(w)},encp(w).Q. D’ou
I’équicontinuité encore de la suite (f,,(®)).n €t par suite
la convergence de la suite (fy,(®)).en Vers f.(®) pour o(V, V'),
P-presque partout.

20 Soit (¢,) comme ci-dessus. Pour tout p € N la martingale
réelle ({fo,, ¥p))nen converge presque sirement vers ({f,, ¢p)).
La démonstration s’achéve alors exactement comme en 1°
ci-dessus.

3.3. Exemple.
L’exemple suivant (tiré de [25]) montre I'intérét de la notion

de martingale faible. On prend pour V l'espace de Banach
I des suites bornées réelles (z,) muni de la norme

l#]|* = sup ||
n

On pose e, = (3, ,)pexy avec 8,,=1 si n=p et 3,,=0
si n==p. Soit Q = [0, 1[ et &, la tribu engendrée sur Q par
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les intervalles —If,; k+ 1[ k=0, ..., 2" On définit f, par
récurrence en posant fl( ) = e, pour tout w e Q et

fn+1 = ﬂ + “n+1(¢°)9n+1

en posant o,4;(w)= -+ 1 ou — 1 suivant que le nombre

u) )41 .
entier k,.;(w) vérifiant —"—é"%_l—\ "—‘H(z—,?j—— est pair ou
impair.

Si P désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 1], on voit faci-
lement que (f,, #,) est une martingale forte a valeurs dansla
boule unité de I* (donc fortement uniformément intégrable).
Comme cela est noté dans [25] il ne peut exister cependant
de f, telle que (7, f.).eq Soit une martingale forte, la suite
(fu(®)),en D’étant pour aucun o une suite de Cauchy dans [”.

Si nous considérons cependant la dualité entre I” et I’espace
I' des suites réelles (z,) sommables, la boule unité B de [
étant compacte pour o(l*, ;) et ! étant séparable pour la
{B{-topologie (i.e. sa topologle d’espace de Banach), nous
concluons immédiatement du théoreme 1 qu’il existe f,
faiblement intégrable (relativement a la dualité (I®, I*)) telle
que (F,, fr).eq SOt une martingale faible, et telle que la suite
(fa(w)),en converge P.p.s. vers f, (w) pour o(l%, I*).

3.4. Probléme 3 faible.

TutoriMeE 3. — Sotent V et V' deux espaces vectoriels en
dualité, et soit © un ensemble de parties convexes équilibrées
de V, compactes pour o{V, V'). Soit (fs, Fy),e; une martingale
faible a valeurs dans V.

L’une quelconque des conditions (A'), (C') ci-dessous est suf-
fisante pour que (fy),e; converge scalairement en mesure vers
une application scalairement F,-mesurable f de Q dans V:

(A") (for Fo)ger €St scalairement & variation bornée et pour tout
e>0, il existe Q,eF, et Qe tels que P(Q\Q) <, et
pour tout a lg, .fo(w) € Q. p.s.

(C") Il existe une sous-martingale (g, Fy),ep réelle telle que

supfllal dP =K <+ o et un Qe & tel que:
pour tout ael f(0) e, (w).Q.
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Démonstration. — Dans les hypothéses (A’) ou (C'), pour tout
eV’ on a

sup [(fay ') dP < + oo,

Dans le cas (A’) ceci est vrai par hypothése, et dans le cas
(C') ceci résulte de la majoration |{f,(w), ¢') << M3.|A,(®)| p.s.

entrainant sup f(fa, o dP << KMQ.

D’aprés le théoréme de Krickeberg ([16]), pour tout ¢' € V/,
la famille ((f,, ¢')),e; converge en mesure vers les fonctions
d’une classe k, de fonctions P-équivalentes. Il s’agit de mon-
trer 'existence d’une application f, de Q dans V telle que
pour tout ¢ : (f.,, ¢')eh,.

10 Cas ou (A') est yraie.

Comme dans la démonstration du théoréme 1, on considére
une suite (Q,) de parties deux 4 deux disjointes de  telles que

P<L,.J 9> =P(Q) et Vg lo,.fo(0) QS ps.

Comme lg_.h, est limite en mesure des fonctions

(U, -fas ¢')

qui sont majorées P.p.s. par M3, on a lg .k, < M3 d’ou
lg, -k, e L*(Q, &, P) avec en outre:

Ia, . kol < M.
On achéve alors la démonstration exactement comme en 3.1
(1er cas).
20 Cas ou (C') est ¢rate.

Il résulte de [17] th. 2, p. 490 que la sous-martingale réelle
(Aa)ger converge stochastiquement vers A, avec:

[1n] dP <K < + o.

On peut done, comme dans la démonstration du théoréme 1
construire une suite ((,),,; d’éléments deux a deux disjoints

tels que P<U Q,,> = Q et A (w) <n pour tout weQ,.
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On en déduit que lg, .k, = stoch. hm (lgn-fas ¥') est majoré
P-presque partout par

stoch.  lim M3|,lg, = M3|A|lg, < nM$. o,

D’ou ||ig,.k,||* << nM$. La démonstration s’achéve comme la
construction de f, dans le cas du théoréeme 1.

3.5. Cas des martingales indexées par N.

Dans le cas des martingales indexées par N, la condition
(C) peut étre remplacée par une condition plus faible:

TutoriMe 1 bis. — Soit (F,, [,).en une martingale faible
telle que pour tout v' e V' |(f,, v')| soit équi-intégrable. On sup-
pose que pour P-presque tout w, existe une partie convexe équi-
librée faiblement compacte Q. de V telle que {fy(w)},en < Qo
Alors :

10 Il existe une fonction f,, telle que (f,, F,),eq SOt une mar-
tingale faible avec f,(w)e Q, presque stirement.

20 Si V' contient un ensemble dénombrable partout dense
pour une S-topologie avec @ > {Q,}, la suite (f(w)),en converge
faiblement vers f.(w) pour P-presque tout o.

Démonstration. — 1° En vertu du théoréme de Doob, pour
tout ¢ € V' la martingale réelle ((f,, ¥')%,),en converge presque
partout vers une fonction réelle f, F_-mesurable telle que
pour tout F,eJ, on ait

(3-2-1) Je ey P = [, £ dP.

Soit alors U(n) un ultra-filtre sur N plus fin que le filtre de
Fréchet. Pour presque tout we(, lim f(») existe pour
®

o(V, V') et est dans Q,. Posons donc alors

o(w) = him f,(').
fulw) = lim (o'
Nous avons pour presque tout w:

(3-2-2)  fulw) =lim {fy(w), ¢') = }‘ﬂg (fu( ), ¢) = (fu(®), ¢')
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Les égalités (3-2-1) et (3-2-2) montrent que f,, vérifie les conclu-
sions de 1°.

20 Soit (v,) un ensemble dénombrable partout dense dans V’
pour la &-topologie. En vertu de ce qui précede, il existe un
ensemble Fed,_ de probabilité nulle tel que:

w ¢ F = lim (f,(w), ¢}) = {f,(0), ¢¥j) pour tout j.

L’inclusion {f,(®)},ex € Q,, implique que les f,(®) considérés
comme fonctionnelles sur V' forment un ensemble équicontinu

pour la &-topologie sur V' et convergeant sur une partie partout
dense de V' pour cette topologie, donc:

w ¢ F == 1lim (f,(w), ¢') = {f,(w), ¥') pour tout ¢’ e V’

Posons pour tout n:
Q, = {o: o) <ni.
On a P<LnJ Q> =0
Posons Q, = |_J Q.

Pour tout n, la majoration
[{lg, - ka, ¢ ) < |{lQ,-Rar ¢ )| << M2
implique : ||lg,.k,||> = ||stoch. lim (lg,.h4, ¢")||* << nMQ. Ceci
prouve que lapplication ¢ ~— lg .k, est une application

continue de V' munie de la &-topologie dans L=,

La démonstration sacheve comme la démonstration du
théoréme 1.

Tutorime 3 bis. — Soit (f,, F,),en une martingale faible
telle que pour P-presque tout w, existe une partie convexe équili-

brée compacte Q, de V telle que {f,(»)} < Qu. On suppose
en outre que pour tout ¢ V', sup fl(f,,, ¢ dP < + oo.
On suppose que & est un ensemble de parties de V convexes
équilibrées compactes pour o(V, V') tel que &> {Q,}, et que
V' admet un ensemble dénombrable partout dense pour la &-
topologie.






