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DETERMINATION DES AXIOMATIQUES
DE THEORIE DU POTENTIEL
DONT LES FONCTIONS HARMONIQUES
SONT DIFFERENTIABLES

par Jean-Michel BONY

Introduites pour étendre dans un cadre abstrait les propriétés des
solutions de 1’équation de Laplace, les axiomatiques de théorie du poten-
tiel () s’appliquent a bien d’autres situations. Ainsi, étant donné un
opérateur différentiel du second ordre

L2 2u L ou
Au@) = Y, ay () —— @) + ), & @) *) + a ) u )
i, j=0 (9x¢ (9xj i=1 (9Xi

elliptique, dont les coefficients sont localement holdériens, les solutions de
@Qu = 0 forment une axiomatique de Brelot (R. M. Hervé [6]). La théorie
axiomatique de Bauer, plus faible, s’applique en outre aux solutions de
@Qu = 0, ou @ est un opérateur parabolique dont les coefficients sont
localement holdériens et ne croissent pas trop vite & I'infini (S. G. Guber
[5]). L’objet de ce travail est de montrer que, réciproquement, il est pos-
sible d’associer un opérateur différentiel a toute axiomatique de théorie du
potentiel dans R” lorsque les fonctions harmoniques sont assez réguliéres.

Q désignant un ouvert de R", nous partons d’une axiomatique trés
générale sur Q, réduites aux axiomes 1 et 2 : propriété de faisceau et base
d’ouverts réguliers (nous supposons en outre, pour simplifier, que les
constantes sont harmoniques, le cas général pouvant aisément s’y ramener).
Sous I’hypothése fondamentale que les fonctions harmoniques sont de
classe C? au moins, le paragraphe 2 montre l’existence d’un opérateur

(1) On trouvera dans [4] une étude de I'axiomatique de Brelot ainsi que quel-
ques indications sur d’autres théories axiomatiques. L’axiomatique de Bauer est
étudiée dans [2]. Des axiomatiques plus faibles sont étudiées dans [1] et [3].
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différentiel @ sur Q, pré-elliptique (elliptique dégénéré), tel que les fonc-
tions harmoniques vérifient ’équation @Qu = 0, les coefficients de &
pouvant étre discontinus. Les trois paragraphes suivants démontrent les
résultats essentiels : a condition de se restreindre a un ouvert Q, dense
dans Q, les coefficients de @ sont réguliers, les fonctions harmoniques sont
caractérisées par la relation Qu = 0, Q. est unique a un facteur de pro-
portionnalité pres.

Le paragraphe 6 introduit les axiomes de convergence et met en
évidence une relation, valable dans un cadre trés général, entre la régu-
larité des fonctions harmoniques et un axiome de convergence faible. Le
paragraphe 7 pose le probléme suivant: l'opérateur pré-elliptique &
associé a une axiomatique de Brelot est-il elliptique ? Ce probléme est
résolu par laffirmative en dimension 2 et reste ouvert en dimension
supérieure.

Enfin le paragraphe 8 traite des axiomatiques invariantes par trans-
lation, en ne supposant plus aucune régularité des fonctions harmoniques.
On peut dans ce cas leur associer des opérateurs différentiels pré-ellip-
tiques a coefficients constants. De plus, les divers types d’axiomatiques
de théorie du potentiel sont complétement caractérisés, en dimension
quelconque, par la nature des opérateurs associés : celles de Brelot cor-
respondent aux opérateurs elliptiques et celles de Bauer aux opérateurs
paraboliques.

1. Quelques définitions.

a) Dans toute la suite, Q désignera un ouvert connexe de R".

Une axiomatique de théorie du potentiel € sur Q est la donnée,
pour tout ouvert U C Q, d’un espace vectoriel #€ (U) de fonctions conti-
nues dans U (dites fonctions harmoniques dans U) vérifiant les trois
propriétés suivantes :

(i) (Axiome 1) : 3¢ est un faisceau.

(ii) (Axiome 2): Les ouverts réguliers forment une base de la
topologie de Q.

(iii) Les fonctions constantes sont harmoniques.

Rappelons qu’un ouvert v relativement compact dans Q est dit régu-
lier si pour toute fonction ¢ continue sur dw, il existe une et une seule
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fonction H® ¢, continue sur @, harmonique dans v et égale a ¢ sur dw et
si de plus

=0 = H°p>=0.

Si w est régulier, il existe pour chaque x € w une mesure de Radon
px Sur 0w positive et de masse 1 (mesure harmonique du point x), telle
que

He ¢ (x) =f ? ) po (@) (1.1)

PRrROPOSITION 1.1. — Une limite uniforme sur tout compact de
fonctions harmoniques dans un ouvert U est harmonique.

11 suffit de passer a la limite dans I'intégrale (1.1) pour tout ouvert
régulier w C® C U.

PROPOSITION 1.2. — Si une fonction u est harmonique dans un
ouvert U, elle ne peut y atteindre de maximum local strict.

En effet, si elle atteignait un maximum local strict en un point x,,
en choisissant un ouvert régulier v contenant x, et assez petit, on aurait

VyEodw u(y) < u(xp)
et

u (xp) > | u ) p2 (@dy)

ce qui est absurde.

Remarque 1.1. — Les résultats que nous allons établir étant de
caractere local, leur extension au cas ou Q est une variété connexe para-
compacte sera immédiate.

Remarque 1.2. — Nous avons supposé que les constantes sont har-
moniques pour des raisons de commodité, mais cette restriction n’a rien
d’essentiel. Si € ne vérifie que les axiomes 1 et 2, 'ensemble des points
ou toutes les fonctions harmoniques s’annulent est un fermé d’intérieur
vide. Dans le complémentaire, on se raméne localement au cas considéré
ici de la fagon habituelle : dans un ouvert U ou il existe une fonction u,
harmonique strictement positive, on prend comme nouvelles fonctions
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u
harmoniques les fonctions de la forme — ol u parcourt J€ (cf. remarque
Ug
3.1).

b) Nous identifierons une forme quadratique sur R

e - X aEE

i, j=1

a une matrice A = (a;;) symétrique. Les formes quadratiques constituent

: .. nn41)
un espace vectoriel Q de dimension ——— .

Une forme quadratique est dite positive si

VEER" Y aEE=0.
i, j=1

Les formes quadratiques positives constituent un cone convexe Q+,
fermé dans Q.

Une forme quadratique est dite définie positive si

VEER"\ {0} i a; &£ > 0.

i, j=1

[]
Les formes quadratiques définies positives constituent I'intérieur Q+
du cone Q+.

L’espace vectoriel Q sera muni du produit scalaire

n

(A,B) = Z a;; b;; = trace AB.

i, j=1

ProPOSITION 1.3. — Pour que A appartienne a Q+*, il faut et il
suffit que
vXeQt (A X)=0.

Le résultat est immédiat en diagonalisant la matrice A.

A toute-fonction u de classe C? au voisinage d’un point x, € R",
nous associerons sa différentielle premiére : du (x,), forme linéaire, et sa
différentielle seconde notée d2 u (x,), forme quadratique dont les coeffi-

. 0%u
cients sont (x0).

(9xi ax §
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2. Opérateur différentiel pré-elliptique associé a une axiomatique.

DEFINITION 2.1. — Un opérateur différentiel du second ordre sans
terme d’ordre O :
n 0u i ou
Qux = ), a; ) @) + ) 4 () — ()
i, j=1 Xi 0X; i=1 (9.x,~

est dit pré-elliptique si pour chaque x, la forme quadratique (a;; (x)) est
positive et non nulle.

@ est dit elliptique si pour chaque x, la forme quadratique (a;; (x))
est définie positive.

Aucune hypothése de régularité des coefficients n’est exigée ici.

THEOREME 2.1. (3). — Soit ¥€ une axiomatique de théorie du poten-
tiel sur Q dont les fonctions harmoniques sont de classe C2. Il existe alors
un opérateur différentiel pré-elliptique @ dans Q tel que pour toute fonc-
tion u harmonique dans un ouvert v C Q, on ait

Qu =0 dans wo.

a) Soit xo € Q et désignons par #€, I’ensemble des fonctions u,
harmoniques au voisinage de x, et telles que du (x,) = O.

Soit Fyy = { d®u (xo) | u € 8€y }, C’est un sous-espace vectoriel de
Q. De plus F,,NQ* =, en effet, si u vérifiait du(x)) =0 et
d?u (xo) € Q*, u aurait un minimum relatif strict en x,.

D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, il existe un hyperplan H de
Q, contenant Fw0 et tel que HNQt = .

Soit A = (ai; (x0)) un vecteur de Q non nul, orthogonal & H, du
méme c6té de H que Q+. On a:

2 0%u
Yue i, Z a;; (xo) - (x) =0
i, j=1 Xi OX;j

et
VxeQt (A X)Y=0

la forme quadratique A = (a;; (xo)) est donc positive et non nulle.

(2) Sous une forme voisine, ce théoréme est di 4 F. John [7].
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b) L’ensemble des différentielles du (xo) des fonctions harmoniques
au voisinage de x, est un sous-espace vectoriel de R**, de dimension p.
Soient u;, ..., u,, p fonctions harmoniques au voisinage de x, et telles que
duy (xo), ..., duy (xo) soient indépendantes. Toute fonction u, harmonique
au voisinage de x, peut alors s’écrire :

u(x) = f] (Zam

avec dv (xo) = 0, les coefficients ay; ne dépendant que de uy, ..., 4p,. De
la relation

(X0)> up (x) + v (%)

Py ()t (x) = 0
QAi; (Xg) — (Xy) =
i, §=1 v 0x; 0x; *

on déduit la relation suivante, valable pour toute fonction # harmonique
au voisinage de x,.

(xo) =0

i,

" 0%u
Z aij (Xo) ——— ox, (x0) + 2 a (xo)
=

1 x; i=

les coefficients a;; (xo) et a; (xo) ne dépendent pas de u.

Le choix des a;; (x) et a; (x) pour chaque x € Q définit I'opérateur
différentiel pré-elliptique Q.

Remarque 2.1. — Nous n’avons utilisé dans cette démonstration que
les deux propriétés suivantes :
— Y€ est un faisceau de fonctions de classe C2?, contenant les
constantes;
— une fonction de € ne peut avoir de maximum relatif strict.

3. Régularité de I'opérateur différentiel associé a une axiomatique.

En supposant que les fonctions harmoniques sont de classe C? ou
méme plus réguliéres, on pourrait espérer trouver un opérateur A a
coefficients continus. Il n’en est rien comme le prouve ’exemple suivant.

Prenons Q = R et soit ¢ une fonction réelle de classe C= strictement
croissante sur R. Les fonctions de la forme

ux)=apx) + >
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ol a et b sont des constantes, constituent une axiomatique de Brelot, les
fonctions harmoniques étant C=. En tout point x ol ¢’ (x) 7 O elles véri-
fient la relation différentielle du second ordre suivante, unique a un facteur
de proportionnalité pres :

d?u ¢”(x) du

(x) —— (x) = 0.

dx? e'(x) dx

En tout point x ot ¢’ (x) = O, elles vérifient les relations :
d?u

dx?

x) + o x)=0

’7

pour tout & €R. Enfin, si x — x, avec ¢ (x) = 0, L)— n’est pas

¢ @
borné. 11 est donc impossible d’obtenir en ces points un opérateur @ a
coefficients continus, la condition de pré-ellipticité imposant au coefficient
d%u

de 5 (x) d’étre non nul.

X

Or, pour tout fermé d’intérieur vide de R, il existe une fonction ¢,
C= et strictement croissante telle que ¢ s’annule sur ce fermé. Le théo-
réme suivant est donc en un certain sens le meilleur résultat possible.

THEOREME 3.1. — Soit J€ une axiomatique de théorie du potentiel
sur Q, dont les fonctions harmoniques sont de classe C2. 1l existe alors un
ouvert O, dense dans Q et, sur Q,, un opérateur différentiel @ pré-ellip-
tique, a coefficients continus, tel que pour toute fonction u harmonique
dans un sous-ouvert de Q,, on ait

Q@ = ) ay() a(x)+2ai(x) “ =0
j=

i, 1 x, X x,
De plus, si les fonctions harmoniques sont de classe C*+2 (resp. C>,
analytiques) on peut choisir les coefficients de & de classe C* (resp. C=,
analytiques).

La démonstration se fera en plusieurs étapes. Supposons donc les
fonctions harmoniques de classe C¥*+2 (k = 0, 1, ..., o, w). J€, désignera
I’ensemble des fonctions harmoniques au voisinage de x.

a) Pour chaque x, I'ensemble { du (x) | u € 8¢, } est un sous-espace
vectoriel de R** dont la dimension est une fonction semi-continue infé-
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rieurement de x. En effet, si les différentielles des fonctions uy, ..., 4, sont
indépendantes en x, elles sont encore indépendantes au voisinage. L’en-
semble des points au voisinage desquels cette dimension est constante est
donc un ouvert dense.

De méme, I'ensemble { d?u (x) | u € J€. } est un sous-espace vecto-
riel de Q dont la dimension est une fonction semi-continue inférieurement
de x, donc localement constante sur un ouvert dense. Nous noterons Q,
Pouvert dense intersection des deux précédents.

b) Au voisinage de x; € Q;, nous pouvons trouver des fonctions
harmoniques uy, ..., 4, telles que duy (x), ..., du, (x) constituent une base
de { du (x) | u € #€, }. Nous pouvons faire un changement de coordonnées
locales au voisinage de x;, de classe C¥+2, tel que u; (x), ... u, (x) soient
les p premiéres coordonnées. (Nous noterons encore Xy, ..., X, ces nouvelles
coordonnées.)

Le sous-espace vectoriel de Q :
F,={d*u(x)|ucd, et du(x) =0}
est alors identique a
{dPu(x) |uecse. }.

Si vy, .., v, sont harmoniques au voisinage de x; et telles que
d?vy (x1), ..., d* v (x1) soit une base de F,,, nous pouvons choisir
d?v; (x), ..., d?v4 (x) comme base de F, pour x voisin de x;, les éléments
de la base étant des fonctions de classe C* de x.

c) Désignant par G, le sous-espace vectoriel de Q orthogonal de F,,
nous pouvons, dans un voisinage ouvert V de x;, en trouver une base

{AT(®), ., A7 ()} A*(x) = (af; (x))

dont les éléments sont fonctions de classe C* de x. Le théoréme 2.1
affirme que G, N Q+ n’est pas réduit a { 0 }. Nous allons chercher un
élément A (x) € G, N Qt non nul et fonction de classe C* de x sur un
sous ouvert dense U de V.

Le probléme se rameéne donc a la recherche de r fonctions de classe
CF, non simultanément nulles : o; (%), ..., &, (x) telles que

A@X) =01 (®) AT () + ... + o () A" (x) €QH.

Pour que A appartienne & Q+, il faut et il suffit que toutes les valeurs
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propres de A soient positives, c’est-a-dire que toutes les racines de
I’équation caractéristique :

déterminant (A —AI) =0

soient positives. Ces racines étant nécessairement réelles, il faut et il suffit
que les coefficients du polyndme en A: déterminant (A — Al), soient
alternativement positifs et négatifs. La condition

ar A (x) + .. + & A" (x) €QY
est donc équivalente au systéme suivant

Py (a1, ooy 2 5%) 20

P, (&1, ooy % 3%) =0

ou les P; sont des polyndmes en oy, ..., , dont les coefficients sont des
fonctions de classe C* de x. Le choix de a; (%), ..., &, (x) va résulter du
lemme suivant dont on trouvera la démonstration en appendice (nous ne
faisons que recopier le lemme A6 aux changements de notations prés).

LEMME. — Soit P; (s, ..., & 3 X) == 0 une famille finie d’inéquations
ou les P, sont des polynémes en a,, ..., a, dont les coefficients sont des
fonctions réelles de classe C* de x € V. Il existe alors un ouvert U dense
dans V tel que pour tout xo, €U et toute solution réelle af,..., al du

systéme
Pi (aly ey Oy ;xo) 2 0

il existe au voisinage de x, des fonctions réelles : ay (X), ..., ar (x), de
classe C* vérifiant

o1 (x0) = af, ..., o (X0) = o
et
Vi Pi(a(x), .., (x);x) =0.

Au voisinage de tout point xo € U, nous pouvons poser

A® = (a; () = (Z o (X) af (x))

8=1

ol A (x) est une forme quadratique positive et non nulle, dont les coeffi-
cients sont des fonctions de x de classe C*.

d) Nous en concluons qu’il existe un ouvert Q, C Q; C Q dense dans
Q, tel que pour tout point x, € Qo, il existe un opérateur différentiel pré-

24
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elliptique (X défini au voisinage de x, et a coefficients de classe C* tel que

ou
(x) =0

(9xi

pour toute fonction u harmonique au voisinage de x,. Les termes du

premier ordre dans (L proviennent du changement de coordonnées locales

inverse de celui fait en b).

n 02 n
Au (x) = Z aij (x) ﬁ =) + Z a; (x)
j i=1

i, j=1 Xi 0X;

Pour k = 0,1, ..., » on en déduit 'existence d’un opérateur diffé-
rentiel pré-elliptique, de classe C* sur Q, entier, a I'aide d’une partition
de l'unité.

Dans le cas analytique, considérons les couples (U, Xy) ou U est un
sous-ouvert de Q, et X un opérateur pré-elliptique a coefficients analy-
tiques annulant les fonctions harmoniques. Soit (Qo, Xa;) un élément
maximal pour la relation de prolongement. Il résulte de la propriété
d’existence locale que Q,\ Qo est d’intérieur vide. Qq est dense dans Q,
donc dense dans Q.

Remarque 3.1. — 1l résulte de la remarque 1.2 et du théoréme pré-
cédent que si J€ vérifie seulement les axiomes 1 et 2, il existe un ouvert
dense Q, dans lequel les fonctions harmoniques u vérifient localement une
relation du type suivant :

2 o n 9
Y a0 —— (i) @+ Y @ (i) @ =0
i=1

i, j=1 (9x1 0x,- Uy X Uy

oll u, est harmonique et strictement positive. En développant la relation
précédente, on obtient ‘

n

0%u Z
Qu@ = Y ag@——— () + 26 ()

i, j=1 Xi 0X; i

ou
(9xi

On en déduit comme dans la fin du théoréme 3.1 I'existence d’un opéra-
teur @’ du type précédent défini sur Q, entier, a coefficients de classe C*.

@) +ax)ux) =0.

4. Caractérisation des fonctions harmoniques et surharmoniques.

THEOREME 4.1. — (Principe du maximum pour les opérateurs pré-

~

elliptiques). Soit & un opérateur différentiel pré-elliptique a coefficients
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continus, défini sur un ouvert U. Soit vw C ® C U un ouvert assez petit.
Soit u € C2? (w) continue sur © et telle que X u = 0 dans w. Alors

sup (x) = s;xp (x).

@ étant pré-elliptique, pour tout x € U, il existe un vecteur £ € R*
tel que

n

Z ay; (x) E & > 0.

i, j=1
Par continuité, I'inégalité est encore valable au voisinage de x. Un ouvert
w sera dit ici assez petit s’il existe £ € R” tel que

n

Vxew Z a; (x) E: & > 0.

i, j=1

Supposons que sup ¥ = m ne soit pas atteint au bord et soit
3

K={x€w|ukx =m}

Soit H un hyperplan d’appui de K orthogonal a E. Soit xo € HN K. Soit
B (O, p) une boule (dont nous prendrons le centre O comme origine)
contenue dans w, tangente en x, a H, K et B (O, p) n’étant pas du méme
coté de H.

Soit v (x) = e—*e® — %P [ étant choisi assez grand pour que
A& v (x9) > 0. Ceci est toujours possible car

n

A v (xy) = e—’“”[4< Z ai; (xo) x§ xd )k2—2 (Z a; +aixf))k:|
i, j=1 i=1

et, le vecteur Ox, étant parallcle a

n

Z ai; (xo) Xb xb >0

i, j=1
Soit o > O tel que
VxEB(xy, ) Av(x)>O0.

Posons w (x) = u (x) 4+ A v (x) ol A > O sera choisi ultérieurement.

(3) Nous désignerons par B (x,r) la boule fermée de centre x et de rayon r
et par S (x,r) la sphére de méme centre et méme rayon.
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On a
w(x)) = m,
w <m VyeS(x,a)N[B(@O,p),
w@) <m Vy€ES(x, x) "B (O, p)

a condition d’avoir choisi A assez petit.

Il existe alors un point x; intérieur a B (xo, «) ol w atteint un maxi-
mum local, et

Awkx) =Qux) +A&v(x)>0.

Ceci constitue la contradiction cherchée car en un maximum local
de w, & étant pré-elliptique, on a toujours A w (x;) < 0.

COROLLAIRE 4.1. — Si w est un ouvert assez petit, si u de classe C?
dans w vérifie A u = 0 et s’annule sur dw, on a u = 0.

THEOREME 4.2. — Soit J€ une axiomatique de théorie du potentiel
sur Q dont les fonctions harmoniques sont de classe C2. Soit A un opé-
rateur différentiel pré-elliptique a coefficients continus, défini sur un ouvert
dense Qo C Q et tel que A u = O pour toute fonction u harmonique.

a) Pour qu’une fonction u, définie dans un sous-ouvert de Q, soit
harmonique, il faut et il suffit que u soit de classe C? et que X u = Q.

b) Pour qu’une fonction u, de classe C? définie dans un sous-ouvert
de Qq soit localement surharmonique, il faut et il suffit que A u < 0.
a) Soit u de classe C? dans un ouvert U C Q, et vérifiant Q u = 0.
Pour tout ouvert w régulier et assez petit, posons
v = H® u.

On a alors A (u—v) = 0 et u— v = 0 sur dw. D’apres le corol-
laire 4.1, on a u = v dans w. La fonction u est localement harmonique,
donc harmonique dans U.

b) Soit u de classe C2? dans U C Q, et vérifiant @ u < 0. Pour tout
ouvert w régulier assez petit posons

v = He u.
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OnaXu—v)<0etu—v=0 sur dw. D’apreés le théoréme 4.1,
u— v ne peut avoir de minimum strictement négatif. Donc

u@@)=vix) = f u () pz (dy).

La fonction u est donc surharmonique dans tout ouvert assez petit.

Réciproquement, soit u de classe C? et surharmonique dans un ou-
vert U. S’il existe xo€ U tel que QA u(x9) >0, on a Qu((x) >0 au
voisinage de x,. D’aprés le résultat direct, u serait sous-harmonique au
voisinage de x,. u serait donc harmonique au ‘voisinage de x, et on aurait
Qu(xgy) =0.

Remargue 4.1. — 11 suffit de faire une hypothése supplémentaire
trés faible (axiome T) sur ’axiomatique € pour que la surharmonicité
soit une propriété locale (voir [1]). C’est le cas en particulier des axioma-
tiques de Brelot ou de Bauer (voir [4] et [2]). La condition A u << 0
caractérise alors les fonctions surharmoniques.

Remarque 4.2. — 1l est impossible d’obtenir une caractérisation des
fonctions harmoniques du type précédent dans Q entier, comme le prouve
Pexemple suivant.

J€ est l'axiomatique, définie sur R, des fonctions de la forme
u(x) = ax®+ b. L'opérateur @ associé est

auw =L wm—2%y 0
ux) = X)) ———(x our x Z
dx? x dx P
La fonction
3
v () = x* pour x< O,

2x3 pour x =0,

est de classe C2, vérifie A v (x) = O (elle vérifie de plus a origine les
mémes relations différentielles que les fonctions harmoniques :

azvy
dx?

ov
) + aa— (0) = 0).
ox

Cependant, v n’est pas harmonique au voisinage de l’origine.

On peut méme construire deux axiomatiques différentes auxquelles
correspondent le méme opérateur différentiel : J€ est I'axiomatique précé-
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dente, J€’ est ’ensemble des fonctions u (x) telles qu’il existe deux cons-
tantes a et b telles que
ax® +b pour x<O0,

_
u(x)_z 2ax® + b pour x>=0.

11 est facile de construire des contre-exemples analogues en classe C <.
Dans le cas analytique, on a le résultat suivant : si € vérifie

a) Les fonctions harmoniques sont analytiques,

b) Toute fonction analytique dans un ouvert connexe U, harmonique
dans un sous-ouvert non vide V, est harmonique dans U.

Soit @ Topérateur associé dans . Pour qu’une fonction u soit
harmonique dans U, il faut et il suffit que u soit analytique et que L u = 0
dans U N Q,.

La démonstration est immédiate. Les hypotheses (tres fortes) sont
satisfaites pour les solutions d’une équation elliptique a coefficients analy-
tiques.

I1 serait intéressant de savoir si I'on peut d’une part supprimer I’hy-
pothése b), d’autre part prouver dans ce cas que (X est elliptique.

5. Unicité de Popérateur différentiel associé a une axiomatique.

Le théoréme 3.1 prouve l’existence d’un opérateur @ a coefficients
réguliers sur un ouvert dense, tel que @ u = 0 pour u harmonique. En
multipliant chacun des coefficients de (X par une fonction ¢ (x) réguliére
et strictement positive, on obtient encore un opérateur (" tel que A" u = 0
pour u harmonique. Le théoréme suivant prouve que, a un facteur de
proportionnalité pres, I'opérateur (X est unique.

THEOREME 5.1. — Soit J€ une axiomatique de théorie du potentiel
sur Q dont les fonctions harmoniques sont de classe C2. Soient A et B
deux opérateurs pré-elliptiques, a coefficients continus, définis sur un
ouvert dense Q,, tels que pour toute fonction u, harmonique dans un sous-
ouvert de Q,, on ait

Qu=0 et Bu=0.

Alors il existe une fonction ¢ continue dans Q, telle que B = ¢ Q.
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Soit xo € Q. Si u, de classe C? au voisinage de x, vérifie QL u (x,) <O,
on a @ u (x) < 0 au voisinage. D’apres le théoréme 4.2. b), u est surhar-
monique au voisinage de x, et donc @ u (xo) < 0. Posons

7

@) = Y ag(i—xb ) —xh )+ ), w(xi—xh )

i, j=1

Pour toute valeur des nombres ay; et a;, nous obtenons que

2 Z aij (xo) ouij + Z a; (xo) 2 < 0

Ii<isn i=1
implique

2 Y by g+ bi(xe) s <O.
1<i<isn i=1

Il en résulte qu’il existe un nombre ¢ (xo) = 0 tel que

bij (x0) = P (x0) aij (xo)
et
bi (x0) = ¢ (x0) & (x0)

La pré-ellipticité de @ impose ¢ (x,) > 0. La fonction ¢ (x) est ainsi
définie en tout point de Q, et est évidemment continue.

Remarque 5.1. — 1l peut exister des points (contenus dans un fermé
d’intérieur vide) ol on n’a pas proportionnalité de deux opérateurs diffé-
rentiels annulant les fonctions harmoniques. Ainsi, si € est ’axiomatique
des fonctions de la forme

u(x) =ax®+b»
ces fonctions vérifient toutes les relations

u 0) + aw (0) =0.

6. Axiomes de convergence et régularité des fonctions harmoniques.

On introduit le plus souvent, en théorie axiomatique du potentiel,
des axiomes supplémentaires dits de convergence. Ce sont essentiellement
ces axiomes qui distinguent les divers types d’axiomatiques : axiomatiques
de Brelot, de Bauer, etc. (voir [1] et [4] pour une étude comparée de ces
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axiomes). Nous ne considérerons que les trois suivants, de force décrois-
sante.

AXIOME DE BRELOT (Axiome 3):

Pour toute famille (u;) filtrante croissante de fonctions harmoniques
dans un ouvert connexe U, si sup u; est fini en un point, u = sup u; est
finie et harmonique dans U.

D’apres un théoreme de Mokobodzki (voir [8] ou [4]), cet axiome
est équivalent a la propriété suivante : toute famille (x;) de fonctions
harmoniques positives dans un ouvert connexe, telle que sup u; est fini
en un point, est équicontinue.

AXI1IOME DE DooOB (Axiome Kp de Bauer) :

Pour toute famille (u;) filtrante croissante de fonctions harmoniques
dans un ouvert U, si sup u; est fini sur un ensemble dense, u = sup u; est
finie et harmonique dans U.

AXIOME FAIBLE (Axiome K; de Bauer) :

Pour toute famille u; filtrante croissante de fonctions harmoniques
dans un ouvert U, si les u; sont uniformément majorées, u = sup u; est
finie et harmonique dans U.

D’apres [8], cet axiome est équivalent a la propriété suivante : toute
famille de fonctions harmoniques uniformément bornée dans U est équi-
continue.

Le théoré¢me suivant prouve que le fait de supposer que toutes les
fonctions harmoniques sont réguliéres (en un sens convenable), entraine
que Paxiomatique vérifie 'axiome faible. En particulier, I’hypothése que
nous avons constamment faite : les fonctions harmoniques sont de classe
C2?, impliquait déja un axiome de convergence.

THEOREME 6.1. — Soit J€ une axiomatique de théorie du potentiel
sur un espace localement compact d base dénombrable X. Pour tout
ouvert U, soit C (U) l'espace des fonctions continues sur U, muni de la
topologie de la convergence compacte. Soit enfin, pour tout ouvert U, un
espace de Fréchet & (U) C € (U) tel que tout ensemble borné dans F (U)
soit équicontinu.
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Si pour tout ouvert U, les fonctions harmoniques dans U appar-
tiennent a F (U), J€ vérifie Paxiome faible.

En effet, #€ (U) est fermé dans C (U), donc est un espace de Fréchet
pour la topologie induite par celle de € (U). D’autre part, l'injection de
J (U) dans C (U) est continue. J€ (U) est donc fermé dans F (U) et est
également un espace de Fréchet pour la topologie induite par celle de
% (U). D’apres le théoreme des homomorphismes de Banach, ces deux
topologies sont identiques sur € (U).

Un ensemble de fonctions harmoniques uniformément bornées est
borné dans € (U), donc borné dans & (U), donc équicontinu. Cette der-
niére propriété est équivalente a ’axiome faible.

COROLLAIRE 6.1. — Soit J€ une axiomatique de théorie du potentiel
sur un ouvert Q de R", dont les fonctions harmoniques sont de classe C!
(ou méme localement holdériennes). J€ vérifie alors Paxiome faible.

7. Axiomatiques de Brelot et opérateurs elliptiques.

Les solutions d’une équation elliptique vérifient 'axiome de Brelot
tandis que les solutions d’une équation parabolique vérifient ’axiome de
Doob. Nous abordons ici le probléeme important des réciproques, qui reste
ouvert en dimension supérieure ou égale a 3.

PROPOSITION 7.1. — Soit J€ une axiomatique de théorie du potentiel
dont les fonctions harmoniques sont de classe C2. Soit QA un opérateur
pré-elliptique, a coefficients continus, défini sur un ouvert Q, dense, et tel
que A u = 0 pour toute fonction u harmonique.

a) S’il existe un ouvert U C Q, non vide et des coordonnées locales
N1 (%), ..., Na (x) de classe C? dans U telles que A se mette sous la forme

rt 2 u ou

a ”
Qux = ), ay®) @) + ) o)
i, j=1 i 07 i—1

(x)
' (1.1)
JC ne vérifie pas 'axiome de Brelot.
b) Il nexiste pas d’ouvert U non vide tel que @ se mette sous la

forme (7.1) avec a, (x) = 0 dans U.
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a) Si & peut se mettre sous la forme (7.1), on peut supposer, en
changeant au besoin 7, (x) en — 7, (x), que o, (x) < O dans un sous
ouvert V C U non vide. Soit alors xo € V et posons

0 pour . (x) < N (xo)

VO = (1) — ma (G)I pOUT 7 () 3> 1 (R0

v (x) est une fonction de classe C2?, vérifiant A v (x) < 0 au voisinage
de x,, donc surharmonique au voisinage de x, d’apres le théoréme 4.2 b).
Or ceci est impossible dans une axiomatique de Brelot oi une fonction
surharmonique positive dans un domaine est soit identiquement nulle, soit
strictement positive (voir [4], p. 33).

b) Si @A pouvait se mettre sous la forme (7.1) avec a, (x) = O dans
U, pour toute fonction ¢ (f) définie sur R, de classe C2, la fonction

u@) =¢ . (x))

vérifierait A u = 0. En vertu du théoréme 4.2 a), u serait harmonique
dans U. Lorsque ¢ varie en restant bornée, les fonctions u correspondantes
constituent un ensemble borné de fonctions harmoniques qui n’est pas
équicontinu. J€ ne vérifierait donc pas I'axiome faible, ce qui contredit le
corollaire 6.1.

THEOREME 7.1. — Soient Q un ouvert du plan R? et ¥€ une axio-
matique de théorie du potentiel sur Q dont les fonctions harmoniques sont
de classe C3. Soit & un opérateur différentiel elliptique a coefficients de
classe C', défini sur un ouvert Q, dense dans Q, tel que X u = O pour

toute fonction u harmonique.
Si g€ vérifie 'axiome de Brelot, X .est elliptique sur un ouvert dense.

Si @ n’est pas elliptique dans un ouvert dense, il existe un ouvert U
non vide dans lequel la forme quadratique

ay (x) Ef + 2a12 (x) €1 E2 + azs (x) E2 (7.2)

est dégénérée pour tout x. On peut y choisir £; (x) et £ (x) de classe C!
tels que

a;n (X) B () + 2a12 (0) &1 (x) E2 (x) + a22 (x) E8 (x) = 0.
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On peut alors déterminer localement une fonction v (x) de classe C?
telle que

312 (

2 WE®
X1

s (

2 WE®
0X2

En choisissant une fonction 7, (x) telle que v, 72 soit un systeme de
coordonnées locales dans un ouvert V C U non vide, nous obtenons dans
A"

0%u ou ou
®) + o1 (x) *) + a2 (x)
(97)1 (97]2

Aux) = o (x)

(€9)

(7.3)

11 résulte alors de la proposition 7.1 que J€ n’est pas une axiomatique
de Brelot.

ot

"

Remarque 7.1. — Si on ne suppose pas que J€ vérifie ’axiome de
Brelot, dans tout ouvert U ou la forme quadratique (7.2) est dégénérée,
@ peut se mettre sous la forme (7.3). D’aprés la proposition 7.1 b) on a
alors as = 0 sur un ouvert dense. Pour toute axiomatique du plan dont
les fonctions harmoniques sont de classe C3, @ est donc parabolique ou
elliptique sur un ouvert dense.

Remargue 7.2. — En dimension 1 le probleéme est trivial, la condition
de pré-ellipticité étant identique a la condition d’ellipticité.

Remarque 7.3. — En dimension supérieure ou égale a 3, il existe
des opérateurs pré-elliptiques, dégénérés en tout point et qui ne peuvent
se mettre sous la forme (7.1). Il en est ainsi, par exemple, §’il existe en
chaque point une seule direction de vecteurs £ (x) telle que

n

2 a®WE@WE® =0

i, j=1
le champ de vecteurs £ (x) n’ayant pas de surfaces orthogonales. On ignore
les propriétés des solutions de tels opérateurs : régularité et axiomes de
convergence Vvérifiés.
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8. Axiomatiques invariantes par translation.

L’ouvert Q sera ici R” entier. J€ désignera dans tout ce paragraphe
une axiomatique de théorie du potentiel sur R*, dont nous ne supposerons
plus nécessairement les fonctions harmoniques de classe C2. Nous suppo-
serons que € est invariante par translation, c’est-a-dire: si u (x) est
harmonique dans un ouvert U, v (x) = u (x — h) est harmonique dans
louvert U + hA.

PROPOSITION 8.1. — Soit u harmonique (resp. surharmonique conti-
nue) dans un ouvert U. Soit ¢ une fonction continue, positive, a support
dans la boule de centre O et de rayon ¢. Alors ux ¢ est harmonique
(resp. surharmonique continue) dans I'ouvert U,, ensemble des points dont
la distance a () U est supérieure a .

En effet, uxo(x) = f u(x—1 () dt est limite uniforme de

combinaisons linéaires a coefficients positifs de fonctions déduites de u
par translation. u est donc harmonique (resp. surharmonique).

PROPOSITION 8.2. — Si u est harmonique (resp. surharmonique conti-
nue) dans un ouvert U, elle est limite uniforme sur tout compact de fonc-
tions harmoniques (resp. surharmoniques) de classe C*.

En effet, soit ¢ une fonction C=, positive, a support dans la boule
unité, d’intégrale 1, et posons

X
P (x) =" (“)
€

U, = @ * U.

Pour tout compact K C U et pour ¢ assez petit, les fonctions u, (x)
sont définies au voisinage de K, sont harmoniques (resp. surharmoniques)
de classe C> et convergent vers ¥ uniformément sur K.

PROPOSITION 8.3. — Il existe un opérateur différentiel pré-elliptique
@ a coefficients constants tel que, pour toute fonction harmonique u de
classe C2, on ait A u = 0.

D’apres la remarque 2.1, le résultat du théoréme 2.1 peut s’appliquer
a I'ensemble des fonctions de &€ qui sont de classe C2. Les fonctions de



AXIOMATIQUES DE THEORIE DU POTENTIEL 373

classe C2 harmoniques au voisinage de l'origine vérifient donc une rela-
tion :

©+Zm

) = 0.
0x¢ (9Xj i=1 (9x¢

On déduit de l'invariance par translation que pour toute fonction
harmonique de classe C%, on a

aum—-Zau (%+2m — @ =0.
i, j=1
@ étant pré-elliptique a coefficients constants.
PROPOSITION 8.4. — Soit A un opérateur différentiel pré-elliptique

a coefficients constants. Soient w un ouvert relativement compact et u une
fonction continue dans © et vérifiant A u = 0 au sens des distributions

dans .

Alors
sup u (x) = sup u (x).
@ 0w
Remarquons d’abord que si u est de classe C? dans w, il résulte du
théoreme 4.1 que sup ux) = sup u (x) (pour un opérateur (X a coef-

ficients constants, tout ouvert cst < assez petit » au sens du théoréme 4.1).

Soit w; un ouvert tel que w; C @1 C w. On peut approcher u unifor-

x
mément sur ®;, par les fonctions u, = . xu ol ¢ (x) = e "¢ (—)

€
avec ¢ positive, C=, a support compact, d’intégrale 1.

De plus
AQu,.=¢*xQu=0

u, étant de classe C* dans w;, on a

sup u,(x) = sup u(x)

@, 0w,

et a la limite
sup u (x) = sup u (x)

@, 90,

En faisant croitre ’ouvert w; vers w, nous obtenons

sup u (x) = sup u (x)
@ £
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THEOREME 8.1. — Soit J€ une axiomatique de théorie du potentiel
invariante par translation. 1l existe un opérateur X pré-elliptique a coef-
ficients constants tel que

a) Pour qu’une fonction u soit harmonique, il faut et il suffit qu’elle
soit continue et qu’elle vérifie Q u = 0 au sens des distributions.

b) Pour qu’une fonction continue u soit surharmonique, il faut et il
suffit que A u < 0 au sens des distributions.

De plus, l'opérateur Q est unique a un facteur de proportionnalité
pres.

a) D’aprés la proposition 8.3, il existe un opérateur @ tel que
@ u = 0 pour toute fonction harmonique de classe C2. Si u est harmo-
nique, d’apres la proposition 8.2, elle est limite uniforme sur tout compact
de fonctions u, harmoniques C*. Ona Q u, = O et a la limite: Qu =0
au sens des distributions.

Réciproquement, si u est continue et vérifie A ¥ = 0 dans un ouvert
U, soit w un ouvert régulier tel que ® C U. Soit

v = H® u.

On a A (u—v) = 0 au sens des distributions dans w et ¥ — v = 0 sur
dw. D’apres la proposition 8.4, u = v dans v et u est harmonique.

b) Soit u continue vérifiant A u << 0 au sens des distributions dans
un ouvert U. Pour tout ouvert régulier w C ® C U posons v = H® u. On
a & (u—v) < 0 au sens des distributions et u — v = 0 sur dw. D’apres
la proposition 8.4, on a u > v et u est surharmonique.

Réciproquement, soit d’abord u de classe C? et surharmonique. On
ne peut avoir (X u (x,) > 0, car on aurait A u > 0 au voisinage, u serait
sous-harmonique au voisinage de x,, donc harmonique et on aurait

A u(x) =0.

Soit maintenant u# surharmonique continue. D’apres la proposition
8.2, u est limite uniforme sur tout compact de fonctions u, surharmoniques
C=.0Ona Xu < 0etalalimite, X u < 0 au sens des distributions.

Enfin 'unicité de @ résulte de la caractérisation des fonctions sur-
harmoniques en reprenant mot pour mot la démonstration du théoréme
5.1.
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Nous abordons maintenant, dans le cas invariant par translation, le
probleme étudié au § 7 dans le cas général : caractériser les divers types
d’axiomatiques de théorie du potentiel par la nature des opérateurs diffé-

rentiels associés. Les opérateurs pré-elliptiques a coefficients constants
peuvent étre classés en trois catégories :

1) les opérateurs elliptiques,

2) les opérateurs paraboliques : il existe un changement linéaire de
coordonnées tel qu’ils se mettent sous la forme

u

0
(9X,'

n—1 02u ‘ n
Qu = X a0+ X a—— )
J b=

i,7=1
la forme quadratique (a;;) étant définie positive en n— 1 variables et
a, = 0.

3) les opérateurs cylindriques : il existe un changement linéaire de
coordonnées tel qu’ils se mettent sous la forme

1

au(x) = ni

i, j=

0%u ot ou
a; —— (x) + a;
1 ! (9x¢ (9x,- ;1 Bx,-

Le théor¢me suivant donne une caractérisation compléte des axio-
matiques de Brelot et de Bauer invariantes par translation.

(x) 8.1)

THEOREME 8.2. — Soient J€ une axiomatique de théorie du potentiel
invariante par translation et Q& lopérateur différentiel pré-elliptique a
coefficients constants associé.

a) Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
i) € vérifie 'axiome de Brelot,
ii) @ est un opérateur elliptique,

iii) Les fonctions harmoniques sont analytiques.

b) Les cing propriétés suivantes sont équivalentes :
i) g€ vérifie 'axiome de Doob,
ii) @ est un opérateur parabolique ou elliptique,
iii) Les fonctions harmoniques sont de classe C*,
iv) € vérifie axiome faible,
v) Les fonctions harmoniques sont de classe C' (ou méme loca-
lement holdériennes).
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Ce théoréme est une conséquence immédiate des propriétés suivantes
bien connues des solutions des opérateurs elliptiques, paraboliques et
cylindriques.

BN

Les solutions d’une équation elliptique a coefficients constants for-
ment une axiomatique de Brelot et sont analytiques.

Les solutions d’une équation parabolique a coefficients constants véri-
fient ’axiome de Doob mais ne vérifient pas celui de Brelot. Elles sont
de classe C=, mais ne sont pas toutes analytiques.

Parmi les solutions continues d’une équation cylindrique, mise sous
la forme (8.1), il y a toute les fonctions continues ne dépendant que de
X.. Les solutions ne sont donc pas toutes de classe C!. D’autre part, les
fonctions continues ne dépendant que de x, et comprises entre 0 et 1
forment un ensemble uniformément borné de fonctions harmoniques qui
n’est pas équicontinu. L’axiome faible n’est donc pas vérifié.

Remarque 8.1. — Dans le cas invariant par translation, les problémes
sont considérablement simplifiés pour deux raisons. La premicre est que
les résultats ponctuels s’étendent immédiatement en des résultats globaux
(et non « globaux sur un ouvert dense »). La seconde est que les opéra-
teurs a coefficients constants ne sont jamais du type décrit dans la remar-
que 7.3.

Remarque 8.2. — Outre la caractérisation par les opérateurs différen-
tiels, le théoreme 8.2 fournit une caractérisation des divers types d’axio-
matiques par la régularité des fonctions harmoniques. Ce résultat est a
rapprocher du corollaire 6.1.

Appendice.

L’objet de cet appendice est de démontrer le lemme A 6 au moyen
d’outils algébriques élémentaires. Nous ne prouverons que les résultats
strictement nécessaires a sa démonstration.

Nous utiliserons la notation suivante : pour une famille finie de poly-
nomes a r indéterminées z;, ..., Z,, a coefficients réels, de degrés fixés, nous
désignerons par a la famille formée par tous les coefficients de ces poly-
nomes. Les polynomes de la famille seront notés P;(z1, 2z, ..., Zr ; @).
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a varie dans RY ot N est un entier convenablement choisi. Un polynome
en a sera un polynome de N variables.

LEMME A 1. — Soient P, (z;a), ..., Py (z;a), k polynomes a une
indéterminée z, de degrés formels d, ..., dy, d coefficients réels. Il existe
un polynome R, (a) tel que R, (@) = 0 soit condition nécessaire et suffi-
sante pour que P, ..., Py aient au moins p racines communes (%).

Dans le cas de deux poiynomes

P=ay+a1z2+..4+a, 7"
Q=b0+blz+...+bmzm

il faut et il suffit que la matrice

(ay — — — a, AR
0 m lignes
0 > gn

ay — — — Qy J

by — — — bn 3
0 0 \ n lignes

\ bo—__b’"J J

soit de rang inférieur ou égal & m + n— p (voir Van der Waerden [10],
chapitre 4, section 27), ce qui s’écrit en annulant un certain nombre de
déterminants, ou encore en annulant la somme de leurs carrés.

On passe ensuite au cas d’une famille de polynomes par la méthode
de Kronecker, d’une fagon tout a fait analogue a celle exposée dans [10]
(chapitre 11, section 77) pour le cas p = 1.

LEMME A 2. — Soit P (z ; @) un polynome en z, de degré formel n,
a coefficients réels. Pour tout multientier (jy, ..., j»), il existe un polynome
Ay ..ip @) tel que Ay, ..., (@) = 0 soit équivalent aux conditions
suivantes :

— le nombre de racines infinies de P est supérieur ou égal a j; ;

— pour o > 1, la somme du nombre de racines finies d’ordre de

(4) Les racines sont complexes, éventuellement infinies, comptées avec leur
ordre de multiplicité.

25
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multiplicité supérieur ou égal a o (%), et du nombre de racines infinies,
est supérieure ou égale a ja.

Soit P(z;a) =ay+a12+ ... + a, z2*.

Pour o > 1, en appliquant le lemme A1 aux polynomes
P, P/, ..., P nous obtenons un polynome 5,~a (a) tel que B;a (a) = 0 soit
condition nécessaire et suffisante pour que P, P, ... P(*' aient au moins j«
racines communes. Une racine commune a P, P/, ... P'® est soit une
racine infinie, soit une racine finie d’ordre au moins .

On peut alors poser :

j—1 n

B @ = 2 @+ Y 8 (@
k=0 a=2

LEMME A 3. — Soit P (z;a (?)) un polynome de degré formel n,
dont les coefficients sont des fonctions réelles de classe C* (k = 0, 1, ... «,
w) d’'un paramétre t parcourant un ouvert U de R™. Supposons que,
lorsque t parcourt U, P (z;a (t)) ait le méme nombre de racines finies,
avec les miémes multiplicités. Soit z° une racine réelle de P (z ;a (1)) = 0.
Il existe alors une fonction Z (1), réelle, de classe C*, définie au voisinage
de 1°, telle que

PZ@);a®) =0
et
Z (%) = 2°

Soit A la plus petite distance de deux racines distinctes de
P (z ; a (°)). D’apres le théoréme de continuité des racines d’une équation
algébrique (%), pour r assez voisin de 1 et pour toute racine g de
P(z;a(t®)) dordre «, il existe exactement « racines de P (z;a(?))

distante de ¢ de moins de —. Les racines de P (z;a (¢f)) devant avoir
les mémes multiplicités que celles de P (z ; a (¢°)) on en déduit que pour

t assez voisin de #°, si a® est I'ordre de multiplicité de z°, il existe une

racine d’ordre «° de P (z ; a (¢)) distante de z° de moins de —2— .

(®) Nous faisons ici la convention habituelle : une racine d’ordre 8 > a est
comptée comme § 4+ 1 — o racines d’ordre au moins o.
() Voir, par exemple [9], ch. 1, § 1, n° 2.
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Pour ¢ voisin de #°, la racine d’ordre «° de P voisine de z° est racine
simple de P " (z;a(#)). Cette racine est donc la racine Z (f) de
P (z;a(?) que l'on obtient au moyen du théoréme des fonctions
implicites. Z (f) est une fonction réelle, de classe C¥, telle que

Z() =2 et PZ@®;a@) =0.

LEMME A 4. — Soit P (z;a (?)) un polynome de degré formel n,
dont les coefficients sont des fonctions réelles de classe C* de t variant
dans un ouvert w de R™. Il existe un ouvert w, C w, dense dans w, tel que
pour tout point 1° € w,, I'équation P (z ;a (f)) = 0 ait le méme nombre
de racines finies avec les mémes ordres de multiplicité pour t voisin de
1,

wy sera l'ensemble des points #° tels qu’il existe un multientier
(j1s .-, Jn) tel que

— Ay, ..jp @(®)) = 0 au voisinage de .

— A, i, (@(@®) £ 0 au voisinage de #° pour tout multientier

(i1, .. in) > (j1, ... ja) pour l'ordre lexicographique.

Au voisinage d’un tel point #, il est évident que P (z;a (?) a le
méme nombre de racines finies avec les mémes multiplicités. D’autre part
o est ouvert. Montrons qu’il existe un point de w, dans tout ouvert U.

Soit j; le plus grand entier tel que A j;,o,...0) (a (#)) = O dans tout U
et soit U, le sous ouvert non vide ol A j,4+1,0,...0) (@ (1)) # 0.

Soit j, le plus grand entier tel que Aj,, j,.0,..0) (@ (£)) = O dans tout
U, et soit U, C U le sous ouvert non vide olt Ay, jo+1.0,...00 (@ () Z 0.

On définit ainsi, de proche en proche, un multientier (jy, ... j») €t un
ouvert U, non vide contenu dans U N w,.

LEMME A 5. — Soit P (zy, ..., 2, ; a (t)) un polynome de degré for-
mel n, a r indéterminées, dont les coefficients sont des fonctions réelles de
classe C* d’un paramétre t parcourant un ouvert w de R™. Il existe un
ouvert w, dense dans w tel que, pour tout t° € w, et toute racine
2P, ... 20 réelle de P (z4, ... z, ; a (19)), il existe des fonctions Z, (?), ... Z. (?)
réelles, de classe C*, définies au voisinage de t°, telles que

PZ, @®,..Z@®);a(@®) =0
et

Zi(®)=22,.,Z, () = z.
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Pour r = 1, le théoréme est une conséquence immédiate des lemmes
A 3 et A 4. Démontrons-le par récurrence sur r en le supposant vrai
pour tout polynome a r — 1 indéterminées.

Pour chaque syst¢tme de valeurs réelles attribuées a z, ..., z,, nous
pouvons appliquer le lemme A 2 a P considéré comme polynome en z;
et former les A, ... (22, ..., 2 ; a (1)), polynomes en zy, ..., z, dont les
coefficients sont des fonctions réelles de classe C* de t. D’aprés 'hypothése
de récurrence, il existe un ouvert wj,,...,;,) dense dans w, dans lequel on
peut prolonger localement toute racine réelle de A ;. ....j,) e, ..., 2+ ; @ (2)).
Nous appellerons w, I'ouvert dense intersection des wj,...,j, lorsque
(j1, ---, jn) prend toutes les valeurs possibles (en nombre fini).

Soit alors # € wy et ¢, ..., 22 une racine réelle de
P (24, ..., 2-;a (%) = 0.

Considérons le polynome en z;:P (zy, 22, ..., 20; a (%), soit j; le
nombre de racines infinies et, pour o > 1, jo la somme du nombre de
racines infinies et du nombre de racines finies d’ordre au moins «.

On a
Ay iy @2 2050 (@) =0
et
Ay, i) @85 s 2730 () £ 0
pour tout multientier (i, ..., in) > (j1, ..., jo) pour Pordre lexicographique.
t° appartenant & wo C W,,....j,), On peut trouver des fonctions Zs (?), ...,
Z. () réelles, de classe C¥, définies au voisinage de #°, telles que

Zo () =28, ..., Z, (1) = z?

et
Ay i @2 @), .. Z, (D ;0 () =0

de plus
Ay, iy @2 (@), . Zo (D) 50 () £ 0
au voisinage de # pour (iy, ..., in) > (1, ..., jn), par raison de continuité.
Le polynome en z; : P (z1, Z2 (¢), ..., Z, (¢) ;a ()) a au voisinage de
* le méme nombre de racines finies avec les mémes multiplicités. Nous

pouvons lui appliquer le lemme A 3 et trouver une fonction Z; (?), réelle,
de classe C*, telle que

PZ®,Z:0,...Z,(®;a(®) =0
Z,(1°) =29 .
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LEMME A 6. — Soit P; (21, ..., 2-;a (1)) = 0, i €1, une famille finie
d’inéquations ou les P; sont des polynomes en zi, ..., z., de degrés formels
d;, dont les coefficients sont des fonctions réelles de classe C* (k = 0, 1, ...,
o0, w) d’un paramétre t parcourant un ouvert w de R™. Il existe un ouvert
dense wo C w tel que pour tout t° € w, et toute famille de nombres réels
23, ..., 20 tels que

Vi P, ., 2% ;a(@) =0

il existe des fonctions Zl/(t), .. Z, (1) réelles, de classe C*, définies au
voisinage de t°, telles que

Vi Pi(Z:(®, ..., Z, @) ;a@®) = 0
et
Z, ) = z{, ., Z, (1 = z?.

Pour tout J C I soit
Q; = ) P2
ied
Nous pouvons appliquer le lemme A 5 a Qj, soit w; 'ouvert dense corres-
pondant. Nous poserons :

Wy = N W3
Jc1

Soit alors * € wy et 2%, ..., z° réels tels que

Vl Pt (Z?, LA ZQ N a(t())) 2 0'
Posons :

J = (i€el!Pi&, .., 22;a(®) = O}

On a Qy(z0, ..., 20 ; a(®®) = 0. D’apres le lemme A S5, on peut
trouver des fonctions Z; (?), ..., Z. (¢), réelles, de classe C¥, définies au
voisinage de 1, telles que

QEZ®, .. Z.® ;a®) =0
et
Zl (to) = Z(l)’ ey Zr (to) = Zi(')'

On a donc, pour i€J, P, (Z, (¥), ..., Z,(t) ; a(®)) = 0.
D’autre part, par continuité, pour i ¢ J, on a :
Pi(Z @, .. Z:(®) 5a@®) > 0

pour ¢ assez voisin de f°.



382 JEAN-MICHEL BONY

BIBLIOGRAPHIE

[1] H. BAUER, Axiomatische Behandlung des Dirichletschen Problems fiir

elliptische und parabolische Differentialgleichungen, Math. Annalen
146 (1962), 1-59.

[2] H. BAUER, Harmonische Raiime und ihre Potentialtheorie, Lecture notes
in Mathematics — Springer Verlag (1966).

[3] N. BoBoc, C. CoNsTANTINESCU, A. CORNEA, Axiomatic theorie of har-
monic functions. Non negative superharmonic functions, Ann. Inst.
Fourier, Grenoble, 15 1 (1965), 283, 312.

[4] M. BrerLor, Axiomatique des fonctions harmoniques, les Presses de
I’Université de Montréal (1966).

[5]1 S. GuBer, On the potential theory of linear homogeneous parabolic
partial differential equations of second order, Symposium on Pro-
bability Methods in Analysis, Lecture notes in Mathematics 31,
Springer-Verlag (1967).

[6] R. M. HERVE, Recherches axiomatiques sur la théorie des fonctions sur-
harmoniques et du potentiel, Ann. Inst. Fourier, 12 (1962) 415.571.

[7] F. JoHN, A note on the maximum principle for elliptic differential
equations, Bull. Amer. Math. Soc., 44 (1938), 268.271.

[8] G. MokoBopzkI, Espaces de Riesz complétement réticulés et ensembles
équicontinus de fonctions harmoniques, Séminaire CHOQUET (Initia-
tion a I'analyse), 5° année 1965/66, n° 6.

[9] G. VALIRON, Cours d’analyse mathématique II — Equations fonction-
nelles, applications, 2° édition 1950 — Masson et Cie.

[10] VAN DER WAERDEN, Modern Algebra, translated from the 2nd revised
German edition, New York, Frederick Ungar (1950).

Manuscrit regu le 15 février 1967.

Jean-Michel Bony,
Institut Henri-Poincaré
11, rue Pierre-Curie
Paris-5*



