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LE MODULE DENDRIFORME SUR LE GROUPE
CYCLIQUE

par Frédéric CHAPOTON

Résumé. — La structure d’opérade anticyclique de l’opérade dendriforme donne
en particulier une matrice d’ordre n agissant sur l’espace engendré par les arbres
binaires plans à n feuilles. On calcule le polynôme caractéristique de cette matrice.
On propose aussi une conjecture compatible pour le polynôme caractéristique de la
transformation de Coxeter du poset de Tamari, qui est essentiellement une racine
carrée de cette matrice.

Abstract. — It is known that the Dendriform operad is in fact an anticyclic
operad. This refined structure defines in particular a matrix of finite order acting on
the vector space spanned by planar binary trees. We compute here its characteristic
polynomial and propose a compatible conjecture for the characteristic polynomial
of the Coxeter transformation for the Tamari lattice, which is essentially a square
root of this matrix.

Introduction

Les arbres binaires plans sont des objets combinatoires très classiques.
Ils ont récemment fait l’objet de recherches remarquables en combinatoire
algébrique, suite à leur apparition dans les travaux de Loday [10]. Le point
de départ est la description par Loday d’une opérade basée sur les arbres bi-
naires plans, nommée opérade dendriforme. À cette opérade correspond une
notion d’algèbre dendriforme. Loday et Ronco ont ensuite montré [12] que
l’algèbre dendriforme libre sur un générateur avait une structure d’algèbre
de Hopf. De nombreux travaux [11, 13, 1, 6, 7, 8] ont suivi sur différents
aspects de ces objets.

Mots-clés : opérade anticyclique, opérade dendriforme, treillis de Tamari, transformation
de Coxeter.
Classification math. : 18D50, 05E05, 06A07.
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L’opérade Dendriforme a en fait une structure plus riche : c’est une
opérade anticyclique [2]. Ceci donne en particulier une action du groupe
cyclique d’ordre n + 1 sur l’espace vectoriel engendré par les arbres bi-
naires plans à n sommets internes. Cette action reste relativement mys-
térieuse depuis son introduction, malgré quelques progrès effectués depuis
dans sa compréhension. On a montré dans [4] que l’action du générateur τ
du groupe cyclique était donnée au signe près par le carré de la transfor-
mation de Coxeter θ pour le treillis de Tamari. On a aussi montré dans [3]
que l’action du générateur τ sur les arbres binaires plans admettait une
description très simple par le biais d’un plongement des arbres binaires
plans dans les fractions rationnelles.

On calcule ici le polynôme caractéristique du générateur τ de cette action
cyclique. On propose ensuite une conjecture pour le polynôme caractéris-
tique de la transformation de Coxeter θ. On montre en particulier que cette
conjecture est compatible avec le résultat précédent.

Ce travail a son origine dans une correspondance avec Jean Ecalle, qui a
formulé le premier une conjecture sur le polynôme caractéristique de τ .

Merci à Cédric Bonnafé pour la preuve de la Proposition 1.3.

1. Rappels et notations

1.1. Fonctions symétriques

On utilise les notations et conventions classiques sur les fonctions symé-
triques, qui sont celles du livre [14]. En particulier, on note (pn)n>1 les
fonctions symétriques « sommes de puissances ». L’anneau Λ des fonctions
symétriques est (sur le corps Q) un anneau de polynômes en les (pn)n>1. Il
admet une base pλ où λ décrit l’ensemble des partitions d’entiers. On peut
identifier les caractères des groupes symétriques à des éléments de Λ par
l’application qui envoie un caractère χ sur la somme

∑
λ χ(λ)pλ/zλ, où les

zλ sont certains coefficients entiers et χ(λ) est la valeur de χ sur la classe
de conjugaison de type cyclique λ. Les images des caractères irréductibles
des groupes symétriques sont les fonctions de Schur, qui forment une base
(sur l’anneau Z) de l’anneau Λ.

L’anneau Λ possède une structure supplémentaire, qui est un produit
associatif (linéaire à gauche seulement), appelé le pléthysme et noté ◦. Cette
structure est essentiellement équivalente à la structure (peut-être mieux
connue) de λ-anneau sur Λ. Le pléthysme peut se calculer en utilisant la
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LE MODULE DENDRIFORME 2335

linéarité à gauche et la propriété suivante :

(1.1) pn ◦ f(p1, p2, . . . , pk, . . . ) = f(pn, p2n, . . . , pkn . . . ).

Le pléthysme est en fait défini sur les entiers et préserve même la posi-
tivité, au sens suivant. Si f et g sont combinaisons linéaires entières (resp.
entières positives) de fonctions de Schur, alors f ◦g est combinaison linéaire
entière (resp. entière positive) de fonctions de Schur.

On aura besoin aussi du fait suivant : la multiplicité de la représenta-
tion triviale (i.e. la dimension du sous-espace des vecteurs invariants) dans
une représentation du groupe symétrique est obtenue par spécialisation en
posant pn = 1 pour tout n dans la fonction symétrique correspondante.
Par abus de langage, on appellera encore « passage aux invariants » cette
spécialisation dans une fonction symétrique quelconque.

Notons enfin qu’à chaque opérade symétrique correspond une fonction
symétrique qui est une combinaison linéaire positive de fonctions de Schur
et qui permet notamment de calculer les dimensions des algèbres libres
sur cette opérade. On utilisera dans cet article les fonctions symétriques
associées aux opérades classiques Com et Lie, en admettant leurs propriétés.

1.2. Opérade dendriforme

Une opérade P est une structure algébrique qui consiste en la donnée
d’une suite d’espaces vectoriels P(n) pour chaque entier positif n et d’appli-
cations de composition vérifiant une forme d’associativité, voir par exemple
l’appendice B de [10].

On considère ici l’opérade dendriforme, notée Dend, qui a été introduite
par Loday. L’espace vectoriel Dend(n) a pour base les arbres binaires plans
à n sommets internes (donc n+ 1 feuilles et une racine) et pour dimension
le nombre de Catalan cn défini par

(1.2) cn =
1

n+ 1

(
2n
n

)
.

Les premiers espaces Dend(n) sont donc

Dend(1) = Q
{ }

,(1.3)

Dend(2) = Q
{

,

}
,(1.4)

Dend(3) = Q
{

, , , ,

}
.(1.5)

TOME 58 (2008), FASCICULE 7



2336 Frédéric CHAPOTON

La structure d’opérade (i.e. les morphismes de composition) sur cette
collection d’espaces vectoriels est assez subtile. On peut la définir directe-
ment de manière combinatoire, en termes de battages et de manipulations
(coupure, greffe) d’arbres binaires plans [10]. On dispose aussi d’une pré-
sentation de l’opérade Dend par générateurs et relations [10], qui permet
de faire des calculs par récurrence. Enfin, il existe un plongement dans une
opérade formée de fractions rationnelles [3], qui simplifie beaucoup les cal-
culs, mais où la base devient moins naturelle. Comme on n’en aura pas
besoin ici, on renvoie le lecteur aux références pour davantage de détails
sur la composition dans cette opérade.

1.3. Action du groupe cyclique

On trouve dans [2] la description en termes d’opérade d’une action na-
turelle du groupe cyclique d’ordre n sur Dend(n− 1), qui vérifie une forme
de compatibilité avec la composition de l’opérade Dend. L’action du gé-
nérateur τ du groupe cyclique envoie chaque arbre binaire plan sur une
combinaison linéaire entière d’arbres binaires plans. Par exemple (cf. les
matrices de τ données dans l’appendice B),

(1.6) τ

( )
= − − et τ

( )
= + .

On ne rappellera pas ici la définition opéradique de cette action, qui néces-
siterait d’avoir au préalable introduit l’opérade Dendriforme et la notion
d’opérade anticyclique. On peut simplement noter qu’elle est plutôt im-
plicite et utilise la présentation de Dend par générateurs et relations. On
peut cependant calculer directement cette action par le biais de sa relation
avec le treillis de Tamari (Prop. 3.1). Elle possède aussi la description al-
ternative remarquable suivante, obtenue par plongement dans les fractions
rationnelles.

Soit T un arbre binaire plan à n feuilles. On numérote ses feuilles de
gauche à droite de 1 à n. On définit une fraction ψ(T ) en n − 1 variables
u1, . . . , un−1 comme suit. C’est l’inverse d’un produit indexé par les som-
mets internes de T . À chaque sommet interne s de T , on associe le facteur
suivant : la somme ui +ui+1 + · · ·+uj−1 +uj où i et j+1 sont le minimum
et le maximum des numéros des feuilles qui sont au dessus du sommet s
dans T .

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Par exemple, les cinq arbres dans la base de Dend(3) ont pour images
par ψ les fractions suivantes :
(1.7)

1
u1(u1+u2)(u1+u2+u3)

,
1

(u1+u2)u2(u1+u2+u3)
,

1
u1(u1+u2+u3)u3

,

(1.8)
1

(u1 + u2 + u3)u2(u2 + u3)
et

1
(u1 + u2 + u3)(u2 + u3)u3

.

On prolonge ensuite ψ par linéarité, ce qui définit une application linéaire
de Dend(n− 1) dans Q(u1, . . . , un−1) qui est une injection.

Il se trouve alors que l’action de τ sur les arbres correspond via ψ à l’ac-
tion sur les fractions en {u1, . . . , un−1} de la substitution (encore notée τ)
ui 7→ ui−1 pour 2 6 i 6 n− 1 et u1 7→ −(u1 + · · ·+ un−1).

Pour le second exemple considéré dans (1.6), on retrouve bien

(1.9) τ

(
1

u1(u1 + u2 + u3)u3

)
=

1
(u1 + u2 + u3)u3u2

=

1
(u1 + u2 + u3)u2(u2 + u3)

+
1

(u1 + u2 + u3)(u2 + u3)u3
.

On a donc un module Dend(n − 1) sur le groupe cyclique Cn, d’où un
module induit sur le groupe symétrique Sn, dont on rappelle le caractère
dans la proposition suivante.

Proposition 1.1 ([2], Th. 6.2). — Le caractère de ce module induit est
donné par la fonction symétrique

(1.10) 2cn−1p
n
1 −

1
2n

∑
d|n

φ(d)
(

2n/d
n/d

)
p

n/d
d ,

où φ est l’indicatrice d’Euler.

Cette fonction symétrique décrit donc le module induit. On cherche à
comprendre le module Dend(n− 1) sur le groupe cyclique Cn, dont on sait
a priori qu’il est défini sur les rationnels et même sur les entiers.

On voit que la formule (1.10) se décompose en une somme de deux termes.
Le premier terme 2cn−1p

n
1 est une somme de 2cn−1 représentations régu-

lières de Sn, donc est isomorphe à l’induite de la somme de 2cn−1 représen-
tations régulières de Cn. On se concentre donc par la suite sur le deuxième
terme.

TOME 58 (2008), FASCICULE 7
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1.4. Induction du groupe cyclique au groupe symétrique

Soit Cn le groupe cyclique à n éléments. On note t le générateur. L’al-
gèbre de groupe est Q[t]/(tn − 1).

Soit d un diviseur de n. L’espace Q[t]/(td − 1) est un module pour Cn,
noté Mn,d.

Remarque : Mn,n est la représentation régulière.
Le caractère de Mn,d est le suivant :

(1.11) χn,d(tk) =

{
d si d|k,
0 sinon.

Soit KQ
0 (Cn) le groupe de Grothendieck de la catégorie des QCn-modules

de type fini. Le groupe KQ
0 (Cn) a pour rang le nombre de diviseurs de n et

les classes dans KQ
0 (Cn) des modules Mn,d pour d|n forment une base de

KQ
0 (Cn) [5, §39, Ex. 2].
Soit Sn le groupe symétrique sur {1, . . . , n}.
On a une inclusion de groupe de Cn dans Sn qui envoie t sur le grand

cycle c = (1, 2, . . . , n).
On considère le module induit M ′

n,d = IndSn

Cn
Mn,d.

Proposition 1.2. — Le caractère de M ′
n,d est la fonction symétrique

(1.12) χ′n,d =
d

n

∑
`|n/d

φ(`)pn/`
` .

Preuve. — Par la formule d’induction des caractères, le caractère χ′n,d

est donné (en tant que fonction centrale sur le groupe symétrique) par

(1.13) χ′n,d(σ) =
1
n

∑
τ∈Sn

τ−1στ∈Cn

χn,d(τ−1στ),

pour toute permutation σ. En utilisant (1.11), ceci se simplifie en

(1.14)
d

n

∑
d|k

∑
τ∈Sn

τ−1στ=ck

1.

On note que le type cyclique de ck est ( n
n∧k )n∧k. On traduit alors le carac-

tère χ′n,d en termes de fonctions symétriques :

(1.15) χ′n,d =
d

n

∑
k=1...n

d|k

(p n
n∧k

)n∧k.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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On remplace ensuite k par dk et n par dm :

(1.16)
d

n

m∑
k=1

(p m
m∧k

)(m∧k)d.

On trouve la formule attendue en regroupant les termes. �

Proposition 1.3. — L’induction IndSn

Cn
de KQ

0 (Cn) dans KQ
0 (Sn) est

une application linéaire injective.

Preuve. — Comme les classes des modules Mn,d forment une base de
KQ

0 (Cn), il suffit de montrer que les classes des modules induits M ′
n,d dans

KQ
0 (Sn) sont linéairement indépendantes. Ceci résulte immédiatement de

la formule (1.12), par triangularité par rapport à l’ordre partiel défini sur
l’ensemble des diviseurs de n par la divisibilité. �

2. Description du module dendriforme

On définit une suite d’entiers positifs an pour n > 1 par la formule
suivante :

(2.1) an =
1
2n

∑
d|n

µ(n/d)
(

2d
d

)
,

où µ est la fonction de Möbius.
A priori, les an définis ainsi sont des rationnels. Il faut justifier que ce

sont bien des entiers positifs. Pour cela, on va faire un calcul plus fin avec
des fonctions symétriques.

Considérons la fonction symétrique Lie :

(2.2) Lie =
∑
n>1

1
n

∑
d|n

µ(d)pn/d
d .

C’est la fonction symétrique associée à l’opérade symétrique Lie, donc c’est
une combinaison linéaire entière positive de fonctions de Schur.

Considérons la fonction symétrique Brace :

(2.3) Brace =
∑
n>1

1
n

(
2n− 2
n− 1

)
pn
1 =

1−
√

1− 4p1

2
.

C’est aussi clairement une combinaison linéaire entière positive de fonctions
de Schur, car la fonction symétrique pn

1 correspond à la représentation
régulière de Sn.

TOME 58 (2008), FASCICULE 7



2340 Frédéric CHAPOTON

Proposition 2.1. — Le pléthysme Lie ◦Brace est la fonction symé-
trique

(2.4)
∑
n>1

1
2n

∑
d|n

µ(d)
(

2n/d
n/d

)
p

n/d
d .

Preuve. — Par définition du pléthysme, il faut calculer

(2.5)
∑
n>1

1
n

∑
d|n

µ(d)
(

1−
√

1− 4pd

2

)n/d

.

En échangeant les sommations, ceci devient

(2.6) −
∑
d>1

µ(d)
d

log
(

1 +
√

1− 4pd

2

)
.

En utilisant alors le développement de Taylor (4.25) (Voir appendice A) :

(2.7) − log
(

1 +
√

1− 4u
2

)
=
∑
n>1

1
2n

(
2n
n

)
un,

on obtient donc

(2.8)
∑
d>1

µ(d)
d

∑
k>1

1
2k

(
2k
k

)
pk

d,

qui se réduit facilement au résultat voulu. �

Comme composée pour le pléthysme de combinaisons linéaires entières
positives de fonctions de Schur, la fonction Lie ◦Brace est aussi une com-
binaison linéaire entière positive de fonctions de Schur. La multiplicité de
la représentation triviale dans Lie ◦Brace, obtenue en posant pd = 1 pour
tout d dans les composantes homogènes de la formule (2.4), est exactement
la suite an ; ces nombres sont donc bien des entiers positifs.

Voici les premiers termes de la suite an pour n > 1 :

(2.9) 1, 1, 3, 8, 25, 75, 245, 800, 2700, 9225, . . .

La suite an a une propriété remarquable.

Proposition 2.2. — On a

(2.10) Fa(x) =
∏
n>1

(1− xn)−an =
1−

√
1− 4x

2x
.

Preuve. — Soit Com la fonction symétrique associée à l’opérade Com et
correspondant à la somme des modules triviaux sur les groupes symétriques.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Elle est donnée par l’expression exp(
∑∞

n=1 pn/n)− 1 et vérifie (1 + Com) ◦
Lie = 1

1−p1
. Par conséquent, et par associativité du pléthysme, on a

(2.11) (1 + Com) ◦ (Lie ◦Brace) =
(

1
1− p1

)
◦ Brace .

En passant aux invariants de part et d’autre, on en déduit la proposition.
�

On utilise maintenant cette suite d’entiers an pour décrire le module
dendriforme Dend(n− 1) sur le groupe cyclique Cn.

Proposition 2.3. — Pour tout n > 1, on a l’égalité suivante :

(2.12)
∑
d|n

adχ
′
n,d =

1
2n

∑
d|n

φ(d)
(

2n/d
n/d

)
p

n/d
d .

Preuve. — On calcule la somme pour n > 1 du membre de gauche. En
utilisant l’expression (1.12) de χ′n,d, on obtient

(2.13)
∑
n>1

∑
d|n

1
2d

∑
k|d

µ(d/k)
(

2k
k

)
d

n

∑
`|n/d

φ(`)pn/`
` ,

ce qui s’écrit encore

(2.14)
∑
n>1

∑
d|n

∑
k|d

∑
`|n/d

1
2n
µ(d/k)

(
2k
k

)
φ(`)pn/`

` .

On introduit de nouvelles variables de sommation i et j en posant n =
ijk` et d = ik. En remplaçant les sommations sur n et d par des sommations
sur i et j, on obtient

(2.15)
∑

i,j,k,`

1
2ijk`

µ(i)φ(`)
(

2k
k

)
pijk

` .

En utilisant le pléthysme des fonctions symétriques, on peut factoriser
cette expression comme suit :

(2.16)

(∑
i

µ(i)pi/i

)
◦

∑
j

pj/j

 ◦

∑
k,`

1
2k`

φ(`)
(

2k
k

)
pk

`

 .

Les deux premiers termes sont dans un sous-groupe des fonctions sy-
métriques pour le pléthysme qui est isomorphe au groupe commutatif des
séries de Dirichlet pour le produit ; on en déduit que ces deux termes sont
inverses l’un de l’autre. On obtient donc

(2.17)
∑
k,`

1
2k`

φ(`)
(

2k
k

)
pk

` .

TOME 58 (2008), FASCICULE 7
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Il est facile de voir que le terme de degré n de cette somme est exactement
le résultat attendu. �

On a donc montré que l’induite du module virtuel

(2.18) 2cn−1Mn,n −
⊕
d|n

adMn,d

a le même caractère que l’induite du module Dend(n− 1).
On sait aussi que le module Dend(n − 1) est défini sur les rationnels et

même sur les entiers. On sait par ailleurs que les modules Mn,d sont aussi
définis sur les rationnels.

Par la proposition 1.3, on en déduit

Théorème 2.4. — Le module Dend(n− 1) a pour caractère

(2.19) 2cn−1χn,n −
⊕
d|n

adχn,d,

et le polynôme caractéristique du générateur t de Cn est

(2.20)
(tn − 1)2cn−1∏

d|n(td − 1)ad
.

Ce théorème incite à penser que le module Dend(n − 1) doit admettre
une résolution de la forme

(2.21) 0 −→
⊕
d|n

adMn,d −→ 2cn−1Mn,n −→ Dend(n− 1) −→ 0.

On a une application évidente de cn−1Mn,n dans Dend(n − 1), induite
par l’identité de Dend(n − 1). Pour définir un morphisme de 2cn−1Mn,n

dans Dend(n − 1), il faudrait une autre application de cn−1Mn,n dans
Dend(n− 1). On peut supposer qu’elle doit provenir d’une involution sur
Dend(n− 1).

Remarque : dans le cas similaire mais plus simple de l’opérade diasso-
ciative Dias, dont le caractère anticyclique est donné par M ′

n,n −M ′
n,1, on

retrouve la description connue du module Dias(n − 1) comme quotient de
Mn,n par Mn,1. On a une suite exacte courte

(2.22) 0 −→Mn,1 −→Mn,n −→ Dias(n− 1) −→ 0.

3. Transformation de Coxeter

Le treillis de Tamari [9] est un ordre partiel sur les arbres binaires plans
à n feuilles. Rappelons brièvement sa définition, en décrivant les relations

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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de couverture, à partir desquelles l’ordre partiel 6 s’obtient par clôture
transitive. Soient S et T deux arbres binaires plans à n feuilles. Alors S
est couvert par T (donc S 6 T ) si S et T diffèrent juste localement dans

le voisinage de deux sommets par remplacement de la configuration

dans S par la configuration dans T .

Par exemple, on a les relations de couvertures suivantes 6 6

et 6 6 6 .
Soit C la matrice de cet ordre :

(3.1) Cx,y =

{
1 si x 6 y,

0 sinon.

La matrice θ = −C(tC−1) est appelée la transformation de Coxeter du
poset de Tamari. Elle admet une interprétation naturelle en termes de la
catégorie dérivée de la catégorie de modules sur l’algèbre d’incidence du
poset de Tamari.

On peut identifier naturellement la base associée à θ, indexée par les
arbres binaires plans, et la base de Dend(n) introduite dans la section §1.2.

On a montré dans [4] la relation suivante.

Proposition 3.1 ([4], Th. 6.1). — Si τ est la matrice d’ordre n prove-
nant de la structure anticyclique de l’opérade Dend et θ la transformation
de Coxeter du treillis de Tamari, alors on a

(3.2) τ = (−1)n+1θ2.

Il est donc naturel de se demander si il existe une description simple du
polynôme caractéristique de θ. On propose ci-dessous une conjecture pour
ce polynôme. Il est nécessaire de distinguer les cas n pair et n impair.

On commence par introduire une suite d’entiers relatifs λ(n).

(3.3) λ(n) = (−1)(
n
2)
(

n− 1
b(n− 1)/2c

)
.

On définit ensuite une suite d’entiers relatifs bn par inversion de Möbius :

(3.4) bn =
1
n

∑
d|n

µ(d)λ(n/d).

A priori, les bn sont des rationnels. Il faut justifier que ce sont bien
des entiers relatifs. On procède comme pour la suite an, en utilisant des
fonctions symétriques.
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On introduit la fonction symétrique

(3.5) Z = p1 +
∑
n>0

(−1)n+1

n+ 1

(
2n
n

)
p2n+2
1 =

1 + 2p1 −
√

1 + 4p2
1

2
.

Proposition 3.2. — La fonction symétrique Lie ◦Z est

(3.6)
∑
n>1

1
n

∑
d|n

µ(d)λ(n/d)pn/d
d .

Preuve. — La preuve est similaire à celle de la Prop. 2.1. Par définition
du pléthysme, il faut calculer

(3.7)
∑
n>1

1
n

∑
d|n

µ(d)

(
1 + 2pd −

√
1 + 4p2

d

2

)n/d

.

En échangeant les sommations, on obtient

(3.8) −
∑
d>1

µ(d)
d

log

(
1− 2pd +

√
1 + 4p2

d

2

)
.

On utilise alors le développement de Taylor (4.29) (Voir appendice A) :

(3.9) − log

(
1− 2u+

√
1 + 4u2

2

)
=
∑
n>1

λ(n)un/n.

On obtient donc

(3.10)
∑
d>1

µ(d)
d

∑
k>1

λ(k)
k

pk
d,

qui se réduit facilement au résultat voulu. �

Comme Lie et Z sont des combinaisons linéaires entières de fonctions
de Schur, la fonction symétrique Lie ◦Z l’est aussi. Ceci montre que les bn

sont bien des entiers relatifs, car ce sont les coefficients des fonctions de
Schur triviales dans cette fonction symétrique.

Voici les premiers termes de la suite bn pour n > 1 :

(3.11) 1,−1,−1, 1, 1,−1,−3, 4, 8,−13,−23, 39, 71,−121, . . .

On remarque que les signes des bn semblent suivre un motif régulier, le
même que pour la suite λ(n). En fait, il semble même que chaque com-
posante homogène de la fonction symétrique Lie ◦Z soit une somme de
fonctions de Schur dont les signes sont soit tous positifs, soit tous négatifs
selon la valeur de n modulo 4. On a vérifié ceci pour n 6 12.
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Proposition 3.3. — On a

(3.12) Fb(x) =
∏
n>1

(1− xn)−bn =
−1 + 2x+

√
1 + 4x2

2x
.

Preuve. — On utilise l’identité

(3.13) (1 + Com) ◦ (Lie ◦Z) =
1

1− p1
◦ Z.

En passant aux invariants, on trouve l’égalité voulue. �

On utilise maintenant la suite de nombres entiers relatifs bn pour pro-
poser une description de θ.

Conjecture 3.4. — Pour n pair, le polynôme caractéristique de θ est

(3.14)
(t2n − 1)cn−1∏
d|2n(td − 1)bd

.

Pour donner une conjecture dans le cas n impair, on définit une autre
suite d’entiers relatifs b′n à partir de la suite bn :

(3.15) b′n =

{
bn si n = 1 mod 2,

−bn − bn/2 si n = 0 mod 2.

Voici les premiers termes de la suite b′n pour n > 1 :

(3.16) 1, 0,−1, 0, 1, 2,−3,−5, 8, 12,−23,−38, 71, 124, . . .

Conjecture 3.5. — Pour n impair, le polynôme caractéristique de θ
est

(3.17)
(t2n − 1)cn−1∏
d|2n(td − 1)b

′
d

.

4. Comparaison entre conjectures et théorème

On montre ici que les conjectures 3.4 et 3.5 sont compatibles avec (et
impliquent) le théorème 2.4 décrivant le polynôme caractéristique pour τ .

Le polynôme caractéristique du carré d’une matrice M d’ordre fini à
coefficients entiers est obtenu par la substitution suivante dans celui de M :

(4.1) (td − 1) 7→

{
td − 1 si d = 1 mod 2,

(td/2 − 1)2 si d = 0 mod 2.
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Le polynôme caractéristique de l’opposé d’une matrice M d’ordre fini à
coefficients entiers est obtenu par la substitution suivante dans celui de M :

(4.2) (td − 1) 7→

{
(t2d − 1)/(td − 1) si d = 1 mod 2,

(td − 1) si d = 0 mod 2.

Supposons d’abord n impair et considérons la conjecture 3.5. Dans ce
cas, on a τ = θ2. On obtient donc l’expression suivante pour le polynôme
caractéristique de τ :

(4.3) (tn − 1)2cn−1
∏
d|2n

d=1 mod 2

(td − 1)−b′d
∏
d|2n

d=0 mod 2

(td/2 − 1)−2b′d .

Ceci se réécrit

(4.4) (tn − 1)2cn−1
∏
d|n

(td − 1)−b′d−2b′2d .

Pour identifier ceci à la formule (2.20), il faut donc avoir

(4.5) ad = b′d + 2b′2d

pour tous les entiers d impairs. En utilisant les relations (3.15), ceci est
équivalent à

(4.6) ad = −bd − 2b2d

pour tous les entiers d impairs.
Supposons maintenant n pair et considérons la conjecture 3.4. Dans ce

cas, on a τ = −θ2. On obtient donc l’expression suivante pour le polynôme
caractéristique de τ :
(4.7)

(tn−1)2cn−1
∏
d|n

d=0 mod 2

(td−1)−2b2d

∏
d|n

d=1 mod 2

(t2d − 1)−2b2d

(td − 1)−2b2d

∏
d|n

d=1 mod 2

(t2d − 1)−bd

(td − 1)−bd
.

Pour identifier cette expression avec la formule (2.20), on distingue selon
la valeur de d modulo 4. On obtient les conditions suivantes :

(4.8) ad =


−2b2d − bd si d = 1 mod 2,

2b2d si d = 0 mod 4,

2b2d + 2bd + bd/2 si d = 2 mod 4.

On remarque que la condition (4.6) obtenue plus haut dans le cas n impair
fait aussi partie des trois conditions ci-dessus.

Ces conditions sont équivalentes à la Proposition suivante.
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Proposition 4.1. — On a la relation

(4.9)
∏
n

(1− xn)−an =∏
n=0 mod 4

(1−xn)−2b2n

∏
n=2 mod 4

(1−xn)−2b2n−2bn−bn/2
∏

n=1 mod 2

(1−xn)2b2n+bn .

Preuve. — Calculons le second membre :
(4.10)∏
n=0 mod 2

(1−x2n)−2b4n

∏
n=1 mod 2

(1−x2n)−2b4n−2b2n−bn

∏
n=1 mod 2

(1−xn)2b2n+bn .

On coupe en deux le facteur central et on regroupe :

(4.11)
∏
n

(1− x2n)−2b4n

∏
n=1 mod 2

(1 + xn)−2b2n−bn .

On réécrit le premier facteur et on coupe en deux le second :

(4.12)
∏

n=0 mod 2

(1−xn)−2b2n

∏
n=1 mod 2

(1+xn)−2b2n

∏
n=1 mod 2

(1+xn)−bn .

On regroupe les deux premiers facteurs et on réécrit le troisième :

(4.13)
∏
n

(1− (−x)n)−2b2n

∏
n=1 mod 2

(1− (−x)n)−bn .

On complète le second facteur :

(4.14)
∏
n

(1− (−x)n)−2b2n

∏
n

(1− (−x)2n)b2n

∏
n

(1− (−x)n)−bn .

Le troisième facteur est Fb(−x), la fonction Fb étant définie par (3.12). On
regroupe les deux premiers facteurs et on simplifie :

(4.15)
∏
n

(
1− (−x)n

1 + (−x)n

)−b2n

Fb(−x).

On pose x = −z2 et on choisit les signes avec soin :

(4.16)
∏
n

(
1− z2n

1 + (−z)2n

)−b2n

Fb(z2),

soit encore

(4.17)
∏

n=0 mod 2

(
1− zn

1 + (−z)n

)−bn

Fb(z2).

On peut alors compléter le produit sans introduire de nouveaux termes :

(4.18)
∏
n

(
1− zn

1 + (−z)n

)−bn

Fb(z2),
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soit enfin

(4.19) Fb(z)
∏
n

(1− (−z)2n)bn

∏
n

(1− (−z)n)−bnFb(z2).

On obtient donc

(4.20) Fb(z)(1/Fb(z2))Fb(−z)Fb(z2) = Fb(z)Fb(−z),

ce qui vaut bien

(4.21)
1−

√
1 + 4z2

−2z2
=

1−
√

1− 4x
2x

.

Ceci est bien la fonction Fa(x) définie en (2.10), comme attendu. �

Remarque : on a montré au passage la relation

(4.22) Fa(−z2) = Fb(z)Fb(−z).

Appendice A : développements de Taylor utiles

On rappelle quelques développements de Taylor.
Le premier est classique et facile :

(4.23)
∑
n>0

(
2n
n

)
xn =

1√
1− 4x

.

On déduit de (4.23) en utilisant l’opérateur x∂x :

(4.24)
∑
n>1

1
n

(
2n− 2
n− 1

)
xn =

1−
√

1− 4x
2

.

On déduit aussi de (4.23) en utilisant l’opérateur x∂x :

(4.25)
∑
n>1

1
2n

(
2n
n

)
xn = − log

(
1 +

√
1− 4x
2

)
.

On déduit de (4.24) en remplaçant x par −x2 :

(4.26)
∑
n>0

(−1)n+1

n+ 1

(
2n
n

)
x2n+1 =

1−
√

1 + 4x2

2x
.

On démontre ensuite

(4.27)
∑
n>1

λnx
n =

x√
1 + 4x2

− 1
2

(
1− 1√

1 + 4x2

)
,
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où λn est donnée par (3.3), en séparant les puissances paires et impaires
de x et en utilisant la relation

(4.28)
(

2n
n

)
= 2
(

2n− 1
n

)
.

On déduit ensuite de (4.27) en utilisant l’opérateur x∂x :

(4.29)
∑
n>1

λn

n
xn = − log

(
1− 2x+

√
1 + 4x2

2

)
.

Appendice B : exemples pour n petit

On calcule C à l’aide de la description combinatoire du treillis de Tamari.
On en déduit θ puis τ , comme au début de la section 3.

n = 2. La base de Dend(1) est
{ }

.

C =
[
1
]

θ =
[
−1
]

τ =
[
−1
]

n = 3. La base de Dend(2) est
{

,

}
.

C =
[
1 0
1 1

]
θ =

[
−1 1
−1 0

]
τ =

[
0 −1
1 −1

]
n = 4. La base de Dend(3) est

{
, , , ,

}
.

C =


1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1

 θ =


−1 1 1 0 −1
−1 0 1 1 −1
−1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
−1 0 0 0 0

 τ =


0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1
0 1 0 −1 0
0 0 1 0 −1
−1 1 1 0 −1
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