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Ami. Inst. Fourier, Grenoble
15, 2 (1965) 525-536.

SUR LES FONCTIONS QUI OPÈRENT SUR L'ESPACE A2

par Satoru IGARI

Soit A2 l'algèbre sur l'axe réel introduite par A. Beurling.
On se propose de déterminer les fonctions définies sur le plan
complexe à valeurs complexes telles que la fonction composée
?(/*) appartienne à À2 pour chaque f de À2. On se propose de
caractériser de telles fonctions pour des espaces voisins de À2.

1. D'abord nous nous rappelons l'espace À2 introduit par
A. Beurling [1]. Soit Q l'ensemble des fonctions co sur l'axe
réel, paires, positives, décroissantes pour x^>0 et sommables,
et soit L^cû-1) l'espace des fonctions mesurables sur (— 00,00)

j_
muni de la norme ||F[|L^-.) = (f^JF^w-1 dx)î. Alors A2 est
défini par A2 == |j L^co-1) et A2 est muni de la norme

________(ri

/ r* °° / * °° l TT' 12
||F[| = "^V \ ^ dx '—L dx où co parcourt toute fonction

tri V J-oo J-oo ^

de Q.
Pour plus de commodité nous indiquons, d'après A. Beurling,

quelques propriétés de l'espace A2 :
(I) A2 est une algèbre de Banach.
Soit A2 l'ensemble des transformées de Fourier des fonc-

tions de A2, c'est-à-dire, À2 === 3?A2 et posons pour f de À2

où
A(n=J;̂ .,

if", f} = (^f^ \f(i + «) - /•(()!' *)
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(II) Pour que f appartienne à A2, il faut et il suffit que f
soit continue, qu'elle soit zéro à l'infini et A.{f) < oo.

(III) Si /'appartient à À2, alors on a en posant f = F, F e A2,

llflloo=l|F||L<<||F||<A(f)<5||F||.

Il résulte de l'inégalité de Minkowski et de (III) que
(IV) Si f et g appartiennent à À2, alors fg appartient aussi

à À2 et satisfait à l'inégalité :

AÇ/g^A^g).

L'autre espace Jb2 de A. Beurling est le sous-espace de A2

muni de la norme
/ 7 7 ^ ^ / ^ 0 0 |F|2

| |F | |=mft/(œ(0)+ | »dx) ^-dx,
(oeQi V \ J-oo / «y-oo UJ

où Qi est un sous-ensemble de Q dont les éléments co satisfont
à

o)(0) = lim o)(rc) < oo.
a?->0

Soit X2 = Jfc^2. Alors on a
(V) /* appartient à A2 si et seulement si f est continue,

fe L2 et A(/*) < oo. Dans ces conditions on a pour /*== F

||F||<A(n<6||F||,
où

uf) = A(n + —iinii..
V2^

II résulte de (V) que
(VI) Soient f et g deux éléments de X2, alors /g e A2 et on a

Ufg) < 2A(/Wg).

On définit l'algèbre ex À2 comme l'espace des multiplica-
teurs de À2, munie de la norme

^—.S
ex A2 est définie de la même manière.
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Soit y une fonction sur le plan complexe à valeurs complexes.
On dit que y satisfait localement à la condition de Lipschitz^
si pour chaque ensemble compact K, il existe une constante MK
dépendant de K telle que [y(z) — y(^l < M^z—z\ pour tous
z,z de K.

(VII) Les^fonctions localement de Lipschitz opèrent sur les
algèbres ex A2 et ex X2.

2. THÉORÈME 1. — Pour que y opère sur A2, il faut et il suffit
que y satisfasse localement à la condition de Lipschitz et que
y(0) = 0.

Pour prouver ce théorème nous commençons par deux
lemmes :

LEMME 1. — Soit f une fonction, égale à i dans l'intervalle
(—1, 1) et à zéro hors de (— 1 — £, 1 + e), s > Q. Alors on
obtient

Ay)>—iog(-y
2\/'n; \^£/

Démonstration. — S Î £ < a < l e t — 1 _ a < a; < _ 1 _ g.
alors f{x + a) = 1 et f{x) = 0, donc on aAy)=^^(^^|^+a)-^)l2^)l/a

>^^(J-^1~£^Y /2
Je «8/2 \2lt J_i_, ]

^rv^^-^iog^v
J2cV/2Tta3/2 2V/TC "W

LEMME 2. — Soit <[,{x) la fonction continue, égale à 1 dans
(— 1, 1), a zéro hors de (— 1 — e, 1 + e) et linéaire, alors <L
appartient à A2 e( satisfait à

A(^) < M log f1 ) ('(X^1')
V26/ \ 4/

avec une constante absolue M.

Démonstration. — Remarquons que

^{x) = 1 F y^(y)y^(a; — y) ̂
c' «y —oo
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°ù 7.1 et 7.2 sont 1e8 fonctions caractéristiques des intervalles

(—"2"' ' '2/ et ( — ^ — T ' ^ "̂  ~ ^ / ^P^1^1116111'? ^où la
transformée de Fourier de ^g égale à

4 sin -1- x sinf 1 + £ ^
te - — 2 V 2 / -V^Tie.r2

Donc on obtient

16 sin2 4 x sin2 fl+4^ sin2 a

__ ^ \ z / 2
10 s i n—^ sin- i +— ^sm-—^

^2/., ,\,\ _ / _______^ \ ^ / 2 ,
^ ̂ ) = F

t - / — C

Y] (a, ^e) — ————————————————.———/-————————— dx.
7 TTS2^'

Nous estimons Yj(a, ^g) :

f-16^-)'^^' .-"(-t̂  10 'Y)2^ iL^<"9 / v / \ z / - / - . - t ^ f V 2 / ? lUa"M^W^^ f ————rT'i———dx-\-l\ —,o-4-^=—,-»Jo ^£"0;' Ji,g it-s2^4 •rc^
et

16(4^Y .-W'^,.(^.)<2r-iç^^+2r-g^^,^.
Jo ^.vx^ J^ îc-e2^4 i;2

D'autre part \^,(x + a) —^,{x)\ < 1 et la mesure de son
support ne dépasse pas 4(1 + e) <: 5, doncI'(«>M<^

Par conséquent on a

A(+, =(/•+/•+ n^^
\«^0 t / £ J 1 / a

^ r6 V/Ïda ,, , ^V/ÏOa1/2 , r " \/5 ,
<J^i^^+^^^a+^ ̂ ,a

^logau2^^
11 \ 6 / -IC V/TC

ce qui démontre le lemme.

Démonstration du Théorème. — La suffisance de la condition
est évidente en vertu de (III). Nous allons maintenant démon-
trer la nécessité. Pour cela nous utilisons les notations suivantes.
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Soient Ï,{x) = ̂ {x)

W == ̂  — 2-^)2^), ^{x) = ̂ ((x — 2-A)2fc+3)
et

I, = [2-^ - 2-^, 2-^ + 2-fc-4], /c == 1, 2, 3, . . . ,

Notons que A(S,) = A(Y],) = A(^). Pour ^ complexe et f
de A2, posons

WW)=^[^f{x)+z)-^z)].

Alors comme ̂ (/-) = ̂ x)[^{f[x) + z^(a;/2)) — ç(^(a;/2))], par
notre hypothèse et par la propriété (IV), $,(/•) appartient à À2.

Notre démonstration est divisée en quatre parties. Mais
si l'on considère le sous-espace des fonctions de À2 à valeurs
réelles, on peut omettre les deux premières parties.

1°) Pour chaque z complexe, il existe deux constantes positives
8, et M,, et un intervalle l, tels que A(^(y)) < M,, si f de À2

a son support dans î^ et A.{f) <; ̂ .
Supposons contrairement que l'énoncé ne soit pas vrai.

Alors il existe une suite \f^\ de À2 telle que

support de /•„ c 1 ,̂ A(^) < l//c2 et A(^(^)) > k.
00

Alors /"= S /t appartient à À2, car, la somme converge

uniformément, f est continue, f s'annule à l'infini et

A(/")< i A(A)< i i//c2 < oo.
fc=l /c=l

Donc A^^)) est finie. En notant que les supports de f^
sont disjoints, on voit que

wn = w.
Donc d'après la propriété (IV) on a

A(^,)) = A(^A(/1)) < 2A(^)A(^(y))
= 2A(^A(^^)).

Le dernier membre est fini et A(^)) > /c pour tout /c,
ce qui est absurde.
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2°) y est bornée dans tout ensemble compact.
Pour cela nous appliquons le lemme 2 et 1°). Fixons z

complexe. On pose ^(x) == ^i/4((^— a)b) où on choisit a et b
de telle manière que le support de ^' est contenu dans 1 .̂
Si A(z'^/) <; § ,̂ et en particulier si \z\ ̂  S^/M log 2, alors
d'après 1°) on a :

M, > A(^y))
^^l^+^-y^

zV^

ce qui démontre notre assertion.
3°) Pour chaque z complexe, il existe deux nombres positifs

S^, M^ et un intervalle 1 ,̂ qui font A(^,+^{f)) < M^, si f de À2

a son support dans 1̂  et si A(/*) <; §^ et |z'| ̂  â^.
Supposons au contraire que cette assertion soit fausse.

Alors pour chaque k, il existe /^ de À2 et z^ complexe tels que

support de f, c !„ A(/,) < l//^ |̂ | < l//c2

et A(<I>^(/,))>/c.
00 00

Si Fon pose f = S A + S ^/A? alors f appartient à À2, parce
que k=l k=l

A(/*) < SA(/,) + S|^|A(ï],) < Sl//c2 + A(Ç)Sl//c2 < oo.

Donc A(^(/*)) est finie. D'autre part on a

Wf) = Wf, + ̂ )
=^^(/,)+^[ç(z+^)-y(^)].

Donc

A(^4-^)) < A(SA(/')) + lî^ + ̂ ) - Î^)IA(^)
< A(S)[2A(<I)^)) + |9(z + .,) -y (.))].

Comme y est bornée dans chaque ensemble compact, le
dernier membre est borné, ce qui est contradictoire avec
^^M>k9

4°) Pour chaque z complexe, y satisfait à la condition lipschit9

zienne dans un voisinage de z.
Comme dans 2°), on pose '^{x) = ̂ ((a? — a) 6), où on choisit
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a et & de telle façon que l'intervalle I; de 3°) contient le support
de ^ pour 0 < £ < 1/4.

Si |z'| < §; et K—z"l < ô;/M log2 avec la constante du

lemme 2, alors, pour certain 0 < £ < 1/4, S; = M l o g ( 1 \z-z"|,

donc d'après le lemme 2 S; > A((z' — ̂ ). Par conséquent
en vertu de 3°) et lemme 1, on a

M;>A(^((z''-^))
= A(y(^ + ̂ ' + (z" — ̂ ) _ ̂  + ̂ ))

^'^^-^^(a)
__ g; l y ^ + ^ — ç ^ + ^ l

M2\/^ V—^\
ce qui démontre notre assertion.

Par conséquent y satisfait à la condition de Lipschitz dans
tout ensemble compact.

On obtient facilement les analogues des lemmes 1 et 2 pour
l'espace Jb2, d'où on a par même méthode.

THÉORÈME 2. — y opère sur l'espace A2 si et seulement si y
satisfait localement à la condition de Lipschitz et y(0) === 0.

COROLLAIRE. — Pour que y applique À2 ou A2 d ex À2 ou
ex A>2 respectivement, il faut et il suffit que y soit localement une
fonction de Lipschitz.

Démonstration. — Pour chaque complexe z et f de À2 ou A2

on pose W) = Wf+ z) —y(^)], alors $,(/•) appartient à À2

ou A2 respectivement, donc on peut suivre la démonstration
ci-dessus.

3. C'est une propriété bien connue que les fonctions
hpschitziennes qui conservent l'origine opèrent sur l'espace
de Dirichlet. Dans ce paragraphe nous démontrons que les
fonctions qui opèrent sur les espaces de Dirichlet spécialisés,
sont lipschitziennes.

Soit LI l'espace de fonction mesurables qui satisfait àŒ"» \1/2
||F||^= IFl^l»^) <oo.

00 /
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Soit L2 n L2 un sous-espace de L2 muni de la norme

||F||^^=||F||^+||F||^

Soit ^(L2 n L2) l'ensemble des transformées de Fourier des
fonctions de L2 n L2 muni de la norme

llfll - l|F|knL<

pour f==f, F e I ^ n L 2 .
Alors pour f de ^(L; n L2) on peut obtenir la formule :

m - iink + ̂  ( r r T_~j^12 ̂  ̂ y2 '0 < a < 2
\J-oo J-oo l^ yl /

en passant par la transformation de Fourier, où Cy, est une
constante indépendante de /".

THÉORÈME 3. — Pour que ç opère sur 9?(L2 n L2) (0 < a < 1),
il faut et il suffit que y satisfasse à la condition de Lipschitz
et ç(0) =0.

LEMME 3. — Pour chaque intervalle 1 et chaque nombre
positif a, il existe une somme finie d'intervalles E dans ï dont
la fonction caractéristique ^E satisfait à

^=M\ ( 0 < a < l ) .

Démonstration. — D'abord nous montrons que

^PJ IX.E12 M01 dx = ̂

où TE parcourt toutes les fonctions caractéristiques d'ensembles
E qui sont sommes finies d'intervalles contenus dans I.

Supposons au contraire que ||y,E||L2. < M < oo pour tout
ensemble E considéré. Si f est une fonction en escalier et
O ^ j f ^ l , alors f s'exprime sous la forme /'==Sa^E,, où
a, ^> 0 et Sa^- <; 1. Par conséquent

llflk=Sa,||^,||H<MSa,=M.

Donc pour chaque fonction f mesurable, bornée à valeurs
complexes et à support dans I, on a

||^lk<4M|lf||,.



SUR LES FONCTIONS QUI OPÈRENT SUR L'ESPACE A2 533

On peut supposer que 1 est de la forme (— s, e). Si l'on pose
f = e"^ dans 1 et f == 0 hors de I, alors on a

^) = i r e ̂ e-^ dy -= ̂ ^(N-^s
\/2irJ-6 ' ^ (N—y)

d'où

^ ,̂̂ ;(-̂ )̂

^XÀy^
où les deux dernières intégrales s'étendent sur l'intervalle
fN, N + ^ V Donc
\ /̂

^N^M2,

ce qui est absurde pour N grand.
Donc il existe un ensemble E qui est somme finie des inter-

valles dans 1 et qui satisfait à
a< ll/.E|k< °o.

Si l'on pose

W = IIX.En(-oo,h)|lL. + ||7.En(--oc,h)|k,

alors I(A) est continue et I(— oo) = 0, I(+ oo) > a, donc on
a I(A') == a pour un certain A', d'où on a le lemme.

LEMME 4. — Si ^(rc) est la fonction définie dans le § 2, alors
pour toute f de 9(L2, n L2) on a

\\W <W\f\\
avec une constante c'^ indépendante de f.

Démonstration. — H/^HL» = H/'.^HL^ \\f\\^ D'autre part

||̂ b = c. ( ff ̂ f^^fW ^ &)•"

"''ife^11' ̂ ^r
i/-(»)R.M-e.Mii'^jY"I , ,,.•1 tv**/ t€'(/ 1a; — y|»+i yy
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Or sup f ̂ k{x) ~^12 dx < c;. 22*.-»<y<ooJ l^—yl"-1-1

Donc on a
iiwii=iiC/iiL.+iiiT7iiLi

<II^L.+^|H+c,\/c;.2*[|^
< 2^(11^ +||/|k)= 2^|1/1|.

Démonstration du Théorème 3. — La suffisance de la condition
est évidente.

Supposons que y opère sur ^(L2 n L2). Notre démonstration
procède comme précédemment.

D'abord nous montrons qu'il existe deux constantes M,
S et un intervalle 1 tels que, si f de ^(L2 n L2) a son support
dans 1 et satisfait à \\f\\ < §, alors ||y(/')|| < M.

Si ce n'est pas vrai, il existe une suite if^i de ^(L2 n L2)
telle que

support de f, c !„ ||/,|| < l//c2 et ||y(/,)|| > Vk.

Alors f=^fk appartient à ^(L2 n L2), par conséquent ||y(/')[|
est finie. D'autre part comme O e â ^ L ^ n L 2 ) , ç(0) = 0, donc

Wf) = y(/.).
Donc d'après le lemme 4 on a

llî(A)ll = MfM < c'^(f)\\,
ce qui est absurde dès que |]y(/fc)|] ^> Vk.

Donnons-nous z et z ' complexes quelconques. Alors d'après
le lemme 3, il existe une somme d'intervalles E contenue dans 1
telle que \\zy^\\ ̂  S/2. Soit J un intervalle contenu dans E.
Si l'on applique encore une fois le lemme 3, alors on a un
ensemble F contenu dans J tel que ||^'yjF'|| == S/2. Donc on
obtient

2M>||9(z^+^F)-î(^E)||.
Or

Î^XE + ̂ 'xp) — y(^E) = [ç(z + ̂ ') — y(z)]x.F-
Par conséquent

2M>|9(z+z')-9(z')||bcp||
=|y(z+^-î(z')|S/2|z'|,

ce qui démontre notre assertion.
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Remarque 1. — Pour 1 < a < 2, on peut démontrer par la
même méthode que pour le théorème 1, que, si 9 opère sur
^(LI n L2), y est localement une fonction de Lipschitz; cepen-
dant dans le cas a = 1, cette condition n'est pas suffisante.

Remarque 2. — Notre démonstration du théorème 3 est
applicable à un cas plus général. Soit D un espace de Dirichlet
sur l'axe réel muni de la norme

mi = CDW )̂ ̂ r,
où X est une fonction définie négative telle que À(0) est positive,
À(a;) tend vers l'infini avec x et telle que

F >(x) _, .
( —^- dx < oo.

i/|a!|>l X

L'espace D est un exemple (cf. [2]).

Pour achever ce paragraphe nous ajoutons certaines varia-
tions du théorème 3 sans démonstration. La démonstration
en sera donnée par le même procédé que pour le théorème 3.

Soit l2^ l'espace des suites |a^, telles que

1 N21og(|/c|+2)
A=-oo

est fime et soit ^(0 < a < 1) l'espace des suites |̂, telles

que S WW + 1^ est finie, alors on a
fc=-00

THÉORÈME 4. — y opère sur 3%, ou 91^ (0 < a < 1), si et
seulement si y est une fonction de Lipschitz.

M. le Professeur J.-P. Kahane a bien voulu donner des
conseils et suggérer une autre démonstration du théorème 1
par l'absurde. Je tiens ici à lui exprimer mes remerciements.
L'auteur remercie également M. Faraut de ses avis qui lui
ont été bien utiles.
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