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QUELQUES PROBLÈMES COMBINATOIRES
CONCERNANT LES ORDRES TOTAUX

ET LES RELATIONS MONOMORPHES
par Claude FRASNAY

Introduction.

Parmi les travaux consacrés à des problèmes de la théorie
des relations figurent déjà les thèses de J. Riguet (1951, [8])
et de R. Fraïssé (1953, [4]). Notre étude s'attache plus par-
ticulièrement aux problèmes combinatoires et répond ainsi
à des conjectures de R. Fraïssé concernant Y interprétabilité
par un ordre total (ou chaîne) de certaines relations m-aires
remarquables, dites relations monomorphes. Pour atteindre cet
objectif, nous avons dû développer un aspect de la théorie
des permutations finies qui n'avait pas, semble-t-il, retenu
l'attention des algébristes : il s'agit des groupes de compati-
bilité qui apparaissent dans la comparaison des restrictions
communes a|X, (3|X de deux chaînes quelconques a, ?.

Voici un résumé de notre travail :
1° Soit ç une relation m'aire de base E (fonction appliquant

E"1 dans { 0 , 1 } ) : une restriction y|F ayant comme base une
n-partie F de E (partie de cardinal n) est dite une n-restriction
de ç.

Si X, Y sont deux n-parties de E, une bijection <r de X sur Y
est un n-morphisme de y lorsque les relations y|X, y|Y sont
isomorphes par o-, au sens suivant :

y(.ri, x^ ..., x^) = y(Œ(^i), Œ(^), ..., (T(^))

pour tout [x^ x^ ..., x^) s X"*.
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a) Si 0 est une chaîne de base E et si (quel que soit n)
tout n-morphisme de 9 est un n-morphisme de y, on dit que
y est interprétable par 6. On peut construire et dénombrer
(§ 5) l'ensemble fini des relations m-aires de base E interpré-
tables par 6 : il s'agit d'un clan (ensemble fermé pour la néga-
tion 1y et la conjonction y A y') engendré par les m(m — 1)
relations 6(^-, Xj). Lorsque m == 3, la plus classique des rela-
tions non constantes de ce clan est le cycle ̂  dérivé de la chaîne
6, pour lequel ^{x^ x^ x^) = 1 revient à :

uu
x! < 2̂ < 3̂ OU X^ < 0:3ïu x^ <: a?3 <: x^

x» (mofL Q\.XQ <, x^ <; x^ (mod. 6).

Au § 5, un théorème combinatoire sur les équivalences
ayant pour base l'ensemble des w-parties de E (théorème
dont la forme initiale est due à F. P. Ramsey [7]) permet
d'obtenir le théorème d'interprétabilité restreinte: « Pour toute
chaîne 0 et toute relation m-aire ç de même base E telle que
Card (E) > ^(n) (cardinal convenable), il existe une n-partie
F de E telle que la restriction y [F soit interprétable par la chaîneO|F. »

b) Supposons qu'une relation <p de base E vérifie la
condition : « Pour tout couple (X, Y) de n-parties de E, les
restrictions <p|X et y|Y sont isomorphes ». On dit alors que y
est n-monomorphe.

Une relation n-monomorphe pour tout entier n est dite mono'
morphe (ou monotype^ [4]).

Toute relation interprétable par une chaîne est monomorphe.
Dans sa thèse, en 1953, R. Fraïssé avait annoncé une réci-
proque partielle : « Toute relation monomorphe de base infinie
est interprétable par une chaîne » (résultat obtenu par ultra-
filtration). Le cas d'une base finie restait à élucider, et exi-
geait une méthode fondamentalement différente : nous n'avons
pu l'atteindre qu'en développant la théorie « des chaînes
permutées ».

2° Notons S^ le groupe des permutations de |1, 2, ..., m\.
Étant donné deux chaînes a, ? de bases respectives A, B,

et une m-partie X = \x^ x^ ..., x^\ de A n B, les inégalités :
x! <^ 2̂ <^ • • • < ^m (mod. a),

^a(l) < ^o(2) < • • • < ^o(m) (mod. (3),
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définissent une permutation o- e= S^. Quand X varie, ces per-
mutations cr engendrent un groupe Q^. Pour tout sous-groupe
G de S^ contenant Q^, nous disons que les chaînes a et (î sont
G-compatibles. Quand A n B est infini, la suite Q des groupes
Qi, Q2? • . .5 Qm? • • • est appelée une suite indicative.

a) Un sous-groupe G de S^ est dit un groupe indicatif dès
qu'il existe une suite indicative Q telle que G == Q^. Au § 6,
nous montrons que les sous-groupes indicatifs de S^ forment
un lattis pour l'ordre par inclusion. Plus précisément, le groupe
GVH engendré par la réunion de deux sous-groupes indicatifs
G, H est lui-même indicatif (par contre, le groupe G n H
n'est généralement pas indicatif).

b) Au § 4, une variante du théorème de Ramsey et un contre-
exemple tiré d'un produit lexicographique nous avaient donné
(pour A-, n entiers >. 1) le théorème des multichaînes, dans lequel
n^ apparaît comme le plus petit des entiers p tels que :
« Pour Card (E) > p et k + 1 chaînes ao, o^, . . ., a^ de base E,
il existe une {n + impartie F de E telle que ao|F, aJF, ..., aJF
soient identiques ou symétriques ». Le cas particulier des bichaînes
(k = 1), déjà obtenu par P. Erdôs et G. Szekeres [3], permet
d'entamer une étude dont le résultat essentiel est un théorème
de réduction (§ 8). Si H désigne le groupe indicatif maximum
contenu dans un sous-groupe G de S^, nous mettons en évidence
un entier k ̂  0 vérifiant la condition : « Pour Card (E) ̂  m + A*,
la G-compatibilité de deux chaînes a, ? de base E implique
la H-compatibilité de ces chaînes ». Le plus petit So{G) de ces
entiers k sera le seuil de réduction du groupe G.

Du fait que la compatibilité de deux chaînes de même base
relativement à un groupe indicatif correspond toujours à une
situation simple (chaînes identiques ou symétriques, chaînes
ayant même cycle dérivé, etc...), le théorème de réduction
prend une certaine importance dans la théorie « des chaînes
permutées ».

c) Soit $ un ensemble de chaînes dont les bases sont des
parties de E. Si Card (E) > n et si toute n-partie de E est
contenue dans l'une des bases des chaînes y e <Ï>, nous disons
que <1> est un n-recowrement de E.

Au § 9, l'examen des divers groupes indicatifs et le théorème
de réduction permettent de prouver un lemme dont l'énoncé
avait été pressenti, sans démonstration, par R. Fraïssé. Il

2l
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en résulte un théorème de G-recollement: « Étant donné un
sous-groupe G de S^, il existe un entier k ̂  0 tel que, pour
tout (m + ^-recouvrement <t> de E par des chaînes G-compa-
tzbles, il existe une chaîne 6 de base E qui est G-compatible
avec toute chaîne 9 e <I> ». Le seuil de recollement du groupe G
est le plus petit ^i(G) de ces entiers k. Il vérifie: ^i(G) <3
si G est indicatif, et s^{G) < 1 + So(G) si G est non indicatif.

3° Pour une relation m-aire ^ de base E, le groupe des
automorphismes d'une m-restriction ^|F s'identifie à un sous-
groupe G de S^. Si ^ est M-monomorphe et si Card (E) > ^(n),
les n-restri étions ^[X sont interprétables par des chaînes
G-compatibles appartenant à un n-recouvrement <È de E,
Ainsi, le théorème d'interprétabilité restreinte et le théorème
de G-recollement nous permettent de démontrer (§ 12) deux
propositions qui répondent à la conjecture de R. Fraïssé, et
même affaiblissent les hypothèses nécessaires :

a) Pour tout entier m > 1, il existe un entier p tel que :
« Si Card (E) ̂  p, toute relation m-aire monomorphe de

base E est interprétable par une chaîne ». Ainsi, pour le plus
petit ^(m) de ces entiers p : Tc(2) == 4 (mais nous ignorons la
valeur de ^(3)).

b) Pour tout entier m ;> 1, il existe un couple d'entiers
(n, p) tel que : « Si Card (E) :> p, toute relation m-aire n-mono-
morphe de base E est monomorphe ». Le plus petit d^ des entiers
n figurant dans ces couples (n, p) est le degré optimum de mono-
morphie m-aire. Ainsi : d^ = 1, d^ = 3, d^ == 4, d^ = 5 ou 6
(question ouverte). Pour m ;> 5, nous ne connaissons que
l'encadrement : m + l < ^ < 2 + (3m — 8)2.

Au § 13, le théorème de G-recollement permet encore de
mettre en évidence un entier q vérifiant la condition suivante :
« Soit ^ une relation m-aire monomorphe de base finie E telle
que Card (E) ̂  q. Pour qu'une relation m-aire f^' de base E
soit isomorphe à ^, il suffit que les q-restrictions de [̂/ soient
isomorphes aux q-restrictions de ^ ». Ainsi, pour le plus petit
X(m) de ces entiers q : À(2) = 3 (mais nous ignorons la valeur
de À(3)).

4° Enfin, parmi les problèmes combinatoires (relatifs aux
chaînes) qui ne se rattachent pas directement à l'étude des
chaînes permutées et des relations monomorphes, signalons
le problème de la croissance (§2). « Soit f une fonction appliquant
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Vune sur Vautre deux parties A, B de E. Pour quil existe une
chaîne 6 de base E telle que f soit croissante relativement aux
chaînes 0]A, 6|B, il faut et il suffit que cette fonction soit acy'
chque ». (Une fonction f est acyclique lorsqu'aucune permuta-
tion circulaire de degré >. 2 ne figure parmi les restrictions
finies de /*.)

Quand E est infini, la démonstration utilise une méthode
d'ultrafiltration sous-jacente au théorème de cohérence partielle
(§ 1) : pour un ensemble 0 de relations m-aires dont les bases
forment un ensemble 9 de parties finies de E, ce théorème
donne une condition d'existence d'une relation w-aire 6 de
base E telle que 6 |Xe$ pour tout Xe9?. La condition ainsi
obtenue par ultra filtration sert plusieurs fois dans notre
étude, par exemple dans la démonstration de la forme « infinie »
du théorème de G-recollement.

Les résultats que nous venons de résumer ont été annoncés
dans six Notes aux Comptes Rendus de l'Académie des Sciences
[5] présentées par MM. A. Denjoy et H. Villat de novembre
1962 à novembre 1964. D'autres résultats signalés dans ces
Notes feront l'objet de publications ultérieures.
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CHAPITRE PREMIER

RELATION, ÉQUIVALENCE, CHAINE. COMPATIBILITÉ,
INTERPRÉTABILITÉ

1. Ensemble de relations. Cohérence partielle.

Une fois pour toutes, |0, 1} désigne une paire de valeurs
munie de la transposition ~\x (échangeant 0,1) et des opérations
x\l y, x/\y (pour lesquelles 0,1 sont idempotents et respecti-
vement neutres).

Si F c E, Card (F) = n, Card (E) = p, nous disons que F
est une n-partie du p-ensemble E. Nous notons ̂ (E) l'ensemble
des n-parties de E.

1.1. Relation, restriction, compatibilité. Relations binaires
classiques.

1.1.1. Pour un entier m > 1 et un p-ensemble E, soit
K-mÇE) l'ensemble des applications de E"1 dans |0, i} : toute
fonction 9 e R^(E) est une relation m-aire de base E (si p est
fini, y est dite elle-même une relation finie). Pour toute yi-partie
F de E, nous notons 9] F la restriction de y ayant F comme
base: <p|F est une n-restriction de ç, ç est une p-extension
deç|F.

Il est clair que : X c Y c E =^ (y|Y)|X == <p|X.
Si G est l'ensemble des m-uples (x^ x^ ..., x^) e E""

vérifiant une condition yja;i, x^ . . ., ^|, il existe une rela-
tion ^ e R^(E) (et une seule) telle que :

î, x^ . . ., x^) == 1 ^=^ {x^ x^ ..., x^) e G.

On l'exprime en disant que G = F(^) est V ensemble caracté-
ristique (ou graphe) de la relation ^ (fé/ime par la condition y.

Deux relations m-aires a, ? de bases respectives A, B sont
dites compatibles lorsque : a|A n B = p|A n B.
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1.1.2. Dans R^(E), les fonctions 1 ,̂ xVy, x/\y sur |0, I j
associent de manière évidente aux relations y, y' (de graphes
respectifs G, G') les relations 1y, yVy ' , y A y' (de graphes
respectifs [ G, G u G', G n G'). Une partie non vide de R^(E)
est un clan dès qu'elle est fermée pour la négation 1y et la
conjonction y A y' (donc aussi pour la disjonction yVy') .
Toute partie $ de R/n(E) est contenue dans un clan minimum
(clan engendré par $).

La condition sur les graphes : r(yi) c F(^) (y^ est plus fine
que y 2) définit une relation binaire de base R^(E), dite relation
de déduction.

1.1.3. Parmi les relations binaires y e Ra(E), les plus clas-
siques sont les équivalences et les ordres de base E.

a) Une équivalence y de base E associe à tout x e E une
classe {x\. L'ensemble E/y de ces classes forment une
partition de E: nous dirons que k = Card (E/y) est V indice
de y.

Pour un entier k > 1, des ensembles Vi, ¥2, . . ., V^ deux à
deux disjoints, de réunion E, définissent un k-partage
8 = (YI? ^2, . . . , V\) de E (plus particulièrement, £ est une
k-partition de E si les ensembles V; sont non vides).

6) Un ordre total est encore appelé une chaîne (on parle
ainsi de la chaîne naturelle co de base N, ensemble des entiers
>0). Nous noterons J(E) l'ensemble des chaînes de base E.

Pour un /c-partage (Vi, ¥2, . . . , V^) de E et des chaînes
îi? Î2? • . ., Vfc de bases respectives Vi, ¥2, ..., V\, on note
îi + Ï2 + • • • + y* (somme ordinale) l'unique chaîne y de
base E telle que :

j l<i</c=^y.==y|V,.
f l<l</</f, a;eV,, yeV,==^^<y (mod. y).

Un lattis de base E est un ordre pour lequel Sup X (majorant
minimum) et Inf X (minorant maximum) existent pour tout
X e ̂ (E) (et, par conséquent, pour toute partie finie non
vide de E).

1.2. Isomorphie, groupe d'automorphismes. Interprétabilité.

1.2.1. Soient y, y' deux relations w-aires de bases respec-
tives E, E'.
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S'il existe une bijection Œ de E sur E' telle que:
9( î, ^2, . . .,̂ ) = ï'(<r(^), a(^), .. ., a(a;J)

pour tout m-uple (x^ x^ .. ., ̂ ) e E"1, on dit que Œ est un
isomorphisme entre les relations 9 et y'. Nous notons alors :
9' — 9 (9' est isomorphe à 9) ou, plus précisément : 9' ̂  9
(9' est isomorphe à 9 par a). Si F c E, F' = Œ(F), la restric-
tion de <r à F est encore un isomorphisme entre les relations
9|F et 9'|F'.

Dans le cas particulier : 9 ̂  9, on dit que cr est un automor-
phisme de la relation 9.

Si E, E' sont deux p-ensembles finis, deux chaînes 9 et 9'
de bases respectives E, E' sont isomorphes par une seule fonc-
tion Œ (application croissante de E sur E').

1.2.2. Pour des relations m-aires 9, © /, 9", il est clair que :
-i

î '^y-^î^ î '
9' A 9 et 9" A 9' ̂  9^ ̂  ̂ .

On en déduit, plus particulièrement :
a) L'ensemble des automorphismes d'une relation 9 de

base E forme un groupe de permutations de E (pour toute
partie F de E, nous noterons Gp(9) le groupe des automor-
phismes de la relation 9] F).

b) La condition 9^ — ̂  définit une équivalence ^ de base
R^(E) : on dit que (9)^. est la classe d'isomorphie de 9.

1.2.3. Soit Œ un isomorphisme entre deux n-restrictions
9JF et 9|F' d'une relation 9 : nous disons que Œ est un n-mor-
phisme de 9. (Dès lors, les restrictions de <r sont encore des
morphismes de 9.)

Pour un cardinal n et deux relations 9 e R^(E), 9 e R^(E),
supposons que tout n-morphisme de 9 soit un n-morphisme le 9 \
nous disons que 9 est n-interprétable par 9. Pour que cette
condition soit vérifiée quel que soit n, il suffit qu'elle le soit
pour tout entier h tel que 1 < h < m : dans ce cas, on dit
simplement que 9 est interprétable par 9.

^ Étant donné la relation 9eR^(E), il est facile de voir que
l'ensemble R^(E) des relations m-aires de base E inter-
prétables par 9 est un clan. Dans le cas d'une chaîne 9, nous
donnerons au § 5 une génération simple de ce clan.
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Comme exemple de relation ternaire interprétable par une
chaîne 9, citons le cycle ^ dérivé de 0, défini par :

^i, x^ x^) == (2/2 A 2/3) V (2/3 A 2/1) V (2/1 A 1/2),
pour

2/1 = 9(^2, ^3), 2/2 = 8(^3, ^l), ^3 ̂  0(^1, ^2).

1.3. Théorème de cohérence partielle.

1.3.1. Soit ^ un ensemble de relations m-aires dont les bases
forment un ensemble 9 de parties de E : nous disons que $
est un ensemble de relations dans E, de support 9. Ce support
est filtrant si, quels que soient X e ̂  Y e 3^ il existe Z e S?
tel que (X u Y) c Z. Si Card (E) ̂  n et si toute n-partie de E
est contenue dans une base X e 9?, nous disons que $ est un
n-recouvrement de E.

Lorsque les relations appartenant à ^ sont deux à deux
compatibles, l'ensemble $ est dit cohérent. Il existe alors une
relation 9 s R^(E) telle que ^ soit l'ensemble des restrictions
Ô|X quand X parcourt le support 3 (ce qu'on peut noter:
<I> == 911^), et cette relation 6 est unique dès que <D est un
m-recouvrement de E. En particulier, comme une relation
binaire est une chaîne dès que ses 3 restrictions sont des chaînes,
on peut énoncer la proposition suivante (qui recevra, au § 9,
une très notable extension) :

PROPOSITION. — Si^ est un ̂ -recouvrement de E {de support S)
par des chaînes deux à deux compatibles, il existe une chaîne
9 de base E (et une seule) telle que: $ == 9||9?.

1.3.2. Soit <I> un ensemble de relations w-aires dans E, de
support 9.

Si 9 JXe$ pour tout XeÉ? et toute relation y e <D dont
la base contient X, nous disons que l'ensemble ^ est saturé.

Si <& contient un sous-ensemble cohérent $' de même support
9, nous disons que $ est partiellement cohérent. Il existe alors
une relation m-aire 9 de base E telle que 9|Xe$ pour tout
Xe9?.

En utilisant V axiome des ultrafiltres: «Tout filtre sur un
ensemble ê est contenu dans un ultra filtre sur ê», nous allons
démontrer le théorème suivant :
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THÉORÈME. — Tout ensemble saturé de relations m-aires
finies, de support filtrant, est partiellement cohérent.

Preuve. — Soit $ un ensemble saturé de relations w-aires
finies, de support filtrant non vide 9. Pour tout X e 3?, notons
$x Fensemble des relations a e R^(E) telles que a|Xe0, et
montrons que la famille d'ensembles ($x)xe^ constitue une
base de filtre sur R^(E).

En effet : a) Cette famille est non vide, et aucun <&x n'est
vide puisqu'il existe une relation 9 <= <î> n R^(X) dont il suffit
de prendre une extension a e R^(E).

b) Quels que soient Xe9?, Ye3?, il existe Zeg? tel que
^z c (<I>x n ^y) : il suffit (puisque 9 est filtrant) de prendre
Z e ̂  tel que (X u Y) c Z, et de constater que

X e ̂ , Z e 3?, X c Z ==> ̂  c $x.

(Pour a e R^(E) tel que a|Z e c]), la formule a|X e $ résulte de
a|X = (a|Z)|X et du fait que 0 est saturé).

Dès lors, soit V l'ensemble des parties V de R^(E) contenant
un ensemble 0x. Il existe un ultrafiltre U sur R^(E) contenant
le filtre U En particulier : <&x e ̂  pour tout X e 3?, et la condi-
tion ai | X == aa|X définit une équivalence OL^^OL^ de base
<I>x pour laquelle 0x se partage en un nombre fini de classes
^ ^i, . . . , <îx. De 0x==U^x , il résulte (d'après une

., , . i^i^fc
propriété classique des ultrafiltres) l'existence d'un entier
A ( l < À < / c ) tel que ^x^; et cet entier h est unique^
puisque les $x sont deux à deux disjoints. A tout X e ̂ ,
on associe de cette façon un ensemble 0x s U et une relation
9x s 0 n R^(X) tels que : a e 0x --̂  a]X = Çx.

Si $' est l'ensemble des relations 9x lorsque X parcourt 9,
<!>' est un sous-ensemble de $ ayant ^ comme support. Si X e 9?
Y e g?, l'ensemble ^x n ^y (appartenant à 'U) est non vide!
Il existe une relation a e 0x n ^Y telle que :

a|X=yx, a]Y==9Y,

d'où: a | X n Y = 9 x | X n Y = y y | X n Y . L'ensemble $' est
bien cohérent.

1.3.3. Lorsque E est infini, on sait que l'axiome des ultra-
filtres implique l'existence d'une chaîne de base E : le théo-
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rème de cohérence partielle en fournit une preuve immédiate,
quand on prend pour $ l'ensemble des chaînes finies dans E.
Voici deux corollaires du même théorème 1.3.2. :

COROLLAIRE 1. — Pour un entier k >. 1, soit $ un ensemble
d'équivalences finies dans E ayant toutes un indice ̂  A*. Si $
est saturé, de support filtrant 9, il existe une équivalence 9
de base E, d'indice <; /c, telle que 9|Xeî>, pour tout X e 3?.

(Au § 3, nous verrons un exemple d'emploi du corollaire 1.)

COROLLAIRE 2. — Soit $ un ensemble saturé de chaînes
finies dans E, de support filtrant 9. Il existe alors une chaîne 6
de base E telle que 6|Xe$ pour tout Xe3?.

Comme application du corollaire 2 (nous en verrons d'autres
au § 2 et au § 9), retrouvons une proposition de E. Szpilrajn [9] :

PROPOSITION. — Pour tout ordre 9 de base E, il existe une
chaîne 0 de base E telle que r(y) c r(6).

(Autrement dit : de tout ordre, on peut déduire une chaîne.)

Preuve. — Soit 9 l'ensemble des parties finies de E. Pour
tout X e 9?, notons $x l'ensemble des chaînes de base X
moins fines que <p|X. Enfin, considérons l'ensemble de chaînes
finies: $==|^j0x.

xegî
a) Comme: X c Y et a e $Y ==^ a|X e ^x, l'ensemble $ est

saturé. Pour montrer que le support de $ est l'ensemble
filtrant 9, il suffit de constater que $x est non vide (quel
que soit X e 3?). Si M est l'ensemble des entiers n ̂  0 tels que
$x ̂  ̂  pour toute n-partie X de E, il est trivial que 0 e M,
1 e M, ... et il s'agit de montrer que : n e M ==^ n -|- 1 e M.
Or, pour Ae^^(E), l'hypothèse de récurrence implique
$x =7^= ^ pour toute n-partie X de A. Comme A possède un
élément maximal a pour l'ordre fini çjA, on peut poser:
B = A — |aj, [î e <t>B et considérer la chaîne a de base A
définie par: a|B ==(3, x <; a (mod. a) pour tout rceB. Il
est immédiat que a e <PA.

b) Le corollaire 2 du théorème de cohérence partielle
implique alors l'existence d'une chaîne 9 de base E telle que :
r(î|X)cr(e|X) pour tout Xe3?. Dès que X parcourt ^(E),
cette condition assure : ?((?) c r(9).
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2. Fonction acyclique, théorème de croissance.

2.1. Fonction acyclique. Dénombrement de bijections acy-
cliques.

Soit f une application d'un ensemble A sur un ensemble B.
Si A u B c E , la condition f{x^) == x^ définit une relation
binaire 9 de base E : 9 est la relation fonctionnelle associée à /*.
La fonction f et la relation fonctionnelle associée 9 sont dites
acycliques lorsqu'il n'existe, parmi les restrictions de f aux
parties fines de A, aucune permutation circulaire (x^x^ . . ., x }
1 1 f -̂  C\ 'de degré m ̂  2.

2.1.1. Voici d'abord deux cas particuliers :
a) Dans les notations précédentes, désignons par V l'en-

semble des éléments x e A n B tels que f{x) = x, et posons :
Xo = (A n B) — V, X^i = X, n f{Xn). Lorsque Xo est fini,
la suite décroissante (X^)^o est stationnaire, de valeur cons-
tante X^ = T pour n^nQ (convenable). Dans ce cas, on obtient
facilement :

« Pour que f soit acyclique, il faut et il suffit que T = ̂ . »
b) Étant donné une chaîne 6 de base E, et une fonction f

appliquant l'une sur l'autre deux parties A, B de E, supposons
que cette fonction f soit croissante quand on ordonne A et B
par 6. Pour la relation fonctionnelle 9 de base E associée à /*,
la condition de croissance relativement à 9 s'exprime par :

î(^ y} = î(^, !/') = 1 et o;<:r'(mod.e)-^î/<î/'(mod.e).

Si f laisse invariante une partie finie X de A, la restriction
de f à X (en tant qu'automorphisme de la chaîne finie Ô|X)
est nécessairement la permutation identique de X. La fonction
f et la relation 9 sont donc acycliques.

Réciproquement, nous montrerons en 2.2. que toute fonc-
tion acyclique est croissante pour une chaîne convenable.

2.1.2. Soient A, B deux ensembles finis tels que :

(Card (A) == Card (B) = n {n > 0)
fCard (A n B) = p (0 < p < n).

Le nombre des applications de A sur B est n !
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Nous noterons (^ le nombre des applications acycliques
de A sur B.

a) On peut indiquer un procédé récurrent pour calculer co^,
basé sur la remarque triviale : « Pour qu'une application f
de A sur B soit acyclique, il faut et il suffit que la restriction g
de f à A n B soit acyclique ». Notons h la restriction de f à
A — B, et posons :

G == g(A n B)
X = G n ( A n B ) , Y = G n (B — A)
q = Gard (X) (0 < q < p).

Pour déterminer f, on choisit d'abord l'image G == X u Y
de A n B (autrement dit: une ç-partie X de A n B, et une
(p — ç)-partie Y de B — A). Pour q fixé, le nombre des images

G est donc : ( p ) (n ̂  p)- Lorsque G a été choisie, on obtient

/'acyclique en choisissant l'une des c^ applications acycliques g
de A n B sur G, et l'une des {n — p) ! applications h de A — B
sur B — G.

Il en résulte :

^=(n-p)l 5 (^V^-^W
O<SÎ^P\ q/\P — q/ •

Les coefficients agp=(p).—a^-— sont des
pour lesquels : \ ? / (P — ?) !

^q

^=( ^ (7——^-T-, sont des entiers >. 1

<==(ra—p)! S aï(n—p){n—p—l)...{n—2p+q+i).
t\^"a <-• n • • •*• ' 'o.$î^p

b) Directement, il est clair que : co? == nï, ^ = 1. La
formule précédente donne ensuite :
^=(M—I)! [(n—l)co;+coi]=n!

^ = {n — 2) ! [-̂ - {n — 2){n — 3)c^ + 2{n — 2)^ + cojl

== (n — 2) ! (n2 — n — 1)
^ == {n — 3) ! {n3 — 3 ^ — ^ + 4 )
^ = {n — ^) ! (^4 — 6n3 + 6n2 + 16n — 15), etc...

ainsi que : œ;+i === œ; + nco^i, d'où (par récurrence) :
.[

^4-1 == n ! ^ — === part. eut. (n ! e) (si n > 1).
o^p^npî / v '^ '

(D
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Les coefficients qui en résultent :

a0, =1, a\ = p\ aï==-^p{p — l)(p2 _ p _ ̂a0, =1, a\ == p^ ^ --^(P — 1)(P2 — p — 1), . . .

permettent d'obtenir les développements :
r (^== (n — p) îp—^^"1)^!

I P(p-i)(p+l)(3p-10)^^i

n^ _ 1) . . . (^ _ p + l) = ̂ p _ P(P ̂ - 1) ^p-i

, P(p-l)(p-2)(3p-l)^_^^^

1—-^ ^ p(p—l)nP-^+ » . .
n ! 2(n — l){n — 2) ... (n — p + 1)'

Dans les notations précédentes : Card (A) = Card (B) === M,
Card (A n B) = p, il en résulte :

PROPOSITION. — Pour p fixé et n -> oo, ?a probabilité pour
qu^une application de A sur B ne soit pas acy clique vaut asymp-
totiquement ^—"o— '2n~

2.2. Théorème de croissance,

2.2.1. LEMME. — Soit f une fonction acyclique appliquant
l'un sur Vautre deux ensembles finis A, B, et soit (3 une chaîne
de base B — A. Il existe alors une chaîne a de base A telle que f
soit croissante relativement à la chaîne a 4- 6.

Preuve. — Posons Card (A) == n, Card (A n B) = p. Nous
distinguerons les deux cas : B c A (récurrence sur n),

A n B =/= B (récurrence sur p).

a) Dans le cas B c A, ? est la chaîne vide. Par récurrence
sur n > 1 (le cas n = 1 est trivial), démontrons l'existence
d'une chaîne a de base A pour laquelle f soit croissante.

Si B == A, f est la permutation identique de A : n'importe
quelle chaîne a de base A convient.
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Si B =^0= A, introduisons la restriction g de f à B : g est une
fonction acyclique appliquant B sur f(B) c B. Comme
Card (B) < n, l'hypothèse de récurrence implique l'existence
d'une chaîne a' de base B pour laquelle g est croissante.
Posons :

(B ==J&i,&2, ...,6,|, & i < & 2 < - ' - < ^ (mod.a')

(A,==7(^ B,=Tg(&,)=A,nB (1<,<À-)

(Bi, Bg, . .., Bfc) est un /c-partage de B et, comme g est crois-
sante pour a', les chaînes a| == a'|B, vérifient :

a'=ai+o,+ ... +a,.

Pour 1 < i < /c, soit a, une chaîne de base A, telle que

a; = a,|B,

Du /c-partage (A^ A^, ..., A^) de A, on déduit une chaîne
a == a! + ̂  + • • • + ̂  de base A telle que a' = a[B. Ainsi :
&i < ^2 < • • " < &fc (mod. a), et f est croissante pour la
chaîne a.

fc) Lorsque A n B =/= B, la chaîne ? n'est pas vide. L'exis-
tence de la chaîne a peut se démontrer par récurrence sur
p ̂  0. Posons :

a'^13—^^^^...,^, &i< &2< • • • < 6,(mod.p)
Bo = A n B, Ao = /(Bo), A' = 7(B'),

Ai==7(^) (1<^<^).
Notons g, /i (respectivement) les restrictions de f à Ao, A'.
Comme (A^ Ag, ..., A^) est un /c-partage de A', on peut obte-
nir une chaîne a' == a^ + a^ + ... + a^ de base A' telle que
a,=a'|A,

L'application h de A' sur B' est alors croissante pour la
chaîne a' + p (le lemme est ainsi démontré lorsque p = 0).
Distinguons deux cas pour

Bo — Ao === A' n Bo == (A' u B') n (Ao u Bo).

bi) Si Bo — Ao = ^, l'application acyclique g de Ao sur Bo
vérifie Bo c Ao. D'après (a), il existe alors une chaîne ao de
base Ao pour laquelle g est croissante. Comme (Ao, A', B')



QUELQUES PROBLÈMES COMBINATOIRES 433

est un 3-partage de A u B, on en déduit une chaîne o^ + a' + 3
pour laquelle f est croissante.

62) Si BQ — Ao =/= ^, l'application acyclique g de Ao sur Bo
vérifie Ao n Bo ̂  Bo et Gard (Ao n Bo) < p. Etant donné la
chaîne p' == a^A' n Bo) de base Bo — Ao, l'hypothèse de
récurrence implique l'existence d'une chaîne <Xo de base Ao
telle que g soit croissante pour la chaîne ao + p'. Comme (3'
est une restriction de a', les chaînes ao + (3' (de base Ao u Bo)
et a' + (3 (de base A' u B') sont compatibles et, toujours au
moyen du 3-partage (Ao, A', B') de A u B, il en résulte une
chaîne ao + a' + (3 pour laquelle f est croissante.

Remarque. — Soit V l'ensemble des x <= A n B tels que f{x) == x,
et soit q = Card (V). Lorsque la fonction acyclique f est
bijectwe, on peut apporter au lemme le complément suivant :
« Étant donné la chaîne (3 de base B — A, il existe q ! chaînes
a de base A telles que f soit croissante pour a + (3, ^ ces chaînes
a soy^ A? Za /orme a|V + a|(A — V) ». La donnée de f et de ?
détermine donc a] ( A — V ) et laisse arbitraire a|V.

2.2.2. Du lemme 2.2.1. et du théorème de cohérence par-
tielle (corollaire 2), nous allons déduire le théorème de crois-
oy» yi r*/ïsauce.

THÉORÈME. — Soit f une fonction appliquant l'une sur
l'autre deux parties A, B d'un ensemble E. Pour qu'il existe
une chaîne 6 de base E telle que f soit croissante quand on ordonne
A et B par 6, il faut et il suffit que cette fonction f soit acyclique.

Preuve. — En 2.1.1., nous avons vu que la condition est
nécessaire. Lorsque E est fini, le lemme 2.2.1. montre que la
condition est suffisante. Lorsque E est infini, il est commode
d'introduire la relation fonctionnelle 9 de base E associée à f.
Dès que ç est acyclique, il s'agit de montrer que cette relation
binaire est croissante (2.1.1.) pour une chaîne convenable de
base E.

Soit 9 l'ensemble des parties finies de E : pour tout X e 9?,
la relation 9|X est fonctionnelle et acyclique. Si <I>x est l'en-
semble des chaînes de base X pour lesquelles 9|X est croissante,
le lemme 2.2.1. montre que ^x =7 .̂ L'ensemble des chaînes
finies <j) = [_j <t>x admet donc comme support l'ensemble

xe^
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filtrant 9. Par ailleurs, il est clair que :
X c Y et a e <I>Y =>- a e $x,

autrement dit : $ est saturé. D'après le corollaire 2 du théo-
rème 1.3.2., il existe alors une chaîne 6 de base E telle que
0|X<=<I) pour tout Xe^. Pour des éléments x, a;', y, î/' de E
tels que: f{x, y) = ç(o/, î/') = 1, x < a/ (mod. ô), il suffit
de prendre X = [ x , x\ y , y ' ^ pour en déduire : y ̂  y ' (mod. 0).
La relation <p est bien croissante pour la chaîne 9.

2.2.3. D'après le théorème de croissance, pour qu'une
bijection f entre deux parties de E soit un morphisme d'une chaîne
(convenable) de base E, il faut et il suffit que f soit acyclique.

Voici une autre application qui semble nécessiter l'axiome
des ultra filtres (sous-jacent à la forme « infinie » du théorème
de croissance) et V axiome de régularité selon lequel : « Tout
ensemble non vide F possède un élément X e F tel que
X n F == ^ ».

PROPOSITION. — Soit A l'ensemble des parties non vides
d'un ensemble B, et soit f une fonction de choix appliquant
A sur B (de telle sorte que /'(X) e X pour tout Xe A). Il existe
alors une chaîne 6 de base A u B pour laquelle f est croissante.

Preuve. — D'après le théorème 2.2.2., il suffit de montrer
que toute fonction de choix f est acyclique.

Soit F == | Xi, Xg, . . . , X^ une m-partie finie de A. Si la
restriction de f à F était la permutation circulaire

(Xi, X^, . . ., X^),
on en déduirait :

Xi 6 X, n F, X,+i e X, n F (1 < i < m}
en contradiction avec l'axiome de régularité.

3. Équivalences particulières. Nombres de Stirling,
nombres de Ramsey.

3.1. Équivalences d'indice donné, nombres de Stirling.
3.1.1. Pour un entier k ;> 0 et un p-ensemble fini E, notons

Pfc(E) l'ensemble des équivalences de base E, d'indice A*, et
posons : S(p, k) = Gard (P/c(E)). Les entiers S(p, k) > 0 (que
certains auteurs introduisent parfois différemment) sont appe-
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lés les nombres de Stirling. Si k > 1, le nombre des /c-partitions
de E est alors k ! S(p, /c), le nombre des /c-partages de E est
k^ d'où : k ! S(p, /c) < k^ Il en résulte que les nombres de

Stirling ont des séries génératrices a^z) == ^ S(p, /c) zp-
convergentes en tout zeC. p^0 P Î

Fixons aeE. Quand y parcourt P^(E), la trace X de (a)y
sur F= E — \a\ et la restriction ^ == <p|F définissent une
bijection ç -> (^, X) dont on déduit :

S(p, /c) == S(p — 1, /c — 1) + k S(p — 1, k).

Cette formule se traduit par l'équation différentielle:
^ — ^k == o-fc-i. Comme ao(z) == 1 et o^(0) = 0 pour k > 1,
on obtient ainsi :

^ (̂«î r, ^où s(p, A) = s (_in*_ff.
/c! o^/i^k A ! ( /c— h) !

3.1.2. Pour tout entier m > 0, posons : v<^ == ^ A- !S (m, /c).

Pour 1 < k < m, soit A^ l'ensemble des applications de [1, m]
sur [1, /c] (intervalles d'entiers), et soit : 1 J A,^ = A^.
A i* • /* l^fc^wA toute fonction J T € = A ^ correspond une /c-partition

£ = (PW, 7(2),..., 7^))
de [1, m], et cette correspondance /*->£ est bijective. Ainsi:

Card (A?,) = k ! S(m, /c), Card (A,) = yW

Au § 5, nous verrons les entiers v^ intervenir dans le
dénombrement des relations m-aires interprétables par une
chaîne donnée. Pour calculer directement ces entiers (sans
les rapporter aux nombres de Stirling), déterminons leur
série génératrice. Pour |z| < Log 2, qui implique \e2—1|<1,
la série ^ h ! ̂ (^) converge absolument vers (2 — e2}"1 II

fc^o v /

en résulte :

.^-'^-à^d*'^*))
'̂(.l5"»'̂ )^2-6''--
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- . î - — — - 3 2 — — ...\^(0)+v(D-^ +v(2)^2De: (l-f!-|2!-•••)(v(o)+v(l)^z!+v(2)|2!+-^

on déduit: yW = S f m ̂ (<0, et la formule symbolique:
0^k<m \ K I ./ i

l! 2! / \ ' l ! " 2!
vW= S fï^, et la formule î

0^fc<m \ A* /

2^(m) = ^ _[_ ^(m) ^çg premières valeurs de yW sont :

y(o) = yd) == i^ (̂2) ̂  3^ )̂ ̂  ̂  (̂4) ̂  75, v<5) = 541.

3.2. Équivalence de base E"1 liée à une chaîne de base E.
Soient 6 une chaîne de base E, et m un entier ^ 1. Pour

1 < k < m, X e sp,(E), <r e A^, posons :

(X == joi, ag, ..., a^, ai < 02 < • • • < a^ (mod. 0)
^ ̂  == a^ (a <; i ̂  m).

On obtient ainsi un m-uple x = {x^x^ ..., x^) dans lequel x^
est le a(i)-ième élément de X = \x^ x^ ..., x^\ pour la
chaîne 6|X. Réciproquement, la donnée de la chaîne 6 e J(E)
et de x e E"* détermine la fonction (T : nous poserons

(T== ô(aQ = 0(a;i,^, • • • , ^m) ,

définissant ainsi une application 0 de E"* dans A^. Cette appli-
cation est surjective dès que Card (E) .̂ m. Ainsi :

a) Pour que ê(^, ^, . . ., ^) = 6(1/1, y^ .... yj, il faut
et il suffit qu'il existe un morphisme f de la chaîne 9 tel que :

1 < i < m => Xi e def (/*) et y, == /'(^).

&) La condition Q{x) = 6(y) définit une équivalence 9(0;, y)
de base E^ Dès que Card (E) >. w, l'indice de cette équiva-
lence ç (dite ^-équivalence de base E'") est v^.

3.3. Équivalences de base ^(E) Ziee5 a UMÔ chaîne de base E.
Soient 6 une chaîne de base E et A*, m deux entiers tels que :

1 < k < m < Card (E).

3.3.1. Pour deux /c-parties X, X' de E, supposons qu'il existe
un entier p > 1, une suite (Xo, Xi, . . . , Xp) de /c-parties de E
et une suite {f^y f^ . . ., fp) de w-morphismes de 9 tels que:

\ Xo == X, Xp = X'
f 1 < i < p ̂  X;_i c def {fi} et X; = /•.(X.._i).
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Dans ce cas, nous dirons que X est m-transférable en X'
(relativement à la chaîne 6) par la suite de fonctions

(/l) /2î • • • ? /p)?

et nous noterons : X — {f^ f^ . . ., /p) -> X'.
Comme les formules :

;x -(A,/2, ...,/p) ^x'
'x'—(gi,^ ...,^)~>x"

impliquent :

^'-(^^...J^J^-^X
f x —— (A? ^2, • • . , /p, gl, g2, • • . , gg) -> X"

il est clair que la condition « X^ est m-transférable en Xg »
(pour 6) définit une équivalence ^ de base ^(E). On peut
dire que ^ est la 0 ̂ -équivalence de base ^(E).

3.3.2. Pour Card (E) == m, ^ est ?a pfu^ /me des équivalences
de base ^(E) : elle correspond à Xi = Xg. Dès que

Card(E)> w,

nous allons montrer que ^ devient la moins fine des équiva-
lences de base ^(E) :

PROPOSITION. — Pour 1 < k < m < Card (E) e( toute
chaîne 0 rf<° éa^e E, c^ua; k-parties quelconques de E 5on( m-trans'
férables Vune en Vautre (relativement à ô).

Preuve. — a) Dans le cas minimal Card (E) = m + 1, il
suffit de prendre E = [0, m] (intervalle d'entiers muni de la
chaîne naturelle 6) et de prouver la proposition (triviale pour
m = k) par récurrence sur m. Posons E' = [0, m — 1] (muni
de la chaîne naturelle 6' == 0|E') et introduisons le m-mor-
phisme f de 6 défini par : f{x) = x + 1 (0 < x < m). Les
1-parties de E sont 6^-équivalentes puisque

M-(n~>^+^
pour 0 < x < m. Pour k > 2, l'hypothèse de récurrence
implique la O^i-équivalence des (/c — Imparties de E'. Pour
prouver que les /c-parties de E sont 0/n-équivalentes, il suffit
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de le montrer pour deux /c-parties X, Z de E telles que :
Max X < m, Max Z == m. Si p = m — Max X, posons :

fn=f ( i < A < p )

et considérons la /c-partie Y de E définie par:

X-(A,/2, ...,^)->Y.
Comme Max Y = m, Y'== Y—\m\ et Z ' = = Z — | m j
sont deux (k — imparties de E', de sorte que :

Y /-(gL&,... ,^)->Z'
pour des (m—l)-morphismes convenables g[ de 9'. Pour
1 <; i <: g, les m-morphismes g, de 6 définis par :

g,(m) = m, gi(x] = g[{x) pour ^ e def (g;),

vérifient alors : Y — (gi, gg, . . ., g,) -> z. Ainsi X, Y, Z sont
9^-équivalentes.

b) Dans le cas général d'une chaîne 9 de base E telle que
Card (E) > m + 1, soit F une (m + l)-partie de E. D'après
(a), les /c-parties de F sont 9^-équivalentes. Et, par ailleurs,
toute /c-partie X de E est 9^-équivalente à une /c-partie Y
de F : il suffit de prendre Y === f{X) pour un w-morphisme f
de 6 tel que X c def(/*), val (/•) c F, d'où X —(/•)-> Y.

3.3.3. Pour 1 < k < m < Card (E), il existe toujours une
chaîne 0 de base E et deux /c-parties Xi, Xg de E telles que •
6 = (6|Xi) + 0 '= 6" + (e|X,). Dès lors, toute suite
(fi, f^ • • • ? fp) de m-morphismes de 9 telle que :

Xi-(A,^, ••.,/p)->X,,

vérifie p ̂  2. Ceci étant, signalons seulement la proposition
suivante (que nous avons obtenue en prenant n=2Z(2/c+1)) :

PROPOSITION. — Pour tout couple (/c, l) d'entiers .̂ 1, il
existe un entier n > k + l vérifiant la condition: « Pour toute
chaîne 9 de base E telle que Card (E) > n et tout couple (X, X')
de k-parties de E, il existe un couple (^, /g) de (/c + l)-morphismes
de 9 ^ çue X — (/i, /g) -^ X' ».

En dehors de yio(/c, 1) = k + 2 et de n^i, l) == 21 + 1,
nous ne connaissons pas la valeur du plus petit Mo(/c, Q de
ces entiers n.
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3.4. Équivalence quelconque de base ^(E). Nombres de
Ramsey.

Pour un ensemble E et un entier m > 1, soit s(X, Y) une
équivalence de base ^(E). S'il existe une n-partie F de E
telle que la restriction £|^(F) soit constante, nous disons que
l'équivalence £ est n-monochrome. Si Card (E) ̂  m, il revient
au même de dire que les m-parties de F appartiennent à une
même classe V (mod. s).

3.4.1. Pour les équivalences £ d'indice fini, et n ̂  ^Q,
F. P. Ramsey a énoncé en 1930 [7] un théorème combina-
toire qui devait devenir la source et le modèle de nombreuses
propositions analogues. Ce théorème a été étendu à tout
indice k et à tout cardinal n par P. Erdôs et R. Rado en
1956 [2]. Nous énoncerons ce théorème sous la forme suivante :

THÉORÈME DE MONOCHROMIE. — Quels que soient l'entier
m ;> 1 et les cardinaux k ;> 1, n ;> 1, il existe un cardinal
p ;> n tel que: « Pour Card (E) :> p, toute équivalence de base
^(E), d'indice ^ /c, est n-monochrome ». On notera p£»(n)
le plus petit des cardinaux p vérifiant cette condition.

La valeur pi^n) == n est triviale dans chacun des deux cas
minimaux : « k = 1, n quelconque », « k quelconque, n <; m ».
Pour k et n finis, la valeur pî(n) == 1 + k(n — 1) correspond
au principe des tiroirs, selon lequel : « Si 1 4- k{n — 1) élé-
ments sont répartis entre k tiroirs, alors l'un des tiroirs ren-
ferme au moins n éléments ».

Pour k fini, F. P. Ramsey avait obtenu deux formes parti-
culières du théorème de monochromie :

a) Une forme « infinie » pour n = ̂ o» avec p^(^o) = ï<o-
(Parla suite, P. Erdôs et R. Rado devaient obtenir : p|(î<i) == ^2)-

6) Une forme « finie » associant à k, m, n entiers ^ 1 des
entiers remarquables p^n) qu'on peut appeler les nombres
de Ramsey. Pour k > 1 et n > m > 1, les seuls nombres de
Ramsey connus actuellement sont:

(p|(3)=6[7]
^j(4) =18 et p|(3)=17[6].

3.4.2. Bien que la forme « finie » du théorème de Ramsey
n'exige nullement l'axiome des ultrafiltres, il est intéressant
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(à titre d'exemple) d'utiliser le corollaire 1 du théorème de
cohérence partielle (1.3.3.) pour effectuer rapidement cette
hmtisation de manière purement qualitative. Pour des entiers
k > 1, n > m > 1, il s'agit de retrouver la seconde proposi-
tion de Ramsey : p^(ra) < ̂ , en supposant connue l'existence
du cardinal infini po = p^(No) (mais pas nécessairement la
valeur de py}.

Pour un po-ensemble E, soit 3 l'ensemble des parties finies
F de E telles que Gard (F) > m, et soit ^ l'ensemble des
^(h) lorsque F parcourt 9. Pour tout F e 9, notons $p
1 ensemble des équivalences non n-monochromes de base
^(F), d'indice < k. L'ensemble 0 =[^J(^est un ensemble

F g a.

saturé d'équivalences finies dans ^(E).
Si p^(n) était infini, on aurait <!>p^^ pour tout Fegr

et le support de 0 serait l'ensemble filtrant ^. D'après le
corollaire 1 du théorème 1.3.2., il existerait une équivalence £
de base ^(E), d'indice < k, telle que : F s 9 =^ e|^(F) e $p.
Comme e est No-monochrome, la contradiction apparaît en
prenant pour F une n-partie de E telle que e|3UF) soit d'in-
dice 1.

3.4.3. Faute de connaître les valeurs exactes des nombres
de Ramsey, on s'est efforcé d'en obtenir des majorations et
minorations aussi bonnes que possible.

a) En dehors de l'inégalité sommaire : pS,(n) > \/n \ k1-1

pour l == (^ [l], ces majorations et minorations concernent

surtou^(n). Ainsi: ^2 < v/pj(n) < 4 [l], sans qu'on sache
si y/pK") converge quand n-><x>.

Pour obtenir, par exemple: pS(3) > 2*, introduisons les
intervalles d'entiers E = [0, 2* — l], F == (-0 k — 11 et
notons 2^) le p.g.c.d. de 2" et de b - a, pour toute paire
A == \a, b\ d éléments de E. On définit ainsi une application
X-^Tt(X) de ^(E) sur F vérifiant, pour toute 3-partie
\a, b, c\ de E la condition:

w(|a,6|)=Tt( |&,^)= h^Tt{{a,c})>h.

La^coïîditwn lt(x) = v^ défimt donc une équivalencee(X, Y) d indice k, de base ^(E), non 3-monochrome.
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b) P. Erdôs et G. Szekeres [3] pour k == 2, puis R. E. Green-
wood et A. M. Gleason [6] pour k > 2 ont obtenu une majora-
tion : p^(n + 1) < Pt(n) par le coefficient multinomial

^=^-
En [6] apparaît également la majoration : p^(3) < 1 + k ! e.

En [56], nous avons signalé la majoration : pj(n + 1) < pi(n)

par l'entier (x(n) = ^ i+w' Quand n ̂  oo, la valeur
oa<n v— ^;

0

asymptotique de p.(n) est -.- ^{n), et :

n>4=^p.(n)<^p,(n).

L'inégalité donnée en [3] est ainsi légèrement améliorée.
c) En [6] et [56], des minorations particulières q < p^yi)

sont obtenues en considérant, pour un groupe additif abélien
G, des équivalences £ de base ^(G) invariantes par les trans-
lations du groupe G (autrement dit :

X = Y (mod. £ )=^a+X=^a+Y (mod. s)

pour tout ae G).
Pour une partie A du groupe additif Z^ des entiers module d,

notons A(A) l'ensemble des M c A tels que :

^2/!^2(M)-^—yeA,

et S(A) le maximum de Card (M) quand M parcourt A(A).
Pour un corps fini Fy de caractéristique p (nombre premier

tel que : Card (F<y) == q == //) et un diviseur k de q — 1, soit
H le sous-groupe multiplicatif d'index k de F^. Comme H
est un groupe cyclique d'ordre d == q ~. , chaque générateur

g de H définit un isomorphisme x ~> v{x} de H sur Z^ tel que :
x = g^\ En notant Hg l'image par (T de H n (H + 1), nous
avons obtenu : « Si pd est pair, l'entier n = 3 + â(H^) (indé-
pendant de g) vérifie q < p^yz) ».
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Ce principe de minoration et les majorations signalées en
(6) permettent de retrouver: p|(3) = 6, pj(4) = 18, p|(3) = 17,
et fournissent les inégalités :

41 < pj(3) < 66 [6]
37 < p|(5) < 62 [56]
p| (4) > 61, p|(6) > 73, p|(5) > 199 [5&].

3.5. Équivalence de base ^(E) respectant une chaîne de
base E.

Soit 9 une chaîne de base E. Pour cette chaîne 0 et une
partie V de ^(E), envisageons la condition suivante :

« Quels que soient x, y, z dans E tels que x < y < z (mod. 8) :

[ x , y } e V et \y,z\ eV==^ [ x , z } eV)).

Lorsque cette condition est vérifiée par tous les ensembles V
d'un /c-partage s = (Vi, Vg, . . . , V\) de ^(E) (ou par toutes
les classes V d'une équivalence y de base ^(E)), nous disons
que le /c-partage £ (ou l'équivalence y) respecte la chaîne 6.

3.5.1. Soit (a, P) un couple de chaînes (ou bichaîne) de
base E. Le comparateur de cette bichaîne sera le 2-partage
(Vi, Vg) de ^(E) défini, pour Xe^(E), par la condition:
Xe Vi -^=^ a|X == p|X. Ainsi, pour x < y (mod. a), une
paire [x , y\ d'éléments de E appartient à Vi si x < y (mod. ?),
et à Vg si y <; x (mod. ?). Il est immédiat que le comparateur
s de (a, (3) respecte chacune des chaînes a, p. Réciproquement :

PROPOSITION. — Si un 2-partage £ de ^(E) respecte une
chaîne aeJ(E) , il existe une chaîne [3 e J(E) (et une seule)
telle que la bichaîne (a, ?) admette £ comme comparateur.

Prewe. — Posons Vo = ^(E), £ = (V^, V,). La relation
(S(^, y) est déterminée par :

(i) » {x, y } e Vo u V^ =^ p(a;, y) = a{x, y)
\ { x , y\ e Vg ==>. p(.r, y) = a(i/, a;).

Cette relation (î est réflexive, totale, asymétrique. Pour
montrer qu'elle est transitive, il suffit d'envisager une 3-partie
\x, y, z\ de E telle que p(a-, y) = ?(</, z) = 1. Six cas se pré-
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sentent alors pour appliquer les conditions (1) :
, y < x < z (mod. a) : \y, x\ e Vg, \y, z Vi.

|y,^Vi.
\^y\^.
{y,x\ eVa.
\y,x\ eVsi.
\^y\^

(2) < a; < y < z (mod. a) : | a;, y { e V
( a ; < z < y ( m o d . a ) : | a ; , y{eVi ,
!/< z < a; (mod. a) : l ^ z j e V i ,

i?

(3) z < y < x (mod. a) : | z, y \ e Vg,
z < x < y (mod. a) : \z,y\e\^

Comme e = (Vi, Va) respecte a, les cas (2) et (3) donnent
respectivement :

(a(a;,z) == 1=^ |a;, z^ eVi.
^a(z,a;)=l=^ [z,x\ eVa.

Dans tous les cas, on obtient ?(a;, z) = 1 : (3 est une chaîne
et e est le comparateur de la bichaîne (a, 8).

COROLLAIRE. — 5i une chaîne a de base finie E est respectée
par un 2-partage (V^, Vg) de ^(E), il existe une permutation
f de E ^e( une seule) admettant V^ comme ensemble des paires
{ x , y } e ̂ (E) te^es CMC a; < y {mod. a) et /"(a;) < f(y) {mod. a).

(Il suffit d'introduire la bichaîne (a, p) de comparateur
(Vi? Vg) et la permutation f de E telle que : a -C 3).

3.5.2. Lorsque x = (x,, x,, .. ., x,) et y = (y,, y,, . . ., y,)
parcourent un ensemble produit E = Ei X Eg X • • • X E^
notons VA l'ensemble des paires { x , y ^ e ^ ( E ) telles que ':
^ = Vi, X2= ys, • • . , a;h-i = î/A-i, x^-^ y^. Nous dirons que
£ •== (Vi, V2, • • -, VA) est le /c-partage de %(E) lié au produit
EI X Ea X • • • X Efc.

Dans ces notations, si 61, ^, ..., 6^ sont des chaînes de
bases respectives Ei, Eg, ..., E^, le pro^u^ lexico graphique
ÔA • • • Ofc est l'unique chaîne 9 de base E telle que :

\x, y\^ V, -^ 9(:r, y) = 0,(̂ , y,}.

En particulier, lorsque 61, ôa, ..., ô^ sont identiques à la
chaîne naturelle ayant pour base l'intervalle d'entiers

F = [0, n — 1] (n > 2),

le développement vÇx^, x^, . . . ,^)= ^ av^-'1 définit un
, . , l^A^k

isomorphisme <r entre la chaîne lexicographique 0 = ôiôg • • • O*
de base E = F* et la chaîne naturelle 6' de base E' = [0, n1'_1].
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En accord avec la terminologie concernant les équivalences,
disons qu'un partage £ '== (V^, Vg, . . . , V^) est moins fin
que le partage £ = (Vi, Va, ..., V\) dès que tout ensemble
VJ est réunion d'ensembles V/».

PROPOSITION. — Si £ e^t Ze k'partage de ^(E) ^e au produit
E = II E/» e( 51 0 est le produit lexico graphique de chaînes

l^h^k
Oi, O^, . . ., Ofc basées respectivement sur Ei, E^, . . ., E^, aîor^ £
e( (ou^ les partages de ^(E) moins fins que £ respectent la
chaîne 6.

Preuve. — Soit V une classe d'un partage £' de ^(E) moins
fin que £ = (Vi, Vg, . . . , V\). Pour des éléments x, y, z de E
tels que: rc < y < z (mod. 6), ^, 2 / | < = V , {y , ^ e V, V
contient deux classes Vp, Vg de £ telles que :

\^y\ ^v,, |y,z^v,.
Il en résulte : [x , z\ e V^ pour r = Min (p, ç), donc \x^ z\ e V.

3.5.3. Voici un corollaire immédiat de la seconde proposi-
tion de Ramsey :

PROPOSITION. — Quels que soient les entiers k ̂  1, n ̂  1,
il existe un entier p ̂  n tel que: « Si Gard (E) ;> p, toute équi-
valence de base ^(E), d'indice ^ /c, respectant une chaîne de
base E, est n-monochrome. »

Si o^(^) désigne le plus petit des entiers p vérifiant cette
condition, il est clair que : ^(n) ̂  p^{n). Mais alors que les
nombres de Ramsey p§(n)' se laissent seulement majorer et
minorer (sans rien livrer d'autre concernant leur expression),
nous verrons au § 4 que ^(n) = 1 + (n — 1)^

4. Théorème des multichaînes.

4.1. Coefficient d'un k-partage de ^(E).
Soit 0 une chaîne de base finie non vide E. Pour toute partie

F == [x^ x^ .. ., Xn\ de E telle que

^i < ^2 < • • • < ^n (mod. 6),
notons ^(E) l'ensemble des paires

\x^ x^\ (1 < h< n).
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A tout /c-partage £ = (V^, V^ ..., V,) de ^(E), associons
les entiers .̂ 1 :

pi(e) = Max Card (F), p?(£) === Max Gard (F)
W) c V, ^(F) c V,

et le nombre rationnel re(e) (coefficient de £ relatif à 6) défini
par:

II PW = rQ(e) X Card (E).
Ki^fc

4.1.1. La proposition suivante montre que les À-partages
£ de ^(E) ayant un coefficient re(e) === 1 jouent un rôle mini-
mal remarquable :

PROPOSITION. — Relativement à une chaîne 6 de base finie
non vide E, tout k'partage £ de ^(E) possède un coefficient
re(s) > 1 et vérifie (pour 1 < i < k) les inégalités:

PiW < P8^) < rô(£) X ?,(£).

Preuve. — L'inégalité p,(e) < p^) est triviale. Dans
chacun des deux cas minimaux k = 1, Card (E) = 1, il est
évident que p.(£) = p^(e) et que r^t) = 1. Pour /c > 2 et
Ca r̂d (E) > 2, il suffit (puisque les classes V, de £ jouent le
même rôle) de prouver :

PÎ(£) < rQ(e) X pi(£),
autrement dit :

Card (E) < p,(e) X pW,(e) ... p^).

Posons n = p^(e), et opérons par récurrence sur k + Card (E) :
a) Si n = 1 (autrement dit : V\ == 0), on considère le (k— 1)-

partagea ==(Vi, V^, ..., V,^) de ̂ (E). L'hypothèse de récur-
rence appliquée à (9, £1) fournit l'inégalité concernant (0, £).

b) Si n ̂  2, soit E' l'ensemble non vide des éléments
x == Max F correspondant aux yi-parties F de E telles que
^{F) c v^ Comme Min E « E', l'ensemble E" = E — E' est
non vide. Posons :

\ V; == V. n W), i' = (V,, V,, ..., V,), 9' = 01 E',
(V. = V; n W), ^ == ( ,̂ V;, ..., V;), ^ = OIE".

Comme pi{t') < pi(e) et pV^') < p9(e) (l < ̂  /c) _ ^é-
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galités analogues pour (T, t" — l'hypothèse de récurrence
appliquée à (6', £') et (6^ £") fournit l'inégalité :

Card (E) < p,{€) X p^) .. . p^) X [pg'(£') + p^)].

Mais, d'une part : p^(s') = 1 (puisque deux éléments distincts
x, y de E' vérifient nécessairement \x^ y\ « V\). D'autre part :
PÎ '(£/') ̂  n impliquerait l'existence d'une n-partie F de W
telle que ^|(F) c V^, d'où la contradiction : Max F e E' n E".
Il en résulte : p^') + pSf(£") < n, et l'inégalité cherchée
concernant (6, &).

COROLLAIRE. — Soient m^ Wg, ..., m^ des entiers ^ 1.
Pour toute chaîne 0 de base finie E telle que

Card (E) > m^m^ . .. m^

et tout k-partage £ = (Vi, Va, ..., V^) ^ ^(E), i7 e^te:

5oi( ^eu^ entiers i, / (1 ̂  i < / ̂  /c) tels que p?(£) > w^ et
pQ(£) > m,;

50^ un entier h (1 <; h <^ /c) <(°î çue p^e) > w^.

(Sinon, il existerait un entier h tel que p^e) <; m/» et
p9(£) ̂  ̂ . pour tout i =7^= h. On en déduirait /^(e) ̂  ^(e) X w^,
et II P^8) < ^(s) X Card (E) contrairement à la défi-

^ Ki^fc
nition de rô(£)).

4.1.2. Parmi les /c-partages £ de ^(E) vérifiant : pe(£)==pl(£)
pour 1 ̂  i <; k, citons :

a) ceux qui respectent la chaîne 6 (3.5.);
b) ceux de coefficient minimal re(£) == 1.
En outre, re(£) == 1 implique la factorisation :

Card(E)= n Pi{^
l^i^k

Réciproquement :

PROPOSITION. — Pour toute chaîne 6 de base finie non vide
E, et toute factorisation Card (E) == m^m^ . . . m^ il existe
un k-partage £ de ^(E) respectant la chaîne 9, de coefficient
re(£) == 1, tel que: pi{e) = m^ [pour 1 <; i ̂  /c).

Preuve. — Soient 61, 63, . . . , 9^ des chaînes de bases res-
pectives EI, Eg, . . ., Ej^ telles que Card (E() == m,. Par iso-
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morphisme entre deux chaînes finies équipotentes, on se
ramène au cas E = Ei X Es X • • • X E^ en prenant pour
chaîne 0 (de base E) le produit lexicographique ̂  . .. 9^.
Dès lors, soit e = (Vi, V^ . .., V^) le ^-partage de ^(E) lie
au produit Ei X E^ X • • • X E, (3.5.2.) : on sait que e
respecte la chaîne 9. Pour n == ?„(£), soit F = [a, b, ..., l\
une n-partie de E telle que a < b < • • • < l (mod. 9) et
^(F) <= VA. Les projections des éléments de F vérifient alors :

( 1 < i < h =^ a. = b. == ... = Z;
^A < ^ < • • • < ^ (mod. 9,,).

Il en résulte :

Ph(£) < mh pour 1 < A < k, ]J P.(s) < Card (E),
l^i<Sk

ce qui implique ro(e) = 1 et ^(e) = m,, pour 1 < A < k.
4.2. Variantes du théorème de Ramsey.
Pour parvenir à de nouvelles majorations des nombres de

Ramsey, par exemple: pj(re + 1) < f2^, P. Erdôs et
p e i • • , Y " /tn bzekeres associaient a tout système (k, m, n^, n^, . .., n^)
d'entiers > 1 un entier ^(n^, 7^, . .., n^) défini comme mini-
mum des entiers p vérifiant la condition suivante [3] : « Pour
Gard (E) > p et tout k-partage (V^, V^, ..., V^) de ^(E),
lî existe une classe V, e( une nrpartie F de E telles que
^(F) c V, ». Il est clair que

(p^(n) = ̂ (n, n, ..., re)
jn = Max ra.=^ ̂ (^, »„ .. ., ̂ ) ̂  p^^).
\ Ki'^fc

Pour m = 2, les propositions données en 4.1. conduisent à
une variante qui apparaît comme une forme affaiblie de
l'énoncé précédent. Il est curieux de constater que le seuil
de validité de cette forme affaiblie se calcule aisément, mais
que la détermination des entiers analogues ^(^i, n^ . . ., n^)
reste un problème ouvert.

PROPOSITION. — L'entier 1 + (^ —1)(^ — 1) . . . (^_ 1)
est le plus petit des entiers p vérifiant la condition suivante:
«Pour Card (E) > p et tout k-partage (Vi, Va, . . . , V/,) de
^(E) respectant une chaîne de base E, il existe une classe V;
et une n,-partie F de E telles que ̂  (F) c V; ».
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Preuve. — La proposition est triviale si l'un des entiers
m, == ni — 1 est nul. Si m, ^> 1 (pour tout i), elle se ramène
évidemment à l'examen des cas où la base E est finie. Pour
tout /c-partage s de ^(E) respectant une chaîne 6 de base E
(ce qui implique p6^) == ?,(£)), l'existence d'un entier i
(1 ̂  i <; k) tel que p^s) ̂  M, résulte de la proposition 4.1.1.
(corollaire) dès que Card (E) > m^m^ . . . m^ Un tel entier i
peut ne pas exister (proposition 4.1.2.) si

Card (E) == m^m^ . . . m^

Remarques. — a) On obtient, comme cas particulier, le
seuil de validité ^(n) = 1 + {n — 1)^ de la proposition 3.5.3.

b) Étant donné une chaîne a de base E, nous avons établi
(proposition 3.5.1.) une correspondance bijective ? -> £ entre
les chaînes ? de base E et les 2-partages s de ^(E) respectant
a, en interprétant £ comme comparateur de la bichaîne (a, (î).
Compte tenu de cette correspondance, la proposition précé-
dente admet comme cas particulier (pour k = 2) une proposi-
tion de P. Erdôs et G. Szekeres [3] :

L'entier 1 + (^i — 1)(^2 — 1) ^st ^ plus petit des entiers p
vérifiant la condition suivante : « Pour toute bichaîne (a, 8)
de base E telle que Card (E) ̂  p, il existe: soit une n^-partie F
de E telle que a|F, (Î|F sont identiques, soit une n^-partie F
de E telle que a|F, (3|F sont symétriques)).

L'extension de cette proposition sur les bichaînes peut
s'envisager différemment, par le théorème des multichaînes.

4.3. Restriction ^-cohérente d'une multichaîne.
Si ai, o^, . .., OLfc sont des chaînes de même base E, le multi-

plet [j, == (ai, ocg, . . ., a^) est une multichaîne (plus précisé-
ment : une k-chaîne) de base E. A toute partie F de E correspond
une multichaîne [x|F = (aJF, agIF, ..., a^F), dite restric-
tion de (JL. Lorsque les chaînes a^, a^, . . ., a^ sont deux à deux
identiques ou symétriques, nous disons que la multichaîne (x
est ^-cohérente (cas particulier d'une notion qui sera étudiée
au Chapitre n).

4.3.1. Pour k ;> 1, associons à tout entier h e [0, 2* — 1]
la suite (Ao, Ai, ..., /^-.i) des chiffres de son développement
de base 2 :

h = S h, X 2^1~i.
o^i^fc-i
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A tout 2^-partage £ = (Ao, A^ . . . , A,, . . . , A,^) d'un
ensemble M correspond alors une suite (£o, £1, . . . , e . i ) de
bipartages de M définie par:

£, = (B°, B}) (0 < i < k — 1)

^-U^ (v = ° o u 1)-
Comme: A^ == (^ B?* pour tout Ae[0, 2^—1] , on

O^i'Q—1
reconnaît facilement que la correspondance

, .. . ^-^^o, Si, . . . , £jfc-i)
est bijective.

Lorsque M = ^(E), nous allons utiliser cette correspon-
dance dans l'étude des multichaînes de base E.

4.3.2. THÉORÈME DES MULTICHAÎNES. — Quels que soient
les entiers k > 1, n > 1, l'entier n^ est le plus petit des entiers p
vérifiant la condition: « Pour Card (E) > p et toute (k + 1)-
chaîne p. de base E, il existe une {n 4- Impartie F de E telle que
la restriction [x|F soit ^-cohérente ».

Preuve. — a) Soit a = (ao, a^ . . ., a,) une (/c + l)-chaîne
de base E telle que Card (E) > 1 + n^. Pour 0 < i < k — 1,
notons £, le comparateur de la bichaîne (ao, a^i) et introduisons
(conformément à 4.3.1.) le 2^-partage £ == (A^, A^ . . ., A^i)
de ^(E) associé à la suite (£o, £1, . . ., £^i). Comme chaque £;
respecte la chaîne ao, il en est de même pour £.

D'après la proposition 4.2., il existe alors une classe

A, (0 < h < V — 1)

et une (n + l)-partie F= \x^ x^ ..., x,\ de E vérifiant:
^o < ^i < • • • < x, (mod. o^) et ^(F) c A,. Si

(Ao, Ai, . . . , A^.i)
est la suite des chiffres de h dans son développement de base 2,
il en résulte :

^o < ^i < • • • < Xn (mod. ^4.1) si A, = 0
(^o > ^i > • • • > Xn (mod. a,+i) si A, = 1

et la multichaîne (x|F est bien ^-cohérente.
29
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b) Si Card (E) == n^y montrons qu'il existe une (/c -+- 1)-
chaîne (x de base E dont toute restriction J^-cohérente (A) F
vérifie Card (F) ̂  n.

C'est trivial pour n = 1. Pour n ̂  2, prenons pour ag
la chaîne naturelle de base E == [0, n^ — 1]. Lorsque x
parcourt E, nous avons rappelé (3.5.2.) que le développement
de base n :

x = S ^ X M^-1-^
(X/^2^

définit un isomorphisme x ->• (^o? ^i? • • • ? ^-i) entre a^ et
une chaîne lexicographique de base ]̂  E/i, où

0^/»<2fc

E,=[0,n-l].

Le 2fc-partage lié au produit Eo X Ei X • • • X Eg^i se
transporte alors en un 2^-partage £ == (Ao, Ai, . . ., Ag/^i) de
^(E), dans lequel A/» désigne l'ensemble des paires d'entiers
^x, y ^ de E telles que :

XQ=VQ, x^ == 2/1, .. ., Xh-i = î//»-i, Xk •=^ y^

Introduisons (comme en 4.3.1.) la suite (£o, £1, . . . , £^-1)
de bipartages de ^(E) associée à £. D'après la proposition
3.5.2., £ et tous les partages £o, £1, . . ., £/c-i (moins fins que £)
respectent la chaîne aç. Il existe donc (proposition 3.5.1.)
des chaînes a^, a^, ..., a/ç de base E telles que £i == (B°, B^)
s'interprète (pour 0 ̂  i ̂  k — 1) comme le comparateur de
la bichaîne (<Xo, a^i). Posons : ^ == (a^, a^, . . ., a^).

Si (J(.|F est une restriction ^-cohérente de la multichaîne pi,
il existe une suite (Ao, Ai, ..., h^i) de chiffres 0 ou 1, et un
entier h = S h X 2/c-l-l (0 < h < V — 1) tels que :

O^i^fc-l

C/^. = 0 si ao|F? ^ilF sont identiques
^ = 1 si ao|F, a^ijF sont symétriques.

De : 0 < i < k — 1=^ ̂ a(F) c B?s il résulte : ^(F) c A/,. Les
éléments a, fc, . .., l de F ont ainsi (dans leur développement
de base n) des chiffres a^ b^ ..., ^ deux à deux distincts,
ce qui implique Card (F) ̂  n.

Exemples: (&i) Pour k == 1, cette méthode fournit une
bichaîne (JL == (ao, ai) de base E == [0, n2 — 1] dont toute
restriction J^cohérente [Ji|F vérifie Card (F) ̂  n. Notons



QUELQUES PROBLÈMES COMBINATOIRES 451

x -> f(x) risomorphisme entre la chaîne naturelle ao et la
chaîne o^. Si x e E admet x = x^n + x^ comme développement
de base n, on obtient: f{x) == x^n + (n—1—x^).

(feg) Pour k = n = 2, la méthode fournit une 3-chaîne
^ = (^ a!? ^2) de base E = [0, 15] ayant, lorsque F parcourt
^(E), 560 restrictions p.] F dont aucune n'est ^-cohérente.
Relativement à la chaîne naturelle (XQ, les chaînes y.i et o^
sont déterminées par les isomorphismes : o^ -^ ao, o^ g^ ao.
On obtient :

x 0 1 2 3 4 5 6 7

f(x) 3 2 1 0 7 6 5 4

^(a;) 5 4 7 6 1 0 3 2

8

11

13

9

10

12

10

9

15

11

8

14

12

15

9

13

14

8

14 15

13 12

11 10

5. Relation interprétable par une chaîne. Interprétabilité restreinte.

5.1. Réduction à la m-interprétabilité.
Pour qu'une relation m-aire y soit interprétable (1.2.3.)

par une relation 6 de même base, il suffit qu'elle soit /c-inter-
prétable par 0 pour tout entier k tel que 1 < k < m. Lorsque 6
est une chaîne, la proposition 3.3.2. permet de réduire encore
cette condition :

PROPOSITION. — 5i Card (E) > m + 1 et si une relation
î e ̂ (E) est m-interprétable par une chaîne 9 e J(E), alors y
est interprétable par 9.

Preuve. — Pour 1 < k < w, soient X et X' deux A'-parties
de E. On sait (3.3.2.) qu'il existe des /c-parties Xo, Xi, . . . , Xp
de E et des m-morphismes f^ f^ . . . , fp de 9 (donc aussi de y)
tels que :

(Xo=X, X,==X'
( 1 < , < p ̂  X^ c def {fi} et X, = /;.(X,_i).

S1 gi (1 < i < p) désigne la restriction de fi à X,_i, il est
clair que gi, g^ . . ., gp sont des /c-morphismes de 9 et de y.
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Pour la fonction g = g p o • • • ° gz° gi, il en résulte :

6|X'^e|X, 9|X'^9|X.
Ainsi, y est /c-interprétable par 6.
5.2. Génération et dénombrement du clan R^(E), pour une

chaîne 9 de base E.
En 1.2.3., pour une chaîne 0 e J(E) et un entier m ̂  1,

nous avions noté R^(E) le clan des relations m-aires de base E
interprétables par la chaîne 6.

5.2.1. AJm désignant l'ensemble des applications de [1, m]
sur [1, /c], nous avions défini en 3.2. une application 6 de E"1

dans A^ == 1 J A^ vérifiant la condition suivante :
l^k^m

« Pour que deux éléments
x = (̂ i, x^ ..., x^) et y = (î/i, î/2, . . . , ym)

de E7" aient même image ^(x) = 6 (y), il faut et il suffit qu'il
existe un morphisme f de 6 tel que :

1 <; i <; m ==^ Xi e def (/*) et y, = /*(a;;) ».

Il en résulte :
à) Pour toute relation y e R^(E) :

6(a;) = ê(i/) ==^ ç(^) = 9(î/).

6) Pour toute relation unaire ^ e Ri(A^) : ^ o 0 e R^(E).
Réciproquement :

PROPOSITION. — Pour toute relation y e R^(E), il existe une
relation ^ e R^(A^) telle que y == ^ o 6. Cette relation ^ est
unique dès que Card (E) .̂ m.

Preuve. —— La condition y == ^ o 6 impose ^(or) == y (a?) dès
que Œ == 6(rc). Les valeurs ^(o-) sont ainsi déterminées de
manière cohérente (d'après la remarque (à) faite précédem-
ment) pour tout Œ e (^E"*). Les valeurs ^(a) restent arbitraires
pour Œ ^ e(Em), mais l'on sait que (^(E^ == A^ dès que

Card (E) > m.

Par ailleurs, Card (AJ = v^ (fonction étudiée en 3.1.2.).
On en déduit :
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COROLLAIRE. — Pour toute chaîne ô de base E telle que
Gard (E) > m, il existe une bij'ection ^ -> 9 = ̂  o ê de Ri(AJ
sur R ,̂(E). Le nombre des relations m-aires de base E inter-
prétables par 0 est alors 2(V<'B)\

5.2.2. Cherchons une génération du clan fini Rj^E) à
partir des relations m-aires les plus simples interprétables par
la chaîne 0. r y

Soit (i, /) un couple d'entiers tels que 1 < i < m, 1 < / < w,
i^=j. Pour (a;i, x^, ..., ^) e E'», posons:

O'̂ i, a;2, ...,a;J=e(a;,.,a;,),

définissant ainsi une relation m-aire ô^ de base E correspon-
dant à la condition : a;, < Xj (mod. 9).

Si l'on note JX,(E) l'ensemble des m (m — 1) relations O'-7

il est clair que : J^E) c R^,(E).

PROPOSITION. — Le clan R^,(E) des relations m-aires de base E
interprétables par la chaîne 0 es( engendré par l'ensemble J^(E).

Preupe. — Dans le cas trivial m = 1, J^(E) est vide et R?(E)
est le clan minimum (réduit aux deux relations unaires cons-
tantes). Pour m ;> 2, montrons que toute relation y e R?,(E)
appartient au clan H engendré par J^,(E).

a) D'après la proposition 5.2.1., il existe une relation
'̂  e Ri(AJ, de graphe K c ê(E1»), telle que y == ^ o ê. Pour
o- e e(E'"), notons 0, la relation w-aire de base E dont le graphe
est l'ensemble des {x^, x^, ..., a;J e E"1 tels que

8(^1, a;2, • • • , ^ ) =0-.

Il est clair que : <p == V Os.
creK

6) Pour montrer que ô^ e H quel que soit <r e A^, rappelons
que <r = 0(a;i, a;a, ..., x^} lorsque chaque x, est le (r(i)-ième
élément du À-ensemble X = |^, ^, ..., x^ pour la chaîne
e|X. Pour 1 < h < k, posons : Card (a^)) = h' et introdui-

sons une application n -> {h, n) de [1, h'} sur ^(A). Pour
1< l <^ 1 < h < ̂  1 < » < A', soient a', (3î, ^ les rela-
tions O1-'«= Jg,(E) correspondant respectivement aux couples
(i, /•) suivants : ((Z + 1,1), (Z, 1)), ((^ n), (A, n + 1)),
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{(h, h'), (h, 1)). On vérifie que ̂  = (19,) A (ô;) pour 6, = V a'
et ô;== A ( A PiiV ^'^

l^/»<fc \l<n^/»' /

5.2.3. Soient une chaîne 9 et une relation m-aire y ayant
même base E. Si ç est interprétable par 6, chaque restriction
9|X est interprétable par la chaîne 6|X. Réciproquement:

PROPOSITION. — Soient 0 une chaîne de base E, et a une
relation m-aire basée sur une n-partie X de E. Si cette relation a
est interprétable par 0|X, elle admet une extension y e R^(E)
(unique si n ̂  m).

Preuve. — Si co == Ô|X, on sait qu'il existe une relation
^eRi(A^) telle que a = ^ o û. Comme o est la restriction
de 9 à X", la relation 9 = ̂  o 0 de R^(E) est une extension
de a. En outre, la donnée de a détermine ^ de manière unique
dès que Card (X) ̂  m.

5.3. Relations particulières interprétables par une chaîne.
5.3.1. Soit 0' la chaîne symétrique d'une chaîne 6 de base E.

Si Card (E) > 2, alors J^(E) = |0, 0 '^ et le clan R^E)
comprend 8 relations 9(^1, x^) correspondant à des conditions
(mod. 0) sur x^ x^ : ô(o;i < x^), O'^g < x^), IQ^ < a;i),
ie'(^<^), O V 9 ' (constante 1), (10) A (10') (constante 0),
9 A 6' (^ == x^} et (10) V (10') (^ ̂  ̂ ).

5.3.2. Dès que Card (E)>3, Rg(E) comprend 213 relations :
la plus intéressante est le cycle 9(^1, x^ x^) dérwé de la chaîne 0
(1.2.3.), d'expression y = (O^AO^V^Aô^V^AO1 '2).
Si Xc E, il est clair que y|X est le cycle dérivé de Ô|X.

PROPOSITION. — Pour que deux chaînes Oi, Og de base E
admettent le même cycle dérivé, il faut et il suffit qu'il existe
deux chaînes a, ? telles que: ô^ = a + P, ôg == (î + a.

Preuve. — La proposition étant assez classique, montrons
simplement que la condition est nécessaire. Introduisons le
comparateur (Vi, ¥3) de la bichaîne (Oi, ôg) (au sens de 3.5.1.)
et posons Vo = ^(E). Notons e{x, y) la relation binaire de
base E définie par la condition : [x, y\ e Vo u Vi, et vérifions
que £ est une équivalence d'indice ^ 2.
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La réflexivité et la symétrie de s sont évidentes, et la transi-
tivité de £ n'a besoin d'être vérifiée que pour une 3-partie
\x, y , z\ de E, en utilisant l'hypothèse que 61, 63 ont même
cycle dérivé y, et en montrant que :

\x,y\^, et |y,^eVi^^,^eVi.

Comme x et z jouent le même rôle, les trois cas à considérer
sont :

x < y < z (mod. 61),
y < z < x (mod. 61), z < x < y (mod. 61),

pour lesquels y (a;, y, z) == 1, d'où un choix entre trois possibi-
lités analogues relativement à 63. Si {x, y } e Vi et |y, z } e Vi,
61 et 63 ont même restriction sur \x, y , z\ (compte tenu des
inégalités mod. 6g) : ainsi \x, z\ e Vi, et £ est bien une équi-
valence de base E. Si l'indice de £ était > 3, il existerait
3 éléments x, y, z de E, deux à deux non équivalents (mod. £)
tels que x < y < z (mod. 61) : les paires {x, y\ et \y, z\
appartiendraient à Vg, et l'on aurait z < y < x (mod. 63)
en contradiction avec y^, y, z) = 1. L'indice de £ est donc
< 2; s'il vaut 0 ou 1, c'est que Vg == 0 et que 61 = 6g (on
prendrait a = 61 = 6g et (3 vide).

Supposons que l'indice de £ soit 2. Les deux classes A, B
de E (mod. £) introduisent deux chaînes a = 611 A = 62] A,
? = 6i|B = 62[B, et il existe (par exemple) deux éléments
a e A, b e B tels que a < b (mod. 61). Dès lors, il n'existe aucun
élément x e A tel que b < x (mod. 61) car on aurait en ce cas :
a< b < x (mod. 61), avec {a, b} e V^, [a, x\ e Vi, | &, x\ e V^,
d'où les inégalités contradictoires :

b < a, a < ^, a? < b (mod. 63).

Ainsi, de façon générale :

x ^ A et y^B=^x<y (mod. 61) et y < x (mod. 63).

On obtient bien : 61 = a + (î, 63 = ? + a.
5.3.3. Pour une relation m-aire y de base E et une partie

F de E, nous avions noté Gpfy) le groupe des automorphismes
de <p|F (1.2.2.). Si 6 est une chaîne de base E, et si Fe^(E),
montrons que le groupe Gp(y) prend toutes les valeurs pos-
sibles lorsque y parcourt R^(E) :
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PROPOSITION. — Etant donné une chaîne 6 de hase E, une
m-partie F de E, et un groupe de permutations H de F, il existe
une relation m-aire <p de base E, interprétable par 0, (e^e çue:
GF(Ç) = H.

Preuve, — II est commode d'identifier F (ordonné par 0)
avec l'intervalle d'entiers [1, m] (naturellement ordonné),
de sorte que : F == 11, 2, ..., m \, pour

1 < 2< • • • < m (mod. 6).

Dans l'ensemble de fonctions A^ == 1 J A^ que nous avons
l^fc^OT

introduit en 3.1.2., la partie A^ représente alors le groupe
des permutations de F, et H est un sous-groupe de A^.

Pour l'application 0 de Em sur A/n, notons K l'ensemble des
m-uples (^, x^ ..., x^eE"1 tels que 9(a;i, x^ ..., x^) e H,
et prenons pour y la relation m-aire de base E ayant K comme
graphe. La condition 9(^1, x^ . . ., x^) = 1 signifie donc qu'il
existe une permutation or e H telle que :

^a(l) < ^<J(2) < • • • < ^a(m) (mod. 6)

et, dès lors : 6(a?i, rcg, . . ., x^) == o". Si ^ est la relation unaire
de base A^ ayant H comme graphe, il est clair que : <p == A o §.
Ainsi (conformément à 5.2.1.), la relation y est interprétable
par 6.

Par ailleurs, lorsque f parcourt l'ensemble FF des applica-
tions de F == [1, m] dans lui-même, la restriction <p|F vérifie:

y(f(l),/•(2), ..../•(m^l^/'eH.

Pour les permutations g de F, il en résulte :
g e Gp(y) ^=> {g o fe H pour tout fe H)

et, par conséquent, Gp(y) = H.

5.4. Théorème d^interprétabilité restreinte. Cardinaux ^(n).
5.4.1. Etant donné une chaîne 6 et une relation m-aire y

de même base E, le problème d'interprétabilité restreinte
concerne l'ensemble 3^ des parties X de E telles que la restric-
tion y|X soit interprétable par la chaîne 6|X. Comme l'ordre
par inclusion de base 3|i est un ordre inductif, le théorème
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de Zorn permet d'affirmer: «Pour tout X e 3^ ^ e;m(e un
ensemble maximal Y e 3^ ^ gué X c Y ».

Par ailleurs, pour un cardinal n > 1, on peut se demander
s'il existe un ensemble F e 3$ tel que Card (F) > M :

THÉORÈME. — jÉ(an( donné l'entier m > 1 e( ^ cardinal
n > 1, i<; ea^e UM cardinal p > n vérifiant la condition sui-
vante : « Pour tou^e cAame 9 e( toute relation m-aire y rfe même
&a5e E teMe gué Card (E)>p, i7 e î̂ e une n-partie F de E telle
que la restriction ç|F soit interprétable par la chaîne 6|F ».

(Par la suite, nous noterons ̂ (n) le plus petit des cardinaux p
vérifiant cette condition.)

Preuve. — Le nombre des relations m-aires basées sur un
m-ensemble X étant k == 2</"m\ supposons que 0 et y aient
une base E de cardinal > p^(n) pour n > m (cas qu'il suffit
d'envisager). La condition :

((e|Y^e|X=^9[Y^ylX))

définit une équivalence e(X, Y) de base ^(E), d'indice < k.
Dès lors, le théorème de monochromie (3.4.1.) permet d'affir-
mer l'existence d'une n-partie F de E et d'une classe V (mod. e)
telles que ^(F) c V. Ainsi, la restriction y|F est m-interpré-
table par la chaîne 6|F et (puisque Card (F) > m + i) la
proposition 5.1. montre que 9] F est interprétable par Ô[F.

Remarques. — a) Les seules relations unaires interprétables
par une chaîne étant les constantes, il est immédiat que:
^i(^) = PÎ(^) = 2n — 1. Triviales également sont les valeurs •
W=^ U2)=3.

b) Pour n > m et k = 2^, la méthode précédente donne :
^< ^m(^) < pSt(^). Il en résulte, plus particulièrement:

L(^o) =^
Par ailleurs, ^(n) est fini tant que n est fini, mais une majora-
tion telle que : ^(3) < pl^S) est assurément beaucoup trop
large (en 5.4.3., nous obtiendrons : ^(3) < 131).

5.4.2. Pour mieux étudier les cardinaux ^(n), nous allons
associer à toute chaîne 6 <= J(E) et à toute relation y e R^(E)
une suite d'équivalences &i, £2, . . . , £^ de bases respectives
^i(E), sp,(E), . . . , S(?,(E). En 3.1.2., nous avons rappelé



458 CLAUDE FRASNAY

comment les nombres de Stirling S(w, h) interviennent dans le
dénombrement des ensembles de fonctions A!m :

Card(A^)==A!S(m,A)= 5 (- ̂ (^{h - jf.
Q^J^h \ J /

Dans ce qui suit {m étant fixé, h variant de 1 à m), nous
poserons : k{h) = Gard (Ri(A?,)) = 2/l!s(m•/l\ et nous intro-
duirons la fonction composée : ^ = p^ o pg(2) o ... o py).

a) Étant donné une A-partie X = [x^ x^ . . . , x^\ de E
telle que x^ <; x^ < • • • <; x^ (mod. 9), associons à toute
fonction (T <= A^ la valeur: rx((r) = 9(^0(1), ^a(2)? • • • ? ^a(m)) (ce
qui définit une relation unaire rx de base A^,). A la condition
rx == FY, correspond une équivalence £h(X, Y) de base ^(E),
d'indice < /c(A).

V) Démontrons la formule de majoration: ^(n) ̂  (^)m(7^)-
Posons : pn, = n, ph-i = p^^ph) (pour 1 < h < m), d'où :

PQ = ̂ (n). Si E^_i est une (p^,_i)-partie de E, le théorème de
monochromie appliqué à l'équivalence ^[^(E^.i) montre
l'existence d'une p^-partie Eh de Ey,_i et d'une relation
r e Ri(A^) telles que, pour toute fonction Œ e A^ :

j J î, ̂ , .. .̂  1 <= E. j ̂  ^ ^ ̂  ^ _ .̂̂ ^
î < x^ < • • • < ̂  (mod. 9)$

Si Card (E) ;> ^mÇ^)? on passe ainsi (lorsque h croît de 1 à m)
de Eo == E à une n-partie E^ == F de E par une suite décrois-
sante : Eo => EI 3 Eg => • • • => E^. Si x^ x^ ..., x^ î/i, î/2, . • . , 2/h
sont des éléments de F tels que : x^ < x^ < • • • < ̂  (mod. 9),
Vi <^ V2 < • • ' < !/h (mod. 9), il en résulte:

î (^0(1), ^0(2)? • • • 5 ^<J(m)) = çÇyod)? !/cr(2)? • • • ? 2/a(m))

pour toute fonction Œ e A^. Cette identité se traduit aisément
(comme en 3.2.) par :

9(zi, z^ ..., z^) = y î), A^), • • -, A^m))

pour tout morphisme f de 9|F et des éléments quelconques
Zi, Zg, . . . , Zm de l'ensemble def (f). Autrement dit: y|F est
interprétable par 9|F.

5.4.3. Comme Card (A^) == 2S(m, 2) = 2"1 — 2, nous pose-
rons : t(m) = 2(2'"-2) = Card (Ri(A^)).
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Démontrons la formule de minoration: ̂ (n) > ïp^Çn) — 1.
Soient EQ, EI deux p-ensembles disjoints, de réunion E

tels que p < p^Çn). D'après le théorème de Ramsey, il
existe un t(m)-partage (Vi, V^, . . . , V^) de ^(E) tel que:

F c E, et ^(F) c V, => Gard (F) < n.

Etant donné une chaîne 0 de base E, on peut déterminer une
relation y e R^(E) en précisant la valeur

a == y(^<J(l), ^o(2)î • • • , ̂ Œ(m))

pour toute fonction Œ e A^ (1 < h < m) et toute A-partie
^i, a;2, ..., x^\ de E telle que x^ < ̂  < ... < ̂  (mod. 6).

Posant : Ri(A^) = \v^ ^, . . ., v^\, nous prendrons :

<ï = i pour A = 1, ^ e E,
a == ^.((r) pour A == 2, ^i, ^j e Vy
a == 0 pour A ̂  3.

Dès lors, si une restriction y|F est interprétable par 9|F^
la 1-interprétabilité exige F c E, (pour i = 0 ou 1), puis la
2-interprétabilité exige ̂ (F) c Vy (/ convenable, 1 < / < t{m)).
Finalement : Card (F) < n, et l'hypothèse

Card (E) < 2?^) — 1

implique bien Card (E) < ^(^)-

Remarque. — II est trivial que ^(n) == $i(n) = în — 1.
Par ailleurs, les deux premières valeurs ^(1), ^(2) ne dépendent
pas de m: ^(1) = ^(1) = 1, ^(2) = $,(2) = 3. Les précé-
dentes formules de majoration et minoration de ^(^i) donnent
encore :

\W=W=2pi{n)—i.
f^(3)=^(3)==2pr(3)-l.

La valeur Çm(3) croît rapidement avec m. Les résultats
numériques sur les nombres de Ramsey (3.4.3.) se traduisent
en effet par : Çi(3) == 5, 83 < ^(3) < 131, ^(3) > 21-Hm).

Une comparaison plus poussée des fonctions ^ et <^ semble
difficile actuellement, faute de certaines précisions concernant
les /c-partages des ensembles ^h(E).



CHAPITRE II

CHAINES COMPATIBLES
RELATIVEMENT A UN GROUPE DE PERMUTATIONS

6. Suite indicative (Pune bichaîne infime, groupes indicatifs.

Pour tout entier m ̂  1, nous noterons S^ le groupe des
permutations de l'intervalle d'entiers [1, m] (groupe symétrique
de degré m), et 2^ l'ensemble des sous-groupes de S^. Une
/îc/ie Q sera une suite de groupes : Qi, Qg, . . ., Q^, . . . vérifiant
la condition: Qme 2^ (pour tout m^.1).

Pour une m-partie X de la base d'une chaîne 0, XQ désignera
l'application croissante de [1, m] (naturellement ordonné)
sur X (ordonné par 9).

6.1. Chaînes G-compatibles. Suite indicative.
6.1.1. Étant donné deux chaînes a, ? de bases respectives

A, B, associons à toute m-partie X de A n B la permutation
<r == (Xa)""1 o Xp. Cette permutation cr e S^ peut encore être
définie par les conditions :

X = \x^ x^ . . . , x^\
}x^<x^< • • • < x^ (mod. a)

(̂1) < ^a(2) < • • • < ^a(m) (lïiod. (î).

Pour un groupe G e S^ tel que : (Xa)~1 ° Xp e G quel que
soit X e ̂ (A n B), nous disons que les chaînes a et (S sont
G'compatibles.

Voici des conséquences immédiates de cette définition :
a) Pour que a, [3 soient G-compatibles, il faut et il suffit

que a j ( A n B ) et p [ ( A n B ) le soient. Si Gard (A n B) < m,
a et ? sont G-compatibles quel que soit G e S^.

V) Notons e^ la permutation identique de [1, m], et posons :



QUELQUES PROBLÈMES COMBINATOIBES 461

Vn == |^nj - Pour deux chaînes a, (3, la notion de compatibilité
(définie en 1.1.1.) coïncide avec la I|-compatibilité.

c) Si deux chaînes a, ? sont G-compatibles et H-compatibles
(pour Ge=S^, H e=S,J, elles sont aussi (G n H)-compatibles.

6.1.2. Pour une bichaîne (a, (î) et un entier m ;> 1, soit Q^
le plus petit des groupes G e 2^ pour lesquels a et ? sont
G-compatibles : on peut dire que Q^ est le groupe propre
(de degré m) de la bichaîne (a, ?). Nous appellerons suite
indicative toute fiche Q dont les termes Qi, Qg, . . ., Q^, . . .
sont les groupes propres d'une bichaîne (a, (3) de base infinie.

Exemple. — La suite S des groupes symétriques
bi, Sg, . . ., S^, . . .

est une suite indicative.
Pour le montrer, utilisons la possibilité d'engendrer le

groupe S^ par la paire de permutations ^ (1, m), (1, 2, . . ., m) \.
Soient a == 61 + 6g + 63 et (3 = 63 + 63 + 61 deux sommes
ordinales dans lesquelles les chaînes 61, 62, 63 ont des bases
respectives : Ei =^= 0, Eg infinie, Ë3 =/= 0. Pour une m-partie
X = \x^ x^ ..., x^\ de EI u Eg u E^ telle que :

^i < ^2 < • • • < ^m (mod. a),
^i e Ei, ^ x^ x^ . . ., ^_i | c Eg,

la permutation associée o- == (Xa)~1 o Xp vaut :
( ( r = ( l , m ) si ^^£3
( < r = (1, 2, . . . , m) si ^€=Ea

d'où un groupe propre Q^ = S^ pour la bichaîne (a, (3).
6.2. Ensemble des G-compatibilités de base J(E).
6.2.1. Soient un groupe Ge2^ et un ensemble E. Pour des

chaînes a, ? de base E, il est clair que la condition : « a et (3
sont G-compatibles » définit une équivalence SG de base J(E).
Cette condition se notera simplement: a ̂  [3 (mod. G), et
nous dirons encore que £c est la G-compatibilité de base J(E).

Si H est un sous-groupe de G, l'équivalence SH est évidem-
ment plus fine que l'équivalence £c. Si Gard (E) .̂ m, la
moins fine et la plus fine des équivalences de base J(E) coïn-
cident, respectivement, avec la S^-compatibilité (pour tout
m ̂  1) et la Incompatibilité (pour tout m ̂  2).
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6.2.2. Soient G, H deux sous-groupes distincts de S^.
a) Si Card (E) = m, la G-compatibilité et la H-compatibilité

de base J(E) sont toujours deux équivalences distinctes.
Par exemple, pour une permutation G- e G telle que or ^ H,

deux chaînes a, ? de base E == [1, m] telles que : 8 -°- a
(ou, aussi bien, Ep = cr o EJ sont G-compatibles sans être
H-compatibles.

b) Par contre, dès que Card (E) > m, la G-compatibilité
et la H-compatibilité de base J(E) peuvent coïncider.

Par exemple, pour m = 4, considérons le groupe

G ==|^(2,4)|.

Si Card (E) ;> 5, montrons que la G-compatibilité de base
J(E) coïncide avec la Incompatibilité.

Pour des éléments distincts a, &, c, . . ., l de E, utilisons le
mot abc . . . l pour désigner l'ensemble des chaînes 6 de base E
telles que: a <; 6 <;(;<;••• <Z (mod. 6). Si a et ? sont deux
chaînes G-compatibles de base E, et si a e abcde, alors 6 e V,
pour : Vi = bcde u bedc, Vg = acde u aedc, ¥3 = abde u aedb, et
¥4 = Vi n Vg n ¥3 = abcde. Il en résulte bien : a == (S.

6.2.3. Des équivalences particulières de base J(E), déjà
rencontrées, apparaissent comme des G-compatibilités :

a) Considérons, comme permutation remarquable de [1, m],
le retournement r^ = (1, m) (2, m — 1) . . ., et notons

Ji» = [e^ r^\

le sous-groupe de S^ engendré par r^.

PROPOSITION. — L'équivalence de base J(E) définie par la
condition : (( OL et ^ sont identiques ou symétriques » coïncide
avec la ^'compatibilité.

Preuve. — En notant (S' la chaîne symétrique de (3, il est
trivial que (a == (î ou a == (3') ===^ a = ? (mod. J^). Récipro-
quement, pour Card (E) ;> 3 (cas qu'il suffit d'envisager),
soit : a = p (mod. J^). En remplaçant éventuellement (S par 6',
on peut se ramener au cas où il existe deux éléments a, & de E
tels que a]^a , b\ = (3||a, & j . Pour en déduire a = (î, on
utilise la J|-compatibilité des 3-restrictions a|X, (î|X en deux
étapes successives, afin d'obtenir: a|Y == [î|Y quel que soit
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Ye ̂ (E). Les paires Y == ^a, x\ sont atteintes en partant de
X= ja, 6, rc , puis les paires Y == ^x, y\ en partant de
X = | a, x, y .

&) Une autre permutation remarquable de [1, m] est la
permutation circulaire ^ == (1, 2, . . ., m). Notons T^ le sous-
groupe (d'ordre m) de S^ engendré par ^; en particulier
T3= |.3, (1, 2, 3), (1, 3, 2)}.

PROPOSITION. — Uéquivalence de base J(E) définie par la
condition: « a et (î ont même cycZe dérivé » coïncide avec la
Ï3-compatibilité.

Preuve. — II suffit d'envisager le cas Card (E) ^> 3. Notons
u, ^ les cycles dérivés (respectivement) des chaînes a, p.
Pour que u = v, il faut et il suffit que u|X = v\X pour tout
Xe ^(E). Posons : X = \x^ x^ x^}, x^ < x^ <, x^ (mod. a),
a = (X,)-i o Xp.

Pour que les chaînes a|X, j3|X aient même cycle dérivé:
u|X = ̂ [X, il faut et il suffit que ? vérifie l'une des trois
conditions :

î < 2̂ < 3̂ (mod. P), ^2 < 3̂ < î (mod. (3),

^3 < a;! < ^2 (mod. P) (c'est l'aspect le plus simple de la pro-
position 5.3.2.). Ces conditions s'expriment respectivement
par: o- = e^ CT == (1, 2, 3), o- = (1, 3, 2). Autrement dit:
u|X == ^|X -4=»- Œ e Ï3, et finalement :

v '<=3> a = ? (mod. T^).u = v ^=^ a

6.3. Groupes indicatifs.
Nous allons introduire un ensemble dénombrable Ï de

fiches Q munies chacune d'un rang Î(Q). Les termes Q^ des
fiches QeÏ seront appelés les groupes indicatifs (de degré m).

6.3.1. Pour des entiers p ̂  1, g ̂  1, r ^> 2, les fiches de
Ï sont notées S, P'^ J1, T, D, J^ et les rangs respectivement
attribués à ces fiches sont : 1, p + q, 3, 3, 4, 2r. Les termes delà
fiche S (déjà considérée en 6.1.2.) sont les groupes symétriques
S^. Pour les fiches Q e= Ï autres que S, le rang ;(Q) .̂ 2 répond
à la condition : 1 <: m < ;(Q) ^=^ Q^ = S^.

Pour m ̂  Z(Q), voici la définition des groupes indicatifs
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CL (simple rappel pour les termes S^, I1», Ji», TJ :
S^ : groupe des permutations de l'intervalle [1, m],
1̂  : groupe des permutations de [1, m] conservant les inter-

valles [1, p], [m — g + l? ^] et tout entier A tel que
p <; /i <; m — g + 1.

Ji, : groupe engendré par le retournement
r ,=^( l ,m)(2 ,m-- l )^ .

T^ : groupe engendré par la permutation circulaire
(,== (1,2, . . . , m).

Dm : produit direct J^ X T^.
1 J^ : produit direct J^ X 1;̂ .

(Nous pourrons noter 1̂  au lieu de 1 .̂)
Les groupes 1̂  et 1̂  sont conjugués par le retournement r^,

autrement dit : 1̂  == r^ o Ij^ o r^. Quant aux produits directs
Ji» X T^, Ji, X I;n, ils s'interprètent bien comme sous-groupes
D^ = JiX», J^, == JU!n de S^ puisque :

^m ^ -l-m == ^m ^ IOT == ITO?
n T _ T T1 T1 V — Tr T1
^m^m — lmtJm? «Jmlm — ^-m^m*

Remarque. — Lorsqu'un groupe indicatif G est un sous-
groupe strict de S^, il existe une seule fiche Q e î telle que
Q^ == G. Par contre, le groupe symétrique S^ est un terme
de S et de toutes les fiches Q e Ï de rang f(Q) > m.

6.3.2. PROPOSITION. — Tou^5 les fiches S, T, D, P^, J"
appartenant à V ensemble Ï sont des suites indicatives.

Preuve. — Le cas de la fiche S a été examiné, à titre
d'exemple, en 6.1.2. Notons Q^(a, ?) le groupe propre de degré
m d'une bichaîne (a, (i).

a) Soient a == 61 + ^2? P = 82 + 0^ deux sommes ordinales
dans lesquelles les chaînes 61, Og ont des bases respectives
EI, Eg non vides dont l'une (Eg par exemple) est infinie.
Soit p' la chaîne symétrique de (3.

Pour une m-partie X de Ei u Eg, posons :
(Œ ^(X^oXp, a'== (X,)-1 o Xp.-Œ o r,,
(Xi == X n Ei, Xa = X n E^, Card (Xi) == /i (0 < h < m).

De : a|X = 6i|Xi + Ô^X^ p|X = O^X^ + ôilXi, on déduit
facilement : Œ = {Q\ d'où Q,(a, ^ c T,, Q,(a, [3') c D,.
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Par ailleurs, quel que soit m, on peut choisir X de manière à
obtenir :
h = 0 ((T - e^ Œ' = rj et h = 1 (o- = (,, Œ' = (, o rj.

Il en résulte : Q^(a, (i) = T^, Q^(a, (?') == D^ (groupe engendré
par [r^ ( ^ j ) , et les fiches T, D sont bien des suites indicatives.

b) Pour deux entiers p ̂  1, ç ̂  1, soit M l'ensemble des
transpositions a e S^ ayant l'une des deux formes : (T == (1, h)
pour 1 <; h ̂  p, or = (w, m — A* + 1) pour 1 <; k <; q. Cet
ensemble M engendre le groupe 1̂  (qui coïncide avec S^
si m < p + ç).

Pour une 3-partition (Ei, Ea, 1&s) d'un ensemble infini E,
telle que Ei == | Ui, ^2, . . ., Up\, Ë3 == ^i, ^2? - • • ? ^q\ 5 soient :
a === a^ + ^ + ^ e^ P == Pi ~l~ ?2 + PS deux sommes ordinales
dans lesquelles les chaînes a,, (î, ont E( comme base. On peut
imposer les conditions :

^=^
\ ^i < ^2 < • • • < ^^p-i < u? (mod. ai),

- Up < Ug < • • • < Up_i < Ui (mod. Pi).
î < ^2 < • • • < -̂i < ^ (mod. 03),

^ < ^2 < • • • < ^-i < ^i (mod. ^3).
Pour la chaîne [?' symétrique de ^, et X e ̂ (E), posons

comme précédemment :
(T = (X,)-1 o Xp, a' = (X,)^ o Xp- = (T o r,.

Les traces Xi, Xg, X3 de Ei, Eg, Ë3 sur X vérifient les condi-
tions : Card (Xi) ̂  p, agjXa == P2|Xa, Card (X3) ̂  ç, qui se
traduisent par (T e 1̂ , d'où: QOT(a? P) c IS» .̂ P^i* ailleurs, quel
que soit m, on peut choisir X de manière à obtenir chacune
des valeurs Œ == e^ o-e M$ en particulier, o" == (1, A) est asso-
ciée à X == ja;i, a?2, . . . , ^^ lorsque

î < ^2 < • • • < ^m < ̂ i (mod. a), ^ = Ui, ^ = Up.

Il en résulte : Q^(a, ^) = 1̂ . Si p ==== q == r, les permutations
o-' == o- o r^ engendrent alors le groupe Qm(a, P') = Jî».

Ainsi, les fiches P'9 et ^ sont bien des suites indicatives.

Remarque. — Au § 8, nous montrerons que les fiches S, T, D,
ïp1q, y, sont les seules suites indicatives. Il en résultera une
caractérisation simple et naturelle des groupes indicatifs,
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justifiant la terminologie adoptée : « Pour qu'un sous-groupe
G de S^ soit un groupe indicatif, il faut et il suffit qu'il existe
une suite indicative Q telle que Q^ == G ».

6.3.3. Pour tout entier m ̂  1, notons 2^ l'ensemble des
sous-groupes indicatifs de S^.

a) Tous les groupes de permutations de degré <; 3 sont des
groupes indicatifs (par contre, G = \e^ (1, m)\ est un groupe
non indicatif pour tout m ^> 4) :

y _ y _ ( c )
ZJ! —— ^1 —— } ^ 1 } •
y _ y _ ( c TI )
Zj2 —— ^12 —— ( ^25 1 2 ^ •
V7 _ y _ ( C Tl TL2 T2,l Tl T l^ —— ^3 — ^03, Ig, 13 , 13 , J3, 1 3 ^ .

Un dénombrement facile donne :

Card (S,) = part. ont. (s + ̂
\ ^ /

pour tout m ̂  4. Par exemple : Card (£4) = 11 (alors que
Card (£4) = 30),

y _ ( Q T1 T1»2 T2'1 T2 T1»» T3'1 Tl T2 T n l^4 — ^ 04, 14, 14 , 14 , Î4, l4 , 14 , J4, J4, 14 , U^.

b) Pour deux groupes G e 2^,, H e 2^, notons GVH le sous-
groupe de S^ engendré par G u H. Autrement dit, pour le
lattis par inclusion de base S^ :

Sup (G, H) = GVH, Inf (G, H) = G n H.

LEMME. — Si G et H sont deux sous-groupes indicatifs de S^,
il en est de même pour GVH.

Preuve. — On construit facilement la table des valeurs
G V H = = = H V G lorsque G, H sont pris parmi S^, T^, D^,
IS»'^ Jï», en se rappelant (par exemple) que le groupe S^ peut
être engendré par 11^ (p, p + 1) j ou par
|(1, 2), (1,3), . . . (1, p), (p, m), (p + 1, m), . . . , ( m — l , m ) | .

Il est commode de poser :
(p , ç )==Max |p , ç | , (p, ç , r ) = = M a x | p , ç , r ^ ,

d'où par exemple : I^V 1^== I^'^. A côté des valeurs triviales :
(GVS,=S,, G V P , = G V G = G ,
(J^VT, = J^VD, = T,VD, = D,
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on obtient :
-[P,QV7 JP',<S' _ T(P, ?')>(?, <!') Jr r7 Tr' _ T(r, r')
-^m - ^m —— -lw 5 ^m " "m —— ^m ?

I^VJ, -J^, J^VT,=J,VD,=S, (si r > l ) ,
I^VT, - li^VD, = S, (si pç > 1).

c) Pour tout m ̂  1, notons y^ l'ordre par inclusion de
base 2^.

PROPOSITION. — L'ordre y^ cfe &a5<? S^ est un lattis.
Preuve. — Pour deux sous-groupes indicatifs G, H de S^,

il résulte du lemme précédent que GVH (borne supérieure de
^G, H j pour l'ordre par inclusion de base 2^) est aussi la
borne supérieure de |G, H| pour l'ordre restreint y^. Si

^= |Gi,G,, ...,G^
est l'ensemble des sous-groupes indicatifs de S^ contenus dans
le groupe G n H, le lemme montre aussi que

Sup^== G^VG^V ... VG^

coïncide avec l'un des groupes G( e= $ : ainsi Sup $ est la borne
inférieure de ^G, H j pour l'ordre y^.

Remarque. — Pour G <= S^, H e 2^, et le lattis y^ de base
2^, on peut poser Sup (G, H) = GVH, Inf (G, H) = G A H.
En général, le groupe G n H n'est pas indicatif et, dans ce
cas, le groupe GAH est strictement contenu dans G n H.
Par exemple :

J I"D4= ^4, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)^,
alors que

J j A D 4 = J i = \e^ ( l ,4 ) (2 ,3) i .

6.3.4. Lorsque Q, Q' parcourent l'ensemble Ï des fiches
S, T, D, P'^, J'', la condition : « Q^ c Q^ pour tout m ̂  1 »
définit un ordre y (Q, Q') de base 1t.

Pour deux sous-groupes indicatifs G, H de S^, la table des
valeurs GVH (construite pour démontrer le lemme 6.3.3.)
et la remarque : H c G -^=> G V H = G, montrent que les
seules inégalités relatives à l'ordre y sont : ï1 ̂  Q ̂  S (pour
tout Q e Ï), J1 < D, T < D, 1̂  < P^' < J' < r dès que :
P<P\ ?<?', Max (p', î ' )<r<r ' .



468 CLAUDE FRASNAY

Si Ï^i désigne l'ensemble des fiches Q e= Ï de rang Z(Q) ̂  m,
l'ordre restreint y|^ est donc isomorphe au lattis y^ de base
2^. Pour que deux fiches Q, Q' de Ï vérifient : Q < Q' (mod. y),
il faut et il suffit qu'il existe un entier m ̂  Î(Q') tel que
Q.cQ,.

Dans l'ensemble Ï == [ J Ï^ (ordonné par y), toute fiche
m^l

Q =T^= S admet un nombre fini de minorants. On en déduit
facilement que Inf 56, puis Sup 3ë, existent pour toute partie
96 de Ï, ce qu'on exprime en disant que l'ordre y est un lattis
achevé.

6.4. Fiche d'un groupe de permutations.
6.4.1. Soit G un sous-groupe quelconque de S^. Puisque

l'ordre y^ (par inclusion) de base S^ est un lattis, il existe
une fiche Q e 2^ (et une seule) telle que Q^ soit le groupe indi-
catif maximum contenu dans G : nous dirons alors que Q est
la fiche du groupe G, ce qui introduit une application G —> Q
de S, sur \ _ __

De cette définition, il résulte immédiatement :
a) Pour toute fiche Q e ̂ ,, le groupe indicatif Q^ est le plus

petit sous-groupe de S^ ayant Q comme fiche.
b) Si deux sous-groupes G, H de S^ ont même fiche Q,

la fiche de G n H est également Q.
c) Si G, H sont deux groupes indicatifs de degré m, et si

Q est la fiche de G n H, alors : GAH == Q^.

Exemples. — 1° La fiche Q du groupe alterné A^ (de degré
m ^> 2) dépend du résidu de m (mod. 4). Pour m = 0, 1,
2, 3 (mod. 4), on obtient respectivement Q == J1, D, P, T.

2° On sait que Card (^4) == 11. Mais, parmi les 19 groupes
non indicatifs de degré 4, on compte: 12 groupes de fiche I1,
5 groupes de fiche J1, 1 groupe de fiche I1'2 et 1 groupe de
fiche I2'1.

6.4.2. Les seuls groupes de degré 4 ayant une fiche de rang 4
sont les groupes indicatifs D4, H'3, I3'1, I|, J|. De même :

PROPOSITION. — Les seuls groupes de permutations de degré
m ;> 5 ayant une fiche de rang m sont les groupes indicatifs
1^ (1 < P < m) et ^ (2r = m).
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Preuve. — Lorsque m = p + ç, il suffit de déterminer les
sous-groupes G de S^ contenant 1̂ . Supposons G -=^ ï^ :
pour aeG—1^, il existe alors deux entiers a, & == cr(a),
tels que l < ^ a < ; p < ; & < ; m .

a) S'il existe une permutation o-e G — ï ^ et des entiers
u, v = o-(u), tels que 1 <; u <; p, 1 <; ^ <: p, introduisons
<r' e G tel que (/((/) == p, (T'(&) == p + 1 (par exemple
<T/ == (^ J°)(^ P + 1) si ^ < p, p + 1 < ^) et posons : y == Œ' o cr.
Comme S^ est engendré par l'ensemble des m — 1 transposi-
tions (A, A + 1), le fait que ç o (u, a) o <p == (p^ p 4- 1)
appartienne à G implique G = S^. La conclusion serait la
même si u, v = o-(u) vérifiaient u > p et v > p.

6) Si toute permutation Œ e G — 1̂  vérifie les conditions :
(!<^<p =^p+l^ a(^) < m,
(p+l<î /<m=^ l<<7(î/) < p,

c'est que p == ç. Dès lors, puisque r^ o o- e I^,, on obtient
successivement : r^ e G, JS, c G, Œ e J^,, d'où G = J^,.

COROLLAIRE. — Les sous-groupes non indicatifs de S^ ont
des fiches de rang <; m — 1.

7. Suite de réduction d'un groupe de permutations.

7.1. Groupe réduit G^ cTun sous-groupe G de S^.
7.1.1. Le problème de réduction va faire apparaître une

intéressante application G -> G^ de S^ dans 2^+i. Auparavant,
une remarque s'impose concernant le changement de base.

a) Si (a, a') et (jî, jî') sont deux bichaînes isomorphes de
bases respectives E, F (autrement dit : s'il existe une bijection
f de E sur F telle que (3 ̂  a et (S' ̂  a'), on vérifie que :

^ (Ea)~1 o Ea- = (Fp)~1 ° F(^ lorsque E, F sont finis.
\ a = a' (mod. G) ^> p EEE p' (mod. G).

(En effet, pour toute restriction g de f appliquant l'un sur
l'autre deux ensembles finis X c E, Y c F, il est clair que :
Yp = g o X,, Yp-= g o X,., d'où : (X,)-1 o X,. = (Yp)-i o Yp-).

b) La proposition suivante montre la possibilité de réduire
l'une à l'autre deux G-compatibilités de base J(E), de degrés
différents :
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PROPOSITION. — Etant donné un groupe GeS^, U existe
un groupe H <= ï^+i (^ UM 5euZ) vérifiant la condition: « Pour
(ou( ensemble E d<° cardinal > m, Ze5 compatibilités relatives
aux groupes G et îî définissent la même équivalence : SG = SH,
de base J(E) ».

Preuve. — Si un groupe H e= S^ répond à la condition pour
un ensemble particulier Eg de cardinal m + 1, il est le seul
(d'après une remarque faite en 6.2.2.). La remarque précédente
concernant le changement de base montre que H convient
également pour tout ensemble Fg de cardinal m + 1 : une
bijection donnée f de Eo sur Fo définit en effet un isomorphisme
(a, a') -> ((S, (S') entre les deux compatibilités de bases J(Eo)
^JÇFo) relatives à un même groupe. Enfin, H convient encore
pour tout ensemble E de cardinal > m puisque, relativement
à un groupe donné de degré < m + 1, la compatibilité d'une
bichaîne (a, a') de base E se ramène à la compatibilité de
toutes les bichaînes (a|F, a'|F) lorsque F parcourt ^+i(E).

Dans le cas Card (E) == m + 1 auquel on est ainsi ramené,
introduisons l'ensemble H des permutations Œ = (Ea)~1 o Ey
liées aux bichaînes (a, a') de base E telles que : a ̂  a' (mod. G).
La réflexivité et la symétrie de l'équivalence &G impliquent :
^+1 «= H, et o- e H pour tout o- e H. Si deux permutations
(T = (Ea)""1 ° Ea», y = (Ep)-1 o Ep. appartiennent à H, notons f
la permutation de E telle que ? -C a', et 6 la chaîne de base E
telle que ?' -C 6. Les bichaînes (?, ?') et (a', 0) étant isomorphes,
la remarque faite en (a) montre que :

y = (E^)-1 o Ee, a' = 6 (mod. G), puis a = 6 (mod. G)

(par transitivité de Se), de sorte que o- o <p == (Ea)~1 o EQ appar-
tient à H. Ainsi, H est un sous-groupe de S^+i et sa définition
au moyen des bichaînes (a, a') de base E montre que :

a = a' (mod. G) ==^ a ̂  a' (mod. H).

Réciproquement, l'hypothèse a = a' (mod. H) implique
l'existence d'une bichaîne (pt, (S') de base E vérifiant :

((E^oE^^Ep^oE^,
^=(î' (mod. G).
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Les permutations f et g de E définies par : (3 ^ a, jî' -^ a',
vérifient : Ep == /* o Ea, Ep. == g o Ea-, d'où f == g. Les bichaînes
(a, a') et (jî, jî') sont isomorphes, donc : a et a' sont G-compa-
tibles. Autrement dit :

a = a' (mod. H) ==^ a = a' (mod. G).

Les équivalences SQ, SH de base J(E) coïncident.
7.1.2. Pour le groupe G e S^, posons : G^ = G et notons

QW le groupe H e S;̂ ^ associé à G conformément à la pro-
position 7.1.1. Nous dirons que G^ est le groupe réduit du
groupe G. Si L et M sont deux sous-groupes de S^, la généra-
tion du groupe réduit donnée en 7.1.1. montre d'ailleurs que :

L c M =>- LW c M<1).

La définition récurrente : G -̂*-̂  = (G^)^ (n entier > 0)
associe au groupe G e S^ une suite de groupes G^ e ̂ ^
vérifiant la condition : « Pour Card (E) ^> m + n, Zes compa-
tibilités de base J(E) relatives aux groupes G et G^ coïncident ».
Nous dirons que (G^^o est ^a ^u^e de réduction du groupe G.

Pour déterminer pratiquement le groupe réduit G^ d'un
groupe G e 2^, il est commode d'utiliser la chaîne naturelle ao
de base E == [1, m + 1]. En procédant comme en 6.2.2.
(par réunion et intersection d'ensembles convenables de mots
injectifs abc ... f), on obtient la classe d'équivalence

V !ao, a^, . . ., a^

formée des chaînes de base E qui sont G-compatibles avec (X.Q.
A chacune de ces chaînes a, correspond une permutation
(T^eS^+i telle que : Œ,(I) < cr,(2) < ... < ^Çm + 1) (mod. a;).
Toute bichaîne (a, a') de base E vérifiant a ̂  a' (mod. G)
est isomorphe à une bichaîne (ao, a;), et il est clair que Ea. == o',.
Il en résulte : G^ == ^(TQ, o-i, . . ., o-jJ.

Pour G == | ^4, (2, 4) j , par exemple, le calcul fait en 6.2.2.
se traduit par : G^ = 1^4 pour tout n ̂  1. Pour le groupe
alterné G == A4, on trouve :

G^ = { e,, (2,4) (3,5), (1,3) (2,4), (1,5) (2,4), (1,3,5), (1,5,3)},

puis G^ == J^+4 pour tout n ̂  2. Pour chacune des suites
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de réduction {G^n-^o ainsi obtenues, on constate que les
termes G00 sont des groupes de même fiche, et que ces groupes
sont tous indicatifs à partir d'un certain rang. Cette remarque
sera généralisée au § 8.

7.2. Suite de réduction Sun groupe indicatif.
Le résultat suivant souligne la parenté des groupes indicatifs

de même fiche :

PROPOSITION. — Pour toute fiche Q e ̂  et tout entier m > ^(Q),
le groupe réduit du groupe indicatif G = Q^ est G^ = Q^+i.

(Corollairement, la suite de réduction (G^^ est formée des
groupes indicatifs G^ == Q^+^.)

Preuve. — Posons k == ?(Q) et considérons, pour tout entier
n ̂  Â', deux chaînes quelconques a, ? ayant pour base un
n-ensemble E. Pour chacune des fiches Q == S, J1, T, D,
1̂ , J" (de rangs k = 1, 3, 3, 4, p + ç, 2r), il suffit de montrer
que :

a = (3 (mod. Q^) ^=^ a == ? (mod. Q,).

Comme Card (E) == n, la compatibilité de base J(E) rela-
tive au groupe Q^"^ e 2^ détermine ce groupe de manière
unique (6.2.2.), et Q^"^ == Q^ pour tout entier n > /c. Il en
résultera bien :

Q,D = (Q(^))(D = Q(,-i-/o == Q^.

Pour établir l'identité des deux compatibilités de base
J(E) relatives aux groupes Q/, et Q^, on peut (sans inconvénient)
prendre pour a la chaîne naturelle de base E = [1, n] :

1 < 2< . • • < n (mod. a).

La chaîne (î correspond alors à une permutation cr e S^
telle que: a(l) < a(2) < ... < (j{n) (mod. (i), de sorte que:

a=p (mod. Q,)^<reQ,.

7.2.1. Envisageons tout d'abord le cas des fiches S, J1, T.
a) Le cas Q == S est trivial, puisque deux chaînes quel-

conques a, p sont S^-compatibles pour tout n ̂  1.
V) Pour que a, ^ soient J^-compatibles, il faut et il suffit
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que cr == (r^ pour h = 0 ou 1. Ces deux possibilités :

1 < 2 < . . . < n (mod. (à)
ou

n<n— 1 < • • . < 1 (mod. (S)

expriment que a, ? sont identiques ou symétriques. D'après
6.2.3., l'équivalence ainsi définie coïncide avec la Ji-compati-
bilité.

c) Pour que a, ? soient T^-compatibles, il faut et il suffit
que Œ = (t^ pour 0 <: h <; n — 1. Ces n possibilités :

1 < 2 < • • • < n (mod. (î)
2 < 3 <. • . <n<i (mod. (3)

n<i< . . . < n — 1 (mod. (3)

expriment l'existence de deux chaînes 9i, Og telles que :
a == 9i + 82, (3 = Og + 61. Autrement dit : a et [3 ont même
cycle dérivé (5.3.2.) et, d'après 6.2.3., l'équivalence ainsi définie
coïncide avec la T3-compatibilité.

7.2.2. Envisageons maintenant le produit direct
D — T1T _ T Tl^n — ^n^n — ^n^n*

Le groupe D^, en particulier, comprend les 8 permutations :
^ (1, 2, 3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4, 3, 2), (1, 4)(2, 3), (2, 4),
(1, 2)(3, 4), (1, 3).

Au moyen de deux permutations de E appartenant respec-
tivement à J^ et T\, on peut associer à toute chaîne ? e J(E)
une chaîne D^-compatible P 'eJ(E) ayant 1 comme élément
minimum, et telle que 1 < 2 < 3 (mod. ?').

a) Si a, p sont D^-compatibles, introduisons les permu-
tations y <= Ji et ^ €= T\ telles que Œ == ^ o <p. La chaîne 6
de base E définie par: ^(1) < ^(2) < ... < ^(n) (mod. 6),
vérifie: a ^ O (mod. T^). Sous la forme:

or(9(l)) < Œ(9(2)) < ... < (T(9(^)) (mod. 6),

les mêmes inégalités montrent que : 6 = ? (mod. Ji). D'après
7.2.1. (examen des fiches J1, T), on en déduit : a = 6 (mod. Ï4),
6 ̂  p (mod. Ji), et a = [3 (mod. D^.



474 CLAUDE FRASNAY

b) Réciproquement, supposons que a, (î soient D4-comp9-
tibles. La chaîne ?' associée à ? vérifie :

(3' == (3 = a (mod. D^, 2 < 3 (mod. (S'),

et elle correspond à une permutation 9 de E telle que :

9(1) < 9(2) < ... < 9(n) (mod. ?'), 9(1) = 1.

Pour en déduire a = ^ (mod. DJ, nous allons montrer que
a == p' en appliquant la D4-compatibilité de a, (3' aux 4-parties
X= |1, 2, u, v\ de E. Comme ^4 et (2, 4) sont les seules per-
mutations T: <= D4 telles que -n;(l) = 1, le cas u = 3 fournit :
9(2) = 2, o(3) = 3. Comme ^4 est la seule permutation ire 04
telle que it(l) = 1, 7;(2) == 2, le cas des paires [u, v\ appar-
tenant à F = = | 4 , 5, . . . , n\ donne ensuite: a]F = (3'|F.
Il en résulte bien : 9 == e^ et a == [3 (mod. D^).

7.2.3. Dans le cas d'une fiche P'7, le rang est k = p + g.
a) Si a, ? sont Incompatibles, associons à tout Xe=^(E)

les traces Xi, Xg, Xg de X respectivement sur 11, 2, . . ., pL
IP+I, p+2, . . . , M—^, I M — Ç + I , . . . , n — 1 , ni.
De:

(Card (Xi) < p, a^ = PIX^, Card (X^ < y,
(a|X = a]Xi + aIX^ + a|X3, (î|X = p|Xi + PIX^ + PIXe,

il résulte facilement : (XJ-1 o Xp e 1̂ . Ainsi : a = ? (mod. 1 )̂.
6) Réciproquement, supposons que a, ? soient Incompa-

tibles. Au moyen de /c-parties X, Y, Z de E telles que :

^1,2, . . . , p , A j cX, {h, n—q+i, ..., ̂  c Y,
(Z= {1,2, ...,p—i^^^_ç4-2, . . . ,MJ ,

on obtient :

P < h < n (mod. a) ===^ a-(p) < A (mod. P)
l < / i < n — ç + 1 (mod. a) ===^ A < Œ(TZ — y + 1) (mod. (3)
P < i < J < n — q + 1 (mod. a) ===^ i < / (mod. ?).

Il en résulte successivement :

^(l),a(2), ...,^(p)j=|l,2, . . . , p ^ ,
Î ^ M — ç + 1 ) , ..., cr(7i)| = [n—q+1, . . . , n}, <j{h) = h



QUELQUES PROBLÈMES COMBINATOIRES 475

pour p < h < n — q + 1. Autrement dit : a et (3 sont
1̂ ' ̂ -compatibles.

7.2.4. Envisageons enfin le produit direct J; == J^I; == I;J^
pour r ̂  2 (le rang de la fiche J^ est alors /c == 2r).

a) Si a, (3 sont J^-compatibles, il existe (pour la même raison
qu'en 7.2.2. dans le cas du produit direct DJ une chaîne 0
de base E telle que: a =6 (mod. I;), 9 == (3 (mod. J;).
De l'étude des fiches J1 (7.2.1.) et P^ (7.2.3.), il résulte alors :
a =9 (mod. 1^), 9=13 (mod. J^), donc: a = (3 (mod. J;).

b) Réciproquement, supposons que a, ? soient J^-compa-
tibles et posons :

Ei= |1,2, . . . , r ^ , E,= |r+l,...,n-^,
E3= |n—r+ 1, ...,nj.

Au moyen de /c-parties X, Y de E telles que

\X\ U Ë 3 C X (^eEi), [y\ uEicY (î/eE3),

on constate que l'une 6 des deux chaînes p et (3' (symétrique
de P) vérifie : 9|(Ei u Ea) = 9[Ei + 6^3.

Par ailleurs, pour la chaîne naturelle de base i 1, 2, . . ., / c j ,
le groupe 1̂  est l'ensemble des permutations 'n; e J^ telles que
^(1) < T[:(/C). Cette condition est réalisée par il == (Xo)~1 o Xa
quand X est une /c-partie de E ayant (pour A, i, / dans Eg)
l'un des trois types suivants :

X = ^ 1 , 2, . . ., r, h, n— r + 2, . . ., n^,
X = j l , 2 , . . . , r — l , A , M — r + l , . . . , n | ,
X == |1, 2, . . ., r— 1, i, /, n— r + 2, . . ., n}.

Il en résulte :

donc :
9 = 9|Ei + 9]E, + 9|Ë3, 9|E, = a[E,,

a EEE 9 (mod. 1^), a EEE (3 (mod. J;).

Remarque. — On sait que l'application G -> G^ de S^
dans S^+i est croissante (pour l'inclusion). Si Q et Q' sont les
fiches respectives des groupes G et G00, la proposition précé-
dente (déterminant le groupe réduit d'un groupe indicatif)
implique : Q ̂  Q' (mod. y). En fait, nous montrerons au
§ 8 que Q = Q'.
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8. Théorème de réduction.

8.1. Seuil de réduction d'un groupe de permutations.
Pour tout sous-groupe H d'un groupe G e S^, la H-compa-

tibilité de deux chaînes a, (S de base E est une équivalence
plus fine que la G-compatibilité :

a = (S (mod. H) =^ a E= ? (mod. G).

Toutefois, dans le cas particulier où H est le sous-groupe
indicatif maximum de G, nous allons montrer que ces deux
équivalences coïncident dès que Card (E) est assez grand.

Un élément important de la démonstration est le théorème
de P. Erdôs et G. Szekeres [3] concernant les bichaînes et
leurs restrictions ^-cohérentes : « Pour tout entier h ̂  1 et
toute bichaîne (a, p) de base E telle que Card (E) > 1 4- (h—l)2,
il existe une h-partie F de E pour laquelle les chaînes a|F, (3[F
sont identiques ou symétriques ».

(Ce théorème des bichaînes a été étendu aux multichaînes
en 4.3.2.) L'énoncé suivant montre la possibilité de réduire
l'une à l'autre deux compatibilités relatives à des groupes
(de degré m) ayant même fiche :

Théorème de réduction. — Etant donné un groupe G e S^,
de fiche Q, il existe un entier s ̂  0 vérifiant la condition :
« Pour tout ensemble E de cardinal ̂  m + s, la G-compatibilité
des deux chaînes a, ? de base E implique la ^-compatibilité
de ces chaînes ».

(Par la suite, nous noterons 5o(G) le plus petit des entiers
s^ 0 vérifiant la condition précédente. Nous dirons que
5o(G) est le seuil de réduction du groupe G. Pour que G soit
un groupe indicatif, il faut et il suffit que So(G) = 0.)

Preuve. — Considérons (pour m ̂  4) un groupe non indi-
catif Ge2^, de fiche Q == T, D, P^ ou J7'. Pour un entier
convenable n ̂  m et toute bichaîne (a, (?) basée sur un
n-ensemble, il s'agit de montrer que :

a=? (mod. G) =^ a = (î (mod. QJ.
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Cette implication subsiste alors pour toute bichaîne de
base E telle que Card (E) ̂  n (puisqu'elle vaut pour les n-res-
trictions d'une telle bichaîne) et le théorème de réduction
s'ensuit pour le groupe G, avec ^o(G) ̂  n — m. Nous n'envi-
sagerons donc que des bichaînes (a, pt) de base E finie.

Pour h > m, Card (E) = n = 1 + {h — l)2, et deux chaînes
G-compatibles a, (î de base E, introduisons le plus grand entier
k <^ n pour lequel (a, (S) admette une /c-restriction J^-cohérente
(a|F, (i|F). Le théorème des bichaînes entraîne: k ̂  h ̂  m.

Si les chaînes a|F, p|F sont symétriques, c'est que r^ e G :
la fiche de G est alors Q = D ou Q == J^. Si p' désigne la chaîne
symétrique de (S, les chaînes a et ji', sont encore G-compatibles,
et la bichaîne (a, p') admet une restriction J^-cohérente maxi-
male (a|F, (i'IF) formée de deux chaînes identiques. Il suffit
de prouver : a = p' (mod. Q^) pour en déduire :

a==(î (mod. QJ.

Pour un entier convenable h ̂  m, Card (E) == 1 + (h — l)2,
et un groupe non indicatif G e S^, nous sommes ainsi ramené
au seul cas de deux chaînes G-compatibles a, ? de base E
pour lesquelles la bichaîne (a, p) admet une /c-restriction
J^-cohérente maximale (a|F, p|F) vérifiant: k^h et
a|F = p| F. Écartant le cas trivial k = n, nous poserons :

F = ^Oi, 02, . . ., a^\, ai < 02 < • • • < a^ (mod. a et ?).

A tout élément x e E — F, nous associerons le 3-partage
ç.(x) = (Fi, Fa, F3) de F vérifiant (par exemple) :

(a|(Fu { x ) } =a|Fi+a|^ + a^ + 0^3.
j ii!|(F u { x } ) = P|Fi + PIF^ + ̂ {x\ + P|F3.

avec Fa non vide, en raison du caractère maximal de la restric-
tion ^-cohérente (a|F, (Î|F).

8.1.1. Supposons que la fiche Q du groupe G soit T ou D,
ce qui implique : t^ e G. Comme les deux permutations
t^ = (1, 2, . . ., m) et (i, i + 1) engendrent le groupe S^,
il est clair que : (1, 2) $ G, (m — 1, m) ^ G. Comme entier
h ̂  m, nous allons prendre : h = 3m — 8. Dans les conditions
précédemment indiquées, il s'agit de démontrer :

a ==(3 (mod.T,).



478 CLAUDE FRASNAY

a) Pour a et (î, montrons d'abord que tout élément
x <= E — F majore ou minore l'ensemble

v == ( ̂ —2 ? ^m—l ? • • • ? ^—m+3 ) •

En effet, si l'un des deux ensembles Fi, F^ du 3-partage
associé e{x) = (Fi, Fg, F3) avait un cardinal > m — 2, il
existerait une m-partie X = [ x , y\ u Z de E vérifiant l'une
ou l'autre des deux conditions suivantes :

y e F.,, Z c Fi et (X^)-i o Xp = (m — 1, m)
y^F,, ZcFs et (X,)-i o Xp = (1, 2)

(en contradiction avec Ci, i + 1) ^ G).
De Card (Fi) < m — 2 et Gard (F3) < m — 2, il résulte :

V c Fg. Avec l'exemple choisi : x minore V pour a, x majore V
pour p.

b) Pour y-a = a|V == [î|V == ^2? les chaînes a et (S prennent
ainsi des expressions : a == ^ + (ag + 03), (i == ^ + (^ + ^3).
Posons : ao == (a2 + 03) + a^ ^0 == (^2 + Ps) + Pi. Deux
chaînes ayant même cycle dérivé (5.3.2.) sont T3-compatibles
(6.2.3.), donc T^-compatibles (7.2.1.). Par conséquent :

a=ao (mod.TJ, ? = (So (mod. TJ,
et aç ̂  po (mod. G). De k ^> h, il résulte par ailleurs :

Card (V) = k — 2m + 6 > m — 2.

Si les chaînes ao, (îo étaient distinctes, il existerait deux élé-
ments x, y de E — V et une m-partie X = ̂ x, y\ u Z de E
tels que : Z c V, x < y (mod. ao), y < x (mod. (3o)? d'oU la
contradiction : (XoJ~1 o XR == (m — 1, m).

Finalement : ao == ?o ^ a = p (mod. T^).
8.1.2. Supposons maintenant que la fiche Q du groupe G

soit ïpfq ou J1' : nous examinerons simultanément les deux cas
en posant p == q = r lorsque Q == J\ Au groupe G appar-
tiennent ainsi les p + q — 2 permutations

(l,i) et ( m — / + 1 , m)

(pour 1 < i ̂  p, 1 < / <: ç). Par ailleurs :

(1, 2), (1, 3), . .., (1, p), (1, p + 1) engendrent I™
(m — ç, m), (m — q + 1, m), . . ., (m — 1, m) engendrent

D^-n
»î
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Comme G contient le groupe indicatif 1̂ , mais aucun des
deux groupes: ï^ = If^V If^\ l^i^i^yi^i, il en
résulte : (1, p + 1) ^ G, (m — ç, m) $ G.

De même, Ta: 1̂  implique : ^ ^ G.
En 6.4.1., nous avions signalé que les fiches des groupes

non indicatifs de degré 4 étaient P, J1, I1'2, I2'1. Comme entier
h ̂  m, nous pouvons donc prendre : h == 3m — p — q — 5.
Dans les conditions précédemment indiquées, il s'agit de
démontrer: a=(S (mod. 1 )̂.

a) Posons : V = \âp, Op+i, . . ., a^-q^} et montrons que tout
élément x e E — F se comporte pareillement pour a et ?,
soit en majorant V, soit en minorant V. Pour cela, vérifions
successivement chacune des alternatives suivantes concer-
nant le 3-partage associé e{x) = (Fi, Fa, F3) :
( (a^ Card (Fi) > m — q — 1 ou Card (F3) > m — p — 1
j (03) Card (Fi u Fg) < p ou Card (Fa u Fa) < q.

Tout d'abord, Card (Fa) >. m — 1 impliquerait l'existence
d'une m-partie X == \x\ u Y de E telle que

YcF,, (X,)-^Xp=^,
en contradiction avec ̂  <t G. De Card (Fg) <: w — 2, il résulte :
Card (Fi u Fs) > 2m — p — q — 3, d'où l'alternative (ai) pour
£(^

Si £(a;) ne vérifiait pas l'alternative (02), il existerait deux
entiers i, / (1 < i < p, 1 < / < ç) et quatre ensembles Y^ c Fi,
Yg c Fg, Za c Fg, Zg c Fa tels que :

(Card (Yi u Y^) = p, Card (Y^) = i — 1
( Card (Za u Zg) = g, Card (Za) = / — 1.

Lorsque Card (Fa) ̂  m — p — 1, on pourrait trouver une
m-partie X = \x\ u Yi u Yg u Ya de E telle que Yg c Fa, pour
laquelle Œ = (Xa)-1 o Xp = (i, i + 1, ..., p, p + 1). Dans
chacun des cas :

i=l,p=i=>^= (1,2)

i = 1, p > 1 =^ Œ'o (1, 2) o cr = (1, p + 1)

. > 1, P > 1 =^ Œ o (1, p) o ̂  == (1, p + 1)

on aboutirait à la contradiction : (1, p + 1) e G.
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Lorsque Card (Fi) ̂  m — q — 1, un raisonnement analogue
(avec une m-partie X = \x\ u Zi u Z^ u Zs de E telle que
Zi c Fi) aboutirait à la contradiction : (m — g, m) es G.

Avec l'alternative (02), l'élément a; vérifie donc bien l'une
des deux conditions :

( Card (Fi u Fg) < p, V c Fs : x minore V pour a et ?
(Card (Fg u Fs) < g, V c Fi : x majore V pour a et (î.

&) Pour toute partie non vide X de l'ensemble fini E et
toute chaîne 0 de base E, notons Min^ X et MaX(Q) X respecti-
vement le premier élément et le dernier élément de X pour
la chaîne 9. D'après ce que nous venons de démontrer concer-
nant les chaînes G-compatibles a, ? et les ensembles F, V,
E — F ? i! existe un 3-partage (Ei, Ea, Es) de E vérifiant les
conditions suivantes :

a = a|Ei + a|Ea + 0^3,
(&i) (S = p|E, + p|E, + P|E3,

V c E g et a|Ë2 = ^E^.
(b } (Fi =/= 0 =^ Max^) EI ̂  MaX(p) Ei
v 2/ ^3^0=^ Min^ Ë3 ^= Min^ Es.

Les conditions (&a) expriment le caractère maximal de Eg
vis-à-vis des conditions (&i).

Choisissons deux ensembles Y' et Z' tels que :

(Y'c \a,,a^ . . . , a , j c (Eg u Es), Card (Y') = m—p— 1
?Z'c |oi, 02, . . ., a^+i| c (Ei u Eg), Card (Z') = m — g — 1 .

Si le cardinal de Ei était ^ p + 1, on pourrait trouver
une m-partie X == | a, b} u Y u Y' de E telle que :

a = Max^) Ei, b = Max^p Ei, Y c Ei — [a, b}.

Comme a|Y' == RIY', la permutation (XJ-1 o Xp e G conser-
verait chaque entier p + 2, p + 3, . . ., m, mais elle aurait
(pour des entiers i, /, . . ., l compris entre 1 et p) un cycle
composant :

(1,7, . . . , ^ p + l ) = = ( ^ p + l ) o ( ^ / , . . . , ? ) .

Il en résulterait (i, p + 1) e G et l'on aboutirait (comme
précédemment) à la contradiction : (1, p + 1) es G.
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Par un raisonnement analogue, l'hypothèse Card (Eg) ̂  q + 1
conduirait à la contradiction : (m — g, m) e G.

On en déduit, finalement :
Card (Ei) < p, Card {E^) < ç, (E^)-1 o Ep e 1̂ ,

et (d'après 7.2.3.): a = ^ (mod. 1 )̂.
8.2. Suite de réduction d'un groupe de permutations quel-

conque.

8.2.1. Soit Q la fiche d'un groupe Ge S^. Pour n fixé (et G
variant dans S^), l'application G —> G^ de S^ dans S^+n
est croissante pour l'inclusion. La proposition 7.2. montre
alors que le groupe indicatif Qm+n est un sous-groupe de G^
pour tout entier n ̂  0. Le théorème 8.1. (introduisant le
seuil de réduction Sç{G) du groupe G) permet d'apporter la
précision suivante :

PROPOSITION. — Etant donné un groupe G e= S^, de fiche Q,
les entiers n ̂  ^o(G) sont ceu;r pour lesquels G^ == Q^+n
dan5 Za sui^e rfe réduction de G (alor5 çue Qm+n ^( ^^ sou$-
groupe strict de G^ pour 0 ̂  n < S()(G)).

Preuve. — Pour ^ ̂ . 0, Card (E) == m + n et deux chaînes
quelconques a, ? de base E, on sait que :

(a E= (3 (mod. G) ^==^ a = ? (mod. G )̂ (7.1.2.)
fa=p (mod.QJ^aEEE(i (mod. Q^) (7.2.)

Pour que G^ = Q^n, il faut et il suffit (6.2.2.) que les
deux compatibilités de base J(E) relatives aux groupes G^
et Q,n+n coïncident. Comme ces équivalences s'identifient
aux compatibilités de baseJ(E) relatives aux groupes G et Q^,
la condition imposée caractérise (d'après 8.1.) les entiers
n>So(G).

8.2.2. PROPOSITION. — 5i Q est la fiche Sun groupe Ge2^,
Q est aussi la fiche du groupe réduit G^ (ou encore: tous les
groupes Sune suite de réduction (G^y^o ont même fiche).

Preuve. — Soient Q, Q', Q", . . . les fiches respectives des
groupes G, G^ G^, . . . Pour le lattis y de base Ï (ensemble
des fiches S, T, D, P'^, J^, nous avons déjà obtenu :
Q ̂  Q' (mod. y) en utilisant la croissance de la fonction

23
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G -> (JW et la proposition 7.2. (réduction des groupes indi-
catifs). Par itération, il en résulte : Q < Q' < Q" < ... (mod. y).
Par ailleurs, nous venons de voir que G^ est un groupe indi-
catif de fiche Q pour tout entier n > 5o(G), de sorte que la
suite : Q, Q', Q", ... est nécessairement constante.

8.3. Caractérisation des groupes indicatifs.
Rappelons qu'une fiche P est une suite indicative (6.1.2.)

dès qu'il existe une bichaîne de base infinie admettant les
termes Pi, P^, . . . , P^, ... comme groupes propres. Nous
savons que les fiches S, T, D, P^, J" sont des suites indicatives
particulières (6.3.2.).

8.3.1. Voici une conséquence du théorème de réduc-
tion (8.1.) :

PROPOSITION. — Chaque terme d'une suite indicative est un
groupe indicatif.

Preuve. — Si G est le groupe propre de degré m d'une bichaîne
(a, P) de base E infinie, et si Q est la fiche de G, le théorème 8.1.
implique: a EEE (S (mod. Q^). Puisque Q^ c G, la définition
même des groupes propres nécessite : G = Q^.

Ainsi se trouve finalement justifiée une remarque faite en
6.3.2., concernant la caractérisation des groupes indicatifs :

COROLLAIRE. — Pour qu'un sous-groupe G de S^ soit un
groupe indicatif, il faut et il suffit qu'il existe une suite indica-
tive P telle que G = P^.

8.3.2. Pour achever la détermination des suites indicatives,
nous utiliserons les propositions 7.2. et 8.3.1., ainsi que deux
remarques concernant l'ensemble Ï des fiches S, T, D, P'^, J7'.
Cet ensemble Ï est ordonné par le lattis y défini en 6.3.4.

a) Pour Q e ̂  Q ^= S, la fonction Q -> Z(Q) (rang de Q)
est une application croissante de iî — |S^ (ordonné par y)
dans N (naturellement ordonné).

(La vérification est facile en interprétant le rang ^(Q),
pour Q =^ S, par la condition : 1 < m < Z(Q) ^==^ Q^ == SJ.

b) Pour que deux fiches Q, Q' de Ï vérifient :

Q<Q' (mod. y),

il suffit qu'il existe un entier m > Z(Q') tel que : Q^ c Q; .̂
(Remarque déjà faite en 6.3.4.)
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PROPOSITION. — Les fiches S, T, D, P^ J^ (p, ç, r entiers
^ 1) son( Ze5 seules suites indicatives.

Preuve. — Soit P une suite indicative (formée des groupes
propres P^ d'une bichaîne (a, (S) de base E infinie). Nous
venons de voir que chaque groupe P^ est un groupe indica-
tif (8.3.1.).

Si P -=f=^ S, il existe un entier k ̂  2 tel que P^ soit un sous-
groupe strict de S^, alors que : 1 < m < k => P^ === S^. La
fiche Q du groupe P^ est l'une des suites T, D, P'^, J" : elle
vérifie 2 <; l (Q) <: k. Puisque a = (î (mod. Q^), la proposition
7.2. montre que a et (î sont Q^-compatibles pour tout entier
m > ^(Q) î dans ce cas, Q^ =^= S^ assure Z(Q) = /c. Ainsi :

(l<m</c=^P,=Q,,
( m>/c=^P,cQ,.

Pour un entier fixé m ̂  /c, soit Q' la fiche du groupe P^.
D'après la remarque (&), l'inclusion: Q^ c Q^ pour un entier
m ̂  ^(Q) implique : Q' < Q (mod. y), avec Q =/= S, ce qui
assure également Q' =/= S. D'après la remarque (a), il en résulte :
^(Q') < A*< m. Puisque a= ^ (mod. Q^), la proposition 7.2.
implique : a ̂  ? (mod. Q^). Comme précédemment, l'inclusion :
Qfc c Qk pour un entier k > Z(Q') entraîne : Q < Q' (mod. y).

Finalement : Q' == Q, P^ == Q^ pour tout entier m > 1, et
là suite indicative P coïncide avec la fiche Q e Ï.

L'ensemble infini dénombrable Ï est donc Vensemble des
suites indicatives.

9. Théorème de recollement.

9.1. Le problème de G-recollement.

9.1.1. Soit <I> un ensemble de chaînes dont les bases sont des
parties d'un ensemble E (l'ensemble 9 de ces bases est le
support de <!>). Étant donné un groupe de permutations
G e S^, il est intéressant de savoir s'il existe une chaîne 0
de base E qui soit G-compatible avec toute chaîne y e $ :
dans l'affirmative, nous dirons qu'une telle chaîne 0 est un
G-recollement de l'ensemble $. Voici, à ce propos, quelques
remarques simples :
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a) Si 6 existe, les chaînes de ^ sont nécessairement G-compa-
tibles deux à deux: cette dernière condition peut encore
s'exprimer (que 6 existe ou non) en disant que l'ensemble $
est G-cohérent.

b) Si $ est G-cohérent et si toutes les chaînes de <D ont
même base F, toute extension 0 e J(E) d'une chaîne parti-
culière <po e ̂  est un G-recollement de <!>.

c) Voici une situation moins triviale :
Pour un entier n > m et un (n + l)-ensemble

E = \XQ,X^ ...,^,

posons F. == E—\Xi\ (0 < i < n) et supposons que le
support de <D soit S = s^(E) = ^Fo, Fi, . . ., F^. Au sens
de 1.3.1., nous dirons alors que l'ensemble E est strictement
recouvert par les chaînes de <I>.

Dans ces conditions, introduisons m + 1 chaînes

ÎO? ?1? . • ., Cm

de $ ayant Fo, F^, ..., F^ comme bases respectives, et posons :
^' = lîo? ?i? • . ., 9m ^ . Du seul fait que toute w-partie X de E
est contenue dans l'une F, des bases Fo, Fi, ..., F^ (il suffit,
pour cela, que ^ « X), on déduit :

PROPOSITION. — Pour 6eJ(E), la G-cohérence de chacun
des ensembles <D et <!>' u 10 j implique celle de 0 u î 9 L

(Pour toute chaîne 9 e= <& et toute m-partie X de la base
de 9, c'est une conséquence de :

(Xe)-1 o X, = [(Xe)^ o X,J o [(X,.)-i o X,]).

9.1.2. Dans le cas d'un (n + l)-ensemble E strictement
recouvert par des chaînes G-compatibles (po? îi? • . . , Çn, il
peut n'exister aucun G-recollement pour l'ensemble

^= |îo,îi, . . . ,yn!.

Par exemple, pour m = 4, n = 5, considérons le groupe: :
G== 1^4, (2, 4) j et les chaînes a, ? de base E == |^o?^i? • • .^sj
telles que :

{XQ <; ̂  <; .2*2 < ^3 < ^4 < ^5 (mod. a)
^o < ^i < ^5 < ^4 < ^3 < ^2 (mod. (S).
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On vérifie facilement la G-cohérence de l'ensemble de
chaînes :

^== |a |Fo , a|F,, (Î|F,, (^3, ̂  (î|F^.

Puisque le groupe réduit de G est G^ = I| (7.1.2.), la
G-compatibilité d'une chaîne y e <]) avec une chaîne 9eJ(E)
implique: y == 6|F. La G-cohérence de < t > u | 6 ^ impliquerait
donc la U-cohérence de 0, en contradiction avec :

x^ < XQ (mod. 90)? 3̂ < 2̂ (mod. 94).

Par contre, pour le même groupe G et n ̂  6, la G-compati-
bilité de deux chaînes quelconques y,, y y de $ implique leur
compatibilité (puisque Card (F( n F^) ;> 5 et G^ == I|). L'exis-
tence d'un G-recollement 0 pour 0 résulte alors de la proposi-
tion 1.3.1. (que nous allons généraliser).

9.2. Seuil de recollement d'un groupe de permutations.
Par une étude directe pour les groupes indicatifs, et grâce

au théorème de réduction pour les groupes non indicatifs, nous
allons démontrer un résultat préliminaire :

LEMME DE RECOLLEMENT. — Etant donné un groupe G e S^,
il existe un entier s ̂  0 vérifiant la condition suivante : « Pour
tout entier n ̂  m + s et tout (n + l)-ensemble E strictement
recouvert par des chaînes G-compatibles 90? îi? • • • ? în? il existe
un G-recollement 0 de base E pour l^ensemble

^== |îo, Cl, • • • , fn} ».

(Par la suite, nous noterons ^i(G) le plus petit des entiers
s ̂  0 vérifiant la condition précédente, et nous dirons que
^i(G) est le seuil de recollement du groupe G).

Preuve. — Comme précédemment, nous poserons

E == \XQ, x^ . . . , x^\

et nous noterons F(==E— ix^ la base de la chaîne y, (Q^i^n).

Le cas du groupe S^ est trivial (pour s == 0). Comme sous-
groupes stricts G de S^, nous envisagerons successivement :
Vhî Jii? T^, D^ (pour lesquels convient s = 1), 1̂ , J^, puis
les groupes non indicatifs. En prenant n^ m + 1, nous assure"
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rons Card (F, n Fy) > m pour le support |Fo, Fi, . . . , F^j
de l'ensemble G-cohérent <I>. Lorsque G est un groupe indicatif :
G == Q^ (Q étant une fiche de rang k <; m), la proposition 7.2.
montre alors que <& est Q^-cohérent pour tout entier h ̂  k.

9.2.1. Pour G == li, (m > 2) et n > m + 1, <& est un
ensemble cohérent de chaînes auquel s'applique la proposi-
tion 1.3.1. Il existe alors une chaîne 6 de base E telle que
^==9[|^(E), et ( P u ^ O j est Incohérent.

Pour G == Ji» (m :> 3) et n >. m + 1, les restrictions
(p;|(F,nFy) et îy](F,nFy) sont identiques ou symétriques. Il
existe alors un ensemble de chaîne ¥ == |ço, a^ ag, . . ., aJ
vérifiant (pour 1 < i < n) les conditions :

(a; et <P( sont identiques ou symétriques.
f ? o l ( F o n F , ) = a , | ( F o n F , ) .

Pour 1 <; i < / <: n, l'ensemble

V = F o n F , n F , = = E — | a ; o , ^ ^ |

vérifie: Card (V) > 2, a,.|V =: 9o|V == a,|V, de sorte que:
a^|(F( n Fy) == ay|(F, n Fy). Comme précédemment, la proposi-
tion 1.3.1. s'applique à l'ensemble cohérente : pour la chaîne 9
de base E telle que ¥ = e||^(E), l'ensemble $ u ^ est
Ji,-cohérent.

9.2.2. Pour G == T^ (w > 3) et M > m + 1, les restrictions
ç;|(F,nFy) et Çy|(F,nF,) ont même cycle dérivé. Il existe
alors un ensemble de chaînes ¥ = ^ < p o , ai, ocg, . . ., aJ véri-
fiant (pour 1 <; i <; n) les conditions :

j a, e J(F,) et a. = 9, (mod. T^).
^o ̂  Max^,) F,, 9o|(Fo n F,) = a,|(Fo n F,).

Cet ensemble Y est encore T^-cohérent. Posons :
¥' = j îo, ai, a^, <x.^ et ^i < ^2 < • • • < ^n (mod. ©o).
Les conditions :

rco < Xn (mod. ai), ^ < ^3 < ^4 < • • • < ̂  (mod. ai),

donnent (n — 1) possibilités pour la chaîne ai. De même :

ô < ^n (mod. a^), î < 3̂ < ^ < . . . < ̂  (mod. a^)
(^0 < ^n (mod. 03), î < 2̂ < 4̂ < • • - < ^n (mod. 03).
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En appliquant la T3-compatibilité de Oi, ocg, 03 à des 3-par-
ties convenables de E, il est alors possible (pour chaque chaîne
Oi) de préciser ocg et 03 :

a) La T3-compatibilité de Oi, a^ appliquée à \XQ^ ^3, ^n|
et ^o? ^i? ^i-t-i^ donne les conditions:

\XQ <^ x^ (niod. Oi) ==> XQ <; ^3 (mod. a^)
^3 < ̂  < XQ < ^4.1 (mod. Oi)==>- ̂  < ^o < ^i+i (mod. 02).

Il en résulte (n 4- 1) possibilités pour le couple (a^, a^).
&) La T3-compatibilité de a^, a^, 03 appliquée à j^o, o;i, ^^,

î^o? ^i? ^l? ^o? ^2? ^î ^o? rl;» ^i+ij donne les conditions:

^o <^ ^i (mod. a^) ==»- a;o < ^i (mod. 03).
^o <^ ^2 (mod. a^) et ^i < ^o < ^3 (mod. ag)

====^ ̂  < XQ < 3:2 (mod. 03)
^2 < ^o < ^3 (mod. ai) ===> ^2 < ^o < ^4 (mod. 03)
^3 < ^o < ^4 (mod. a^) ===^ ^2 < ^o < ^4 (mod. 03)
^4 ̂  ^i < ^o < 1̂+1 (mod. a^) ==> x^ < rco < 1̂+1 (mod. 03).

Sur les (n + 1) cas possibles concernant (ai, 02), ces condi-
tions écartent le cas :

2̂ < ^o < ^3 (mod. ai) et XQ < a;i < 3̂ (mod. 02).

Il reste alors n possibilités pour (ai, 02, 03). Dans chaque cas,
<po, ai, 02, 03 apparaissent comme les restrictions d'une chaîne 6
(et une seule) de base E telle que : XQ <^ x^ (mod. 6) et

î < 2̂ < • • • < ^n (mod. 6).

Ainsi, ¥ 'u ^ O j est cohérent et (d'après 9.1.1.) ¥ u |6 j est
T3"cohérent. La chaîne 6 est donc T^-compatible avec
îo? îi? • • • ? în.

9.2.3. Envisageons maintenant le produit direct

G=D,=J1^ (m>4)

pour n ^> m + 1- Quand on remplace une chaîne ç, e $ par
la chaîne symétrique <pi, ou par une chaîne ayant même cycle
dérivé que ç, ou (pS, 0 est remplacé par un ensemble qui est
encore D^-cohérent. Il existe donc un ensemble de chaînes
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D^-cohérent ¥ == | Ço? ^i, ag, . . . , a^ vérifiant (pour 1 < i < n)
les conditions :

<a.eJ(F,) et a,==y, (mod. D^),
( XQ = Min^) F,, 9o| (Fo n F,) == a,| (Fo n F,) (mod. T^).

a) Montrons que les chaînes ai, ocg, . . ., a^ sont deux à deux
compatibles. Pour 1 ̂  i <; / ̂  n, posons :

V = Fo n F, n F/ == E — ^o, ̂ , ̂ j,
d'où : ( F, n F, == |a;o j u V, Card (V) > 3,

fa,|V=9o|V==^|V (mod.T3).

Comme a;o est le premier élément de F, n Fy pour a, et a,
il s'agit de montrer que a,|V == a^|V. Pour cela, considérons,
l'application X -> Y de ^(V) dans ^(F, n F^) telle que
Y == | a?o} u X. Puisque :

a,|X=a^X (mod. Ta), Œ = (Y,,)-i o Y,r

est Fune des trois permutations e^ (2, 3, 4), (2, 4, 3). De
(T e D4 et (2, 3, 4) ^ D4, il résulte alors : cr = 64 et a,|X = ay|X.
Les chaînes a,|V et ay|V (ayant les mêmes 3-restrictions)
sont bien identiques.

&) L'ensemble Y étant T^-cohérent, nous venons de voir
(9.2.2.) qu'il existe une chaîne 6 de base E telle que ¥ u ( ô ?
soit T^-cohérent. Il est clair qu'une telle chaîne 9 est D^-compa-
tible avec Ço, îi, . . ., Tn.

9.2.4. Avant d'aborder le cas des groupes G = 1̂ , une
remarque s'impose concernant les sous-groupes G, H de S^
qui sont conjugués par le retournement r^ (autrement dit:
H = 7^ o G o rj. Si deux chaînes a, ? sont G-compatibles,
leurs symétriques a', (3' sont H-compatibles (puisque, par
exemple, Xa' == Xa o r^ pour toute m-partie X de la base de a).
Pour de tels groupes G, H, la condition du lemme de recolle-
ment est donc vérifiée par les mêmes entiers 5^0, de sorte
que: ^i(G) = 5i(H). Cette égalité vaudra, en particulier, pour
G == I^7 et H == l^p. Dans ce cas, nous allons mettre en évidence
l'entier 5i(G) en procédant par récurrence sur le couple (p, ç).

a) Supposons démontré le lemme de recollement pour le
groupe Vrn1? et prenons :

n > Max (m + 1, m + ̂ (K1), p + q + 3).
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Pour l'ensemble des chaînes If^-cohérent ^ == |9o,9i, ..., 9nL
posons :

î < 2̂ < • • • < ^n (mod. 90), yi < 2/2 < • • • < Vn (mod. Ci)
A ==^1, 2/1, î/2, . . . , 2/n-<7-2L B==^^_i, î/^, ..., y^

A , = A — ^ , B , = = B — | ^ (0< i<n) .

La bipartition (A, B) de E vérifie : Card (A) > p + 2
(puisque n > p + ç + 3) et Card (B) = q + 2. La Incompa-
tibilité de 90 avec 91 = 9i|Ai + 9i|B montre que:

<a;oeA==^A = \XQ,X^ . . . , x^^\ et 90 === TolAo + 9o|B.
^oeB=^A== ^1,^2, • • . , ^n-î-ij et 90 =9o|A+ 9o|Bo.

La I^i-compatibilité de 9, (2 < i<; n) avec 90 et 91 montre
que :

iîil(Fo n F,) == 9,|(A, — ^oQ + 9,|(B, — {x,\Y
(9,|(Fi n F,) = 9,|(A, — \x^) + 9,|B,

L'hypothèse n > p + q + 3 assurant a;i =^= Ma^^ A,
lorsque ^o^B, on obtient ainsi (dans chacun des deux cas:
XQ €E A, XQ e B) :

9. == 9,| A, + 9,|B; pour 0 < i < n.

&) Introduisons les chaînes ao, ai, . .., a^ (de bases respec-
tives Fo, Fi, ..., FJ définies par: a, = 9,|A, + 9i|B,. Puisque
Card (B) = q + 2, il est clair que l'ensemble

¥= |ao,ai, ...,a^

est I^i-cohérent pour h = n — q — 1. Par ailleurs :

a. = 9. (mod. I^) pour 0 < i < n.

Deux chaînes quelconques a., a, (0 < i < / < n) sont donc
compatibles relativement aux deux groupes I^i et Î :1!, d'in-
tersection I^i. Ainsi, l'ensemble ^ est I^-cohérent, et l'hypo-
thèse yi>m+5i(I^ 1 ) assure l'existence d'une chaîne 6 de
base E telle que :

a. EEE Ô|F, (mod. I^1) pour 0 < i < n.
Comme I^VI^ = 1̂ , la chaîne 0 est Incompatible avec
chacune des chaînes 9o» Ci? • • • » 9n-
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Par la méthode que nous venons d'exposer, la validité
du lemme de recollement se transmet du groupe I1^1 (9.2.1.)
aux groupes 1̂  (et à leurs conjugués I^'1 == r^ o Ï^P a rj,
puis des groupes I^'1 aux groupes 1̂ .

9.2.5. Pour le produit direct G = J^ = JU^ (r > 1, m > 2r),
prenons: n > Max (m + 1, m + Si(I^), 2r + 2). Il existe
alors un ensemble de chaînes ¥= |(po, o^, ag, . . . , a^ véri-
fiant (pour 1 <; i <: n) les conditions :

(a, et y, sont identiques ou symétriques
fyo|(Fo n F,) EE a,|(Fo n F,) (mod. 1 )̂.

a) Montrons que les chaînes o^, Og, . . . , o^ sont I^-compa-
tibles.

Pour l < i ; < / < n , Pensemble V == Fo n F, n F^ et la
permutation o- = (Va..)"1 o V^ de 11, 2, . . ., n — ï\ vérifient :

( F, n F, = \x^\ u V, Card (V) > 2r,
fa,|VEEE9o|VE=Ea,|V (mod. 1^), d'où <r(l) < r.

Les restrictions a,|(F, n Fj) et ay|(F,nFy) sont J^_i-compa-
libles. Si elles n'étaient pas I^_i-compatibles, il existerait
deux r-parties X, Z de F; n Fy et deux restrictions symétriques
^•|Y, a,|Y telles que : a,|(F, n F,) = a,|X + a,|Y + aJZ,
aj (F. n F,) = a, | Z + a, | Y + a, | X. L'élément a = Min^,) V
serait le (r(l)"ième élément de V pour la chaîne a;, et la condi-
tion a e= Z impliquerait la contradiction :

îr(l) > n — r — 1 > r.

L'ensemble V est donc bien I^-cohérent.
&) Comme n ̂ . m + 5i(Iîn), nous savons (d'après 9.2.4.)

qu'il existe une chaîne 9 de base E telle que ^F u { 9 { soit
lîn-cohérent. Il est clair qu'une telle chaîne 9 est J^-compa-
tible avec 90? îi? • • • ? ?n-

9.2.6. Considérons enfin le cas d'un groupe G non indicatif
de degré m et de fiche Q. Prenons

n > Max (m + 1 + 5o(G), m + ̂ (QJ).

Puisque le support ^ Fo, Fi, .. . , F^| de l'ensemble G-cohérent
$ vérifie (pour 0 < i < j < n) : Card (F, n F .̂) > m + ^o(G),
le théorème de réduction (8.1.) montre que l'ensemble $
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est Q^-cohérent. Puisque n > m + «i(QJ, nous savons qu'il
existe une chaîne 8 de base E telle que 0 u { 9 \ soit Q^-cohérent.
A plus forte raison, la chaîne 6 est G-compatible avec les
chaînes Ço? ?i? • • ., 9n de <I>.

Le lemme de recollement est ainsi démontré pour n'importe
quel groupe de permutations G e S .̂

9.3. Théorème de G-recollement.
Pour un groupe de permutations G et les ensembles G-cohé-

rents $ de chaînes dans E, le lemme 9.2. fournit, simultané-
ment, une situation «minimale» (correspondant au seuil de
validité 5i(G)) et un procédé récurrent sur Card (E) tant
que ce cardinal est fini. Par récurrence ordinaire (de n à n + 1)
il permet d'associer à un ensemble 0, de support convenable,
une chaîne 6 de base E qui soit G-compatible avec toute chaîne
y e <t). Le théorème ainsi obtenu pour les ensembles finis se
généralise ensuite, par ultra filtration, aux ensembles E infinis
(l'axiome des ultrafiltres apparaissant dans l'emploi du théo-
rème de cohérence partielle 1.3.3., corollaire 2).

THÉORÈME. — Etant donné un sous-groupe G de S^, il
existe des entiers s >. 0 vérifiant la condition: « Tout (m + s)-
recowrement ^ d'un ensemble E par des chaînes G-compatibles
admet un G-recollement 6 de base E ». Le plus petit de ces entiers s
est le seuil de recollement ^i(G).

Preuve. — Soit M l'ensemble des entiers s > 0 vérifiant la
condition du théorème. Pour se M et n === m + s, supposons
qu'un (n + l)-ensemble E soit strictement recouvert par
des chaînes G-compatibles ço? 9i, • • . , 9n. L'ensemble

^= j?0, î l , ...,?n!

est alors un n-recouvrement de E, et la condition s e= M implique
l'existence d'un G-recollement 9 de base E pour $. D'après
le lemme 9.2., il en résulte: s >. «i(G).

Il reste à montrer que ^i(G) e= M.
Pour k == m + ,<?i(G), Card (E) > /c, introduisons un /c-recou-

vrement <I> de E par des chaînes G-compatibles. Il s'agit de
montrer l'existence d'une chaîne 9 de base E telle que 0 u ( 9 {
soit G-cohérent, en distinguant nettement les deux cas : E
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fini (9 s'obtient par récurrence ordinaire), E infini (9 s'obtient
par ultra filtration).

9.3.1. Si Card (E) == k, ^ est un ensemble non vide de
chaînes G-compatibles de base E : il suffit de prendre 9 e $.

Pour n ;> /c, l'hypothèse de récurrence consiste à supposer
qu'un G-recollement peut être obtenu dans tous les cas où
Card (E) == n.

Pour Card (E) = n + 1, posons ^(E) == |Fo, F^, ..., F^.
Lorsque 9 (de base Y) parcourt $, notons 0, (pour 0 < i < n)
l'ensemble des restrictions y|(Y n F,) : cet ensemble de chaînes
<t>( est G-cohérent, et il constitue un /c-recouvrement du
n-ensemble F(. L'hypothèse de récurrence implique alors
l'existence d'une chaîne a, de base F, qui est G-compatible
avec toute chaîne 9 e $.

Pour 0 ̂  i < / ̂  n et toute m-partie X de F, n Fy, il existe
(puisque k > m) une chaîne y e 0 de base Y telle que X c Y,
Dès lors : a,| X = y|X == o/|X (mod. G) montre que l'ensemble
de chaînes ¥ == \y^ o^, . . . , a^ est G-cohérent. Comme le
support de ¥ est ^(E), le lemme 9.2. affirme l'existence
d'une chaîne 9 de base E qui est G-compatible avec

ao, ai, . . ., a^.

Pour toute chaîne y e <I>, de base Y, et toute w-partie X
de Y, il existe une n-partie F( de E telle que X c F,. Puisque :
ç|X= a,|X= 9|X (mod. G), les chaînes 9 et y sont G-compa-
tibles. La chaîne 9eJ(E) est bien un G-recollement pour $.

9.3.2. Lorsque E est infini, notons S l'ensemble des parties
finies F de E telles que Card (F) ̂  k. Pour tout F e 3<, intro-
duisons l'ensemble ^p des chaînes y | ( Y n F ) lorsque <p (de
base Y) parcourt $, et désignons par ¥p l'ensemble des chaînes
aeJ(F) qui sont G-compatibles avec toute chaîne y e <&.

,a) Pour deux ensembles F e 3?, F' e 9 tels que F c F', il
est clair que : a e ¥p. ̂ ^ a|F e ¥p. L'ensemble de chaînes
¥==U¥F est donc saturé (1.3.2.).

Fe^
b) Tout ensemble $p est G-cohérent, et constitue un

fc-recouvrement de l'ensemble F. Le cas fini du théorème
(9.3.1.) montre alors que ¥p est non vide. Ainsi, le support
de ¥ est l'ensemble filtrant 9.
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D'après le corollaire 2 du théorème de cohérence partielle
(1.3.3.), il existe une chaîne 6 de base E telle que ô|Fe¥
pour tout F e 9. Pour toute chaîne y e <t> et toute m-partie
X de la base de ç, il existe un ensemble F e 9 tel que X c F.
Dès lors :

e[X== (e|F)|X=y|X (mod. G)

montre que 6 et 9 sont G-compatibles.
La chaîne 6 est donc un G-recollement de ̂

Remarque. — Le théorème de G-recollement apparaît comme
un notable renforcement de la proposition 1.3.1. concernant
les 3-recouvrements de E par des chaînes compatibles. On
sait que cette compatibilité coïncide avec la I|-compatibilité,
et que 5i(I|) = 1.

10. Seuils de réduction et de recollement : résultats numériques.

A chaque groupe de permutations G d'un intervalle d'entiers
[1, m], nous avons associé deux entiers naturels S()(G) et ^i(G)
représentant (pour ce groupe G) les seuils de validité respectifs
du théorème de réduction (8.1.) et du théorème de recollement
(9.3.). Les résultats numériques concernant ces entiers laissent
subsister quelques incertitudes, et suggèrent des conjectures
relatives aux groupes G.

10.1. Seuil de réduction: valeurs particulières^ majoration.
10.1.1. Notons go(m) le plus grand des entiers ^o(G) lorsque G

parcourt 2^. Puisque 5o(G) = 0 caractérise G comme groupe
indicatif, il est clair que go{m) == 0 pour m = 1, 2, 3, et que
go{m) ̂  1 pour m ;> 4.

Lorsque G e S^ est un groupe non indicatif de fiche Q,
le majorant 1 + {h — l)2 de m + ^o(G) envisagé en 8.1. dans
la démonstration du théorème de réduction (afin d'utiliser
le théorème des bichaînes de P. Erdôs et G. Szekeres) dépend
de cette fiche Q. Nous avons pris :

h = 3m — 8 pour Q = T ou D
h == 3m — p — q — 5 pour Q == P'^
h == 3m — 2r — 5 pour Q == J1'
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de sorte que : go{m) < (3m— 8)2 — m + 1 pour m > 4. Cette
majoration est sans doute assez large : nous allons voir que
go(4) = 2.

10.1.2. Pour le groupe G = \e^ (2, 4 )^ (de fiche I1), le
calcul effectué en 6.2.2. se traduit par So(G) = 1. De manière
analogue, nous avons pu déterminer le seuil de réduction de
tous les groupes non indicatifs de degré 4 (parmi lesquels
figure le groupe alterné A^). Voici le résultat de ces calculs:

So(G) = 1 pour les 18 groupes G e ^4 — £4, G =9^ A4.
^0(^4) == 2 (conformément à la suite de réduction annoncée

en 7.1.2.).

Exemples. — Les groupes A4 et H = [e^ (1 ,2 ,4 ,3) ,
(1, 4)(2, 3), (1, 3, 4, î}\ ont comme fiche J1.

a) Pour montrer que ^o(H) == 1, on considère deux chaînes
H-compatibles a, p de base |a, &, c, d, e\ telle que:

a<b<c<d<e (mod. a).

Dans les notations de 6.2.2., p appartient aux ensembles de
chaînes :

Vi = bcde u cebd u edcb u dbec, Vg = abde u bead u edba u da<°&.

La Ji-compatibilité de a, ? résulte de Vi n Vg == aôcrfe u edc&a.
6) Pour vérifier que So{A.^) > 1, introduisons la bichaîne

(a, p) de base E = [1, 5] définie par :

1 < 2 < 3 < 4 < 5 (mod. a),
1 < 4 < 5 < 2 < 3 (mod. (î).

Pour les 4-parties X == E — ^ * j de E, les permutations
cr, = (Xa)~1 ° Xp sont respectivement : o-i = (1, 3) (2, 4),
o-g == 0-3 = (2, 3, 4), 0-4 == 0-5 == (2, 4, 3). Les chaînes a, p sont
Â4-compatibles sans être Ji-compatibles.

10.2. Index du groupe réduit.
Si G est un sous-groupe d'ordre n de S^, son index est

l'entier: ind. G ==— ' - ' Nous lui associerons également le

nombre : jnd. G = (ind. G)1^1.
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10.2.1. PROPOSITION. — Les index Sun groupe de permuta-
tions G et de son groupe réduit G^ vérifient: ind. G <" ind G^
jnd. GW < jnd. G.

Prewe. — Pour un (m + l)-ensemble E = \XQ, x^ . . ., x^\,
les deux compatibilités relatives aux groupes G e S^ et
G^eS^+i définissent (d'après 7.1.) une même équivalence s
de base J(E). Notons M, n9 les ordres respectifs de G, G^,
et posons : F, = E — \xi\ (0 <; i <: m).

a) Pour que deux chaînes 6,6 ' de base E soient équivalentes
(mod. &), il faut et il suffit qu'il existe une permutation Œ' e G^
telle que : EQ' == EQ o o-'. Chaque classe (6)g comprend donc n'
chaînes, et l'indice de l'équivalence £ est :

(m + 1) ! . ,, pm-——-,—— = md. G^.
n

De même, pour XQ < x^ < • • • < x^ (mod. 6), la G-compati-
bilité de 6|Fo et 6'|Fo revient à l'existence d'une permutation
o" <= G telle que :

^CT(I) < ^0(2) < • • • < ^o(m) (mod. 6').

Lorsque 6 est donnée, il existe donc n cas possibles pour
6'|Fo, et l'on en déduit 6' en intercalant XQ parmi les m élé-
ments de FO. Le nombre des chaînes 6' <= (6)g est alors :

n' < n X {m + 1),

de sorte que : ind. G ̂  ind. G^.
Dans le cas particulier : ind. G == ind. G^, les n possibilités

sur 6'|Fo conviennent, ainsi que les m + 1 intercalations de re-
posons, par exemple : x^ < ̂  < .. • < x^ (mod. 6') et
X == F^. Pour les deux intercalations : x^ < XQ < x^ (mod. 6'),
•r^-i < XQ < x^ (mod. 6'), la permutation (Xe)-1 o XQ- prend
les valeurs (1, 2), (1, 2, . .., m). Il en résulte : G = S^.

b) Soit 9 l'ensemble des m-recouvrements

^= |?o,9i, ...,î^

de E par des chaînes Ço? ÎD • • • , 9m de bases respectives
Fo, Fi, . . ., F^. Il est clair que Gard (^) = (w!)'"4-1, et que
tout ensemble de chaînes 0 e 3? est G-cohérent (puisque
Gard (F; n F .̂) = m — 1 pour 0 < i < / < m). Pour toute
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chaîne ô de base E, notons É?e la partie de ̂  formée des ensembles
$ pour lesquels $ u ^ 6 ^ soit G-cohérent. Le nombre des chaînes
îi^.KFi) qui sont G-compatibles avec 0|F, est n == Card (G),
de sorte que : Card (^e) = n^1.

Pour deux chaînes 6, 0' de base E et toute m-partie X = F;
de E, l'égalité :

(Xe)~1 o Xe- = [(Xe)~1 o X,J o [(X,,)-^ o Xe-]
montre que :

<î» s 3?e et 9 = 9' (mod. G) =^ $ e ̂
^ n ̂ . == 0 -̂  9^9' (mod. G)
3>Q = 3'o' -̂ =^ 9=9' (mod. G)

Posons : 9' = [ J 3'e. Comme l'indice de l'équivalence
9eJ(E)

£(9, 9') est ind. G =^+l) ! , on obtient:
H

Card (;?') = (TO + 1) ' x n'"+1.
yin'

De S ' c 9?, il résulte alors : ind. G^ < (ind. G)"*-̂  ou (d'une
autre façon) : jnd. G^ <; jnd. G.

10.2.2. Au cours de la démonstration précédente, nous
avons vu que :

ind. G < ind. G^ pour tout sous-groupe strict G de S^.

Lorsque jnd. G^ < jnd. G, nous dirons que le groupe de
permutations G est strictement réductible. Dans les notations
de 10.2.1., l'ensemble ^ est alors strictement contenu dans
l'ensemble S^, et il existe un m-recouvrement ^ e 9 — y
qui n'admet aucun G-recollement de base E. Ainsi :

PROPOSITION. — Si G est un groupe de permutations stricte-
ment réductible, il admet un seuil de recollement s^{G) >. 1.

Voici deux cas où l'inégalité stricte : ind. G^ < (ind. G)'"4'1
se vérifie :

a) Pour m <; 5, tout sous-groupe strict G de S^ est strictement
réductible.
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Pour le groupe alterné G == A^ (d'index 2), posons :
G^ == B^+i. La condition est bien vérifiée par Ag = H et
Ê3 == 13, A3 == Ï3 et Ê4 == Ï4, A4 et 85 (puisque ind. Bg = 20,
d'après l'indication donnée en 7.1.2.). Comme les permutations
rg = (1, 5)(2, 4) et tg = (1, 2, 3, 4, 5) sont paires, la fiche de
As est D. Il en résulte: De c Bç (8.2.2.) et

ind. Be<60< (ind. Ag)6.

Par ailleurs, les sous-groupes stricts G de S^ autres que A^
ont un index ;> 3 et (puisque m ̂  5) :

ind. G^ < (m + 1) ! < S^ < (ind. G)^.

b) Tout groupe indicatif G de degré m, autre que S^, est
strictement réductible.

Lorsque G == Q^ pour une fiche Q de rang k ̂  m, on sait
que G^ = Q^+i (proposition 7.2.). Les index des groupes
T^, D^, 1̂ , Jï, étant respectivement:

(m— 1) ! m ! m !(m-1)!, 2 ? pïçT 2(7T)2'
il suffit (puisque les cas m <^ 5 sont traités) de vérifier:

Vm + 1 < ind. Q^ pour m > Max (6, /c),

en tenant compte de ;

m>4^Vm~+I<^

p + ? > 3 , p>l , ç> l^ /^+?^>3.

10.2.3. L'étude précédente rend plausibles les conjectures
suivantes :

[A] : ^i (G) ̂  1 pour tout sous-groupe strict G rfe S^.
[B] : Tout sous-groupe strict G de S^ est strictement réductible.
(L'hypothèse [B] est plus forte que l'hypothèse [A].)
Pour deux chaînes a, (S basées sur un m-ensemble

^i, x^ ..., x^\^ notons (a, p) la permutation oreS^ définie
par les inégalités :

^i < 2̂ < • • • < ^m (mod. a),
î(l) < ^a(2) < • • • < ^a(m) (mod. ?).
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PourCard (E) == m + 1, ^,(E) ==^Fo, F^, . . . , F,j et
des chaînes 0, Ço, (pi, . . . , y^ de bases respectives

E, Fo, Fi, . . . , F^,

désignons par Hô(9o? ^i? • . • ? Cm) le sous-groupe de S^ engendré
par les m + 1 permutations (y,, 9|F,). On peut alors énon-
cer d'une autre façon la conjecture [B] :

[B'] : Pour tout sous-groupe strict G de S^, il existe des chaînes
îo? îi? • • • , îm de bases respectives Fo, Fi, ..., F^ telles que
He(9o? îi? • • • ? îm) ^ G pour toute chaîne 6 rfe fea^e E.

On peut encore se demander quels sont les entiers m véri-
fiant la condition suivante (plus forte que l'énoncé [B']) :

[C] : II existe des chaînes Ço? ?i? • • • ? Cm de bases respectives
Fo, Fi, . . ., F^ telles que He(yo, ?i, . .., ?m) = S^ pour toute
chaîne 0 rfe fea^e E.

Cette condition [C] est vérifiée pour m <; 3. Pour m == 3,
on peut prendre (par exemple) :
E== |0, 1,2,3 j , 2 < 1 < 3 (mod. yo), 3 < 0 < 2 (mod. y^),

3 < 1 < 0 (mod. y^), 0 < 1 < 2 (mod. 93)-

10.3. Seuil de recollement: valeurs particulières^ majoration.
Nous noterons gi(m) (resp. gi(m)) le plus grand des entiers

5i(G) lorsque G parcourt S^ (resp. 2^).
10.3.1. Pour toute fiche Q de rang k ;> 2, nous venons de

voir (10.2.2.) que : ^i(Q^) > 1 pour tout m > /c. Cette minora-
tion, et le choix de l'entier n >. m + 5i(Qj dans la démons-
tration 9.2., donnent :

a) Pour Q == P, J1, T, D :

^(Qm) = 1 pour tout m^k.
b) Pour Q== P^ ou J' (pq> 1, r> 1) :

^(Qm) = 1 pour tout m >. /c + 2,
1 < ^i(Qm) < 2 pour m = A* + 1,
1 <; ^(Qm) ̂  3 pour m = k.

Ainsi, la suite g[(m) est bornée. Par contre (c'est une question
ouverte), nous ignorons si la suite gi(m) est bornée ou non.

La définition du groupe réduit (7.1.2.) et le lemme 9.2.
donnent facilement : ^i(G) > 1 => ̂ (G^) < 5i(G). Puisque
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^(Sn,) = 0, la vérification de la conjecture [A] entraînerait
donc: 5i(G<1)) < 5i(G) pour tout groupe Ge=^. Plus parti-
culièrement, pour toute fiche Q de rang k < m, l'utilisation
de 7.2. donne :

^i(Q.)=l=^i(QJ=l.

PROPOSITION. — Quels que soient p > 1, m > p 4- 1, ^
groupe 1^ arfm^ pour seui7 ̂  recollement: ^(I^) == 1.

Preuve. — D'après la remarque précédente, il suffit de
montrer que ^i(I^) = 1. Soit E = \x,, x^ . . . , x^\ un
(n + l)-ensemble strictement recouvert par des chaînes I1'̂  -
compatibles Ço? 9i, • • ., 9n de bases respectives Pô? FI, . . .,^n
(avec F , = = E — ^ , j ) . Pour tout M > p + 2, il s'agit de
montrer que <^ = |ço, 9 i . - - - . y n j admet un I^-recollement 6
de base E. Puisque s^ï^) < 3, il suffit d'envisager : n = p + 2
et n = p -)- 3.

Pour n = p + 2 , posons: ^ i < ^ < — < ^ (mod. <po),
Xo == \x^ x^\, al < 02 < ... < ai (mod. y,), X, = |ai, agi
(pour l < i < n ) . La I^-compatibilité de yo, ?i, ^ îa
fait apparaître les seuls cas :

(oî, a\, oî, oj) =
U^/i? ^2? ^/i? ^i) ou (^/») ^2? ^i? ^/i) pour A === 0,
( (^2, ^/», ^i, ^) pour h = 0 ou h > 3.

(La considération de 93 est indispensable pour écarter
(^2, ^o, ^o, ^i).) On constate que 9o|Xo, yi|Xi, çglXg sont les
2-restrictions d'une chaîne a de base V = \x^ x^ x^. Pour
3< i< n, la I^i-compatibilité de 9, avec Ço? ?i? Î2 montre
que X, est formé des deux premiers éléments de V pour a.
Dès lors, e = a + 9 i | ( E — V ) est un ^-recollement de $.

Pour n == p + 3, une étude analogue fait apparaître une
chaîne a de base V == \x^ x^ x^ x^\ et un I^i-recollement
e = a + 9 i | ( E — V ) pour 0.

Finalement: s^ï];^) = 1.

10.3.2. Les remarques précédentes montrent que s^(G) == 1
pour la plupart des groupes indicatifs G de degré w. Pour
m > 4 et p, ç, r > 2, seuls sont possibles les dépassements :
5i(G) = 2 ou 5i(G) = 3 lorsque 'G = Q^ pour l'une des 2(w—3)



3W CLAUDE FRASNAY

fiches Q == ÎP-9 ou J'-, de rang m — 1 ou m. D'ailleurs :

SiW < Max(^(I»), 2r + 2 — w),
d'après 9.2.5.

Par exemple, il est assez facile d'obtenir : Si(I|) = 1, et
cette valeur permet de prévoir: 1 < ^(Jj) < 2.

Pour E = [0, 5], considérons l'ensemble de chaînes

^= ^0,?1, ...,Î5|,

de support ^(E), défini par les inégalités suivantes :

1 < 2 < 3 < 4 < 5 (mod. 90),
1 < 2 < 0 < 4 < 5 (mod. Ça),
1 < 2 < 5 < 0 < 3 (mod. 94),
1 < 2 < 4 < 0 < 3 (mod. 95),
0 < 3 < 2 < 4 < 5 (mod. 91),
0 < 3 < 1 < 4 < 5 (mod. 92).

Cet ensemble $ est Jj-cohérent. Si une chaîne 9 de base E
était Jj-compatible avec 90 et 91, les conditions :

9o == ô|Fo (mod. Jj), 91 == e[Fi (mod. Jj)
mèneraient à la contradiction :

9o|V == e|V = 9i|V (mod. Ji) pour V = \î, 3, 4^.

L'ensemble $ n'admettant aucun Ji-recollement de base E,
il en résulte : «i(Jj) = 2. Soulignons, par ailleurs, la singularité
du contre-exemple (^ = |9o, Ci, ..., 9sj : pour E = [0, 5],
tout ensemble analogue ¥==^0 , ai, ..., ^\ (de même
support, Jj-cohérent, non pourvu d'un Jj-recollement) se
déduirait de ^ en remplaçant chaque chaîne 9; par une chaîne
Jj-compatible a,.

Nous ignorons s'il existe, ou non, une fiche Q de rang
k > 5 telle que : Si(Q») == 3. La conjecture ^i(I^) =1 impli-
querait : «i(I^î) = 1 pour tout m > p + ç , et Si(J^) = 1
pour tout m > 2r. On peut également conjecturer :

^1(̂ 21-) == 2 pour tout r > 1.

10.3.3. PROPOSITION. — Tout sous-groupe non indicatif G
de S,, vérifie: s^G) < 1 + s»{G].
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Preuve. — Si Q est la fiche du groupe G, la démonstration
9.2.6. donne : ^(G) < Max (1 + ^(G), ^(QJ). D'après le
corollaire de 6.4.2., le rang de Q est k < m — 1. L'inégalité :
^i(G) < 1 + 5o(G) résulte alors de So{G) > 1 (G non indicatif)
et de 5i(QJ < 2 (majoration indiquée en 10.3.1.).

Exemples. — Pour m = 4, nous avons obtenu :

Si(G) = 5o(G) = 1 pour le groupe G = \e^ (1, 4) j
^i(G) = 2, 5o(G) = 1 pour le groupe G = \e^ (2, 4)^
^(A^) == 5o(À4) === 2 pour le groupe alterné.

10.3.4. Après les premiers termes :

8iW = 0, gx(2) = g,(3) = 1,
la proposition 10.3.3. et les majorations indiquées en 10.1.1.,
10.3.1., fournissent :

1 < gM < Max (3, l+go(^))<(3m—8) 2 —w+2
pour m ^> 4.

La dernière majoration de gi(m) est sans doute assez large :
montrons, par exemple, que gi(4) == 2.

Tout d'abord : ^(84) = 0, 5i(Jj) = 2, et s^G) = 1 pour les
9 groupes indicatifs G e ̂  autres que 84 et Jj. Puis : 5^4) == 2,
et la valeur 5o(G) == 1 implique 5i(G) < 2 (proposition 10.3.3.)
pour les 18 groupes non indicatifs G e ̂  — ̂  autres que A4.



CHAPITRE III

RELATION MONOMORPHE

11. Monomorphie. Relations monomorphes particulières.

La notion de relation monomorphe a été introduite par
R. Fraïssé dans sa thèse [4] sous la forme suivante: une
relation <p de base E est dite monomorphe si, pour tout couple
(A, B) de parties finies de E ayant même nombre d'éléments
les restrictions <p|A et <p|B sont isomorphes.

Lorsqu'une relation 9 est interprétable (1.2.3.) par une
relation monomorphe, il est clair que 9 est elle-même mono-
morphe.^ Ainsi, les chaînes et les relations interprétables par
une chaîne sont des relations monomorphes. L'étude de cas
particuliers (exemple: les relations monomorphes binaires)
avait conduit R. Fraïssé à émettre l'hypothèse [F] suivante :
« Toute relation monomorphe 9 ayant une base E de cardinal
convenable (suffisamment grand) est interprétable par une
chaîner L'auteur pouvait même, peu après, annoncer la
validité de son hypothèse pour une base E infinie.

Le cas d'une base E finie semblait plus difficile à élucider.
En fait, c'est la théorie des chaînes G-compatibles (et, plus
particulièrement, le théorème de recollement) qui nous per-
mettra de vérifier la proposition [F] dans toute sa généralité.

li.l. Relation n-monomorphe. Cas des relations unaires et
binaires.

Étant donné un entier n > 0, nous dirons qu'une relation 9
de base E est n-monomorphe si Gard (E) > n et si, pour tout
couple (A, B) de n-parties de E, les restrictions 9JA et 9|B
sont isomorphes. Dans la terminologie introduite par
R. Fraïssé [4], une relation n-monotype est une relation p-mono-
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morphe pour tout p < n. Une relation de base E est mono-
morphe (ou monotype) dès qu'elle est p-monomorphe pour tout
entier p <; Card (E).

Il est évident que toute relation ç est 0-monomorphe, et
que la n-monomorphie de y entraîne celle de 1y.

11.1.1. Une relation unaire 1-monomorphe est une constante
(elle est donc interprétable par toute chaîne de même base).
Plus généralement :

PROPOSITION. — Toute relation unaire n-monomorphe de
base E telle que Card (E) :> n + 1 est une constante.

Preuve. — Soit F le graphe d'une relation unaire y de base E
telle que Card (E) > n + 1. Si y est n-monomorphe, il existe
un entier p tel que: Card (F n X) == p pour tout Xe^(E).
Si 9 n'était pas constante (autrement dit : si 1 <; p <; n — 1),
il existerait deux éléments rceX, y e E — X tels que

î^^î^)-

Pour la n-partie de E : Y == (X — { x } ) u \y\, on aboutirait
à la contradiction : Card (F n Y) = p ± 1.

11.1.2. Parmi les relations binaires monomorphes y(o;, y)
de base E figurent d'abord les relations binaires interprétables
par une chaîne. Ce sont :

a) les quatre relations binaires interprétables par toute
chaîne de base E (les deux constantes Ço = 0, Ci == 1 et
les deux relations à, là définies par les conditions x = ui \ t /?

^y).
b) les chaînes 6 de base E, et leurs négations 16 (pour que

8. 16 soient interprétables par 6'eJ(E), il faut et il suffit que
9. 8' soient identiques ou symétriques).

Si p == Card (E) est fini ̂  2, le nombre des relations binaires
de base E interprétables par une chaîne est 2 {p ! + 2).

1L1.3. PROPOSITION. — Pour Card(E)>4, toute relation
binaire 3-monotype de base E est interprétable par une chaîne.

Preuve. — Comme la 3-monotypie d'une relation y e R^ÇE)
implique celle de 1ç, on peut se ramener au cas où y
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est réflexive. La 2-monotypie de y entraîne l'existence d'un
entier p (2 < p < 4) tel que : « Pour toute paire { a, b} e ̂ (E),
le graphe de 9^ a, 6| comprend p couples ».

Si p = 2, ce graphe est {(a, a), (&, 6) j , et y = S.
Si p == 4, c'est que 9 == 9^.
Si p = 3, la relation y est totale et asymétrique.

Lorsque^X= |a, &, c| parcourt ^(E), la 3-monomorphié
de y entraîne que les restrictions y|X sont toutes transitives
ou toutes non transitives. Pour p = 3 et des 3-restrictions
transitives, 9 est une chaîne. Pour p = 3 et des 3-restrictions
non transitives, le graphe de <p[X serait de la forme :

K= |(a, a), (6, &), (c, c), (a, &), (6, c), (c, a)|,

en contradiction avec Card (E) > 4. Pour une 4-partie
{a, &, c, r f j de E, les couples (&, rf) et (rf, b) appartiendraient
en effet aux graphes de 9||a, &, r f j et 9] {b, c, rf| (respective-
ment), alors que y est asymétrique.

Finalement, 9 est l'une des relations énumérées en 11.1.2.

Remarques. — a) Pour Card (X) = 3, le précédent graphe K
est celui d'une relation binaire 3-monotype de base X, non
interprétable par une chaîne.

b) Si Card (E) > 4, une relation 9 e R2(E) peut être 2-mono-
type sans être 3-monotype. (Il suffit de prendre ç totale,
asymétrique, telle que ^\\a, &, c\ soit transitive et 9^0, 6, d\
non transitive.)

1L1.4. PROPOSITION. — Pour Card (E) > 5, toute relation
binaire 3-monomorphe de base E est interprétable par une
chaîne.

Preuve. — Compte tenu de 11.1.3., il suffit de montrer qu'une
telle relation 9 e Rg(E) est 2-monotype.

a) Puisque Card (E) > 5, il existe une 3-partie [a, 6, c\
de E telle que : 9(0, a) === 9(6, b) = 9(c, c). Pour tout

^E--|a,^,

la 3-monomorphié de 9 implique: 9||a, 6, c j ~9||a, fc, o;J,
donc 9(rr, a;) == 9(0, a), de sorte que 9 est bien 1-monomorphe.
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^ ^Vr6^ Y Parcourent ^(E), la condition:
y X ~ î!Y définit une équivalence e(X, Y) de base ^(E)
d indice h < 3. Pour une 5-partie F =^a, & c, d, ci de E !
existe une classe V, de ^(F) qui possède au moL deux
paires }a.r|, par exemple : |a, b e V,,[a, e\ e V, La 3-mono-
morphie de y entraîne alors : h < 2.

Si A == 2, l'équivalence e n'est pas 3-monochrome (3 4 )

• V 0 1 1 1 . ' ^ï"6 ^es classes v1' ̂  de ^(F doitposséder deux paires \x, y : avec {b, a\ ^ V,, on aura par
exemple | 6, cj e V, La bipartition (V, VJ de &(F) compose

^paires { a , b j , j b , ^ , \c,d\, \d,e\, \e,a\ dans V,
(5 paires ^,cj, |c,.|, \e,b\, \b,d\, \d,a\ dans V;

en contradiction avec : y| [a, h, c\ ~ yj |a, c, d\.
Ainsi, A = 1 et y est bien 2-monomorphe.

Remarque. - Si Card (E) == 4, une relation y e R,(E) peut
être 3-monomorphe sans être 2-monomorphe. (Pour

E= [a, b,c, d\,

il suffit de prendre {(a, b), (c, d)\ comme graphe de y).
11.2. Relation monomorphe de base infinie.
La proposition qui va suivre est annoncée par R Fraïssé

au § 18 de sa thèse [4J. Elle nécessite le théorème de Ramsev
et un procédé d'ultra filtration pour introduire la chaîne dont
elle affirme 1 existence. La méthode de R. Praïssé se présente
ici sous une forme abrégée, du fait que nous disposons déjà
du théorème de cohérence partielle (1.3.3.) et du théorème
d interpretabilité restreinte (5.4.1.).

PROPOSITION. — Toute relation monomorphe de base infinie
est interprétable par une chaîne.

Prewe. — Soit y une relation m-aire monomorphe de base
infime E, et soit 9 l'ensemble des parties finies de E

a) Pour tout Xe^ notons ^ l'ensemble des chaînes a
de base X telles que y|X soit interprétable par a. Pour deux
parties finies X, Y de E telles que XcY, il est clair que:
pe$Y=^ PjXe^. Autrement dit, l'ensemble $ =| | ô,
est saturé. }^ x
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Par ailleurs, pour deux parties finies A, B de E ayant même
nombre d'éléments, la monomorphie de 9 implique l'existence
d'une bijection f de A sur B telle que : <p|B -C (p|A. A toute
chaîne ae^ correspond alors une chaîne ? e ̂  telle que:
P -C y.. Ainsi : Card ((h) = Card (^e).

b) Etant donné une chaîne œ de base E et un entier n ̂  1,
le théorème 5.4.1. indique l'existence d'une n-partie B de E
telle que : co|B e ̂  Ainsi : A e 9? =^ ̂  =7^ 0, et le support
de (]) est l'ensemble filtrant S.

D'après le corollaire 2 du théorème 1.3.2., il existe alors une
chaîne 0 de base E telle que 6 |Xe0 pour tout X e S. Pour
deux parties finies A, B de E ayant même nombre d'éléments,
9! (A u B) est interprétable par 0|(A u B), de sorte que :

e|B^O|A==^9|B-Cç|A.

La relation y est donc interprétable par la chaîne 9.

11.3. Groupes (ï automorphismes d'une relation monomorphe.
11.3.1. Pour une relation y de base E et une partie F de E,

rappelons que Gp(y) désigne le groupe des automorphismes
de 9|F (1.2.2.). Si y est monomorphe et si A, B sont deux parties
finies de E ayant même nombre d'éléments, toute application
f de A sur B telle que : y]B -C y[A définit un isomorphisme :
g _ f o g o ~f de GA(V) sur GaÇç).

Pour tout entier n tel que 1 < n < Card (E) et toute appli-
cation v de [1, n] sur une n-partie F de E, il existe un sous-
groupe H de S^ tel que : Gp(9) = v o H o ^. Lorsque F et y
varient, ces groupes H constituent une classe de conjugaison 3€
dans l'ensemble ^ des sous-groupes de S^. Par abus de lan-
gage, nous pouvons dire que l'un quelconque des groupes
H e 3ê est le groupe des automorphismes de degré n de la rela-
tion monomorphe 9, et noter: H == GJç).

Exemples. — a) Si 9 (ou 19) est une chaîne : G^9) = 1 .̂
Si 9 est l'une des quatre relations binaires interprétables par
toute chaîne de base E : G^9) = S».

b) Si Card (E) = 3 et si 9 est l'une des deux relations binaires
monomorphes de base E non interprétables par une chaîne-
G2(î) = H, G3(9) = T3.
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c) Si y est le cycle dérivé d'une chaîne 9 de base E :
""(y) == T,. Plus précisément, pour une re-partie

F= ^(1),^(2), . . . , P ( n ) j

de E telle que ?(1) < ?(2) < ... < p(n) (mod. 0) :

Gp((p) == v o Tn o y.

11.3.2. Pour une relation w-aire monomorphe y de base E
supposons que les groupes G,(y) ne soient pas tous d'ordre 1'.
li existe alors un entier minimum p tel que G (y) ̂  P.

PROPOSITION. — L'entier minimum p (ainsi associé à la
relation monomorphe y) est premier, et G (y) == T

Preuve. — Soit F une p-partie de E.
a) Lorsqu'une permutation cr6Gp(y) n'est pas circulaire

il existe une bipartition (A, B) de F, une permutation a de A
et une permutation ? de B telles que : cr == a o 8 Pour tout
w-uple (a-i, 3-2, ..., a;j6A'",

y(a(^), a(^), . . ., a(a;J) = y(<r(^), ̂ ), . . ., ̂ ))
=y(^,a;2, ...,^).

Ainsi : a e GA(V) et, de même : ? e GB(V). Comme :

!<^<p=^G,(ç)= li,

on en déduit que s est la permutation identique de F. Ainsi
le groupe Gp(y) ne comprend que la permutation identique
et des permutations circulaires.

b) Soit g - (P(I), ?(2), ..., p(p)) l'un des automorphismes
circulaires de ç|F. Pour toute factorisation p == kq, l'automor-
phisme g* admet le cycle composant:

(?(!), P(l + k), P(I + 2k), . . ., ^(1 + (q — l)/,))

(de longueur q), ce qui implique q = 1 ou q = p. Ainsi, l'en-
tier p est premier.

Comme tout élément <r du groupe Gp(y) est d'ordre 1 ou p
on sait que Card (Gp(y)) = ̂  pour un entier r > 1. En outre;
p divise 1 ordre p ! de S,, ce qui implique r = 1 (puisque p
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est premier). Ainsi, le groupe Gp(<p) d'ordre p est engendré
—i

par g == v o tp o P, autrement dit :

Gp(ç) - (. o Tp o ̂  et G,(<p) == Tp.

11.3.3. Dans une Note antérieure [5ô], nous avions signalé
que l'hypothèse d'interprétabilité [F] pouvait être vérifiée
dans un nouveau cas particulier ne nécessitant pas la théorie
des chaînes G-compatibles :

PROPOSITION. — Pour tout couple (m, n) Sentiers ^ 2^
il existe un entier p ̂  n vérifiant la condition suivante : « Si
Card (E) .̂ p, toute relation m-aire monomorphe ç de base E
telle que Gn(ç) = 13̂  est interprétable par une chaîne ».

La démonstration n'utilise que la fonction ^ du théorème
d'interprétabilité restreinte (avec : p ^ Sm(3) pour n = 2,
p ̂  Sm(2^ — 2) pour n ̂  3). Nous ne la développerons pas,
la proposition [F] devant être vérifiée dans toute sa généralité
au paragraphe suivant.

12. Théorème de monomorphie et (Tinterprétabilité.

12.1. Degré optimum de monomorphie m-aire.

12.1.1. Dans le sens de l'hypothèse d'interprétabilité [F],
le théorème de recollement (9.3.) fait accomplir un pas décisif
puisqu'il fournit d'emblée le renforcement suivant de [F] :

THÉORÈME. — Pour tout entier m ^> 1, il existe deux entiers
n, p (m ̂  n <^ p) vérifiant la condition: « Si Card (E) ̂  p,
toute relation m-aire n-monomorphe de base E est interprétable
par une chaîne ».

Preuve. — Le cas m = 1 est trivial (avec n == p == 1).
Pour le cas m = 2 (examiné directement en 11.1.), nous allons
retrouver la possibilité de prendre n = 3.

Pour m ̂  2, posons :

{n ;> m + gi(m) (entier défini en 10.3.)
( p = ̂ (n) (entier défini en 5.4.1.)
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et considérons une relation w-aire y de base E telle que
Lard (fci) ;> p. '•

a) D'après le théorème d'interprétabilité restreinte (541)
il existe une ra-partie A de E et une chaîne a de base A telle que
y|A soit interprétable par a. Une w-partie F de A étant fixée
H est commode d'identifier F (ordonné par a) avec l'intervalle
dentiers [1, m] (naturellement ordonné), de sorte que•
v — \1,2, ..., m\ pour: 1<2< ... < m (mod. a).

Le groupe d'automorphismes G == Gp(y) apparaît alors
comme un sous-groupe de S, : c'est à ce groupe de permutations
br que nous appliquerons le théorème de recollement, sachant
que 7i > m + Si{G).

b) Notons M l'ensemble des ra-morphismes de 9 appliquant
A dans E. A toute fonction creM, associons la chaîne œ,
de base <r(A) définie par : <o, ̂  a. Enfin, lorsque cr parcourt M
introduisons l'ensemble $ des chaînes co,. '

Pour toute chaîne R e ^ (de base B) et toute m-partie X
de B Xp désigne l'application croissante de F (ordonné par a)
sur X (ordonné par p) : montrons que Xp est un m-morphisme
de y. En ettet, puisqu'il existe un re-morphisme cr de y (appli-
quant A sur B) tel que ? = M,, on peut poser: Ai =? (X)
et envisager la restriction ̂  de Œ à Ai. Les conditions : ? ̂  a,
y|B ^y[A impliquent respectivement:

P|X^a|Ai, ylX^yjAi.

Par ailleurs, si ̂  désigne le w-morphisme de a appliquant P
sur A, (autrement dit: a|A^ a|F), l'interprétabilité de
y|A par a ̂ implique: y|Ai A y|F. Ainsi, Xp = ̂  o ^ vérifie
bien : yjX^S- <B|F.

Dès lors si B et B' sont les bases respectives de deux chaînes
P et p de $, toute w-partie X de B n B' fournit deux w-mor-
phismesXp et Xp. de y (appliquant F sur X), de sorte que:
(Xp)^ 1 o X^eGp(y).

Ainsi, l'ensemble de chaînes $ est G-cohérent.
c) Introduisons maintenant l'hypothèse: y est ra-mono-

morphe. Pour toute n-partie B de E, il existe alors un ra-mor-
phisme cr de y appliquant A sur B, et B est la base de la chaîne
œ, <-_$. L ensemble de chaînes 0 est donc un n-recowrement
de E (plus précisément : le support de $ est ^(E)).
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Puisque n ^> m + ^i(G), il existe (d'après le théorème 9.3.)
une chaîne 6 de base E qui est G-compatible avec toute chaîne
(Se^).

Pour deux m-parties X, Y de E (contenues respectivement
dans les bases Bi, Bg de deux chaînes (Si, ^ de ^), introduisons
cinq isomorphismes de chaînes, à savoir : Xp^, Yp., XQ, Ye
et l'application croissante f de X sur Y (ordonnées par 0).
Les conditions :

( Xft et Yft sont deux m-morphismes de y
[ (X;)-1 o Xp, e Gp((p), (Ye)-1 o Yp, e Gp(ç)

montrent que XQ et YQ sont deux m-morphismes de y. La
fonction : f = YQ o (Xe)-1 vérifie donc :

9|Y^9|X et 9|YXç|X.

Autrement dit, la relation 9 est w-interprétable par la chaîne 9.
Comme :

Card (E) ;> n :> m + gi(w) ̂  m + 1 (puisque w >. 2),

la proposition 5.1. montre que ç est interprétable par 9.

Remarque. — La proposition 5.3.3. montre que Gp(ç) peut
être n'importe quel sous-groupe de S^. La méthode précédente
nécessitait donc que la théorie des chaînes G-compatibles soit
effectuée dans toute sa généralité (et pas seulement pour des
groupes G particuliers).

12.1.2. Pour tout entier m ^> 1, notons A^ l'ensemble des
couples d'entiers {n, p) vérifiant la condition du théorème
12.1.1., et introduisons la première projection D§(m) == pri(A^)
de cette partie non vide de N2. Le plus petit d^ des entiers
n €E DS(m) sera, par définition, le degré optimum de monomor-
phie m-aire.

En 12.2., nous montrerons (ce n'est pas évident) que D§(m)
est l'ensemble [d^ ->[ des entiers ̂  d^

a) Pour les relations unaires, la valeur d^ = 1 est triviale.
La proposition 11.1.1. montre directement que :

Dg(l) = [1, -^[.

b) Pour les relations binaires, les remarques 11.1.3. et la
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proposition 11.1.4. se traduisent respectivement par:

(p>3-^ (1, p)«^ et (2,p)<(=A2.
f (3,5)eA,.

Il en résulte donc (par une étude directe) : ̂  = 3.

c) PROPOSITION. — Pour tout entier m > 2, ̂  (fegre optimum
de monomorphie m-aire est ^. m -\- 1.

Preuve. — Pour tout ensemble E de cardinal > w + 1
nous allons montrer (plus précisément) qu'il existe une relation
TO-monotype 9 e R^(E) non interprétable par une chaîne
boient a une chaîne de base E, et F = {a,, c^, ..., aj une
(w + l)-partie de E telle que :

a» < <h < • • • < a,n (mod. a).

Pour ! < / c < w e t X e ̂ (E), posons :

X= |a;i,a;2, • • - , x ^ ,

xl<x2 < ," < xk (mod- a)' <^=Min^ (F—X). Nous
denmssons la relation 9 e R^(E) en précisant la valeur

p= ?(^(D» ^0(2), ...,.K^))

pour toute application <r de [1, w] sur [1, k]. Posons :

^ = 0 si k < TO.
P = 0 Si À- = W, (7 ̂  (fj\

p=l si /C=TO, ï=((J/•.

Pour n < w, toute n-restriction de y est constante de
valeur 0. Pour toute w-partie X de E, le graphe de œ|X
comprend un seul m-uple. Il en résulte que 9 est m-monotype.

Pour étudier la restriction <p|F, il est commode d'envisager
le multiplet (ao, Oi, .. ., aj comme indexé par le groupe additif
Z,n+i des entiers module m + 1. Pour toute w-partie

X..=F-|a;|

de F, le graphe de 9|X, se réduit au seul m-uple

(a,+i, a;-i.2, . . . , a,.,.,,).
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pour p =9^= i, les valeurs du m-morphisme f de y appliquant X.
sur X, sont : /"(a?) = a^-,-,. Lorsque i =^= /, une telle fonction
ne laisse invariant aucun élément de Xi.

Si 9 était interprétable par une chaîne 9, on aurait :

F= |&o,&i, ••.,U ^«^•••^m (mod.O),

et le m-morphisme g de y appliquant F — { &i | sur F — { &a |
vérifierait: g(&o) = ^o? en contradiction avec la remarque
précédente.

Remarque. — Pour V = E — ̂  et tout m-uple
(^^2, . .^^^V"1 :

y(^, x^ . . ., ̂ ) == 1 ̂  î < ̂ 2 < • • • < ^m (mod. a).

La relation (p|V est donc interprétable par la chaîne a|V.
Lorsque Card (E) = m + 1, la relation ç est monomorphe

sans être interprétable par une chaîne. Lorsque

Card (E) > m + 2,

la relation 9 est m-monotype sans être (m + 1)-monotype
(puisque les (m + 1)-restrictions de ç|V sont interprétables
par une chaîne, alors que <p|F ne Fest pas).

d) Pour m > 2, la proposition précédente et la méthode
adoptée en 12.1.1. donnent l'encadrement :

m+l<^m<^+ ë^)-

On retrouve ainsi : ̂  == 3, et l'on obtient : 0(3 == 4, ^4 == 5 ou 6
(question ouverte). Pour m > 5, la majoration :

^ < (3m — 8)2 + 2 (résultant de 10.3.4)

est sans doute assez large.
Il est possible (c'est une question ouverte) que l'égalité

^ == m + 1, valable pour m == 2, m = 3, subsiste pour
m*>4.

12.2. Variantes et applications du théorème de monomorphze
et d'interprétabilité.

12.2.1. La proposition [F] apparaît maintenant comme un
simple corollaire du théorème 12.1.1. :
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PROPOSITION [F]. — Pour tout entier m > 1, il existe un
entier p > m vérifiant la condition suivante: « Si Card (E) > p,
toute relation m-aire monomorphe de base E est interprétable
par une chaîne. »

Si l'on note 7t(w) le plus petit des entiers p vérifiant la
COTldlumde [FL °" sait q"6-' ^1) = 1' ^^ == 4 (Proposi-
tion ll.l.J.). ]\ous ne connaissons pas la valeur ^(3). Pour
m>3, la méthode adoptée en 12.1.1. et le contre-exemple
de 12.1.2. donnent : m + 2 < Tr(m) < ̂ (m + g,(m)).

12.2.2. Pour un entier n > 1 et une relation % e R (E)
envisageons les quatre conditions suivantes : • " '

H 1%, n\ : ® est n-monomorphe.
H1!®, n j : ç est n-monotype.
Co j ç- j : 9 est interprétable par une chaîne.
Ci j s j : 9 est monomorphe.

Notons D}(m) (en accord avec 12.1.2.) l'ensemble des entiers
n > m vérifiant la condition suivante : « II existe un entier
P>n tel que: Card (E) > p et H ' j y , n j =^C,|sj (pour
tout 9). »

PROPOSITION. — Pour tout m>l, les quatre ensembles
Dj(m) coïncident avec la section [d,^ -> [ de N.

Preuve. — Le théorème 12.1.1. montrait que Dg(/ra) ^= 0
et permettait d'introduire un entier minimum d s Dg(w)
De [F], il résulte : Dg(m) = D?(m), DS(m) = Dî(m). Par
ailleurs il est clair que : Dg(m) c D;(m), D?(w) c D{(m), et
que Do(m), Di(w) sont des sections de N. Il reste donc à
montrer que : Dî(w) c D^m).

Pour n e D\(m), introduisons un entier p > n vérifiant la
condition: toute relation w-aire n-monotype basée sur un
ensemble de cardinal > p est monomorphe. Posons :

q = Max (p, ^(n)).

Pour toute relation w-aire n-monomorphe y de base E telle
que Card (E) > q, il existe (5.4.1.) une n-partie A de E et
une chaîne a de base A telles que y|A soit interprétable
par a. Etant donné deux /c-parties quelconques Xi et Xg
de E telles que 1 < k < n, il existe deux n-parties Fi, F^ de

24
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E et deux n-morphismes <3i, (jg de ç tels que :

X,cF, o|A^9|F,

Si l'on pose : Yi = Oi(Xi), ¥2 = ̂ (Xa), l'interprétabilité de
(p|A par une chaîne implique: o|Yi — ^Yg. Comme les
restrictions de a-i, 0-2 respectivement à Xi, Xg sont des /c-mor-
phismes de ç, on obtient bien :

9|Xi-ç|Yi-9|Y2-î|X,.

Ainsi, la relation 9 est M-monotype, et la condition q ̂  p
implique sa monomorphie. Finalement: neD^(m).

12.2.3. Reprenant la condition sur n qui définit l'ensemble
D^m), nous noterons ^{m) le plus petit des entiers p corres-
pondant à n = d^ de sorte que :

PROPOSITION [Fo]. — Toute relation m-aire d^-monomorphe
(resp. d^-monotype) basée sur un ensemble de cardinal q ^> ^(m)
(resp. q ,> ^S(^)) est interprétable par une chaîne.

PROPOSITION [Fi]. — Toute relation m-aire d^-monomorphe
(resp. d^-monotype) basée sur un ensemble de cardinal q ,> ^{m)
(resp. q ̂  ^Çm)) est monomorphe.

La comparaison de [F], [Fg], [Fi] donne facilement:

dm < ^î(^) < ^(m) < ^oW P0111* i ̂  /•
-n;g(m) = Max (^ï(m), 7t(m)).
^(m) = Max (^i(m), Tt(m)).

Par exemple: ^(2) = 3, r:(2) = -n;(2) = 4, ^(2) = ^(2) = 5.
Le théorème 12.1.1., le corollaire [F] et la proposition

[Fo] affirment Finterprétabilité d'une relation convenable
y e= R^(E) par une chaîne 6 de base E. Lorsque E est infini,
l'existence de 0 s'établit par ultrafiltration (preuve du théorème
de cohérence partielle).

Par contre, comme une relation infinie est monomorphe
dès que ses restrictions finies le sont, la preuve de la proposi-
tion [Fi] se ramène au cas fini, et à des récurrences ordinaires.

Le cadre axiomatique de [F], [Fo], [Fi] étant ainsi précisé,
on retiendra surtout (pour une relation m-aire ç basée sur un
ç-ensemble) :

a) la condition d'interprétabilité [F] lorsque q ,> 'îr(m).
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b) ïa^ condition de monomorphie [Fi] lorsque q > ̂ (w) :
« Si l'isomorphie des n-restrictions de y est supposée pour la

seule valeur n == ̂ , elle est alors assurée pour toutes les valeurs
de 1 entier n (1 <; n s^ q). »

12.2.4. Étant donné l'entier m > 1 et un cardinal quelconque
q>^(m), considérons les entiers h <= [m, d^\ qui vérifient
la condition : « Toute relation m-aire A-monotype basée sur
un y-ensemble est monomorphe ». Ces entiers h constituent un
intervalle [8^(q), d^\. La constante ^{q) = 1 est triviale

Pour m > 2 et p == Max (2^, ^fw)), le caractère minimal
de ^ dans Di(m) montre que : p < ç < ̂  =^ ^(y) == ̂ .
Le contre-exemple utilisé en 12.1.2. donne : ^{q) > w + 1
pour tout cardinal q > p. Enfin, on voit facilement que:
P < ?i < ?2 —^ ^(^) > ̂ (y,). (H suffit de considérer les
qi -restrictions d'une relation m-aire o^(^)-monotype 9 basée
sur un ^-ensemble, puis d'appliquer [F^] aux À-restrictions
de ç telles que 1 < k < ̂ .) Le plus petit d',n des entiers Sjq)
(q infini quelconque) vérifie donc : m + 1 < ̂  < ̂ . L'égalité
(-(„ — ̂  est banale lorsque ^ = m + 1 (en particulier pour
m ==2, m == 3).

On peut se demander (c'est une question ouverte, plus faible
que la conjecture : ̂  = m + 1) si l'égalité <4 = ̂  subsiste
pour m ŝ. 4.

12.2.5. La proposition suivante ne nécessite, en fait, qu'un
cas particulier du théorème d'interprétabilité 12.1.1. (cas
particulier signalé en 11.3.3.) :

PROPOSITION. — Etant donné un couple {m, n) d'entiers > 2,
il existe un entier p > n vérifiant la condition: « Si se R^(E)
est une relation monomorphe telle que Gard (E) > p et GJ's) ^= I1

alors Gy(f) = 1^ pour tout entier q tel que n < q < Gard (E)."»

Preuve. — En choisissant l'entier p conformément à la
proposition 11.3.3., les hypothèses Gard (E) > p et G,(y) = ^
permettent d'affirmer que la relation monomorphe se R (EÎ
est interprétable par une chaîne 9 de base E.

Pour q^n, soient: F s ̂ (E) et /-e Gp(y). Pour aeF,
6 e F tels que a < 6 (mod. 6), soit X une re-partie de F conte-
nant \a, b\ : la restriction g de /"à X est un n-morphisme de ©
Comme 9 est interprétable par ô, le n-morphisme h de 9
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appliquant X sur jf(X) est aussi un n-morphisme de y, de

sorte que: h o geGj^ç). Il en résulte:
g=h et f{a)<f(b) (mod.6).

La permutation croissante f ne peut être que la permutation
identique de F, autrement dit : Gg(9) == 1 .̂

12.2.6. PROPOSITION. — Etant donné l'entier m ̂  1, î:(m)
est le plus petit des entiers p vérifiant la condition suivante:
<( Pour E c E' et Card (E) ;> p, toute relation monomorphe
9 e R^(E) admet une extension monomorphe 9' e R^(E') )).

Preuve. — a) Si un entier p vérifie la condition précédente,
toute relation monomorphe 9 <= R^(E) telle que Gard (E) >. p
admet (par exemple) une extension monomorphe 9' de base E'
infinie. D'après 11.2., la relation 9' et sa restriction 9 sont
interprétables par une chaîne. Le caractère minimal de T:{m)
pour la proposition [F] implique donc : p ^> u{m).

b) D'après [F], toute relation monomorphe 9 e R^(E) telle
que Card (E) ̂  T:(m) est interprétable par une chaîne 6 de
base E. Dans les notations de 3.2. (introduisant une application
6 de E7" dans AJ, il existe alors une relation '\f e Ri(A,J telle
que: ^ == 4' o 9 (proposition 5.2.1.). Si 0' est une chaîne de
base E' => E telle que 6 = 9'|E, on voit facilement que 9
est la restriction de 9' à E7". La relation 9'e R^(E') définie
par : o' === ^ o 9' (relation interprétable par 9') est bien une
extension monomorphe de 9.

Remarque. — L'existence d'un entier p vérifiant la condition
précédente n'avait rien de triviale pour m > 2. Si l'on avait
pu en disposer par une étude directe (comme pour m == 2),
la proposition [F] concernant l'interprétabilité par une chaîne
se serait ramenée au cas particulier d'une base infime (11.2.)
sans qu'il soit utile de faire intervenir la théorie des chaînes
G-compatibles.

13. Condition (Tisomorphie avec une relation finie monomorphe.

Étant donné deux relations m-aires a, ^ de base E telle que
Card (E) :> n, nous noterons ^ ^ a la condition : « Toute
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^restriction de ? est isomorphe à une n-restriction de a »
(Dans la terminologie de [4], a est dite alors une relation
n-ainee de 8.)

13.1. Borne d'une relation finie monomorphe.

13.1.1 Pour deux entiers m > 1, n > 0, soit a une relation
m-aire basée sur un (n + l)-ensemble E. Supposons qu'il
existe une relation 3 e R^(E), vérifiant: ? ^ a, sans que a

et 6 soient isomorphes. Dans ces conditions, nous dirons que
la relation a est bornée et, plus précisément, que 6 est une
borne de a.

Si p est une borne d'une relation monomorphe a, il est clair
que p est monomorphe et que a est une borne de ? (réciprocité
entre deux bornes monomorphes associées).

Exemples. — a) Pour Card (E) == n + 1, les bornes 8 e R,(E)
sont les deux constantes 0, 1. Le graphe K d'une relation
bornée a e Ri(E) vérifie : Gard (K) = 1 ou n

6) Pour m > 2, soit E = Z^, = ^0, 1, 2, .. ., ̂  le groupe
additif des entiers module m + 1. Pour une chaîne ô de base E,
soit p(a;i, a;2, . . ., ^) la relation w-aire de base E (interpré^
table par ô) définie par la condition :

Xi < Xs < • • • < x^ (mod. 6).

Par ailleurs soit a(;r,, x,, ..., x,) la relation w-aire mono-
morphe de base E ayant comme graphe (quand a parcourt E)
1 ensemble des m-uples (a + 1, a + 2, . . ., a + m). Comme a
n est pas interprétable par une chaîne (c'est un cas particulier
du contre-exemple 12.1.2.), a et 8 ne sont pas isomorphes.
Lependant, le graphe d'une w-restriction quelconque de a
ou de ? se réduit à un seul m-uple. Ainsi, les deux relations
w-aires monomorphes a et 8 sont bornées l'une par l'autre.

r ^T?' & a<SRl(E) est "ïonomorphe et bornée, alors
Lard [ Ï L ) — 1. Nous allons étendre cette remarque en utili-
sant le lemme de recollement (9.2.) et l'entier remarquable
gi(m) : l

PROPOSITION. — Si une relation m-aire bornée de base E
est interprétable par une chaîne, alors: Card (E)< m + gJw).
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Preuve. — Pour deux entiers

;, n ^> m + gi^) ̂  ̂  + l? E == [0, n],m>2,

il suffit d'envisager une relation a e R^(E) interprétable par
la chaîne naturelle 0 de base E, et de montrer que a ne peut
être bornée. Posons : A = [1, m], F, == E — [ i\ (0 < i < n),
et introduisons le groupe H == GA(a) des automorphismes de
a|A.

a) Si une relation ? <= R,n(E) vérifie : ? ^ a, la yi-mono-
n

morphie de a implique l'existence de n + 1- bijections (T^
appliquant Fo sur F^ (0 <; i <; n) et telles que : [i|F^ a|Fo.
Dès lors, soit ^ == ^90, ?i? • • • 5 fn} rensemble de chaînes,
de support ^,(E) = ^Fo, F^, . . ., F,j, défini par: 9, A ô|Fo.
Pour le sous-groupe H de S^, montrons que cet ensemble $
est H-cohérent.

En effet, pour 0 < i < j < n et tout X e= ^(F^ n F;), il
existe deux m-parties Y, Z de Fo telles que X == o-i(Y) === ^(Z).
Si ^ est la restriction de ar^ à Y, les conditions :

\ 0|Y ̂  9|A et a|Y -^ a|A (interprétabilité de a par 9)
i9 ; |X~9]Y et P j X — a | Y (définition des chaînes 9,).

portant sur Y, o\, 9,, et les conditions analogues sur Z, o-y, 9^,
montrent que X^. == ^ o YQ et X^. == CT^ o ZQ sont deux iso-
morphismes entre a|A et JS|X. Il en résulte un automorphisme
de a|A: (X^.)~1 o Xy .eH, et les chaînes 9;, 9y sont bien
H-compatibles.

b) Comme n ^> m + gi(^) ̂  m + ^i(H), le lemme de recol-
lement (9.2.) permet d'introduire une chaîne OD de base E qui
est H-compatible avec chacune des chaînes 9r Montrons que
la permutation Œ de E définie par : co ̂  9 vérifie également :
P-°-a.

Pour un m-uple (^i, x^ . . ., x^) e E771, soit B une m-partie
de E telle que x^ e B (pour i ̂  h ̂  m), et soit X == o"(B).
Il existe une n-partie F^ de E (0 ̂  i ̂  n) et une m-partie Y
de Fo telles que: X c F,, X == o-i(Y). Comme précédemment^
Xç^. = ̂  o YQ est un isomorphisme entre a|A et P|X. Puisque :
X^ === a o BQ vérifie : (X^.)~1 o X^ e= H (H-compatibilité des
chaînes 9; et oo), on obtient: [S|X^a|A. La restriction v
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de <r à B est: p = X, o (Be)-i. L'interprétabilité de a par 9
m^phque alors: a|B ̂  a|A, d'où: P|X ~ ajA. Autrement

P( î), ̂ ), . .., T(.T,)) = a(^, ̂ , ..., a;J,

et 7 est bien un isomorphisme entre a et 3
Ainsi, aucune relation ? e R,(E) ne peut être une borne de a.

COROLLAIRE. — Pour chaque entier m > 1, les bases des
relations m-aires monomorphes bornées ont un cardinal maximum
y l/ i l / li.

(Par la suite, nous noterons X(m) ce cardinal maximum.)
01 li est un ensemble fini tel que :

Card (E) > Max (^(w) — 1, m + g^m))

et si a e R^(E) est monomorphe, la condition : Card (E) > Wm)
montre que a est interprétable par une chaîne (proposition [FI)
Comme Card (E) > m + g,{m), a ne peut donc être bornée.'

Remarque. — Directement, nous avions obtenu • X(l) == 1
Four m > 2, la preuve précédente et l'exemple 13.1.1. donnent
1 encadrement :

m + 1 < À(m) < Max (^w) — 1, m + g^m}).

^^t^^'' À(2) = 3 (mais nous ne connaissons P^ la

13.2. Un théorème d'isomorphie.

13.2 1. Le rôle de l'entier X(w) peut encore se traduire d'une
autre façon :

THÉORÈME. - Etant donné l'entier m > 1, X(w) est le plus
petit des entiers n > 0 vérifiant la condition: « Pour tout couple
(f, 9 } de relations m-aires de même base finie:

9 - ^ ® ' et ^'monomorphe —> ® ~ s' ».

Prewe. — a) Si un entier n vérifie la condition précédente
tout entier p > n la vérifie également. Si Card (E) = p + 1'
les relations monomorphes 9'e R^(E) ne sont donc pas bor-
nées. Il en résulte : n > \(m).
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b) Pour montrer que X(m) vérifie la condition indiquée,
envisageons deux relations m-aires y, ç' de même base finie E
telles que :

(Card (E) = p , p > X(m),
)î ^ 9'? î' étant monomorphe.
\ X(w)

Notons V l'ensemble des entiers h vérifiant : X(m) ̂  h <^ p
et y ^ cp'. Il est clair que : À(m) e V. Posons n = Max V.

/i
Si n < p, il existerait (compte tenu de la monomorphie

de y') une (n + l)-partie X de E telle que a === y'|X et ^ == ©[X
soient non isomorphes. De la condition : [S ^ a, il résulterait

n
que j3 est une borne de la relation monomorphe a, d'où la
contradiction : n <; X(m).

Ainsi : n = p et y ^ y' (ce qui revient à : 9 ~ y').
p

13.2.2. Pour Card (E) == n (entier ̂  1), les relations m-aires
monomorphes de base E se répartissent en T^(n) classes cTiso-
morphie.

Pour X(m) <^ h <; n, soit F une A-partie de E. Si y, 9' sont
deux relations m-aires monomorphes de base E, le théorème
13.2.1. montre que: 9]? ~ ©'[F ==ï>-9 — 9'. Il en résulte:
^mW ^ ^mW- Pour m fixé, la suite (^(7z))»^i est donc ^a-
tionnaire.

La vérification est facile pour m === 1 et m == 2 :

(^(n) = 2 pour tout n ^> 1.
^(1) == 2, ^(2) == 6, ^(3) = 8, ^z(n) = 6 pour tout n ^> 4.
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^(E), 1.0.
IUE), 1.1.1.
J(E), 1.1.3.
R^(E), 1.2.3.
6|[^, 1.3.1.
Ai., A^, 3.1.2.
a5c... ^ 6.2.2.

Groupes de permutations :

Gp(9), 1.2.2.
S.» S,, 6.0.
JL T^, 6.2.3.
1̂  t^7, Jm, 6.3.1.
S^, GVH, GAH. 6.3.3.
G<"), 7.1.2.

Entiers ou cardinaux remarquables:

S(p, k), 3.1.1.
vC"), 3.1.2.
PÎ.K 3.4.1.
^(n). 5.4.1.
5o(G), 8.1.
^i(G), 9.2.
goH, 10.1.1.
gz(m), 10.3.
,̂ 12.1.2.

7r(w), 12.2.1.
>(m), 13.1.2.



INDEX TERMINOLOGIQUE

Acyclique (fonction ou relation), 2.1.
Automorphisme (d'une relation), 1.2.1.
Base (d'une relation), 1.1.1.
Bichaîne, 3.5.1.
Borne (d'une relation), 13.1.1.
Bornée (relation), 13.1.1.
Chaîne, 1.1.3.
/c-chaîne, 4.3.
Chaînes G-compatibles, 6.1.1.
Chaîne naturelle, 1.1.3.
Clan (de relations), 1.1.2.
Classe d'isomorphie, 1.2.2.
Coefficient (d'un partage), 4.1.
Cohérence (de plusieurs relations), 1.3.1.
Cohérence partielle, 1.3.2.
G-cohérence (de plusieurs chaînes), 9.1.1.
J^-cohérente (multichaîne), 4.3.
Comparateur (d'une bichaîne), 3.5.1.
Compatibilité (de deux relations), 1.1.1.
G-compatibilité (relation de), 6.2.1.
Conjonction (de deux relations), 1.1.2.
Cycle dérivé (d'une chaîne), 1.2.3.
Degré de monomorphie, 12.1.2.
Disjonction (de deux relations), 1.1.2.
p-ensemble, 1.0.
Équivalence, 1.1.3.
p-extension (d'une relation), 1.1.1.
Fiche, 6.0.
Fiche d'un groupe, 6.4.1.
Filtrant (support), 1.3.1.
Finesse (d'une relation), 1.1.2.
Fonctionnelle (relation), 2.1.
Graphe (d'une relation), 1.1.1.
Groupe indicatif, 6.3.1.
Groupe propre (d'une bichaîne), 6.1.2.
Groupe réduit, 7.1.2.
Indice (d'une équivalence), 1.1.3.
Interprétabilité, 1.2.3.

Isomorphisme, 1.2.1.
Lattis, 1.1.3.
Lexicographique (produit), 3.5.2.
n-monochrome (équivalence), 3.4.
Monomorphe (relation), 11.0.
n-monomorphe (relation), 11.1.
n-monotype (relation), 11.1.
n-morphisme (d'une relation), 1.2.3.
Multichaîne, 4.3.
Négation (d'une relation), 1.1.2.
Nombres de Ramsey, 3.4.1.
Nombres de Stirling, 3.1.1.
Ordre, 1.1.3.
/c-partage, 1.1.3.
yi-partie, 1.0.
/c-partition, 1.1.3.
Partition liée à un produit, 3.5.2.
Rang (d'une fiche), 6.3.1.
G-recollement, 9.1.1.
Ti-recouvrement (d'un ensemble), 1.3.1.
Relation m-aire, 1.1.1.
Relation de déduction, 1.1.2.
Relation finie, 1.1.1.
Respect d'une chaîne, 3.5.
n-restriction (d'une relation), 1.1.1.
Saturé (ensemble de relations), 1.3.2.
Seuil de recollement, 9.2.
Seuil de réduction, 8.1.
Somme ordinale, 1.1.3.
Strictement réductible (groupe), 10.2.2.
Strict recouvrement (d'un ensemble),

9.1.1.
Suite indicative, 6.1.2.
Suite de réduction (d'un groupe), 7.1.2.
Support (d'un ensemble de relations),

1.3.1.
w-Transférabilité, 3.3.1.


