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QUELQUES PROBLEMES COMBINATOIRES
CONCERNANT LES ORDRES TOTAUX
ET LES RELATIONS MONOMORPHES

par Claude FRASNAY

Introduction.

Parmi les travaux consacrés a des problémes de la théorie
des relations figurent déja les theéses de J. Riguet (1951, [8])
et de R. Fraissé (1953, [4]). Notre étude s’attache plus par-
ticuliérement aux problémes combinatoires et répond ainsi
a des conjectures de R. Fraissé concernant I'interprétabilité
par un ordre total (ou chaine) de certaines relations m-aires
remarquables, dites relations monomorphes. Pour atteindre cet
objectif, nous avons di développer un aspect de la théorie
des permutations finies qui n’avait pas, semble-t-il, retenu
Pattention des algébristes: il s’agit des groupes de compati-
bilité qui apparaissent dans la comparaison des restrictions
communes «|X, B|X de deux chaines quelconques «, §.

Voici un résumé de notre travail :

10 Soit ¢ une relation m-aire de base E (fonction appliquant
E™ dans {0, 1{): une restriction ¢|F ayant comme base une
n-partie F de E (partie de cardinal n) est dite une n-restriction
de ¢.
Si1 X, Y sont deux n-parties de E, une bijection ¢ de X sur Y
est un n-morphisme de ¢ lorsque les relations ¢|X, ¢|Y sont
isomorphes par ¢, au sens suivant:

q‘)(xl’ Tay o vvy Tp) = C.D(o'(xl)a U(“’z), )

pour tout (@1, Tay « ooy Ty) € X™
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a) Si 8 est une chaine de base E et si (quel que soit n)
tout n-morphisme de 8 est un n-morphisme de ¢, on dit que
¢ est interprétable par 6. On peut construire et dénombrer
(§ 5) 'ensemble fini des relations m-aires de base E interpré-
tables par 0: il s’agit d’un clan (ensemble fermé pour la néga-
tion ¢ et la conjonction ¢ A ¢’) engendré par les m(m — 1)
relations 0(r;, x;). Lorsque m = 3, la plus classique des rela-
tions non constantes de ce clan est le cycle ¢ dérivé de la chaine
0, pour lequel {(z;, z,, z3) = 1 revient a:

Ty Ty T3 ou Ty < T3 <O
ou 23 < 2 < 22 (mod. §).

Au § 5, un théoréme combinatoire sur les équivalences
ayant pour base I’ensemble des m-parties de E (théoréme
dont la forme initiale est due a F. P. Ramsey [7]) permet
d’obtenir le théoréme d’interprétabilité restreinte: « Pour toute
chaine 9 et toute relation m-aire ¢ de méme base E telle que
Card (E) > &,.(n) (cardinal convenable), il existe une n-partie
F de E telle que la restriction ¢|F soit interprétable par la chaine
6|F. » ,

b) Supposons qu’une relation ¢ de base E vérifie la
condition : « Pour tout couple (X, Y) de n-parties de E, les
restrictions ¢|X et 9|Y sont isomorphes ». On dit alors que ¢
est n-monomorphe.

Une relation n-monomorphe pour tout entier n est dite mono-
morphe (ou monotype, [4]).

Toute relation interprétable par une chaine est monomorphe.
Dans sa thése, en 1953, R. Fraissé avait annoncé une réci-
proque partielle : « Toute relation monomorphe de base infinie
est interprétable par une chaine » (résultat obtenu par ultra-
filtration). Le cas d’une base finie restait a élucider, et exi-
geait une méthode fondamentalement différente : nous n’avons
pu l'atteindre qu'en développant la théorie « des chaines
permutées ».

- 20 Notons S, le groupe des permutations de {1, 2, mi.

Etant donné deux chaines a, B de bases respectlves A B,

et une m-partie X = {;, 25, ..., Tn} de A n B, les inégalités :

<z < <® (mod. a),
Toy < Tor) < *++ < Tomy (mod. ),
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définissent une permutation o e S,. Quand X varie, ces per-
mutations ¢ engendrent un groupe Q,. Pour tout sous-groupe
G de S, contenant Q,, nous disons que les chaines a et 8 sont
G-compatibles. Quand A n B est infini, la suite Q des groupes
Q1, Qp ..., Qn, ... est appelée une suite indicative.

a) Un sous-groupe G de S, est dit un groupe indicatif dés
qu’il existe une suite indicative Q telle que G = Q,. Au § 6,
nous montrons que les sous-groupes indicatifs de S, forment
un lattis pour 'ordre par inclusion. Plus précisément, le groupe
GV H engendré par la réunion de deux sous-groupes indicatifs
G, H est lui-méme indicatif (par contre, le groupe Gn H
n’est généralement pas indicatif).

b) Au §4, une variante du théoréme de Ramsey et un contre-
exemple tiré d’un produit lexicographique nous avaient donné
(pour k, n entiers > 1) le théoréme des multichaines, dans lequel
n®" apparait comme le plus petit des entiers p tels que:
« Pour Card (E) > p et k + 1 chaines a,, a,, ..., @, de base E,
il existe une (n + 1)-partie F de E telle que «,|F, a,|F, ..., o|F
sotent identiques ou symétriques ». Le cas particulier des bichaines
(k = 1), déja obtenu par P. Erdés et G. Szekeres [3], permet
d’entamer une étude dont le résultat essentiel est un théoréme
de réduction (§ 8). St H désigne le groupe indicatif maximum
contenu dans un sous-groupe G de S,, nous mettons en évidence
un entier k > 0 vérifiant la condition : « Pour Card (E) > m + k,
la G-compatibilité de deux chaines a, 3 de base E implique
la H-compatibilité de ces chaines ». Le plus petit so(G) de ces
entiers k sera le seuil de réduction du groupe G.

Du fait que la compatibilité de deux chaines de méme base
relativement & un groupe indicatif correspond toujours 4 une
situation simple (chaines identiques ou symétriques, chaines
ayant méme cycle dérivé, etc...), le théoréme de réduction
prend une certaine importance dans la théorie « des chaines
permutées ».

¢) Soit ¢ un ensemble de chaines dont les bases sont des
parties de E. Si Card (E) > n et si toute n-partie de E est
contenue dans 'une des bases des chaines ¢ € @, nous disons
que O est un n-recouvrement de E.

Au § 9, Pexamen des divers groupes indicatifs et le théoréme
de réduction permettent de prouver un lemme dont ’énoncé
avait été pressenti, sans démonstration, par R. Fraissé. Il

21
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en résulte un théoréme de G-recollement: « Etant donné un
sous-groupe G de S,, il existe un entier k>0 tel que, pour
tout (m + k)-recousrement ® de E par des chaines G-compa-
tibles, il existe une chaine 9 de base E qui est G-compatible
avec toute chaine ¢ € ® ». Le seuil de recollement du groupe G
est le plus petit s;(G) de ces entiers k. Il vérifie: s(G) << 3
st G est indicatif, et s,(G) << 1 4 $o(G) si G est non indicatif.

3° Pour une relation m-aire { de base E, le groupe des
automorphismes d’une m-restriction Y|F s’identifie & un sous-
groupe G de S,. Si ¢ est n-monomorphe et si Card (E) > %,(n),
les n-restrictions !X sont interprétables par des chaines
G-compatibles appartenant 4 un n-recouvrement ¢ de E.
Ainsi, le théoréme d’interprétabilité restreinte et le théoréme
de G-recollement nous permettent de démontrer (§ 12) deux
propositions qui répondent a la conjecture de R. Fraissé, et
méme affaiblissent les hypothéses nécessaires :

a) Pour tout entier m > 1, il existe un entier p tel que:

« St Card (E) > p, toute relation m-aire monomorphe de
base E est interprétable par une chaine ». Ainsi, pour le plus
petit =(m) de ces entiers p: w(2) = 4 (mais nous ignorons la
valeur de =(3)).

b) Pour tout entier m > 1, il existe un couple d’entiers
(n, p) tel que: « St Card (E) > p, toute relation m-aire n-mono-
morphe de base E est monomorphe ». Le plus petit d, des entiers
n figurant dans ces couples (n, p) est le degré optimum de mono-
morphie m-aire. Ainsi: dy =1, dy =3, dy =4, dy=>5 ou 6
(question ouverte). Pour m > 5, nous ne connaissons que
I'encadrement: m + 1 < d, <2 + (3m — 8)%.

Au § 13, le théoréme de G-recollement permet encore de
mettre en évidence un entier ¢ vérifiant la condition suivante :
« Sott { une relation m-aire monomorphe de base finie E telle
que Card (E) > q. Pour qu’une relation m-aire §' de base E
soit isomorphe d {§, il suffit que les g-restrictions de |’ soient
isomorphes aux g-restrictions de Y ». Ainsi, pour le plus petit
A(m) de ces entiers ¢: A(2) = 3 (mais nous ignorons la valeur
de A(3)).

40 Enfin, parmi les probléemes combinatoires (relatifs aux
chaines) qui ne se rattachent pas directement a I’étude des
chaines permutées et des relations monomorphes, signalons
le probléme de la croissance (§2). « Soit f une fonction appliquant
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Pune sur Uautre deuzx parties A, B de E. Pour qu’il existe une
chaine § de base E telle que f soit croissante relativement aux
chaines 0|A, 0|B, il faut et il suffit que cette fonction soit acy-
cligue ». (Une fonction f est acyclique lorsqu’aucune permuta-
tion circulaire de degré > 2 ne figure parmi les restrictions
finies de f.)

Quand E est infini, la démonstration utilise une méthode
d’ultrafiltration sous-jacente au théoréme de cohérence partielle
(§ 1) : pour un ensemble ¢ de relations m-aires dont les bases
forment un ensemble F de parties finies de E, ce théoréme
donne une condition d’existence d’une relation m-aire 6 de
base E telle que 6]X € @ pour tout X e F. La condition ainsi
obtenue par ultrafiltration sert plusieurs fois dans notre
étude, par exemple dans la démonstration de la forme « infinie »
du théoréme de G-recollement.

Les résultats que nous venons de résumer ont été annoncés
dans six Notes aux Comptes Rendus de I’ Académie des Sciences
[5] présentées par MM. A. Denjoy et H. Villat de novembre
1962 4 novembre 1964. D’autres résultats signalés dans ces
Notes feront 'objet de publications ultérieures.
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CHAPITRE PREMIER

RELATION, EQUIVALENCE, CHAINE. COMPATIBILITE,
INTERPRETABILITE

1. Ensemble de relations. Cohérence partielle.

Une fois pour toutes, {0, 1} désigne une paire de valeurs
munie de la transposition 1z (échangeant 0,1) et des opérations
zVy, x/\y (pour lesquelles 0,1 sont idempotents et respecti-
vement neutres).

51 FcE, Card (F) = n, Card (E) = p, nous disons que F
est une n-partie du p-ensemble E. Nous notons §,(E) 'ensemble
des n-parties de E.

1.1. Relation, restriction, compatibilité. Relations binaires
classiques.

1.1.1. Pour un entier m>1 et un p-ensemble E, soit
R, (E) I'ensemble des applications de E™ dans {0, 1} : toute
fonction ¢ € R, (E) est une relation m-aire de base E (si p est
fini, ¢ est dite elle-mé&me une relation finie). Pour toute n-partie
F de E, nous notons ¢|F la restriction de ¢ ayant F comme
base: ¢|F est une n-restriction de ¢, ¢ est une p-extension
de ¢|F.

Il est clair que: XcYcE = (¢|Y)|X = ¢|X.

Si G est I'ensemble des m-uples (z;, 25, ..., z,) e E™
vérifiant une condition y{®z,, @, ..., T,}, 1l existe une rela-
tion Y e R, (E) (et une seule) telle que:

Y@y, Zoy o vvy Tp) =1 <= (23, T, ..., @) €G.

On l'exprime en disant que G = ['({) est Pensemble caracté-
ristiqgue (ou graphe) de la relation { définie par la condition .

Deux relations m-aires «, 3 de bases respectives A, B sont
dites compatibles lorsque: a|/A nB = |A nB.
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1.1.2. Dans R,(E), les fonctions 1z, zVy, zAy sur {0, 1}
associent de maniére évidente aux relations ¢, ¢’ (de graphes
respectifs G, G’) les relations 19, 9V¢', ¢A¢’ (de graphes
respectifs [:G, Gu G, Gn G’). Une partie non vide de R,(E)

est un clan deés qu’elle est fermée pour la négation 19 et la
conjonction ¢ /A\¢’ (donc aussi pour la disjonction 9 Vo).
Toute partie ¢ de R,(E) est contenue dans un clan minimum
(clan engendré par ®).

La condition sur les graphes: I'(¢,) « ['(9,) (¢, est plus fine
que @,) définit une relation binaire de base R, (E), dite relation
de déduction.

1.1.3. Parmi les relations binaires ¢ € R,(E), les plus clas-
siques sont les équivalences et les ordres de base E.

a) Une équivalence ¢ de base E associe & tout ze E une
classe (z);. L’ensemble E/p de ces classes forment une
partition de E: nous dirons que k = Card (E/9) est I'indice
de ¢.

Pour un entier k > 1, des ensembles V,, V,, ..., V, deux &
deux disjoints, de réunion E, définissent un k-partage
e=(Vy, V5 ..., V,) de E (plus particuliérement, ¢ est une
k-partition de E si les ensembles V; sont non vides).

b) Un ordre total est encore appelé une chaine (on parle
ainsi de la chaine naturelle » de base N, ensemble des entiers
> 0). Nous noterons J(E) I’ensemble des chaines de base E.

Pour un k-partage (V,, V,, ..., V,) de E et des chaines
%1, P2, ..., ¢k de bases respectives V,, V,, ..., V), on note

¢+ 92+ -+ + ¢ (somme ordinale) I'unique chaine ¢ de
base E telle que:

1I<i<j<hkzeV,yeV,=>2z<y (mod.g).
Un lattis de base E est un ordre pour lequel Sup X (majorant

minimum) et Inf X (minorant maximum) existent pour tout

X ePR,(E) (et, par conséquent, pour toute partie finie non
vide de E).

1.2. Isomorphie, groupe d’automorphismes. Interprétabilité.

1.2.1. Soient ¢, ¢’ deux relations m-aires de bases respec-
tives E, E'.
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S’il existe une bijection ¢ de E sur E’ telle que:

¢(@1, Ta, oy Tn) = §'(5(21), 0(22), . -, O(m))

pour tout m-uple (z;, 2, ..., ,) € E®, on dit que ¢ est un
isomorphisme entre les relations ¢ et ¢’. Nous notons alors:
¢’ ~ ¢ (¢’ est isomorphe & ¢) ou, plus précisément: ¢’ < ¢
(¢" est isomorphe & ¢ par o). Si Fc E, F’' = o(F), la restric-
tion de ¢ &4 F est encore un isomorphisme entre les relations
¢|F et ¢'|F".

Dans le cas particulier: ¢ ~ ¢, on dit que ¢ est un automor-
phisme de la relation ¢.

Si E, E’ sont deux p-ensembles finis, deux chaines ¢ et ¢’
de bases respectives E, E’ sont isomorphes par une seule fonc-
tion ¢ (application croissante de E sur E’).

1.2.2. Pour des relations m-aires ¢, ¢, ¢”, il est clair que:

-1
¢ =g
¥R et ¢T R g e

On en déduit, plus particuliérement :

a) L’ensemble des automorphismes d’une relation ¢ de
base E forme un groupe de permutations de E (pour toute
partie F de E, nous noterons Gg(¢) le groupe des automor-
phismes de la relation g¢|F).

b) La condition ¢; ~ ¢, définit une équivalence v de base
R,(E): on dit que {¢), est la classe d’isomorphie de 9.

1.2.3. Soit ¢ un isomorphisme entre deux n-restrictions
¢|F et ¢|F’ d’une relation ¢ : nous disons que ¢ est un n-mor-
phisme de ¢. (Dés lors, les restrictions de ¢ sont encore des
morphismes de g¢.)

Pour un cardinal n et deux relations 6 € R,(E), ¢ e R, (E),
supposons que tout n-morphisme de 0 soit un n-morphisme de ¢ :
nous disons que ¢ est n-interprétable par 0. Pour que cette
condition soit vérifiée quel que soit n, il suffit qu’elle le soit
pour tout entier h tel que 1 <Ch < m: dans ce cas, on dit
simplement que ¢ est interprétable par 0.

Etant donné la relation 0 € R(E), il est facile de voir que
Iensemble RY(E) des relations m-aires de base E inter-
prétables par 6 est un clan. Dans le cas d’une chaine 8, nous
donnerons au § 5 une génération simple de ce clan.
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Comme exemple de relation ternaire interprétable par une
chaine 0, citons le cycle { dérivé de 0, défini par:

Y(@1, 2, T5) = (Y2 \ys) V (ys A1) V (41 A ),

pour

Y, = e(xm x3), Y = 9(3:3, xl)’ Ys = e(xl’ $2).
1.3. Théoréme de cohérence partielle.

1.3.1. Soit ® un ensemble de relations m-aires dont les bases
forment un ensemble F de parties de E: nous disons que @
est un ensemble de relations dans E, de support F. Ce support
est filtrant si, quels que soient X e, YeJ, il existe Ze F
tel que (X uY)cZ SiCard (E) > n et st toute n-partie de E
est contenue dans une base X e #, nous disons que ® est un
n-recouvrement de E.

Lorsque les relations appartenant & ® sont deux a deux
compatibles, ’ensemble @ est dit cohérent. Il existe alors une
relation 6 € R, (E) telle que ® soit ’ensemble des restrictions
6| X quand X parcourt le support F (ce qu’on peut noter:
O = 0]|F), et cette relation 0 est unique dés que P est un
m-recouvrement de E. En particulier, comme une relation
binaire est une chaine dés que ses 3 restrictions sont des chaines,
on peut énoncer la proposition suivante (qui recevra, au § 9,
une trés notable extension):

Prorosition. — St @ est un 3-recouvrement de E (de support F)
par des chaines deux d deux compatibles, il existe une chaine

0 de base E (et une seule) telle que: ® = 0||F.

1.3.2. Soit ® un ensemble de relations m-aires dans E, de
support F.

Si ¢|Xe® pour tout XeJF et toute relation g P dont
la base contient X, nous disons que I’ensemble @ est saturé.

Si ® contient un sous-ensemble cohérent @’ de méme support
F, nous disons que P est partiellement cohérent. 1l existe alors
une relation m-aire § de base E telle que 8| X e ® pour tout
Xed.

En utilisant Paziome des ultrafiltres: « Tout filtre sur un
ensemble & est contenu dans un ultrafiltre sur &», nous allons
démontrer le théoréme suivant:
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TratorEME. — Tout ensemble saturé de relations m-aires
fintes, de support filtrant, est partiellement cohérent.

Preuve. — Soit ® un ensemble saturé de relations m-aires
finies, de support filtrant non vide #. Pour tout X € #, notons
®y I’ensemble des relations a e R,(E) telles que «|X e®, et
montrons que la famille d’ensembles (Px)xeg constitue une
base de filtre sur R, (E).

En effet: a) Cette famille est non vide, et aucun @5 n’est
vide puisqu’il existe une relation ¢ € ¢ n R,(X) dont il suffit
de prendre une extension a e R, (E).

b) Quels que soient XeJ, Yed, il existe ZeJF tel que
Q;c (Px n Py): 1l suffit (puisque F est filtrant) de prendre
Z.eJ tel que (XuY)cZ, et de constater que

XeF LeF, XclZ— DycPy.

(Pour « € R,(E) tel que a|Z e @, la formule a|X € ® résulte de
a|X = («|Z)|X et du fait que ¢ est saturé).

Dés lors, soit U I’ensemble des parties V de R,(E) contenant
un ensemble ®x. Il existe un ultrafiltre U sur R,(E) contenant
le filtre V. En particulier: x € U pour tout X € F, et la condi-
tion o;|X = a,|X définit une équivalence «, = a, de base
®x pour laquelle ®x se partage en un nombre fini de classes
L, 9%, ..., Pk De Ox = U Qi, il résulte (d’aprés une

1<k
propriété classique des ultrafiltres) I’existence d’un entier
h(A<<h<Ek) tel que Pk eU; et cet entier h est unique,
puisque les ®% sont deux a deux disjoints. A tout Xed,
on associe de cette facon un ensemble ®5 € U et une relation
oxe P nR,(X) tels que: a e Py = a|X = gy.

Si @’ est ’ensemble des relations ¢x lorsque X parcourt &,
®’ est un sous-ensemble de ¢ ayant F comme support. Si X e &,
Y eJ, I’ensemble ®x n @y (appartenant & U) est non vide.
Il existe une relation ae ®xn Py telle que:

x| X = ¢x, alY = oy,
doi: «/XnY =1¢x|]XnY =0¢yXnY. Lensemble @' est
bien cohérent.

1.3.3. Lorsque E est infini, on sait que I'axiome des ultra-
filtres implique I’existence d’une chaine de base E: le théo-
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réeme de cohérence partielle en fournit une preuve immédiate,
quand on prend pour ® I’ensemble des chaines finies dans E.
Voici deux corollaires du méme théoréme 1.3.2.:

CoroLLAIRE 1. — Pour un entier k > 1, soit ® un ensemble
d’équivalences finies dans E ayant toutes un indice < k. St ®
est saturé, de support filtrant F, il existe une équivalence 6
de base E, d’indice <k, telle que 0| X € D, pour tout Xed.

(Au § 3, nous verrons un exemple d’emplo1 du corollaire 1.)

CoroLLAIRE 2. — Soit ® un ensemble saturé de chaines
finies dans E, de support filtrant F. Il existe alors une chaine 0
de base E telle que 8|X e® pour tout X e J.

Comme application du corollaire 2 (nous en verrons d’autres
au§ 2 et au§ 9), retrouvons une proposition de E. Szpilrajn [9]:

ProrositioNn. — Pour tout ordre ¢ de base E, il existe une
chaine 0 de base E telle que ['(3) < ['(0).

(Autrement dit : de tout ordre, on peut déduire une chaine.)

Preuve. — Soit F I’ensemble des parties finies de E. Pour
tout X e, notons Px l'ensemble des chaines de base X
moins fines que ¢|X. Enfin, considérons I’ensemble de chaines

finies: ® =U(Dx.
Xeg

€

a) Comme: XcY et ae Py —> a|X e Px, 'ensemble P est
saturé. Pour montrer que le support de ® est 1’ensemble
filtrant %, il suffit de constater que ®x est non vide (quel
que soit X e F). Si M est I’ensemble des entiers n > 0 tels que
Oy =~ 4 pour toute n-partie X de E, il est trivial que 0 e M,
1eM, ... et il s’agit de montrer que: neM=>n 4+ 1eM.
Or, pour Ae®,,(E), I'hypothése de récurrence implique
®x =~ ¢ pour toute n-partie X de A. Comme A posséde un
élément maximal a pour l'ordre fini ¢|A, on peut poser:
B=A—{a}, pe®Ps et considérer la chaine « de base A
définie par: «|B =20, z <a (mod. «) pour tout reB. Il
est immédiat que ae ,.

b) Le corollaire 2 du théoréme de cohérence partielle
implique alors I'existence d’une chaine 9 de base E telle que:
['(¢|X) e T(8]X) pour tout X eF. Dés que X parcourt P,(E),

cette condition assure: ['(g) < ['(9).
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2. Fonction acyclique, théoréme de croissance.

2.1. Fonction acyclique. Dénombrement de bijections acy-
cliques.

Soit f une application d’un ensemble A sur un ensemble B.
S1 AuBcE, la condition f(z,) = z, définit une relation
binaire ¢ de base E: ¢ est la relation fonctionnelle associée a f.
La fonction f et la relation fonctionnelle associée ¢ sont dites
acycliques lorsqu’il n’existe, parmi les restrictions de f aux
parties fines de A, aucune permutation circulaire (z,, 2,, . . ., z,)
de degré m > 2.

2.1.1. Voici d’abord deux cas particuliers :

a) Dans les notations précédentes, désignons par V l’en-
semble des éléments ze A nB tels que f(z) ==, et posons:
Xo=(AnB)—V, X,y = X,nf(X,). Lorsque X, est fini,
la suite décroissante (X,),»o est stationnaire, de valeur cons-
tante X, = T pour n > n, (convenable). Dans ce cas, on obtient
facilement :

« Pour que f soit acyclique, il faut et il suffit que T = g.»
b) Etant donné une chaine 6 de base E, et une fonction f
appliquant I'une sur ’autre deux parties A, B de E, supposons
que cette fonction f soit croissante quand on ordonne A et B
par 0. Pour la relation fonctionnelle ¢ de base E associée a f,
la condition de croissance relativement & 0 s’exprime par:

oz, y) =9@,y)=1 et z<a' (mod.d)—>y<y (mod.Hh).

Si f laisse invariante une partie finie X de A, la restriction
de f 4 X (en tant qu’automorphisme de la chaine finie 6|X)
est nécessairement la permutation identique de X. La fonction
f et la relation ¢ sont donc acycliques.

Réciproquement, nous montrerons en 2.2. que toute fonc-
tion acyclique est croissante pour une chaine convenable.

2.1.2. Soient A, B deux ensembles finis tels que:

Card (A) =Card (B)=n (n>0)
Card ( AnB)=p 0L pKn).

Le nombre des applications de A sur B est n!
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Nous noterons w; le nombre des applications acycliques
de A sur B.

a) On peut indiquer un procédé récurrent pour calculer o,
basé sur la remarque triviale: « Pour qu’une application f
de A sur B soit acyclique, il faut et il suffit que la restriction g
de f 4 AnB soit acyclique ». Notons h la restriction de f a
A — B, et posons:

G = g(AnB)
X=Gn(AnB), Y=Gn(B—A)
= Card (X) (0<g<p)

Pour déterminer f, on choisit d’abord Pimage G =XuY
de A nB (autrement dit: une g¢-partie X de AnB, et une
(p — gq)-partie Y de B — A). Pour q fixé, le nombre des images

G est donc: <Z><Z : I;) Lorsque G a été choisie, on obtient
f acyclique en choisissant 'une des wf applications acycliques g
de A n B sur G, et 'une des (n — p) ! applications h de A — B
sur B — G.

Il en résulte:

P — —_— ! p n_p>(l)q.
o = (n p)oq<p<q><1}~q F

S
q
Les coeflicients af =<p>————0—)L—‘ sont des entiers >1
pour lesquels : (r—a!

wi=(n—p)! 2 ajn—p)n—p—1)...(n—2p+q+1).

0<9ILP

b) Directement, il est clair que: o) =n!, wi=1. La
formule précédente donne ensuite:

ol = (n— 1! [(n — 1) + vl] = n!
ot = (n—2)![ 5 (v —2)(n—3)6 + 2An— 2o} + of]

=(n—2)!(n* —n—1)
=(n—3)! (n* —3n* — n + 4)
= (n — 4)! (n* — 6n® + b5n® 4 16n — 15), etc...

ainsi que: wpyy = wp + nwit, d’ou (par récurrence):

why=n! Y 1_ part. ent. (nle) (st n>1).
og<pgn P .
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Les coefficients qui en résultent:

1
g=1 ag=p, g=5pp—0F"—p—1),...

permettent d’obtenir les développements :

[ of = (n—p)! nP__BgB___lz_l nP1
plp—1p+1Bp—10) ,, , .
+ % mT ]

n(n — 1) ...(n—p+1)=np_£(P_2—_1)np—1

(P =1 —=20Bp—=1) s
N P 2@ L

L e p(p — Vnp=® + ... .
n! 2n—1)n—2)...(n—p+1)

Dans les notations précédentes: Card (A) = Card (B) = n,
Card (A nB) = p, 1l en résulte:

ProrositioN. — Pour p fizé et n — o, la probabilité pour
qu'une application de A sur B ne soit pas acyclique vaut asymp-

totiquement pp—1),

2n?

2.2. Théoréme de croissance.

2.2.1. Lemme. — Soit f une fonction acyclique appliquant
Dun sur Uautre deux ensembles finis A, B, et soit 3 une chaine
de base B — A. Il existe alors une chaine a de base A telle que f
soit croissante relativement d la chaine a 4 B.

Preuve. — Posons Card (A) = n, Card (A nB) = p. Nous

distinguerons les deux cas: B c A (récurrence sur n),
AnB =B (récurrence sur p).

a) Dans le cas Bc A, 8 est la chaine vide. Par récurrence
sur n>1 (le cas n =1 est trivial), démontrons I’existence
d’une chaine a de base A pour laquelle f soit croissante.

Si B = A, f est la permutation identique de A : n’importe
quelle chaine « de base A convient.
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Si B =£ A, introduisons la restriction g de f & B: g est une
fonction acyclique appliquant B sur f(B)cB. Comme
Card (B) < n, ’hypothése de récurrence implique I’existence
d’une chaine o' de base B pour laquelle g est croissante.
Posons :

B = {by,by .. b, by<by< .- <b, (mod.a)
A=T@), Bi=gb)=AnB 1<i<k)

(By, By, ..., By) est un k-partage de B et, comme g est crois-
sante pour «', les chaines a; = a'|B; vérifient :

o =aft gt
Pour 1 << 1 < k, soit a; une chaine de base A; telle que
aé = a,-lB,-.

Du k-partage (A;, Ag, ..., A,) de A, on déduit une chaine
a=a, + o + - + a, de base A telle que «’ = «|B. Ainsi:
by < by << -+ < b, (mod. a), et f est croissante pour la
chaine a.

b) Lorsque A n B =~ B, la chaine § n’est pas vide. L’exis-
tence de la chaine a peut se démontrer par récurrence sur
p = 0. Posons:

B'=B_A= gb].’ bz, c ooy bk;’ b1< b2< e <bk(m0d.B)
—1 -—

B,=AnB, A,=1(By), A =/f(B),
A=TF ) A<i<h),

Notons g, h (respectivement) les restrictions de f & Ay, A'.
Comme (A;, A, ..., A;) est un k-partage de A’, on peut obte-
nir une chaine &' = a; + a, + -+ 4 «, de base A’ telle que
&« = a’|A,-.

L’application h de A’ sur B’ est alors croissante pour la
chaine a’ 4 8 (le lemme est ainsi démontré lorsque p = 0).
Distinguons deux cas pour

Bo— Ay =A'"nBy = (A’uB’)n (A, uBy).
b,) Si By — A, = ¢, l'application acyclique g de A, sur B,

vérifie B, € Ag. D’aprés (a), il existe alors une chaine a«, de
base A, pour laquelle g est croissante. Comme (A,, A’, B’)
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est un 3-partage de A u B, on en déduit une chaine o, 4 «’ + f8
pour laquelle f est croissante.

b,) S1 B, — A, =~ ¢, application acyclique g de A, sur B,
vérifie Ay n By 5= By et Card (A, nBy) << p. Etant donné la
chaine ' = a'|(A" nB,) de base By — A,, I'hypothése de
récurrence implique l'existence d’une chaine a, de base A,
telle que g soit croissante pour la chaine «, 4+ ’. Comme {’
est une restriction de a’, les chaines @, + ' (de base A, u By)
et ' + B (de base A’ uB’) sont compatibles et, toujours au
moyen du 3-partage (Ao, A’, B’) de AuB, il en résulte une
chaine a, 4+ &’ 4+ [ pour laquelle f est croissante.

Remarque. — Soit V ’ensemble des 2 € A n B tels que f(z) ==,
et soit ¢ = Card (V). Lorsque la fonction acyclique f est
bijective, on peut apporter au lemme le complément suivant :
« Etant donné la chaine B de base B — A, il existe q! chaines
a de base A telles que f soit croissante pour a + [3, et ces chaines
a sont de la forme a|V + a|(A — V) ». La donnée de f et de

détermine donc a|(A — V) et laisse arbitraire «|V.

2.2.2. Du lemme 2.2.1. et du théoréme de cohérence par-
tielle (corollaire 2), nous allons déduire le théoréme de crois-
sance.

TutortmMe. — Soit [ une fonction appliquant Uune sur
Vautre deux parties A, B d’un ensemble E. Pour qu’il existe
une chaine 0 de base E telle que f soit croissante quand on ordonne
A et B par 0, il faut et il suffit que cette fonction f soit acyclique.

Preuve. — En 2.1.1.; nous avons vu que la condition est
nécessaire. Lorsque E est fini, le lemme 2.2.1. montre que la
condition est suffisante. Lorsque E est infini, il est commode
d’introduire la relation fonctionnelle ¢ de base E associée a f.
Dés que ¢ est acyclique, il s’agit de montrer que cette relation
binaire est croissante (2.1.1.) pour une chaine convenable de
base E.

Soit F ’ensemble des parties finies de E: pour tout X e &,
la relation ¢|X est fonctionnelle et acyclique. Si ®@x est I'en-
semble des chaines de base X pour lesquelles ¢| X est croissante,
le lemme 2.2.1. montre que ©x =~ ¢g. L’ensemble des chaines

finies (D=| "Dx admet donc comme support I’ensemble
Xeg
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filtrant F. Par ailleurs, 1l est clair que:
XcY et aePy—>ae by,

autrement dit: ¢ est saturé. D’aprés le corollaire 2 du théo-
réeme 1.3.2., 1] existe alors une chaine 6 de base E telle que
0] X € ® pour tout X e F. Pour des éléments z, 2, y, y’ de E
tels que: g¢(z, y) = 9@, y') =1, 2 <2’ (mod. 0), 1l suffit
de prendre X = {z, 2, y, y'{ pour en déduire: y <y’ (mod. 6).
La relation ¢ est bien croissante pour la chaine 6.

2.2.3. D’aprés le théoréme de croissance, pour qu’une
bijection f entre deux parties de E soit un morphisme d’une chaine
(convenable) de base E, il faut et il suffit que f soit acyclique.

Voici une autre application qui semble nécessiter 'axiome
des ultrafiltres (sous-jacent a la forme « infinie » du théoréme
de croissance) et 'axiome de régularité selon lequel: « Tout
ensemble non vide F posséde un élément X eF tel que

XnF =¢gn

Prorosition. — Soit A Uensemble des parties non vides
d’un ensemble B, et soit f une fonction de choix appliquant
A sur B (de telle sorte que f(X)e X pour tout X e A). Il existe
alors une chaine 6 de base A uB pour laquelle f est croissante.

~ Preuve. — D’aprés le théoréme 2.2.2,, il suffit de montrer
que toute fonction de choix f est acyclique.
Soit F = {X;, X,, ..., X,{ une m-partie finie de A. Si la
restriction de f 4 F était la permutation circulaire
.. (Xh X27 M ] Xm)’
on en déduirait:
X,eX,nF, XmeXinF 1<i<m)

I3

en contradiction avec I’axiome de régularité.

3. Equivalences particuli¢res. Nombres de Stirling,
nombres de Ramsey.

3.1. Equivalences d’indice donné, nombres de Stirling.

3.1.1. Pour un entier k > 0 et un p-ensemble fini E, notons
P,(E) I’ensemble des équivalences de base E, d’indice k, et
posons : S(p, k) = Card (P,(E)). Les entiers S(p, k) > 0 (que
certains auteurs introduisent parfois différemment) sont appe-
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lés les nombres de Stirling. Si k > 1, le nombre des k-partitions
de E est alors k! S(p, k), le nombre des k-partages de E est
kP, d’ou: k! S(p, k) < KP. 11 en résulte que les nombres de

Stirling ont des séries génératrices o,(z) = Z S(p, k )ip—'
convergentes en tout ze C. p:

Fixons a e E. Quand ¢ parcourt P (E) la trace X de (a)qp
sur F =E — fa}{ et la restriction ¢ = ¢|F définissent une
bijection ¢ — (¢, X) dont on déduit:

S(p,k>=S<p—1,k—1)+kS<p—1,k>.

Cette formule se traduit par 1’équation différentielle :
o, — ko, = o4—;. Comme ay(z) =1 et ¢,(0) =0 pour k> 1,
on obtient ainsi:

O'k(z‘) _ ﬁe_z_k—_‘_i_x, d’ott S(p’ k) — ¥ (—- 1)" (k — h)l’

osnck h!(k—h)!
3.1.2. Pour tout entier m > 0, posons : v = Y k!S(m, k).

o<k<Lm

Pour 1 << k < m, soit A% ’ensemble des applications de [1, m]
sur [1, k] (intervalles d’entiers), et soit: U Ak = A,.

1<k<m
A toute fonction fe A% correspond une Fk-partition
P p

e=(F), T2 --ns F()

de [1, m], et cette correspondance f — ¢ est bijective. Ainsi:
Card (Ak) = k! S(m, k), Card (A,) = y™.

Au § 5, nous verrons les entiers V™ intervenir dans le
dénombrement des relations m-aires interprétables par une
chaine donnée. Pour calculer directement ces entiers (sans
les rapporter aux nombres de Stirling), déterminons leur
série génératrice. Pour |z] << Log 2, qui implique | —1]| <1,

la série ) k! (z) converge absolument vers (2 — ¢)~1. II
k=0
en résulte :

3 ym 2 S k!S(m, k)

mz0 m! mzo m 1! (k>o )

=gk%2(mm%) (2 — )L,

k=0 m20
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De: <1_ﬁ_%_...><v(°>+v(1)1i!+ (2)27"_'_ ..>=1,

on déduit: v = 3 <m>v("), et la formule symbolique:
0<k<m

2v™ = (1 4 v)™. Les premiéres valeurs de v™ sont:
VO =yD =1 @B =3 & =13 y® =75 ® =541,

3.2. Equivalence de base E™ liée & une chaine de base E.
Soient 6 une chaine de base E, et m un entier > 1. Pour
1< k<m, XePB(E), 6 Ak, posons:

ngalaam”‘,ak}’ a < ay << - < ay (modO)
= ayp (@I m).

On obtient ainsi un m-uple z = (2, z,, ..., 2,) dans lequel z;
est le o(i)-itme élément de X = {z;, 5, ..., z,{ pour la
chaine 6| X. Réciproquement, la donnée de la chaine 6 € J(E)
et de z € E™ détermine la fonction ¢ : nous poserons

= ﬁ(x) = 6(-'131, Xay oo vy Tp),

définissant ainsi une application § de E™ dans A,,. Cette appli-
cation est surjective dés que Card (E) > m. Ainsi:

a) Pour que 6(3:1, Tay ovey Tp) = G(yl, Y2y -+ -5 Ym), 1l faut
et il suffit qu’il existe un morphisme f de la chaine 6 tel que:

1<i<m=>z;edef (f) et ¥ = [(=).

b) La condition §(z) = §(y) définit une équivalence op(:v, Y)
de base E™. Dés que Card (E) > m, I'indice de cette équiva-
lence ¢ (dite 0-équivalence de base E™) est v™.

3.3. Equivalences de base B(E) liées a une chaine de base E.
Soient 6 une chaine de base E et k, m deux entiers tels que:

1 <k<<m< Card (E).

3.3.1. Pour deux k-parties X, X' de E, supposons qu’il existe
un entier p > 1, une suite (X,, X;, ..., X,) de k-parties de E
et une suite (fi, f;, ..., f,) de m-morphismes de 6 tels que:

Xo=X, X,=X
1<i<p=Xicdef (fi) et Xi=fi(Xisa)
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Dans ce cas, nous dirons que X est m-transférable en X’
(relativement a la chaine 0) par la suite de fonctions

(fl’ ﬁ’ MR f’P)’

et nous noterons: X — (fy, fo, ..., f,) = X'.
Comme les formules :

{X}_-(ﬂ7f% "'7ﬂ) _>)(;
X_(gl’gZ7"'7gq>__>X
impliquent :

—1 —1 —1
3X'—(fp,-.-,fz,f1)—>x ]
X—(fisfer --sfps 81,825 -+, 8) > X
il est clair que la condition « X; est m-transférable en X, »

(pour 0) définit une équivalence ¢ de base P,(E). On peut
dire que ¢ est la 0,-équivalence de base PB,(E).

3.3.2. Pour Card (E) = m, { est la plus fine des équivalences
de base B, (E): elle correspond a X; = X,. Dés que

Card (E) > m,

nous allons montrer que ¢ devient la moins fine des équiva-

lences de base B,(E):

ProrositioN. — Pour 1< k< m < Card (E) et toute
chaine 0 de base E, deux k-parties quelconques de E sont m-trans-
férables Uune en Uautre (relativement a 9).

Preuve. — a) Dans le cas minimal Card (E) =m 4 1, 1l
suffit de prendre E = [0, m] (intervalle d’entiers muni de la
chaine naturelle 0) et de prouver la proposition (triviale pour
m = k) par récurrence sur m. Posons E' = [0, m — 1] (muni
de la chaine naturelle 6§’ = O|E’) et introduisons le m-mor-
phisme f de O défini par: f(r) =2+ 1 (0 <2z <<m). Les

1-parties de E sont 0,-équivalentes puisque
{2} — () > {o+ 1}

pour 0 <z <<m. Pour k> 2, I'hypothése de récurrence
implique la 0,_;-équivalence des (k — 1)-parties de E’. Pour
prouver que les k-parties de E sont 0,-équivalentes, il suffit
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de le montrer pour deux k-parties X, Z de E telles que:
Max X < m, MaxZ = m. Si p = m — Max X, posons:

hi=f (A<h<p)

et considérons la k-partie Y de E définie par:

— (s fos -5 o) > Y.

Comme Max Y=m, Y=Y —{m}| et Z'=7— {m]}
sont deux (k — 1)-parties de E’, de sorte que:

Y — (8 8 -5 8) > 2

pour des (m — 1)-morphismes convenables gi de 0’. Pour
1 < v<Cq, les m-morphismes g; de 6 définis par:

gim) =m,  glz)=glz) pour  wedef (g),
vérifient alors: Y — (g1, 82, ..+, 8&) = 2. Ainsi X, Y, Z sont
8,-équivalentes.

b) Dans le cas général d’une chaine 6 de base E telle que
Card (E) > m + 1, soit F une (m + 1)-partie de E. D’apres
(a), les k-parties de F sont 0,-équivalentes. Et, par ailleurs,
toute k-partie X de E est 0,-équivalente & une k-partie Y

de F: il suffit de prendre Y = f(X) pour un m-morphisme f
de 6 tel que X c def(f), val (f)c F, d’ou X — (f) - Y.

3.3.3. Pour 1 <k < m < Card (E), 1l existe toujours une
chaine 6 de base E et deux k-parties X;, X, de E telles que:
6 = (0|X;) + 0’ = 0" 4+ (6)X,). Deés lors, toute suite
(fiy fes --+» fp) de m-morphismes de 0 telle que: :

X "—‘(fh fza fp)_>X2a

vérifie p > 2. Ceci étant, signalons seulement la proposition
suivante (que nous avons obtenue en prenant n=2[(2k+1)):

Prorosition. — Pour tout couple (k, 1) d’entiers > 1, il
existe un entier n > k -+ 1 vérifiant la condition: « Pour toute
chaine § de base E telle que Card (E) > n et tout couple (X, X’)
de k-parties de B, il existe un couple (f;, f;) de (k + l)-morphismes
de 0 tel que X — (fy, f) = X' ».

En dehors de no(k, 1) =k + 2 et de ny(1, I) =21+ 1,
nous ne connaissons pas la valeur du plus petit no(k l) de
ces entiers n.
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3.4. Equivalence quelconque de base PB,(E). Nombres de
Ramsey.

Pour un ensemble E et un entier m > 1, soit ¢(X, Y) une
équivalence de base P,(E). S’il existe une n-partie F de E
telle que la restriction B, (F) soit constante, nous disons que
I’équivalence ¢ est n-monochrome. Si Card (E) > m, il revient
au méme de dire que les m-parties de F appartiennent 4 une
méme classe V (mod. ¢).

3.4.1. Pour les équivalences ¢ d’indice fini, et n << N,,
F. P. Ramsey a énoncé en 1930 [7] un théoréme combina-
toire qui devait devenir la source et le modéle de nombreuses
propositions analogues. Ce théoréme a été étendu a tout
indice k et a tout cardinal n par P. Erdés et R. Rado en
1956 [2]. Nous énoncerons ce théoréme sous la forme suivante :

THEOREME DE MONOCHROMIE. — Quels que soient U'entier
m>1 et les cardinaux k>1, n>1, il existe un cardinal
p > n tel que: « Pour Card (E) > p, toute équivalence de base
B(E), d’indice <k, est n-monochrome». On notera pk(n)
le plus petit des cardinaux p vérifiant cette condition.

La valeur pk(n) = n est triviale dans chacun des deux cas
minimaux: « k = 1, n quelconque », « k quelconque, n < m ».
Pour k et n finis, la valeur g4(n) =1 4 k(n — 1) correspond
au principe des tiroirs, selon lequel: « S1 1 + k(n — 1) élé-
ments sont répartis entre k tiroirs, alors I'un des tiroirs ren-
ferme au moins n éléments ».

Pour k fini, F. P. Ramsey avait obtenu deux formes parti-
culiéres du théoréme de monochromie :

a) Une forme « infinie » pour n =N, avec ph(N,) = N,.
(Parla suite, P. Erdos et R. Rado devaient obtenir : p3(N;) = Ns).

b) Une forme « finie » associant & k, m, n entiers > 1 des
entiers remarquables pk(n) qu’on peut appeler les nombres
de Ramsey. Pour k> 1 et n> m > 1, les seuls nombres de

Ramsey connus actuellement sont:
¢3(3) = 6 [7]
c3(4) = 18 et e3(3) = 17 [6].

3.4.2. Bien que la forme « finie » du théoréme de Ramsey
n’exige nullement I'axiome des ultrafiltres, il est intéressant
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(a titre d’exemple) d’utiliser le corollaire 1 du théoréme de
cohérence partlelle (1.3.3.) pour effectuer rapidement cette
finitisation de maniére purement qualitative. Pour des entiers
k>1, n>m>1, il s’agit de retrouver la seconde proposi-
tion de Ramsey : p{i.(n) < Ny, en supposant connue ’existence
du cardinal infimi p, = gh(N,) (mais pas nécessairement la
valeur de py).

Pour un p,-ensemble E, soit F I’ensemble des parties finies
F de E telles que Card (F) > m, et soit &, I’ensemble des
B.(F) lorsque F parcourt F. Pour tout FeF notons Qp
I'ensemble des équivalences non n-monochromes de base

PBn(F), d’indice < k. L’ensemble @ =U(Dp est un ensemble
Feg
saturé d’équivalences fimes dans P,(E).

Si gk(n) était infini, on aurait ®p =g pour tout Fed,
et le support de ® serait I'ensemble filtrant %,. D’aprés le
corollaire 1 du théoréme 1.3.2., il existerait une équivalence &
de base B,(E), d’indice < k, telle que: F e F = ¢|B,(F) € Pe.
Comme ¢ est Ny-monochrome, la contradiction apparait en

prenant pour F une n-partie de E telle que ¢|B,(F) soit d’in-
dice 1.

3.4.3. Faute de connaitre les valeurs exactes des nombres
de Ramsey, on s’est efforcé d’en obtenir des majorations et
minorations aussi bonnes que possible.

a) En dehors de I'inégalité sommaire: pk( \/ n! k-

pour | = ( ) [1], ces majorations et minorations concernent
m

surtout ¢k(n). Ainsi: V2<< Vei(n) [1], sans qu’on sache
si\/¢3(n) converge quand n — co.

Pour obtenir, par exemple: ¢4(3) > 2* introduisons les
intervalles d’entiers E = [0, 2* — 1], F= 1[0, k— 1], et
notons 27 le p.g.c.d. de 2*¥ et de b — a, pour toute paire
X = {a, b} d’éléments de E. On définit ainsi une application
X > n(X) de P(E) sur F vérifiant, pour toute 3-partie
{a, b, c| de E la condition :

w({a, b}) = =({b, ¢}) = h=—==({a, c}) > k.

La condition 7(X) = n(Y) défimit donc une équivalence

¢(X, Y) d'indice k, de base P2(E), non 3-monochrome.
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b) P. Erdos et G. Szekeres [3] pour k = 2, puis R. E. Green-
wood et A. M. Gleason [6] pour k > 2 ont obtenu une majora-
tion: pi(n 4 1) << Bi(n) par le coefficient multinomial

(¥

En [6] apparait également la majoration: g(3) <1 4 k! e.
En [5b], nous avons signalé la majoration : pi(n 4+ 1) < 1(n)
1+ Ba(h)

par Pentier p(n) = =~ Quand n -> o, la valeur
o<ngn (—2)

asymptotique de @(n) est —g— Ba(n), et:

8
n>4=—pn) < 9 Bz ().
L’inégalité donnée en [3] est ainsi légérement améliorée.
c) En [6] et [5b], des minorations particuliéres g << pk(n)
sont obtenues en considérant, pour un groupe additif abélien

G, des équivalences ¢ de base B,(G) invariantes par les trans-
lations du groupe G (autrement dit:

X=Y (mod. ¢)=>0a + X=a+ Y (mod. ¢)

pour tout a € G).
Pour une partie A du groupe additif Z, des entiers modulo d,
notons A(A) I’ensemble des Mc A tels que:

gx,yfeq32(M)=—*.»x—yeA,

et (A) le maximum de Card (M) quand M parcourt A(A).

Pour un corps fini F, de caractéristique p (nombre premier
tel que: Card (F;) = ¢ = p") et un diviseur k de ¢ — 1, soit
H le sous-groupe multiplicatif d’index k de F;. Comme H
est un groupe cyclique d’ordre d = 9—7{—-1-, chaque générateur
g de H définit un isomorphisme z — o(z) de H sur Z; tel que:
z = g°®. En notant H, I'image par ¢ de Hn (H 4 1), nous
avons obtenu : « Si pd est pair, Uentier n = 3 + &(H,) (indé-
pendant de g) vérifie ¢ < pk(n) ».
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Ce principe de minoration et les majorations signalées en
(b) permettent de retrouver: p3(3) = 6, g3(4) = 18, p3(3) = 17,

et fournissent les inégalités :

41 < ¢4(3) < 66 [6]
37 < ¢4(5) < 62 [5b]
B(4)>61,  @(6)>73,  a(5) > 199 [5b].

3.5. Equivalence de base Py(E) respectant une chaine de
base E.

Soit 6 une chaine de base E. Pour cette chaine 6 et une
partie V de B,(E), envisageons la condition suivante :
« Quels que soient z, y, z dans E tels que z < y << z (mod. 0) :

fz,yleV et fy,2} e V== {z,2] e V>

Lorsque cette condition est vérifiée par tous les ensembles V
d’un k-partage e = (V;, V,, ..., V) de B,(E) (ou par toutes
les classes V d’une équivalence ¢ de base P,(E)), nous disons
que le k-partage ¢ (ou I’équivalence ¢) respecte la chaine 6.

3.5.1. Soit (a, B) un couple de chaines (ou bichaine) de
base E. Le comparateur de cette bichaine sera le 2-partage
(Vy, V,) de By(E) défini, pour X e B,(E), par la condition:
XeV; <= /X =B|X. Ainsi, pour z <<y (mod. «), une
paire {z, y} d’éléments de E appartient a V, si z < y (mod. 8),
et & V, si y <z (mod. B). Il est immédiat que le comparateur
e de (a, ) respecte chacune des chaines «, 3. Réciproquement :

ProrositioNn. — St un 2-partage ¢ de B,(E) respecte une
chaine ae J(E), il existe une chaine Be J(E) (et une seule)
telle que la bichaine (o, B) admette ¢ comme comparateur.

Preuve. — Posons V, = B, (E), ¢ = (V;, V,). La relation
B(z, y) est déterminée par:

(1) gx’yg e Vou V1=>B(w’ y) = “(‘”’ y)
{»"3, y; € V2==> {3(3’, y) = a(y7 .CE)
Cette relation [ est réflexive, totale, asymétrique. Pour

montrer qu’elle est transitive, il suffit d’envisager une 3-partie
{z, y, 2} de E telle que B(z, y) = B(y, z) = 1. Six cas se pré-
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sentent alors pour appliquer les conditions (1):

y<z<z(mod a): {y z}eV, fy,zl eV,

(2) §w<y<z(mod.a): fx,yl eV, fy,z} eV,
r<z<y(mod. a): {z,y}eV, fz,yl e V,.
y<z<az(mod a): {y,z}eV, fy,z} eV,

- (3) 3z<y<x(mod.a): fz,y} e V,, fy,zl eV,
z<<ax<<y(mod a): {z,yleV, fz,yl eV,

Comme ¢ = (V;, V;) respecte a, les cas (2) et (3) donnent
respectivement :
a(z,z) =1={z, 2z} e V,.
%a(z, z)=1—= {z,2{eV,.

Dans tous les cas, on obtient B(z,z) = 1:  est une chaine
et ¢ est le comparateur de la bichaine (a, B).

CoroLLAIRE. — St une chaine a de base finie E est respectée
par un 2-partage (Vi, V;) de By(E), tl existe une permutation
f de E (et une seule) admettant V; comme ensemble des paires
{x,y} e Bo(E) telles que x <y (mod. @) et f(z) < f(y) (mod. a).

(I suffit d’introduire la bichaine («, ) de comparateur
(Vy, V,) et la permutation f de E telle que : a L B).

3.5.2. Lorsque = = (21, @3, ..., ;) et Yy = (Y1, Y2, ---» Ys)
parcourent un ensemble produit E=E, X E, X --- X E,,
notons V, I'ensemble des paires {z,y} e B,(E) telles que:
Ty =Y, To =Yz, +-.y Th—y = Yn-1, Tn 7= Y. Nous dirons que
e=(Vy, Vg ..., V) est le k- partage de B, (E) lié au produit
E1><E2><---><E,,

Dans ces notations, si 6,, 0,, ..., 0, sont des chaines de
bases respectives E,, E,, ..., E,, le produit lexzicographique
0,0, ... 0, est 'unique chaine O de base E telle que:

gw, y} € Vh = 0(.’17, y) == 9,,(.’1};,, yh)'

En particulier, lorsque 8, 0,5, ..., 0, sont identiques a la
chaine naturelle ayant pour base 'intervalle d’entiers

—[0,n—1] (n>2),

le développement o(z, z,, ..., ) = X xn*™" définit un
1<h<k
1somorphisme ¢ entre la chaine lexicographique 6 = 6,0, ... 0,

de base E = F* et la chaine naturelle 6’ de base E’' = [0, n*—1].
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En accord avec la terminologie concernant les équivalences,
disons qu’un partage ¢ = (V;, V,, ..., V) est moins fin
que le partage ¢ = (V,, V,, ..., V,) dés que tout ensemble
V| est réunion d’ensembles V,.

ProrosiTion. — St ¢ est le k-partage de B,(E) lié au produit
E = ][] E. et st 0 est le produit lexicographique de chaines

1<h<k
0,, 0, ..., 0, basées respectivement sur E,, E,, ..., E,, alors ¢

et tous les partages de B,(E) moins fins que e respectent la
chaine 9.

Preuve. — Soit V' une classe d’un partage ¢’ de L,(E) moins
fin que e = (V,;, V,, ..., V). Pour des éléments z, y, z de E
tels que: z <<y <<z(mod. 0), {z, yleV', {y, zleV, V
contient deux classes V,, V, de ¢ telles que:

fz,y} eV, {y, 2} eV,
Il en résulte : {z, z{ e V, pour r = Min (p, ¢), donc {z, z} e V".

3.5.3. Voici un corollaire immédiat de la seconde proposi-
tion de Ramsey:

ProrosiTioNn. — Quels que soient les entiers k > 1, n > 1,
il existe un entier p > n tel que: « Si Card (E) > p, toute équi-
valence de base PBy(E), d’indice < k, respectant une chaine de
base E, est n-monochrome. »

Si aof(n) désigne le plus petit des entiers p vérifiant cette
condition, il est clair que: o§(n) < pk(n). Mais alors que les
nombres de Ramsey pk(n)' se laissent seulement majorer et
minorer (sans rien livrer d’autre concernant leur expression),
nous verrons au § 4 que oi(n) =1 + (n — 1)~

4. Théoréme des multichaines.
4.1. Coefficient d’un k-partage de P,(E).

Soit 6 une chaine de base finie non vide E. Pour toute partie
F={x, 2, ...,2,} de E telle que

T <2y << - <z (mod.0),

notons PL(E) I’ensemble des paires

f2n, T} (1<K R < ).
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A tout k-partage ¢ = (Vy, V,, ..., V,) de B,(E), associons
les entiers > 1:

pi(e) = Max Card (F), pd(e) = Max Card (F)
Ba(F) = Vi PiF) = V;

et le nombre rationnel ry(e) (coefficient de ¢ relatif a 0) défini
par:
I Pb(e) = ro(e) x Card (E).
1<i<k
4.1.1. La proposition suivante montre que les k-partages
e de B,(E) ayant un coeflicient rg(¢) = 1 jouent un réle mini-
mal remarquable:

ProrositioN. — Relativement d une chaine 0 de base finie
non vide E, tout k-partage ¢ de B,(E) posséde un coefficient
ro(e) > 1 et vérifie (pour 1 <1< k) les inégalités:

Pi(e) << pl(e) < ro(e) X pife).-

Preuve. — L’inégalité p;(e) << p¥(e) est triviale. Dans
chacun des deux cas minimaux k =1, Card (E) =1, 1l est
évident que p;(e) = pf(e) et que ry(e) = 1. Pour k> 2 et
Card (E) > 2, 1l suffit (puisque les classes V; de ¢ jouent le
méme rdle) de prouver:

pi(e) <ro(e) X pafe),
autrement dit:

Card (E) << pa(e) ¥ pi(e)pi(e) - - - pi(e).

Posons n = p}(e), et opérons par récurrence sur k 4+ Card (E):

a) S1 n=1 (autrement dit: V, = @), on consideére le (k—1)-
partagee; =(V,;, Vy, ..., Vi) de By(E). L’hypothése de récur-
rence appliquée a (9, ¢;) fournit I'inégalité concernant (0, ).

b) S1 n> 2, soit E’ I'ensemble non vide des éléments
z = Max F correspondant aux n-parties F de E telles que
PBYF) € V,. Comme Min E ¢ E’, 'ensemble E” = E — E’ est

non vide. Posons:

Vi = Vin P, (E"), ¢ = (V, Vp, ..., V), 0" = | E',
Vi=VinPy(E"), "= (V,V,..,V), 0" =0E"

Comme py(e) < pale) et pY(e) < plle) (1 <i < k) — iné-
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galités analogues pour 6", ¢ — I’hypothése de récurrence
appliquée a (0, ¢’) et (0", ") fournit I'inégalité:

Card (E) < pa(e) X pi(e) ... pl-a(e) X [PL(e") 4 pE(")].

Mais, d’une part: pl(¢') = 1 (puisque deux éléments distincts
z, y de E’ vérifient nécessairement {z, y} ¢« V,). D’autre part:
pY(e") > n impliquerait I’existence d’une n-partie F de E”
telle que PY(F) ¢ V,, d’ou la contradiction: Max Fe E'n E”.
Il en résulte: pf(ec’) + pl(e") << n, et l'inégalité cherchée
concernant (0, ¢). '

CoroLrLAIRE. — Sotent my, m,, ..., m, des entiers > 1.
Pour toute chaine 0 de base finie E telle que

Card (E) > mym, ... m,
et tout k-partage ¢ = (Vy, Vy, ..., V) de By(E), il existe:

soit deux entiers 1, ] (1 <<i1<<j<k) tels que pl(e) > m; et
piE) > my;
soit un entier h (1 < h < k) tel que py(e) > m,.

| (Sinon, 1l existerait un entier h tel que pu(e) < m, et
pie) < m; pour tout 1 5= h. On en déduirait pi(e) << ry(e) X my,
et [ pie) <ry(e) X Card (E) contrairement a la défi-
1<i<k

nition de ry(e)).

4.1.2. Parmi les k-partages ¢ de PB,(E) vérifiant : p(e)= p;(e)
pour 1 <t <Ck, citons:

a) ceux qui respectent la chaine 6 (3.5.);

b) ceux de coefficient minimal ry(e) = 1.

En outre, ry(¢) = 1 implique la factorisation:

Card () = TI pie)
1<i<k

Réciproquement :

Prorosition. — Pour toute chaine 6 de base finie non vide
E, et toute factorisation Card (E) = mym, ... m,, il existe
un k-partage ¢ de B,(E) respectant la chaine 0, de coefficient
ro(e) =1, tel que: pi(e) = m; (pour 1 i <Ck).

Preuve. — Soient 6, 0,, ..., 0, des chaines de bases res-
pectives E;, E,, ..., E; telles que Card (E;) = m;. Par 1so-
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morphisme entre deux chaines finies équipotentes, on se
raméne au cas E=E; X E; X --- X E, en prenant pour
chaine § (de base E) le produit lexicographique 6,0, ... 0,.
Dés lors, soit ¢ = (Vy, V,, ..., V,) le k-partage de B,(E) lé
au produit E;, X E, X .-+ X E, (3.5.2.): on sait que ¢
respecte la chaine 0. Pour n = p,(¢), soit F = {a, b, ..., I}
une n-partie de E telle que a << b << --- <1 (mod. 6) et
Ba(F) € V,. Les projections des éléments de F vérifient alors:

1<l<h=‘>a,= bi: e =li
a, < b, < -+ <l (mod. 6,,).

Il en résulte:

pEe)<m  powr 1<h<k I[ pfe) < Card (E),
1<i<k
ce qui implique ry(e) =1 et pu(e) =m, pour 1 <<hr <k
4.2. Variantes du théoréme de Ramsey.
Pour parvenir & de nouvelles majorations des nombres de

Ramsey, par exemple: p3(n 4 1) < <2nn>’ P. Erdos et

G. Szekeres associaient a tout systéeme (k, m, n,, n,, ..., n,,)
d’entiers > 1 un entier {%(ny, n,, ..., n,) défini comme mini-
mum des entiers p vérifiant la conditlon suivante [3]: « Pour
Card (E) > p et tout k-partage (Vy, Vy, ..., Vi) de P.(E),
il existe une classe V; et une n;i-partie F de E telles que

PBna(F) e Vin. 11 est clair que

ek(n) = Yk(n, n, ..., n)
n = Max n;—=> {k(ny, ng, ..
1<i<k

o M) S Pim(n)-

Pour m = 2, les propositions données en 4.1. conduisent a
une variante qui apparait comme une forme affaiblie de
Pénoncé précédent. Il est curieux de constater que le seuil
de validité de cette forme affaiblie se calcule aisément, mais
que la détermination des entiers analogues (%(n,, n,, ..., ny)
reste un probléme ouvert.

Proposition. — L’entier 1 4 (n; —1)(n, — 1) ... (ne—1)
est le plus petit des entiers p vérifiant la condition suivante:
« Pour Card (E) > p et tout k-partage (Vy, V,, ..., V,) de
By (E) respectant une chaine de base E, il existe une classe V;
et une ni-partie F de E telles que Lo (F) < V;.
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Preuve. — La proposition est triviale s1 'un des entiers
m; = n; — 1 est nul. Si m; > 1 (pour tout i), elle se raméne
évidemment a I’examen des cas ou la base E est finie. Pour
tout k-partage ¢ de P,(E) respectant une chaine 6 de base E
(ce qui implique pf(e) = p;(e)), Vexistence d’un entier i
(1 < i< k) tel que p;(e) > n; résulte de la proposition 4.1.1.
(corollaire) dés que Card (E) > mym, ... m;. Un tel entier ¢
peut ne pas exister (proposition 4.1.2.) si

Card (E) = mym, ... m,.

Remarques. — a) On obtient, comme cas particulier, le
seuil de validité o¥(n) = 1 4+ (n — 1)* de la proposition 3.5.3.

b) Etant donné une chaine « de base E, nous avons établi
(proposition 3.5.1.) une correspondance bijective § — ¢ entre
les chaines B de base E et les 2-partages ¢ de P(E) respectant
, en interprétant ¢ comme comparateur de la bichaine («, f).
Compte tenu de cette correspondance, la proposition précé-
dente admet comme cas particulier (pour k = 2) une proposi-
tion de P. Erdos et G. Szekeres [3]:

L’entier 1 + (n; — 1)(ny, — 1) est le plus petit des entiers p
vérifiant la condition suivante: « Pour toute bichaine («, )
de base E telle que Card (E) > p, il existe: soit une n,-partie F
de E telle que a|F, B|F sont identiques, soit une n,-partie F
de E telle que a|F, B|F sont symétriques ».

L’extension de cette proposition sur les bichaines peut
s’envisager différemment, par le théoréme des multichaines.

4.3. Restriction J'-cohérente d’une multichaine.

St ay, a,, ..., a, sont des chaines de méme base E, le multi-
plet w = (a;, @, ..., @) est une multichaine (plus précisé-
ment : une k-chaine) de base E. A toute partie F de E correspond
une multichaine @|F = (a|F, a|F, ..., |F), dite restric-
tion de . Lorsque les chaines a;, a,, ..., &, sont deux a deux
identiques ou symétriques, nous disons que la multichaine @
est J'-cohérente (cas particulier d’une notion qui sera étudiée
au Chapitre ).

4.3.1. Pour k > 1, associons a tout entier he [0, 2 — 1]
la suite (hg, Ay, ..., hy—,) des chiffres de son développement

de base 2:
h= 3 R X 21,

0<i<k—1
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A tout 2*-partage € = (Ag, Ay, ..., Ay, ..., Aye,) d’un
ensemble M correspond alors une suite (g, €, ..., &) de
bipartages de M définie par:

& =[B,Bl) 0<i<k—1)
B! =|_JA, (v=00u1).

hi=v

Comme: A, = ' | Bl pour tout he[0, 2¥* — 1], on
. 0<i<k—1
reconnait facilement que la correspondance

€ — (50’ €1y -+ v Ek—l)
est bijective.
Lorsque M = PB,(E), nous allons utiliser cette correspon-
dance dans l’étude des multichaines de base E.

4.3.2. THEOREME DEs MULTICHAINES. — Quels que sotent
les entiers k > 1, n > 1, Uentier n® est le plus petit des entiers p
vérifiant la condition: « Pour Card (E) > p et toute (k + 1)-
chaine p. de base E, il existe une (n + 1)-partie F de E telle que
la restriction w|F sott Jt-cohérente ».

Preuve. — a) Soit u. = (ay, &, ..., &) une (k 4+ 1)-chaine
de base E telle que Card (E) > 1 + n®. Pour 0 i << k — 1,
notons ¢; le comparateur de la bichaine (a,, ;) et introduisons
(conformément a 4.3.1.) le 2*-partage ¢ = (A,, Ay, ..., Agiy)
de PB,(E) associé a la suite (gq, &, ..., g—;). Comme chaque ¢;
respecte la chaine «,, il en est de méme pour e.

D’aprés la proposition 4.2., il existe alors une classe

A (O R 28— 1)

et une (n -+ 1)-partie F = {zy, ;, ..., #,{ de E vérifiant:
Ty < @ < -+ < &, (mod. «;) et Py(F) c A, Si

(h(): hl’ LR ] hk—l)

est la suite des chiffres de ~ dans son développement de base 2,
il en résulte:

Ty < 2y < oo < 2, (mod. a;y,) sl h;
Ty > x> o0 > 2, (mod. a;y,) si h;

et la multichaine t|F est bien J'-cohérente.

I

0
1

29
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b) Si Card (E) = n®), montrons qu’il existe une (k 4 1)-
chaine p de base E dont toute restriction J!'-cohérente w|F
vérifie Card (F) < n.

C’est trivial pour n = 1. Pour n > 2, prenons pour «,
la chaine naturelle de base E = [0, n® — 1]. Lorsque z
parcourt E, nous avons rappelé (3.5.2.) que le développement
de base n:

z= Y 1z X n@-1-H

0<h<2¥
définit un isomorphisme z — (x,, z;, ..., Zpx_;) entre o, et
une chatne lexicographique de base [][ E, ou

0<h<2k
E,= [0, n —1].
Le 2*-partage lié au produit Ey X E; X - X Eg_; se

transporte alors en un 2*-partage ¢ = (A, Ay, ..., Ap,) de

B,(E), dans lequel A, désigne I’ensemble des paires d’entiers
{z, y} de E telles que:

To = Yo, Ty = Y1y - -+ Th—1 = Yn—1, Ty F= Y.

Introduisons (comme en 4.3.1.) la suite (g5, €, ..., €—1)
de bipartages de PB,(E) associée a ¢. D’aprés la proposition
3.5.2., € et tous les partages ¢, &, ..., &—; (moins fins que ¢)

respectent la chaine a,. Il existe donc (proposition 3.5.1.)
des chaines a;, a5, ..., o, de base E telles que ¢ = (B?, B})
s’interpréte (pour 0 < i<k — 1) comme le comparateur de
la bichaine (ay, a;1,). Posons: g = (ag, a;, ..., o).

Si @|F est une restriction J*-cohérente de la multichaine .,
il existe une suite (hy, hy, ..., hy—;) de chiffres 0 ou 1, et un

entier h= Y R X2 (0<C<h<<2—1) tels que:

0<i<k—1
hi=0 s1 oy|F, ay|F sont identiques
h=1 s1 oF, a;,|F sont symétriques.

De: 0 <t << hk— 1=-B,(F) c B, il résulte: Py(F) c A,. Les
éléments a, b, ..., I de F ont ainsi (dans leur développement
de base n) des chiffres a,, by, ..., [, deux a deux distincts,
ce qui implique Card (F) < n.

Ezemples: (b;) Pour k=1, cette méthode fournit une
bichaine p = (a,, ;) de base E = [0, n?> —1] dont toute
restriction J'-cohérente ®|F vérifie Card (F)<Cn. Notons
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z — f(z) l'isomorphisme entre la chaine naturelle «, et la
chaine ;. Si 2z € E admet z = z,n + z; comme développement
de base n, on obtient: f(z) = zon + (n —1 —=x,).

(by) Pour k= n =2, la méthode fournit une 3-chaine
@ = (o, %y, ;) de base E = [0, 15] ayant, lorsque F parcourt
PBs(E), 560 restrictions p|F dont aucune n’est J'-cohérente.
Relativement a la chaine naturelle o,, les chaines o, et a,
sont déterminées par les isomorphismes: a; L ay, oy L a.
On obtient :

fley | 832107 |6|5|4|11|10| 9 | 8 |15 | 14|13 |12

5. Relation interprétable par une chaine. Interprétabilité restreinte.

5.1. Réduction a la m-interprétabilité.

Pour qu’une relation m-aire ¢ soit interprétable (1.2.3.)
par une relation 6 de méme base, 1l suffit qu’elle soit k-inter-
prétable par O pour tout entier k tel que 1 < &k <{ m. Lorsque 0

est une chaine, la proposition 3.3.2. permet de réduire encore
cette condition:

Prorosition. — Si Card (E) > m + 1 et st une relation
¢ € R, (E) est m-interprétable par une chaine 6 « J(E), alors ¢
est interprétable par 0.

Preuve. — Pour 1 < k < m, soient X et X' deux k-parties
de E. On sait (3.3.2.) qu’il existe des k-parties X,, Xy, ..., X,
de E et des m-morphismes f;, f;, ..., f, de 6 (donc aussi de ¢)
tels que:

Xe=X, X, =X
1< i< p—= Xy e def (ft) et Xi = fi(Xiz1)-

Si g (1 <1< p) désigne la restriction de fi a X;_,, il est
clair que g, gs, ..., g, sont des k-morphismes de 6 et de ¢.
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Pour la fonction g = gyo---0g0g, 1l en résulte:
X L 0X, X L glX.
Ainsi, ¢ est k-interprétable par 6.

5.2. Génération et dénombrement du clan RY(E), pour une
chaine 0 de base E. ’

En 1.2.3., pour une chaine e J(E) et un entier m > 1,
nous avions noté RY(E) le clan des relations m-aires de base E
interprétables par la chaine 6.

5.2.1. A}, désignant P’ensemble des applications de [1, m]
sur [1, k], nous avions défini en 3.2. une application § de Em

dans A, = l | Ak vérifiant la condition suivante:
1<k<m
« Pour que deux éléments

x=(:c1,x2,...,x,,,) et yz(yb Yo, ""ym)

de E™ aient méme image §(x) = O(y), il faut et il suffit qu’il
existe un morphisme f de 0 tel que:

1<K m=>z;edef (f) et ¥ = f () ».

Il en résulte:
a) Pour toute relation ¢ e R (E):

8(2) = b(y) = 9(2) = ¢y >

b) Pour toute relation unaire §eR;(A,): ¢ o §eRY(E).
Réciproquement :
Prorosition. — Pour toute relation ¢ € R(E), il existe une

relation e Ry(A,) telle que 3 = o 8. Cette relation { est
unique dés que Card (E) > m.

Preuve. — La condition ¢ = ¢ o § impose §(c) = ¢(z) dés
que o = O(z). Les valeurs Y(c) sont ainsi déterminées de
maniére cohérente (d’apres la remarque (a) faite précédem-
ment) pour tout o e §(E™). Les valeurs {(q) restent arbitraires
pour ¢ ¢ §(E™), mais I’on sait que O(E™) = A, dés que

Card (E) > m.

Par ailleurs, Card (A,) = v™ (fonction étudiée en 3.1.2.).
On en déduit:
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CoroLLAIRE. — Pour toute chaine 9 de base E telle que
Card (E) > m, il existe une bijection ¢ - ¢ ={ o o b de R 1(An)
sur R?,,(E) Le nombre des relations m-aires de base E. inter-
prétables par 0 est alors 20,

5.2.2. Cherchons une génération du clan fint R&(E) a
partir des relations m-aires les plus simples interprétables par
la chaine 0.

Soit (i, j) un couple d’entiers tels que 1 < 1 <M, 1 < j < m,
1. Pour (2, @5, ..., z,) € E®, posons:

OiJ(xl, xz, ey .’L‘,,,) = 0(:1,“-, .’L'j),

définissant ainsi une relation m-aire 9% de base E correspon-
dant & la condition: z; < z; (mod. 0).

Si I'on note J%(E) I'ensemble des m (m — 1) relations 6%,
il est clair que: J%(E) < RE(E).

Prorosirion. — Le clan R (E) des relations m-aires de base E
interprétables par la chaine 0 est engendré par Uensemble J%(E).

Preuve. — Dans le cas trivial m = 1, J3(E) est vide et R}(E)
est le clan minimum (réduit aux deux relations unaires cons-
tantes). Pour m > 2, montrons que toute relation ¢ € R} (E)
appartient au clan H engendré par J%(E).

a) D’aprés la proposition 5.2.1., il existe une relation

J eRy(A,), de graphe KcO(E™), telle que ¢ = ¢ o . Pour
o  B(E™), notons 0, la relation m-aire de base E dont le graphe
est 'ensemble des (z;, %, ..., z,) € E™ tels que :

6(3:1, Zyy ooy Tpy) = C.

Il est clair que: ¢ =\ 6.
ek
b) Pour montrer que 6; € H quel que soit ¢ € A%, rappelons
que ¢ = 0(z,, @, ..., x,) lorsque chaque z; est le o(i)-iéme
élément du k-ensemble X = {=;, 2,, ..., z,} pour la chaine

0]X. Pour 1 < h <k, posons: Card (;l(h)) = h’ et introdui-

sons une application n— (h, n) de [1, '] sur _;(h). Pour
1<I<kh1I<h<k 1< n<Ph, solent &, @, B les rela-
tions O'Jeje( ) correspondant respectivement aux couples

(t, j) swvants: ((I+ 1,1), (¢, 1)), ((h, n), (h, n+ 1)),



454 CLAUDE FRASNAY

((h, B"), (h,1)). On vérifie que 0, = (10) A (65) pour b, = \ o
et 0 = /\ ( /\ B":) 1<I<k
1<h<k \1<n<n’
5.2.3. Soient une chaine 6 et une relation m-aire ¢ ayant
méme base E. Si ¢ est interprétable par 6, chaque restriction
¢|X est interprétable par la chaine 6|X. Réciproquement :

Prorosition. — Soient O une chaine de base E, et a une
relation m-aire basée sur une n-partie X de E. St cette relation o
est interprétable par 9|X, elle admet une extension ¢ e RY(E)
(unique st n > m).

Preuve. — S1 v = 0]X, on sait qu’il existe une relation
¢ eR,(A,) telle que « = ¢ o &. Comme & est la restriction
de § & X™, la relation ¢ = $o 0 de RY(E) est une extension
de a. En outre, la donnée de a détermine ¢ de maniére unique

dés que Card (X) > m.
5.3. Relations particuliéres interprétables par une chaine.

5.3.1. Soit 0’ la chaine symétrique d’une chaine 0 de base E.
Si Card (E) > 2, alors JY(E) = {0, 0"} et le clan R}(E)
comprend 8 relations ¢(z;, #,) correspondant a des conditions
(mod. 0) sur z;, zy: 0(z; << @), 0'(2 < ), T0(x, < 2y),
10 (z, < @), 0VO' (constante 1), (10)A(10") (constante 0),
OND (2 = xp) et (10)V (10') (=, F ).

5.3.2. Dés que Card (E) >3, R}(E) comprend 2 relations :
la plus intéressante est le cycle ¢(z,, ., x;) dérivé de la chaine 0
(1.2.3.), d’expression ¢ = (0L2A023)V (023 A 631)V (31 A H12).
S1 X cE, il est clair que ¢|X est le cycle dérivé de 0]X.

ProrositioNn. — Pour que deux chaines 0y, 0, de base E
admettent le méme cycle dérivé, il faut et il suffit qu’il existe
deux chaines a, [ telles que: 0, = a 4 f3, 0, = + a.

Preuve. — La proposition étant assez classique, montrons
simplement que la condition est nécessaire. Introduisons le
comparateur (V;, V,) de la bichaine (6;, 6,) (au sens de 3.5.1.)
et posons Vo = PB,(E). Notons ¢(z, y) la relation binaire de
base E définie par la condition: {z, y} e« Vou Vy, et vérifions
que ¢ est une équivalence d’indice < 2.



QUELQUES PROBLEMES COMBINATOIRES 455

La réflexivité et la symétrie de ¢ sont évidentes, et la transi-
tivité de ¢ n’a besoin d’étre vérifiée que pour une 3-partie
fz, y, z{ de E, en utilisant ’hypothése que 6;, 0, ont méme
cycle dérivé ¢, et en montrant que:

fz,yt eV, et {y,z}eV,— {x,2}eV,.

Comme z et z Jouent le méme role, les trois cas & considérer
sont :
z <y < z(mod. b),
y < z<z(mod. ), z << z <y (mod. 6,),

pour lesquels ¢(z, y, z) = 1, d’ot un choix entre trois possibi-
lités analogues relativement & 9,. Si {z, y{ e V; et {y, z} €V,
0, et O, ont méme restriction sur {z, y, z{ (compte tenu des
inégalités mod. 0,) : ainsi {z, z{ € V;, et ¢ est bien une équi-
valence de base E. Si I'indice de ¢ était > 3, i1l existerait
3 éléments z, y, z de E, deux a deux non équivalents (mod. &)
tels que 2 <y <<z (mod. 0,): les paires {z, y{ et {y, z}
appartiendraient & V,, et 'on aurait z <<y <<z (mod. 0,)
en contradiction avec ¢(z, y, z) = 1. L’indice de ¢ est donc
< 2; s’1l vaut 0 ou 1, c’est que V, = @ et que O, =0, (on
prendrait « = 0, = 0, et § vide).

Supposons que I'indice de e soit 2. Les deux classes A, B
de E (mod. ¢) introduisent deux chaines a = 0;|A = 0,|A,
B =0,|B=0,B, et il existe (par exemple) deux éléments
ae A, beB tels que a < b (mod. 0,). Dés lors, il n’existe aucun
élément x e A tel que b < x (mod. 6,) car on aurait en ce cas:
a < b<az(mod. ), avec {a, bl eV,, {a, 2z} eV, {b, 2z} eV,,

d’ou les inégalités contradictoires :
b<a, a <z, z<<b (mod. b,).
Ainsi, de fagon générale:
zeA et yeB=>z<y (mod.0;) et y <z (mod.Hf,).
On obtient bien: 6, =a 4 3, 0, = + «.

5.3.3. Pour une relation m-aire ¢ de base E et une partie
F de E, nous avions noté Gr(¢) le groupe des automorphismes
de ¢|F (1.2.2.). S1 0 est une chaine de base E, et s1 F e B,(E),
montrons que le groupe Gg(p) prend toutes les valeurs pos-
sibles lorsque ¢ parcourt R (E):
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Prorosition. — Etant donné une chaine 6 de base E, une
m-partie ¥ de E, et un groupe de permutations H de F, il existe
une relation m-aire ¢ de base E, interprétable par 9, telle que:

Gr(¢) = H.

Preuve. — 11 est commode d’identifier F (ordonné par 6)
avec l'intervalle d’entiers [1, m] (naturellement ordonné),
de sorte que: F = {1, 2, ..., m{, pour

1<2< - <m (mod. 0).

Dans I’ensemble de fonctions A, = | l A% que nous avons
1<k<m
introduit en 3.1.2., la partie An représente alors le groupe

des permutations de F, et H est un sous-groupe de Aj.

Pour P’application § de E™ sur A,, notons K I’ensemble des
m-uples (z,, %, ..., x,) € E™ tels que 6(:1:1, Zyy ..y Zy) € H,
et prenons pour ¢ la relation m-aire de base E ayant K comme
graphe. La condition ¢(;, z,, ..., ®,) = 1 signifie donc qu’il
existe une permutation oce H telle que:

Toy < Loy < *++ < Toemy (mod. 6)

A

-1

et, dés lors: O(zy, 23, ..., ®,) = 0. Si { est la relation unaire
de base A, ayant H comme graphe, il est clair que: ¢ = { o 6.
Ainsi (conformément a 5.2.1.), la relation ¢ est interprétable
par 6.

Par ailleurs, lorsque f parcourt ’ensemble F* des applica-
tions de F = [1, m] dans lui-méme, la restriction ¢|F vérifie:

o(f(1), £(2), - .., f(m)) =1 <=>feH.

Pour les permutations g de F, il en résulte:
g € Gg(¢) <= (g o fe H pour tout fe H)
et, par conséquent, Gg(p) = H.

5.4. Théoréme d’interprétabilité restreinte. Cardinauz §,(n).

5.4.1. Etant donné une chaine 6 et une relation m-aire ¢
de méme base E, le probleme d’interprétabilité restreinte
concerne I'ensemble J§ des parties X de E telles que la restric-
tion ¢|X soit interprétable par la chaine 6|X. Comme ordre
par inclusion de base J¢ est un ordre inductif, le théoréme
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de Zorn permet d’affirmer: « Pour tout X eJ}, il existe un
ensemble maximal Y € 3¢ tel que X <Y ».

Par ailleurs, pour un cardinal n > 1, on peut se demander
s’il existe un ensemble F e J§ tel que Card (F) > n:

Tatorime. — Etant donné Uentier m > 1 et le cardinal
n>1, il existe un cardinal p > n vérifiant la condition sui-
vante: « Pour toute chaine 0 et toute relation m-aire ¢ de méme
base E telle que Card (E) > p, il existe une n-partie F de E telle
que la restriction ¢|F soit interprétable par la chaine 0|F ».

(Par la suite, nous noterons &,(n) le plus petit des cardinaux p
vérifiant cette condition.)

Preuve. — Le nombre des relations m-aires basées sur un
m-ensemble X étant k = 2", supposons que O et ¢ aient
une base E de cardinal > pk(n) pour n > m (cas qu’il suffit
d’envisager). La condition :

«8 Y LOX =-g|YLg|X»
définit une équivalence ¢(X, Y) de base B,(E), d’indice < k.

Dés lors, le théoréme de monochromie (3.4.1.) permet d’affir-
mer 'existence d’une n-partie F de E et d’une classe V (mod. ¢)
telles que P,(F) < V. Ainsi, la restriction ¢|F est m-interpré-
table par la chaine 6|F et (puisque Card (F)>m -+ 1) la
proposition 5.1. montre que g|F est interprétable par 6|F.

Remarques. — a) Les seules relations unaires interprétables
par une chaine étant les constantes, il est immédiat que:
£i(n) = p}(n) = 2n — 1. Triviales également sont les valeurs :

b) Pour n > m et k = 2™, la méthode précédente donne :
n < t(n) < ek(n). Il en résulte, plus particuliérement :

EM(NO) = NO'

Par ailleurs, &,(n) est fimi tant que n est fini, mais une majora-
tion telle que: §;(3) << p3%(3) est assurément beaucoup trop
large (en 5.4.3., nous obtiendrons: &(3) << 131).

5.4.2. Pour mieux étudier les cardinaux &,(n), nous allons
associer a toute chaine 6 e J(E) et a toute relation ¢ € R, (E)
une suite d’équivalences ¢;, €, ..., €, de bases respectives

Bi(E), B(E), ..., Pa(E). En 3.1.2., nous avons rappelé
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comment les nombres de Stirling S(m, k) interviennent dans le
dénombrement des ensembles de fonctions A% :

Card (AB) = AIS(m, B) = 3 (— 1)f< ’?>(h —
0<J<h ]

Dans ce qui suit (m étant fixé, h variant de 1 & m), nous
poserons : k(h) = Card (Ry(Al)) = 2M8™M et nous intro-
duirons la fonction composée: @, = i o pk® o ... o gk,

a) Etant donné une h-partie X = {21, @3, ..., 2} de E
telle que z; <2, < -+ <, (mod. 0), associons a toute
fonction o e Al la valeur: rx(¢) = ¢(@sqy, Toyy - - -5 Toemy) (CE
qui définit une relation unaire rx de base A%). A la condition
rx = ry, correspond une équivalence ¢,(X, Y) de base B,(E),
d’indice < k(h).

b) Démontrons la formule de majoration: &,(n) << ®,(n).

Posons: p, =n, pr—y = ek®py) (pour 1 < h < m), dou:
po = Pn(n). Si E,_; est une (p,—,)-partie de E, le théoréme de
monochromie appliqué a I’équivalence ¢,|B,(E,—;) montre
Iexistence d’une p,-partie E, de E,_; et d’une relation
re R,(AlL) telles que, pour toute fonction o e Al :

{xl,wz,---,wp.§th _
g T ) 8 Tt ) = 7(9).

Si Card (E) > ®,(n), on passe ainsi (lorsque h croit de 1 & m)
de E; = E a une n-partie E, = F de E par une suite décrois-
sante: Ego E; o Eyo --- o E,. St @y, @, ..oy Ty Y1y Yoy - -5 Yn
sont des éléments de F tels que: z; < 2, < -+- < @, (mod. 0),
Y <Y < - <y, (mod. 0), 1l en résulte:

¢(Ta)y Tace)s - - 5 Tatm) = P (Yoar)s Yotz)s + - -5 Yaim)

pour toute fonction o e Al,. Cette identité se traduit aisément
(comme en 3.2.) par:

¢(215 22y - - -5 2n) = $(f(21), f(2), - - -, [(2m))

pour tout morphisme f de 0|F et des éléments quelconques
Zy, %3y ..., 3, de Pensemble def (f). Autrement dit: ¢|F est
interprétable par 0|F.

5.4.3. Comme Card (A%) = 25(m, 2) = 2™ — 2, nous pose-
rons : {(m) = 2®"~» = Card (R;(A%)).
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Démontrons la formule de minoration : §,(n) > 2p5™(n) — 1.
Soient Ey, E, deux p-ensembles disjoints, de réunion E,
tels que p < pi™(n). D’aprés le théoréme de Ramsey, il
existe un t(m)-partage (Vi, Vo, ..., Vim) de By(E) tel que:

FcE et $y(F)cV, = Card (F) < n.

Etant donné une chaine § de base E, on peut déterminer une
relation ¢ e R, (E) en précisant la valeur

a = (o), Tog@)s -« - +» Ta(my)

pour toute fonction ce Al (1< h<Cm) et toute h-partie
fa;, @3, ..., 2} de E telle que o; <z, < --+ < a; (mod. 0).

Posant : R (A%) = {9, v;, ..., ¥m}, nous prendrons :
a=1 ~ pour h=1, z,eE;
a = ¢;(o) pour k=2 {z, m}eV;
a=0 pour h> 3.

Dés lors, si une restriction ¢|F est interprétable par O|F,
la 1-interprétabilité exige F c E; (pour ¢ =0 ou 1), puis la
2-interprétabilité exige P,(F) c V; (j convenable, 1 < j < t(m)).
Finalement: Card (F) < n, et I’hypothése

Card (E) < 2¢6™(n) — 1
implique bien Card (E) < &,(n).

Remarque. — 11 est trivial que & (n) = ®;(n) =2n — 1.
Par ailleurs, les deux premiéres valeurs &,(1), £,(2) ne dépendent
pas de m: &,(1) = ®,(1) =1, £.(2) = ©,(2) = 3. Les précé-
dentes formules de majoration et minoration de &,(n) donnent
encore : ’

Eu(n) = By(n) = 2pi(n) — L.
£a(3) = Ba(3) = 24 (3) — L.

La valeur £,(3) croit rapidement avec m. Les résultats
numériques sur les nombres de Ramsey (3.4.3.) se traduisent
en effet par: &(3) = 5, 83 < &(3) << 131, £,(3) > 21+,

Une comparaison plus poussée des fonctions &, et ¢, semble
difficile actuellement, faute de certaines précisions concernant
les k-partages des ensembles P3,(E).



CHAPITRE 1II

CHAINES COMPATIBLES
RELATIVEMENT A UN GROUPE DE PERMUTATIONS

6. Suite indicative d’une bichaine infinie, groupes indicatifs.

Pour tout entier m > 1, nous noterons S, le groupe des
permutations de I'intervalle d’entiers [1, m] (groupe symétrique
de degré m), et X, I'ensemble des sous-groupes de S,. Une
fiche Q sera une suite de groupes: Q;, Q,, ..., Q,, ... vérifiant
la condition: Q,e X, (pour tout m > 1).

Pour une m-partie X de la base d’une chaine 0, Xy désignera
Papplication croissante de [1, m] (naturellement ordonné)
sur X (ordonné par 0).

6.1. Chaines G-compatibles. Suite indicative.

6.1.1. Etant donné deux chaines «, B de bases respectives
A, B, associons a toute m-partie X de A nB la permutation
o = (X,)™' o Xg. Cette permutation o e S, peut encore &tre
définie par les conditions:

X - gxl, .1'2, ey xm}
3 << <z, (mod. a)
Top) < Zoa) << **+ < Tam) (mod ﬁ)

Pour un groupe GeX, tel que: (X;)™ o Xge G quel que
soit X e PB,(A nB), nous disons que les chaines a« et § sont
G-compatibles.

Voici des conséquences immédiates de cette définition :

a) Pour que a, B soient G-compatibles, il faut et il suffit
que a|(AnB) et B|(AnB) le soient. Si Card (AnB) <m,
a et B sont G-compatibles quel que soit GeX,.

b) Notons e, la permutation identique de [1, m], et posons:
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I = {e,}. Pour deux chaines «, 8, la notion de compatibilité
(définie en 1.1.1.) coincide avec la I}-compatibilité.

¢) Sideux chaines «, § sont G-compatibles et H-compatibles
(pour GeX,, HeX,), elles sont aussi (G n H)-compatibles.

6.1.2. Pour une bichaine (a, §) et un entier m > 1, soit Q,
le plus petit des groupes Ge 2, pour lesquels « et 8 sont
G-compatibles: on peut dire que Q, est le groupe propre
(de degré m) de la bichaine (a, ). Nous appellerons suite
indicative toute fiche Q dont les termes Q;, Q,, ..., Q., ...
sont les groupes propres d’une bichaine («, ) de base infinie.

Ezemple. — La suite S des groupes symétriques

Sy, Say + s Sy -+

est une suite indicative.

Pour le montrer, utilisons la possibilité d’engendrer le
groupe S, par la paire de permutations §(1, m), (1, 2, ..., m)}.
Solent a =0; + 0, + 0; et B =0; + 0, 4 0, deux sommes
ordinales dans lesquelles les chaines 0,, 6,, 0; ont des bases
respectives : E, == @, E, infinie, E; = @. Pour une m-partie
X=1{2, @, ..., 2x} de E;uE,u E; telle que:

T <2< -+ < Ty (mod. a),
$16E1, SxZ; Tgy « ooy xm—l} < E2,

la permutation associée ¢ = (X,)™* o Xp vaut:

o= (1, m) s1 Zn € Eq
c=(1,2, ..., m) s zn e E,

d’ou un groupe propre Q, = S, pour la bichaine (a, f).
6.2. Ensemble des G-compatibilités de base J(E).

6.2.1. Soient un groupe G € X, et un ensemble E. Pour des
chaines «, § de base E, il est clair que la condition: « a et f3
sont G-compatibles » définit une équivalence ¢; de base J(E).
Cette condition se notera simplement: a=0§ (mod. G), et
nous dirons encore que ¢ est la G-compatibilité de base J( )

S1 H est un sous-groupe de G, I'équivalence ey est évidem-
ment plus fine que l’équivalence eg. St Card (E) > m, la
moins fine et la plus fine des équivalences de base J(E) coin-
cident, respectivement, avec la S,-compatibilité (pour tout
m > 1) et la I}-compatibilité (pour tout m > 2).



462 CLAUDE FRASNAY

6.2.2. Soient G, H deux sous-groupes distincts de S,.

a) Si Card (E) = m, la G-compatibilité et la H-compatibilité
de base J(E) sont toujours deux équivalences distinctes.

Par exemple, pour une permutation ¢ e G telle que o ¢ H,

deux chaines a, B de base E = [1, m] telles que: L a
(ou, aussi bien, Eg = o o E;) sont G-compatibles sans étre
H-compatibles.

b) Par contre, dés que Card (E)> m, la G-compatibilité
et la H-compatibilité de base J(E) peuvent coincider.

Par exemple, pour m = 4, considérons le groupe

G = {es, (2, ).

Si Card (E) > 5, montrons que la G-compatibilité de base
J(E) coincide avec la Ii-compatibilité.

Pour des éléments distincts a, b, ¢, ..., [ de E, utilisons le
mot abc ... | pour désigner ’ensemble des chaines 6 de base E
telles que: a<<b<<c<<:-- <!l (mod. 0). 51 a et § sont deux
chaines G-compatibles de base E, et s1 a € abede, alors e V;
pour: Vy = bede v bede, V, = acde u aedc, V3 = abde u aedb, et
Vi= V;n V;n V; = abede. 11 en résulte bien: a = f.

6.2.3. Des équivalences particulieres de base J(E), déja
rencontrées, apparaissent comme des G-compatibilités :

a) Considérons, comme permutation remarquable de [1, m],
le retournement r, = (1, m) (2, m — 1) ..., et notons

Jh = zem’ 7',,,;

le sous-groupe de S, engendré par r,.

Prorosition. — L’équivalence de base J(E) définie par la
condition: « a et B sont identiques ou symétriques » coincide
avec la J3-compatibilité.

Preuve. — En notant ' la chaine symétrique de f, il est
trivial que (x =f ou a = f’') => «=f (mod. J}). Récipro-
quement, pour Card (E)>3 (cas qu’il suffit d’envisager),
soit : « = f (mod. J;). En remplacant éventuellement 3 par {8/,
on peut se ramener au cas ol il existe deux éléments a, b de E
tels que a|fa, b} = B|{a, b}. Pour en déduire «a = f§, on
utilise la Jj-compatibilité des 3-restrictions «|X, |X en deux
étapes successives, afin d’obtenir: a|Y = B|Y quel que soit
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Y € B,(E). Les paires Y = {a, 2{ sont atteintes en partant de
X = {a, b, z{, puis les paires Y = {z, y| en partant de
X = {a, z, y}

b) Une autre permutation remarquable de [1, m] est la
permutation circulaire ¢, = (1, 2, ..., m). Notons T, le sous-
groupe (d’ordre m) de S, engendré par ¢,; en particulier

T3 = 563, (17 27 3): (17 37 2)}‘

PropositioNn. — L’équivalence de base J(E) définie par la
condition: « o et B ont méme cycle dérivé » coincide avec la
Ts-compatibilité.

Preuve. — 11 suffit d’envisager le cas Card (E) > 3. Notons
u, ¢ les cycles dérivés (respectivement) des chaines a, (.
Pour que u = ¢, 1l faut et 1l suffit que u|X = ¢|X pour tout
XePy(E). Posons: X = {21, 25, 23, 2, < xp < 23 (mod. a),
g = (Xq)™ o Xp.

Pour que les chaines «|X, B|X aient méme cycle dérivé:
ulX = ¢|X, 1l faut et il suffit que B vérifie I'une des trois
conditions :

@ <z, <<y (mod. B), zy < 3 < (mod.f),

z3 < #; < 2z, (mod. B) (c’est I'aspect le plus simple de la pro-
position 5.3.2.). Ces conditions s’expriment respectivement
par: o =g¢, c = (1, 2, 3), e = (1, 3, 2). Autrement dit:
ulX = ¢|X <= ceTj, et finalement:

u=y¢<>a=0 (mod. Tj).

6.3. Groupes indicatifs.

Nous allons introduire un ensemble dénombrable ¢ de
fiches Q munies chacune d’un rang l(Q). Les termes Q, des
fiches Q € 4 seront appelés les groupes indicatifs (de degré m).

6.3.1. Pour des entiers p > 1, ¢ > 1, r > 2, les fiches de
4 sont notées S, 177, J1 T, D, J', et les rangs respectivement
attribués a ces fiches sont: 1, p + ¢, 3, 3, 4, 2r. Les termes dela
fiche S (déja considérée en 6.1.2.) sont les groupes symétriques
S,. Pour les fiches Q e £ autres que S, le rang /(Q) > 2 répond
a la condition: 1 < m < Q) <= Q, = S,.

Pour m > [(Q), voici la définition des groupes indicatifs
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Q. (simple rappel pour les termes S,, I%, J&, T,):

! S, : groupe des permutations de l'intervalle [1, m].

In?: groupe des permutations de [1, m] conservant les inter-
valles [1, p], [m — ¢ + 1, m] et tout entier A tel que
p<h<m—gq+ 1.

Jh : groupe engendré par le retournement

rm=1,m) 2, m—1)...
T, : groupe engendré par la permutation circulaire
th= (1,2, ..., m).
D,.: produit direct J}, X T,.
't Jr @ produit direct J% X In".

(Nous pourrons noter I au lieu de Ij;".)

Les groupes In? et I ? sont conjugués parle retournement r,,
autrement dit: I%? = r, o I? o r,. Quant aux produits directs
Jt X T,, Ju X I, ils s’interprétent bien comme sous-groupes
D, = JiT,, Jn = JLIL de S, puisque:

IAnT,=Jnl, =1,

T, = T,J%, Juln = ILJ%.

Remarque. — Lorsqu’un groupe indicatif G est un sous-
groupe strict de S,, il existe une seule fiche Q e¥ telle que
Q, = G. Par contre, le groupe symétrique S, est un terme
de S et de toutes les fiches Q € £ de rang {(Q) > m.

6.3.2. PropositioN. — Toutes les fiches S, T, D, 17 J

appartenant & Uensemble & sont des suites indicatives.

Preuve. — Le cas de la fiche S a été examiné, & titre
d’exemple, en 6.1.2. Notons Q,(a, B) le groupe propre de degré
m d’une bichaine (a, f3).

a) Soient & = 0, + 0,, B = 0, + 0, deux sommes ordinales
dans lesquelles les chaines 6,, 0, ont des bases respectives
E;, E; non vides dont I'une (E; par exemple) est infinie.
Soit B’ la chaine symétrique de (.

Pour une m-partie X de E, u E,, posons:

c = (Xa)_l o XB, ¢ = (Xa)"l o XB =G or,,
X,=XnE, X,=XnE, Card(Xy) =h (0 h< m).

De: a|X = 0,|X; + 0| X,, B|X = 0,| X, 4 0,|X;, on déduit
facilement: o = (t,)", d’ou Qu(a, f)c T, Qu(z, B’)cD,.
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Par ailleurs, quel que soit m, on peut choisir X de maniére a
obtenir :

h=0(=e,c =r, et h=1(=t,06 =t,0r).

Il en résulte : Q,(a, B) = Tn, Qu(a, B’) = D, (groupe engendré
par {7, tn}), et les fiches T, D sont bien des suites indicatives.

b) Pour deux entiers p > 1, ¢ > 1, soit M I’ensemble des
transpositions ¢ € S, ayant 'une des deux formes: ¢ = (1, h)
pour 1 <h<p, o= (m, m—k-+41) pour 1 <k <gq. Cet
ensemble M engendre le groupe IR? (qui coincide avec S,
st m<<p-+q).

Pour une 3-partition (E,;, E;, E;) d’'un ensemble infini E,
telle que By = {uy, uy, ..., upd, Eg = {01, 05, ..., 9}, solent:
a=oa; + o+ aget f =0, + B, + PB; deux sommes ordinales
dans lesquelles les chaines «;, 8; ont E; comme base. On peut
imposer les conditions:

o52:‘32

Uy <<y < v < upy < U,

Up << Uy < +o0 < Upy < Uy (mod. By).
< < v < e << vy (

Op < g < o < wpg < 91 (mod. Bg).

Pour la chaine B’ symétrique de 8, et X e ,(E), posons
comme précédemment :

g = (Xa)—l o X(_g, O', ] (Xa)—l [ Xﬁ' =G o r,.

Les traces X,, X,;, X; de E;, E,, E; sur X vérifient les condi-
tions : Card (X;) << p, 29X, = B,|X,, Card (X;) << ¢, qui se
traduisent par o e I5? d’ou: Q,(«, B) c IL% Par ailleurs, quel
que soit m, on peut choisir X de maniére a obtenir chacune
des valeurs ¢ = e,, o € M; en particulier, ¢ = (1, /) est asso-
ciée & X = {mz, @, ..., T,} lorsque

L << < ztp<<vs (mod. @), =z =u, xz=u,

Il en résulte: Q,(a, B) = IR% Si p = g = r, les permutations
¢’ = ¢ o r, engendrent alors le groupe Qu(x, B’) = Jr.
Ainsi, les fiches I»? et J™ sont bien des suites indicatives.

Remarque. — Au § 8, nous montrerons que les fiches S, T, D,
179, J, sont les seules suites indicatives. Il en résultera une
caractérisation simple et naturelle des groupes indicatifs,
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justifiant la terminologie adoptée: « Pour qu’un sous-groupe
G de S, soit un groupe indicatif, il faut et il suffit qu’il existe
une sutte indicative Q telle que Q, = G ».

6.3.3. Pour tout entier m > 1, notons X, l’ensemble des
sous-groupes indicatifs de S,.

a) Tous les groupes de permutations de degré < 3 sont des
groupes indicatifs (par contre, G = {e,, (1, m)} est un groupe
non indicatif pour tout m > 4):

Z‘1’ = Z1 = 551 2 .
Y, =2, = {8, I}}.
1:; = 23 = 583) I%y Ig,z, 123’1, J%) T3§'

Un dénombrement facile donne :
2
Card (¥,) = part. ent. <3 + %—)
pour tout m > 4. Par exemple: Card (¥;) = 11 (alors que
Card (X,) = 30),
le = {Se, i, Ii%, 134, 13, 3%, 13%, J3, J3, Tay Daf.

b) Pour deux groupes Ge X,, He X,, notons GV H le sous-
groupe de S, engendré par Gu H. Autrement dit, pour le
lattis par inclusion de base X, :

Sup (G, H) = GVH,  Inf(G, H) = GnH.

LemMme. — St G et H sont deux sous-groupes indicatifs de S,
il en est de méme pour GV H.

Preuve. — On construit facilement la table des wvaleurs
GVH = HVG lorsque G, H sont pris parmi S,, T,, D,,
In?, Jn, en se rappelant (par exemple) que le groupe S, peut
étre engendré par {t,, (p, p + 1)} ou par

{(1,2),(1,3), ... (4, p)s (pym), (p+1,m), ..., (m—1, m}.
Il est commode de poser:

(p, 9 =Max {p,q},  (p,q,r)=Max{p,q,r{,
d’ou par exemple : IRV IZP =107 A coté des valeurs triviales :

GVS, =S, GVI=GVG=G,
JLVT, = JLVD, = T,VD, = D,
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on obtient:
AV — [P a0) JVJr = Jor,
12997Jr, = JPen, JoVT,=J.VD, =S, (si r>1),
2VT, =1VD,=S8, (st pg>1).

c¢) Pour tout m > 1, notons ¥, l'ordre par inclusion de

base X,.

Prorosition. — L’ordre v,, de base X, est un latiis.

Preuve. — Pour deux sous-groupes indicatifs G, H de S,,
il résulte du lemme précédent que GV H (borne supérieure de
{G, H{ pour l'ordre par inclusion de base X,) est aussi la
borne supérieure de {G, H{ pour I'ordre restreint y,. Si

(I)= §G17 Gg, .oy G";

est 'ensemble des sous-groupes indicatifs de S, contenus dans
le groupe Gn H, le lemme montre aussi que

Sup ® = G, VG,V --- VG,

coincide avec I’un des groupes G; e @ : ainsi Sup ® est la borne
inférieure de {G, H{ pour I'ordre v,.

Remarque. — Pour Ge 2, He2;, et le lattis v, de base
Y., on peut poser Sup (G, H) = GVH, Inf (G, H = GAH.
En général, le groupe G n H n’est pas indicatif et, dans ce
cas, le groupe GAH est strictement contenu dans Gn H.
Par exemple:

Jin Dy = {es, (1,2)(3, 4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)},

alors que

JiAD(i = Ji = 564’ (1, 4)(2? 3)%

6.3.4. Lorsque Q, Q' parcourent ’ensemble £ des fiches
S, T, D, I»7, J, la condition: « Q, c Q;, pour tout m>1»
définit un ordre v (Q, Q') de base XL.

Pour deux sous-groupes indicatifs G, H de S,, la table des
valeurs GVH (construite pour démontrer le lemme 6.3.3.)
et la remarque: Hec G <= GV H = G, montrent que les
seules inégalités relatives a l'ordre y sont: ' < Q <<S (pour
tout Qed), P LD, TD, I I I dés que:
p<p,g<q, Max (p', ¢) <r <7l
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Si 4, désigne I’ensemble des fiches Q € £ de rang /(Q) < m,
Iordre restreint y|%, est donc isomorphe au lattis y,, de base
2. Pour que deux fiches Q, Q' de £ vérifient: Q < Q' (mod. v),
il faut et il suffit qu’il existe un entier m > [(Q’) tel que
Qe Qi

Dans I’ensemble ¥ = Uiﬂ,,, (ordonné par ¥), toute fiche

mz1
Q=S admet un nombre fini de minorants. On en déduit
facilement que Inf %, puis Sup #6, existent pour toute partie
¥ de 4, ce qu'on exprime en dlsant que 'ordre y est un lattis
acheyé.

6.4. Fiche d’'un groupe de permutations.

6.4.1. Soit G un sous-groupe quelconque de S,. Puisque
I'ordre vy, (par inclusion) de base 2, est un lattis, il existe
une fiche Q € £, (et une seule) telle que Q, soit le groupe indi-
catif maximum contenu dans G: nous dirons alors que Q est
la fiche du groupe G, ce qui introduit une application G - Q
de X, sur 4,.

De cette définition, il résulte immédiatement :

a) Pour toute fiche Q € £, le groupe indicatif Q, est le plus
petit sous-groupe de S, ayant Q comme fiche.

b) Si deux sous-groupes G, H de S, ont méme fiche Q,
la fiche de G n H est également Q.

¢) S1 G, H sont deux groupes indicatifs de degré m, et si
Q est la fiche de Gn H, alors: GAH = Q,,.

Ezemples. — 1° La fiche Q du groupe alterné A,, (de degré
m > 2) dépend du résidu de m (mod. 4). Pour m=0, 1,
2, 3 (mod. 4), on obtient respectivement Q = J*, D, I', T.

20 On sait que Card (4;) = 11. Mais, parmi les 19 groupes
non indicatifs de degré 4, on compte: 12 groupes de fiche I',
5 groupes de fiche J', 1 groupe de fiche I et 1 groupe de
fiche I*.

6.4.2. Les seuls groupes de degré 4 ayant une fiche de rang 4
sont les groupes indicatifs D%, 133, 131, I3, J3. De méme:

Prorosition. — Les seuls groupes de permutations de degré
m > 5 ayant une fiche de rang m sont les groupes indicatifs

e 1L p<<m) et J, 2r=m).



QUELQUES PROBLEMES COMBINATOIRES 469

Preuve. — Lorsque m = p + ¢, il suffit de déterminer les
sous-groupes G de S, contenant IR’ Supposons G == I57:
pour ce G — IR? il existe alors deux entiers a, b= o(a),
tels que 1 <a<p<<b m.

a) S’il existe une permutation ce G — I? et des entiers
u, v =oa(u), tels que 1 <<u<p, 1<<v<p, introduisons
c'eG tel que o'(¢)=1p, '(b)=p+ 1 (par exemple
o = (v,p)(byp+1)siv < p,p+ 1<<Db)etposons: g=0"oa.

Comme S, est engendré par I’ensemble des m — 1 transposi-
-1
tions (h, h + 1), le fait que ¢o (u, a)e ¢ = (p, p+ 1)
appartienne & G implique G = S,. La conclusion serait la
méme si u, ¢v = o(u) vérifiaient u > p et ¢ > p.
b) Si toute permutation ¢ € G — I5? vérifie les conditions :

1<z p =pF+ 1o m,
PHI<ys<m=1<o(y) < p,

c’est que p = gq. Deés lors, puisque r,ocel;, on obtient
successivement: r,e G, Jhc G, ce J?, d’ou G = Jb.

CoroLLAIRE. — Les sous-groupes non indicatifs de S, ont
des fiches de rang < m — 1. .

7. Suite de réduction d’un groupe de permutations.

7.1. Groupe réduit GO d’un sous-groupe G de S,.

7.1.1. Le probléme de réduction va faire apparaitre une
intéressante application G — G® de X, dans X,,,. Auparavant,
une remarque s’impose concernant le changement de base.

a) Si (a, a') et (B, B’) sont deux bichaines isomorphes de
bases respectives E, F (autrement dit: s’il existe une bijection

f de E sur F telle que B L « et ﬁ'f{/a'), on vérifie que:

((Eq)™ o Ep = (Fg)™ o Fgr  lorsque E, F sont finis.
le=0d (mod.G) <> p=p" (mod.G).

(En effet, pour toute restriction g de f appliquant 'un sur
Iautre deux ensembles finis XcE, YcF, il est clair que:
Yg=go X, Yp = go Xy, doti: (X))o Xy = (Yp)2 o Yg).

b) La proposition suivante montre la possibilité de réduire
I'une & Pautre deux G-compatibilités de base J(E), de degrés
différents :
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Prorosition. — Etant donné un groupe GeX,, il existe
un groupe He X, ., (et un seul) vérifiant la condition: « Pour
tout ensemble E de cardinal > m, les compatibilités relatives
aux groupes G et H définissent la méme équivalence: eg = &g,

de base J(E) ».

Preuve. — Si un groupe He X, 1, répond a la condition pour
un ensemble particulier E; de cardinal m 4 1, il est le seul
(d’aprés une remarque faite en 6.2.2.). La remarque précédente
concernant le changement de base montre que H convient
également pour tout ensemble F, de cardinal m + 1: une
bijection donnée f de E, sur F, définit en effet un isomorphisme
(@, a') — (B, B’) entre les deux compatibilités de bases J(E,)
et J(F,) relatives & un méme groupe. Enfin, H convient encore
pour tout ensemble E de cardinal > m puisque, relativement
a un groupe donné de degré < m -+ 1, la compatibilité d’une
bichaine («, ') de base E se rameéne a la compatibilité de
toutes les bichaines («|F, «'|F) lorsque F parcourt $,.,(E).

Dans le cas Card (E) = m + 1 auquel on est ainsi ramené,
introduisons ’ensemble H des permutations ¢ = (E,)™ o E,,
liées aux bichaines (a, «’) de base E telles que : « = a’ (mod. G).
La réflexivité et la symétrie de I’équivalence e impliquent :

enr€ H, et cle H pour tout ce H. Si deux permutations
g = (Eg)™ o Eq, ¢ = (Ep)™" o Eg appartiennent & H, notons f
la permutation de E telle que B -L o', et § la chaine de base E
telle que B’ -L 0. Les bichaines (B, B’) et (', 8) étant isomorphes,
la remarque faite en (a) montre que:

¢ = (Ey) o Ey, «'=0 (mod. G), puis a=0 (mod. G)

(par transitivité de ¢g), de sorte que ¢ o ¢ = (E,)™ o E4 appar-
tient & H. Ainsi, H est un sous-groupe de S, et sa définition
au moyen des bichaines (a, a’) de base E montre que:

a=a (mod. G)=>a=0a" (mod. H).

Réciproquement, I’hypothése a=a' (mod. H) implique
I’existence d’une bichaine (8, 8’) de base E vérifiant:

(E)t o Ey = (Eg) o Ep,

B=p" (mod.G).
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* Les permutations f et g de E définies par: B L a, B’ L o,
vérifient : Eg = f o E,, Eg = g o E,,, d’olt f = g. Les bichaines
(a, a’) et (B, B’) sont isomorphes, donc: a et &’ sont G-compa-
tibles. Autrement dit:

a=a (mod. Hl=>a=0a" (mod.G).

Les équivalences &g, ex de base J(E) coincident.

7.1.2. Pour le groupe Ge 2,,,, posons : G® = G et notons
G® le groupe He X, associé & G conformément & la pro-
position 7.1.1. Nous dirons que G® est le groupe réduit du
groupe G. Si L et M sont deux sous-groupes de S,, la généra-
tion du groupe réduit donnée en 7.1.1. montre d’ailleurs que :

LcM = L®cM®,

La définition récurrente: GOV = (GM® (n entier > 0)
associe au groupe GeX, une suite de groupes GMeX,,,
vérifiant la condition: « Pour Card (E) > m + n, les compa-
tibilités de base J(E) relatives aux groupes G et G™ coincident ».
Nous dirons que (G™),, est la suite de réduction du groupe G.

Pour déterminer pratiquement le groupe réduit G® d’un
groupe G e X, il est commode d’utiliser la chaine naturelle o,
de base E=[1, m 4 1]. En procédant comme en 6.2.2.
(par réunion et intersection d’ensembles convenables de mots
injectifs abe ... l), on obtient la classe d’équivalence

V = {ao, %1y ooy ak;

formée des chaines de base E qui sont G-compatibles avec a,.
A chacune de ces chaines «; correspond une permutation
ci€ Spy telle que: o;(1) < 0y(2) < -+ <oy(m—+1) (mod. ).
Toute bichaine (a, ') de base E vérifiant a =&’ (mod. G)
est isomorphe a une bichaine (a,, «;), et il est clair que E,, = a;.
Il en résulte : GO = {ay, 0y, ..., o}.

Pour G = {e,, (2, 4)}, par exemple, le calcul fait en 6.2.2.

se traduit par: G® = I}, pour tout n> 1. Pour le groupe
alterné G = A4, on trouve:

GO = {e, (2,4) (3,5), (1,3) (2,4), (1,5) (2,4), (1,3,5), (1,5,3)},

puis G® = Ji;, pour tout n > 2. Pour chacune des suites
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de réduction (G™),,, ainsi obtenues, on constate que les
termes G™ sont des groupes de méme fiche, et que ces groupes
sont tous indicatifs & partir d’un certain rang. Cette remarque
sera généralisée au § 8.

7.2. Suite de réduction d'un groupe indicatif.
Le résultat suivant souligne la parenté des groupes indicatifs
de méme fiche:

Prorosition. — Pour toute fiche Q e £ et tout entier m > [(Q),
le groupe réduit du groupe indicatif G = Q,, est G® = Q4.

(Corollairement, la suite de réduction (G™),, est formée des
groupes indicatifs G™ = Q,,.)

Preuve. — Posons k = [(Q) et considérons, pour tout entier
n >k, deux chaines quelconques «, } ayant pour base un
n-ensemble E. Pour chacune des fiches Q =S, J!, T, D,
179, J" (de rangs k=1, 3, 3, 4, p + ¢, 2r), 1l suffit de montrer
que:

a=f (mod. Q) <=>a=0f (mod. Q,).

Comme Card (E) = n, la compatibilité de base J(E) rela-
tive au groupe Q{7 eX, détermine ce groupe de maniére
unique (6.2.2.), et Q¢~® = Q, pour tout entier n > k. Il en
résultera bien:

@ — (Q(m k))(l) _ Q(m+1 K Qm+1

Pour établir I'identité des deux compatibilités de base
J(E) relatives aux groupes Q, et Q,, on peut (sans inconvénient)
prendre pour a la chaine naturelle de base E = [1, n]:

1<2< - <n (mod. a).

La chaine B correspond alors a une permutation ce§,

telle que: o(1) <o(2) < -+ < o(n) (mod. B), de sorte que:
a=0f (mod. Q,) == 0ceQ,.

7.2.1. Envisageons tout d’abord le cas des fiches S, J!, T.

a) Le cas Q =S est trivial, puisque deux chaines quel-
conques o, 8 sont S,-compatibles pour tout n > 1.

b) Pour que a,  soient Ji-compatibles, il faut et il suffit
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que ¢ = (r,)" pour h =0 ou 1. Ces deux possibilités :

1<2<:-<n (mod.p)

ou

n<n—1<-.+ <1 (mod.B)

expriment que o,  sont identiques ou symétriques. D’aprés
6.2.3., I'équivalence ainsi définie coincide avec la Jj-compati-
bilité.

c¢) Pour que a, B soient T,-compatibles, il faut et il suffit
que ¢ = (t,)" pour 0 < h<Cn—1. Ces n possibilités :

1<2<--<n (mod.f)
2<3<---<n<1l (mod. f)

n<l<.-<<n—1 (mod.f)

expriment l’existence de deux chaines 0;, 0, telles que:
a =0, + 0,, f =0, 4 6,. Autrement dit: « et § ont méme
cycle dérivé (5.3.2.) et, d’apres 6.2.3., ’équivalence ainsi définie
coincide avec la Tj-compatibilité.

7.2.2. Envisageons maintenant le produit direct
D,= T, =T,

Le groupe D,, en particulier, comprend les 8 permutations :
e (1, 2,3, 4), (1,324, 143 2, 1, 2 3), 2 4&),
1, 2)(3, 4), (1, 3).

Au moyen de deux permutations de E appartenant respec-
tivement a J: et T,, on peut associer & toute chaine f§ e J(E)
une chaine D,-compatible ' e J(E) ayant 1 comme élément
minimum, et telle que 1 <2 <<3 (mod. B').

a) St a, B sont D,-compatibles, introduisons les permu-
tations geJ} et $eT, telles que o = ¢ o¢. La chaine 6
de base E définie par: ¢(1) < ¢(2) < -+ < ¢(n) (mod. 9),

vérifie: a =10 (mod. T,). Sous la forme:
o(p(1)) <o(p(2)) < --- < o(g(n)) (mod. b),

les mémes inégalités montrent que: 6 = (mod. J). D’aprés
7.2.1. (examen des fiches J!, T), on en déduit : « = 6 (mod. T,),
0=2§ (mod. Jj), et a=[ (mod. Dy).
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b) Réciproquement, supposons que «,  soient D,-compa-
tibles. La chaine B’ associée a B vérifie:

f'=pB=a (mod. D), 2<3 (mod.f"),
et elle correspond a une permutation ¢ de E telle que:
o(1) <9@) < - < ¢(n) (mod.B),  ¢(1)=1.

Pour en déduire « =f (mod. D,), nous allons montrer que
a = f' en appliquant la D,-compatibilité de a, ' aux 4-parties
X=1{1, 2, u, v} de E. Comme e, et (2, 4) sont les seules per-
mutations te D, telles que w(1) =1, le cas u = 3 fournit:
¢(2) = 2, ¢(3) = 3. Comme e, est la seule permutation ©e D,
telle que =(1) = 1, =(2) = 2, le cas des paires {u, ¢{ appar-
tenant & F = {4, 5, ..., n} donne ensuite: a/F = f§|F.
Il en résulte bien: ¢ =e,, et a =f (mod. D,).

7.2.3. Dans le cas d’une fiche 77 le rang est k=p-+q

a) Si a, § sont I5?-compatibles, associons a tout Xe 513,,(
les traces X;, X;, X; de X respectivement sur { p}
fip+1, p+2 ..., n—gq}, fn—qg+1, ..., —1, ni.
De:

gcard (Xy) < py | Xy = B]X,, Card (X;) < g,
o X =a|X; + o X, + «[Xs,  BIX = B[X; + B1Xa + B[Xs,
il résulte facilement : (X,)~* o Xge I?. Ainsi: « =f (mod. Ip'9).

b) Réciproquement, supposons que «, 3 soient I}'?-compa-

tibles. Au moyen de k-parties X, Y, Z de E telles que:

1,2, ..., p, h} X, fh,n—q+1,...,n}cY,
3Z= 1,2, ..., p—1,4,,n—q+2,...,n{,

on obtient :

p<h<n (mod. a)=>o(p)<<h (mod.f)
1<h<n—q+1 (mod.a)=>h <o(n—q—+ 1) (mod.f)
p<i<j<n—gq+1 (mod.a)=1i<<j (mod.f).

Il en résulte successivement :

35(1% 6(2)’ -°-’°'(p)§ { y 4y
foln—q+1), ...,0(n)}={n—q+1, ..., n}, oh) =
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pour p<<h<n—gq-+ 1 Autrement dit: « et  sont
I%%-compatibles.

7.2.4. Envisageons enfin le produit direct J; = JiHI} = I}J}
pour r > 2 (le rang de la fiche J" est alors k = 2r).

a) Sia, B sont Ji-compatibles, il existe (pour la méme raison
qu'en 7.2.2. dans le cas du produit direct D,) une chaine
de base E telle que: a=0 (mod. I;), 6 =§ (mod. Ji).
De ’étude des fiches J! (7.2.1.) et 1?7 (7. 2 3.), 1l resulte alors
«=0 (mod. I}), =8 (mod. J}), donc: a=f (mod. J)).

b) Remproquement supposons que a, 3 soient J’ -compa-
tibles et posons:

E,={12,...,r{, E,={r+1,...,n—ri,
Es=f{n—r—+1,...,n}.

Au moyen de k-parties X, Y de E telles que
fz} UE;c X (ze Ey), fyluE cY (yeky),

on constate que l'une § des deux chaines § et f’ (symétrique
de B) vérifie: 0|(E, v E;) = 0|E; + 6|E;.

Par ailleurs, pour la chaine naturelle de base {1, 2, ..., ki,
le groupe Ii est ’ensemble des permutations ©e J telles que
(1) < w(k). Cette condition est réalisée par © = (Xg)™ o X,
quand X est une k-partie de E ayant (pour A, i, j dans E,)
I'un des trois types suivants:

X=414,2,...,r,h,n—r—+2, ...,n{,
X=4§1,2..,r—4Lhn—r+1,...,n{
X=191,2...,r—14,4j,n—r+2,...,n}.

Il en résulte :

0 = 0|E, 4+ 0|E, + 6|E;, B|E; = o|E,,
donc:

a=10 (mod. I}), a=0f (mod. J}).

Remarque. — On sait que l'application G — G® de X,
dans 2,,, est croissante (pour I'inclusion). Si Q et Q" sont les
fiches respectives des groupes G et GO, la proposition précé-
dente (déterminant le groupe réduit d’un groupe indicatif)
implique: Q << Q' (mod. y). En fait, nous montrerons au

§8 que Q=Q..
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8. Théoréme de réduction.

8.1. Seuil de réduction d’un groupe de permutations.

Pour tout sous-groupe H d’un groupe G e X,, la H-compa-
tibilité de deux chaines «, $ de base E est une équivalence
plus fine que la G-compatibilité :

a=0f (mod. H)=> a=§ (mod. G).

Toutefois, dans le cas particulier ou H est le sous-groupe
indicatif maximum de G, nous allons montrer que ces deux
équivalences coincident dés que Card (E) est assez grand.

Un élément important de la démonstration est le théoréme
de P. Erdos et G. Szekeres [3] concernant les bichaines et
leurs restrictions J'-cohérentes: « Pour tout entier h>1 et
toute bichaine (a, B) de base E telle que Card (E) > 1 + (h—1)?,
il existe une h-partie ¥ de E pour laquelle les chaines a|F, B|F
sont identiques ou symétriques ».

(Ce théoréme des bichaines a été étendu aux multichaines
en 4.3.2.) L’énoncé suivant montre la possibilité de réduire
Pune a l'autre deux compatibilités relatives a des groupes
(de degré m) ayant méme fiche :

Théoréme de réduction. — Etant donné un groupe GeZX,,
de fiche Q, il existe un entier s >0 vérifiant la condition:
« Pour tout ensemble E de cardinal > m -+ s, la G-compatibilité
des deux chaines a, 3 de base E implique la Q,-compatibilité
de ces chaines ».

(Par la suite, nous noterons sy(G) le plus petit des entiers
s >0 vénfiant la condition précédente. Nous dirons que
so(G) est le seutl de réduction du groupe G. Pour que G soit
un groupe indicatif, il faut et il suffit que so(G) = 0.)

Preuve. — Considérons (pour m > 4) un groupe non indi-
catif GeX,, de fiche Q =T, D, I?? ou J". Pour un entier
convenable n > m et toute bichaine (a, 3) basée sur un
n-ensemble, 1l s’agit de montrer que:

«=f (mod. G)=>a=f (mod.Q,).
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Cette implication subsiste alors pour toute bichaine de
base E telle que Card (E) > n (puisqu’elle vaut pour les n-res-
trictions d’une telle bichaine) et le théoréme de réduction
s’ensuit pour le groupe G, avec s,(G) << n — m. Nous n’envi-
sagerons donc que des bichaines (a, ) de base E finie.

Pour A > m, Card (E) = n =1 + (h — 1)?, et deux chaines
G-compatibles «, § de base E, introduisons le plus grand entier
k < n pour lequel («, B) admette une k-restriction J'-cohérente
(x|F, B|F). Le théoréme des bichaines entraine: k > h > m.

Si les chaines «|F, B|F sont symétriques, c’est que r,eG:
la fiche de G est alors Q = D ou Q = J". 51 8’ désigne la chaine
symétrique de 3, les chaines « et §’, sont encore G-compatibles,
et la bichaine (a, §’) admet une restriction J'-cohérente maxi-
male («|F, §'|F) formée de deux chaines identiques. Il suffit
de prouver: a =" (mod. Q,) pour en déduire:

a=f (mod. Q).
Pour un entier convenable h > m, Card (E) =1 + (h — 1)?,

et un groupe non indicatif G e Z,,,, nous sommes ainsl ramené
au seul cas de deux chaines G-compatibles «, B de base E
pour lesquelles la bichaine (a, ) admet une Fk-restriction
Jl-cohérente maximale (a|F, B|F) vérifiant: k>h et
«|F = B|F. Ecartant le cas trivial k= n, nous poserons :

F={a,a, . . uf, «a<6a--<a (mod «etf).

A tout élément ze E — F, nous associerons le 3-partage
e(z) = (Fy, F,, F3) de F vérifiant (par exemple):

af(Fu )} = a|F, 4+ o|§z} + «|F, + «|F;.
BI(F v {a}) = BIF, + BIF, + Bl{=} + BIFs.

avec I, non vide, en raison du caractére maximal de la restric-
tion J'-cohérente (a|F, B|F).

8.1.1. Supposons que la fiche Q du groupe G soit T ou D,
ce qui implique: t,eG. Comme les deux permutations
th=1, 2, ..., m) et (1, t + 1) engendrent le groupe S,,
il est clair que: (1, 2)¢ G, (m — 1, m)¢ G. Comme entier
h > m, nous allons prendre : h = 3m — 8. Dans les conditions
précédemment indiquées, 1l s’agit de démontrer:

«a=f (mod.T,).
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a) Pour « et B, montrons d’abord que tout élément
z e E — F majore ou minore ’ensemble

V= gam—z’ An—15 -+ +» a’k—m+3§-

En effet, si 'un des deux ensembles F,, F; du 3-partage
associé e(z) = (Fy, F,, F3) avait un cardinal > m — 2, il
existerait une m-partie X = {z, y!{ uZ de E vérifiant 'une
ou l'autre des deux conditions suivantes:

yel,, ZcF, et (Xo) o Xg=(m —1, m)
yeF, ZcF, ot (XoeXp=(1,2)

(en contradiction avec (i, 1 4+ 1) ¢ G).

De Card (F;) <m —2 et Card (F3) < m — 2, 1l résulte:
V c F,. Avec I’exemple choisi: £ minore V pour a, z majore V
pour f3.

b) Pour a, = a|V = B|V = f3,, les chaines a et (3 prennent
ainsi des expressions : @ = a; + (&, + a3), f = B; + (B + Ba).
Posons: «, = (oc2 + og) + oy, Bo= Bz + B3) + B;. Deux
chaines ayant méme cycle dérivé (5.3.2.) sont Tsz-compatibles
(6.2.3.), donc T,-compatibles (7.2.1.). Par conséquent:

a=ua, (mod.T,), =B (mod.T,),
et ag = B, (mod. G). De k > h, il résulte par ailleurs:
Card (V) =k —2m +6>m — 2.

Si les chaines «,, B, étaient distinctes, il existerait deux élé-
ments z, y de E — V et une m-partie X = {z, y} vZ de E
tels que: Zc 'V, 2z <y (mod. a,), y <z (mod. 3,), d’ou la
contradiction : (X,,)™" o Xg = (m — 1, m). :

Finalement: ay = 3, et «a=0§ (mod. T,).

8.1.2. Supposons maintenant que la fiche Q du groupe G
soit I»? ou J': nous examinerons simultanément les deux cas
en posant p = q =r lorsque Q = J". Au groupe G appar-
tiennent ainsi les p + ¢ — 2 permutations

(i) et (m—j+1m
(pour 1 < i< p, 1 <j<gq). Par ailleurs:

1, 2), 4,3), ..., 4, p), (1, p+1) engendrent [

(m—gq,m), (Im—q+1,m),...,(m—1,m) engendrent
I’ln,‘I+l.



QUELQUES PROBLEMES COMBINATOIRES 479

Comme G contient le groupe indicatif I%?, mais aucun des
deux groupes: I5*1? = IRV L+ [0+ = [RIV LI+ 5] en
résulte: (1, p+1)eG, (m—gq, m)«G.

De méme, T « I? implique: ¢, ¢ G.

En 6.4.1., nous avions signalé que les fiches des groupes
non indicatifs de degré 4 étaient I*, J!, I*:2) I21, Comme entier
h > m, nous pouvons donc prendre: h =3m — p — g — 5.
Dans les conditions précédemment indiquées, il s’agit de
démontrer: a = (mod. I3?).

a) Posons: V = {a,, ap11, ..., @4—¢+1} et montrons que tout
élément xe E — F se comporte pareillement pour a« et 8,
soit en majorant V, soit en minorant V. Pour cela, vérifions
successivement chacune des alternatives suivantes concer-
nant le 3-partage associé e(z) = (F;, F,, Fy):

(@) Card (F;) >m—q—1 ou Card(F3)>m—p —1
(ay) Card (F,u Fy) < p ou Card (F,uF;) <g.

Tout d’abord, Card (F,) > m — 1 impliquerait ’existence
d’une m-partie X = {z{uvY de E telle que

Y c Fz’ (Xa)_l ° Xﬁ = tma

en contradiction avec ¢, ¢ G. De Card (F,) << m — 2, 1l résulte :
Card (F, u F3) > 2m — p — q — 3, d’ou ’alternative (a;) pour
e(z).

Si g(z) ne vérifiait pas alternative (a,), il existerait deux
entiers 1, ] (1 <<i1<Cp, 1 <7 < q) et quatre ensembles Y, c Fy,
Y2 c Fz, Z2 c Fz, Z3 c F3 telS qlle:

Card (Y, v Y;) = p, Card (Y;) =1—1
Card (Z, v Z3) = g, Card (Zg) = j — 1.

Lorsque Card (F3) > m — p — 1, on pourrait trouver une
m-partie X = {z}{ u Y, uY,uY; de E telle que Y; c Fy, pour
laquelle 0 = (X,)™ e Xg= (i, t+1, ..., p, p+1). Dans
chacun des cas:

i=Lp=1=0=(1,2)

i=1,p>1=00(1,2ec=(1 p+1)
-1

>, p>1=>0co(l,poa=({1,p+1)

on aboutirait a la contradiction: (1, p + 1) e G.
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Lorsque Card (F,;) > m — ¢ — 1, un raisonnement analogue
(avec une m-partie X = {z}uZ,uvZ,uZ; de E telle que
Z, c F,) aboutirait a la contradiction: (m — ¢q, m) e G.

Avec T'alternative (a,), I’élément z vérifie donc bien I'une
des deux conditions :

Card (F; u F,) < p, VcF;: 2 minore V pour « et
Card (F, v F3) < ¢, VeF;: zmajore V pour a et 3.

b) Pour toute partie non vide X de 'ensemble fim E et
toute chaine 0 de base E, notons Ming, X et Maxg, X respecti-
vement le premier élément et le dernier élément de X pour
la chaine 6. D’aprés ce que nous venons de démontrer concer-
nant les chaines G-compatibles «, 3 et les ensembles F, V,
E — F, il existe un 3-partage (E,, E,, E;) de E vérifiant les
conditions suivantes :

a = a|E; + o«|E; + «|E,,
(b1) 33 = BIE; + BIE, + B|E,,

VcE, et a|E, = B|E,.

(by) gEl #+ @ = Max, E, # Maxg E,

2 E3 2# D = Min(a) E3 5& Mln(ﬁ) Es.

Les conditions (by) expriment le caractére maximal de E,
vis-a-vis des conditions (b,).

Choisissons deux ensembles Y’ et Z tels que:
éY'cgaP,ap.H, oot e (BEguEy), Card(Y)=m—p—1
L cia,ay, ..., 6¢}c(EvEy), Card (Z)=m—qg—1.

Si le cardinal de E; était > p + 1, on pourrait trouver
une m-partie X = {a, b uYuY' de E telle que:

a = Max(a) El) b= MaX(B) E17 Yc El —_— {a, b;.

Comme «|Y’ = B|Y’, la permutation (X,)™ o Xge G conser-

verait chaque entier p + 2, p + 3, ..., m, mais elle aurait
(pour des entiers i, j, ..., | compris entre 1 et p) un cycle
composant : '

Gojy oo bp+ ) =(Gp+ el ..., 0.

Il en résulterait (i, p + 1)e G et 'on aboutirait (comme
précédemment) a la contradiction: (1, p 4+ 1) e G.
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Par un raisonnement analogue, ’hypothése Card (E3) >¢+41
conduirait & la contradiction: (m — ¢, m) e G.
On en déduit, finalement :

Card (E;) < p, Card (E;) < g, (Eo)™ o Ege IRY,
et (d’aprés 7.2.3.): a=f (mod. I7).

8.2. Suite de réduction d’un groupe de permutations quel-
conque.

8.2.1. Soit Q la fiche d’un groupe G € X,. Pour n fixé (et G
variant dans X,), l'application G — G® de X, dans Z,,
est croissante pour l'inclusion. La proposition 7.2. montre
alors que le groupe indicatif Q,4, est un sous-groupe de G®™
pour tout entier n > 0. Le théoréme 8.1. (introduisant le
seull de réduction so(G) du groupe G) permet d’apporter la
précision suivante :

Prorosition. — Etant donné un groupe G e X,, de fiche Q,
les entiers n > so(G) sont ceuxr pour lesquels G = Q,4,
dans la suite de réduction de G (alors que Q4. est un sous-
groupe strict de G® pour 0 < n < s,(G)).

Preuge. — Pour n > 0, Card (E) = m 4 n et deux chaines
quelconques «, $ de base E, on sait que:

a=f (mod.G) <=a=f (mod. G™) (7.1.2))
a=0f (mod.Q,)<>a=f (mod. Q.. (7.2.)

- Pour que G™ = Q,;,, 1l faut et il suffit (6.2.2.) que les
deux compatibilités de base J(E) relatives aux groupes G®™
et Qut, coincident. Comme ces équivalences s’identifient
aux compatibilités de base J(E) relatives aux groupes G et Q,,
la condition imposée caractérise (d’aprés 8.1.) les entiers

n > 50(G).
8.2.2. Prorosition. — Si Q est la fiche d’un groupe G e X,

Q est ausst la fiche du groupe réduit GO (ou encore: tous les
groupes d’une suite de réduction (G™),,, ont méme fiche).

Preuve. — Soient Q, Q’, Q”, ... les fiches respectives des
groupes G, G, G®, ... Pour le lattis Yy de base £ (ensemble
des fiches S, T, D, I»? J’), nous avons déja obtenu:
Q<< Q' (mod. y) en utilisant la croissance de la fonction

23
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G — G® et la proposition 7.2. (réduction des groupes indi-
catifs). Par itération, il en résulte: Q << Q' < Q" < ... (mod. ¥y).
Par ailleurs, nous venons de voir que G® est un groupe indi-
catif de fiche Q pour tout entier n > s,(G), de sorte que la
sutte: Q, Q°, Q”, ... est nécessairement constante.

8.3. Caractérisation des groupes indicatifs.

Rappelons qu’une fiche P est une suite indicative (6.1.2.)
dés qu’il existe une bichaine de base infinie admettant les
termes Py, Py, ..., P,, ... comme groupes propres. Nous
savons que les fiches S, T, D, 177, J" sont des suites indicatives
particuliéres (6.3.2.).

8.3.1. Voici une conséquence du théoréme de réduc-

tion (8.1.):

ProrositioNn. — Chaque terme d’une suite indicative est un
groupe indicatif.

Preuve. — Si G est le groupe propre de degré m d’une bichaine
(@, B) de base E infinie, et s1 Q est la fiche de G, le théoréme 8.1.
implique: a=f (mod. Q,). Puisque Q,<c G, la définition
méme des groupes propres nécessite: G = Q,.

Ainsi se trouve finalement justifiée une remarque faite en
6.3.2., concernant la caractérisation des groupes indicatifs :

CoroLrLaIRE. — Pour qu’un sous-groupe G de S, soit un
groupe indicatif, il faut et il suffit qu’il existe une suite indica-
tive P telle que G = P,

8.3.2. Pour achever la détermination des suites indicatives,
nous utiliserons les propositions 7.2. et 8.3.1., ainsi que deux
remarques concernant ’ensemble & des fiches S, T, D, I»7, J".
Cet ensemble £ est ordonné par le lattis v défini en 6.3.4.

a) Pour Qed, Q=£S, la fonction Q — [(Q) (rang de Q)
est une application croissante de & — {S{ (ordonné par ¥)
dans N (naturellement ordonné).

(La vérification est facile en interprétant le rang [(Q)
pour Q 5= S, par la condition: 1 < m <I(Q) <= Q, = S,)

b) Pour que deux fiches Q, Q' de £ vérifient:

Q< Q" (mod. y),

il suffit qu’il existe un entier m > {(Q’) tel que: Q, < Q..
(Remarque déja faite en 6.3.4.)

y
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ProrositioN. — Les fiches S, T, D, 1»? J" (p, q, r entiers
> 1) sont les seules suites indicatives.

Preuve. — Soit P une suite indicative (formée des groupes
propres P, d’une bichaine (a, ) de base E infinie). Nous
venons de voir que chaque groupe P, est un groupe indica-
uf (8.3.1.).

S1 P =£ S, 1l existe un entier k > 2 tel que P, soit un sous-
groupe strict de S, alors que: 1< m<k=-P,=S,. La
fiche Q du groupe P, est 'une des suites T, D, 179 J": elle
vérifie 2 <1 (Q) < k. Puisque « = f§ (mod. Q,), la proposition
7.2. montre que a et § sont Q,-compatibles pour tout entier

m > l(Q); dans ce cas, Q, =S, assure [(Q) = k. Ainsi:

1<m<k==>Pm=Qm7
m>k=-P,cQ,.

Pour un entier fixé m > k, soit Q' la fiche du groupe P,.
D’aprés la remarque (b), 'inclusion: Q, < Q, pour un entier
m > l(Q) implique: Q' << Q (mod. ¥), avec Q£ S, ce qui
assure également Q' =~ S. D’apreés la remarque (a), il en résulte :
Q) < k< m. Puisque = (mod. Qn), la proposition 7.2.
implique : & = f (mod. Q,). Comme précédemment, I'inclusion :
Qi < Q, pour un entier k > [(Q’) entraine: Q << Q' (mod. v).

Finalement: Q" = Q, P, = Q,, pour tout entier m > 1, et
la suite indicative P coincide avec la fiche Q e £.

L’ensemble infini dénombrable ¥ est donc ’ensemble des
suttes indicatives.

9. Théoréme de recollement.

9.1. Le probléme de G-recollement.

9.1.1. Soit ¢ un ensemble de chaines dont les bases sont des
parties d’un ensemble E (I’ensemble # de ces bases est le
support de ®). Etant donné un groupe de permutations
GeZ,, il est intéressant de savoir s’il existe une chaine 0
de base E qui soit G-compatible avec toute chaine ¢e®:
dans Paffirmative, nous dirons qu’une telle chaine 6 est un
G-recollement de I’ensemble ®. Voici, & ce propos, quelques
remarques simples :
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a) Si 0 existe, les chaines de ® sont nécessairement G-compa-
tibles deux a deux: cette derniére condition peut encore
s’exprimer (que O existe ou non) en disant que I’ensemble @
est G-cohérent.

b) Si ¢ est G-cohérent et si toutes les chaines de ® ont
méme base F, toute extension 6 e J(E) d’une chaine parti-
culiére g, @ est un G-recollement de . '

¢) Voici une situation moins triviale:

Pour un entier n >> m et un (n + 1)-ensemble

E= {3’/‘0, Ty, "':$n§7

posons F;=E — {z;] (0<Ci<{n) et supposons que le
support de ® soit F = B,(E) = {F,, Fy, ..., F.}. Au sens
de 1.3.1., nous dirons alors que l’ensemble E est strictement
recouvert par les chaines de Q.

Dans ces conditions, introduisons m -+ 1 chaines

0;707 ?17 MRS ?m

de ¢ ayant Fy, F, ..., F, comme bases respectives, et posons :
®" = {¢¢, ¢1, - -» Pm}. Du seul fait que toute m-partie X de E
est contenue dans 'une F; des bases Fy, Fy, ..., F, (il suffit,
pour cela, que z; ¢ X), on déduit:

Prorosition. — Pour beJ(E), la G-cohérence de chacun
des ensembles @ et O v {0} implique celle de ® u {0}.

(Pour toute chaine ¢ e @ et toute m-partie X de la base
de ¢, c’est une conséquence de:

(Xo)™ o Xp = [(Xo)™ 0 Xg] o [(Xg) ™ 0 Xg])-

9.1.2. Dans le cas d’un (rn -+ 1)-ensemble E strictement
recouvert par des chaines G-compatibles ¢4, 95, ..., ¢, 1l
peut n’exister aucun G-recollement pour I’ensemble

d = {?0’ %1, "'7?n§-

~ Par exemple, pour m = 4, n =5, considérons le groupe:
G = {ey, (2, 4)} et les chaines «, 8 de base E = {x,, 2y, ..., 5}
telles que:

Ty < By < Ty < X3 < g < 2 (mod. a)
Ty << By < Ty << &y << Tg < T (mOd-ﬁ-

~
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On vérifie facilement la G-cohérence de ’ensemble de
chaines :

¢ = g“lFo, a|Fy, Ble’ BlFaa BIFM BlFsi-

Puisque le groupe réduit de G est GV =1} (7.1.2.), la
G-compatibilité d’une chaine ¢ € ® avec une chaine 6 e J(E)
implique: ¢ = 0|F. La G-cohérence de ®u {0} impliquerait
donc la I}-cohérence de @, en contradiction avec:

z, < xz3 (mod. g,), xy < T (mod. @,).

Par contre, pour le méme groupe G et n > 6, la G-compati-
bilité de deux chaines quelconques ¢;, ¢; de @ implique leur
compatibilité (puisque Card (F;n F;) > 5 et G® = I}). L’exis-
tence d’un G-recollement 6 pour ® résulte alors de la proposi-
tion 1.3.1. (que nous allons généraliser).

9.2. Seuil de recollement d’un groupe de permutations.

Par une étude directe pour les groupes indicatifs, et grace
au théoréme de réduction pour les groupes non 1ndlcat1fs nous
allons démontrer un résultat préliminaire :

LemMME pDE RECOLLEMENT. — Etant donné un groupe G e X,
il existe un entier s > 0 vérifiant la condition sutvante: « Pour
tout entier n > m -+ s et tout (n + 1)-ensemble E strictement
recouvert par des chaines G-compatibles ¢o, @1, ..., Pn, Ul existe
un G-recollement 0 de base E pour l’ensemble

d= g%, P1y -+ oy ?ng »

(Par la suite, nous noterons s,(G) le plus petit des entiers
s > 0 vérifiant la condition précédente, et nous dirons que
81(G) est le seuil de recollement du groupe G).

Preuve. — Comme précédemment, nous poserons
E = {x,, 21, ..., .}
et nous noterons F; = E— {z;{ la base de la chaine ¢; (0 <t < n).

Le cas du groupe S, est trivial (pour s = 0). Comme sous-
groupes stricts G de S,, nous env1sager0ns successivement :
Ik, I, Tn, Dn (pour lesquels convient s = 1), IR J, puis
les groupes non indicatifs. En prenant n > m 4 1, nous assure-
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rons Card (F;nF;)> m pour le support {F,, F,, ..., F,}
de ’ensemble G-cohérent ®. Lorsque G est un groupe indicatif :
G = Q, (Q étant une fiche de rang k < m), la proposition 7.2.
montre alors que ¢ est Q,-cohérent pour tout entier h > k.

9241. Pour G=1, (m>2) e¢ n>m+1, ® est un
ensemble cohérent de chaines auquel s’applique la proposi-
tion 1.3.1. Il existe alors une chaine 6 de base E telle que
O = 0)|B,(E), et Du (b} est IL-cohérent.

Pour G=J, (m>3) et n>m-+ 1, les restrictions
eo|(FinF;) et ¢j(F;nF;) sont identiques ou symétriques. Il
existe alors un ensemble de chaine ¥ = {¢,, a;, o, ..., .}
vérifiant (pour 1 < i < n) les conditions:

a; et ¢; sont identiques ou symétriques.
’IJOI(FO n F,) = “il(FO n F‘)
Pour 1 <1 <j < n, 'ensemble
V=FynF;nF;=E — {x, z;, z;}
vérifie: Card (V) > 2, |V = ¢,|V = «;|V, de sorte que:
a|(F;n F;) = o|(F;n F;). Comme précédemment, la proposi-
tion 1.3.1. s’applique a ’ensemble cohérent ¥ : pour la chaine 6

de base E telle que ¥ = 0||B,(E), I'ensemble ®u {6} est
Ji-cohérent.

9.2.2. Pour G=T, (m>3) et n > m+ 1, les restrictions
o|(F;inF;) et ¢j|(F;nF;) ont méme cycle dérivé. Il existe
alors un ensemble de chaines ¥ = {q,, o, a5, ..., a,} véri-
fiant (pour 1 << i < n) les conditions :

o; € J(F,) et o= 9; (mod. Tn)'
7Y # Max(ai) Fi, ?0|(F0 n F,) = di|(F0 n F").

Cet ensemble ¥ est encore T,-cohérent. Posons:
V= {a,, a, t, ag} et 3 <a < - <, (mod. q,).
Les conditions :
Ty < z, (mod. &), T < My < 2y < - <@, (mod. ),
donnent (n — 1) possibilités pour la chaine «;. De méme:

Ty <z, (mod. o), ;<2< << : -+ <z (mod. a)
o <z, (mod. ag), & <X <<x<< -+ <z (mod. ag).
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En appliquant la Tj-compatibilité de a;, a,, a; & des 3-par-
ties convenables de E, 1l est alors possible (pour chaque chaine
;) de préciser o, et ag:

a) La Ts-compatibilité de a;, «, appliquée a {z,, 3, ,}
et {zo, =, :c,-_,_lf donne les conditions :

o < 23 (mod. a;) => zy < 23 (mod. a,)
Ty <o < xy < Tyyy  (mod. )= 2; < zyg < x4y (mod. ay).

Il en résulte (n 4 1) possibilités pour le couple (a;, ).
b) La T;-compatibilité de a,, a5, @3 appliquée a {x,, z;, 2.},

§2o, 21, 24}, {@o, T2, T4}, {20, @i, @11} donne les conditions :

Ty < (mod. ay) =z <<z (mod. a).
o < %, (mod. a,) et z <z <2 (mod. ay)
=2 < Ty <, (mod. ag)
Ty < Zg < 2y (mod. ay) => 2, < xy <2, (mod. a3)
2y < Ty <z (mod. o)) =2, < zy <z (mod. ag)
|z <2 < 7p < %y (mod. o) = 7; < 7y < 734y (mod. a).

Sur les (n + 1) cas possibles concernant (o, a,), ces condi-
tions écartent le cas:

Zy < Tg < 23 (mod. ay) et Ty < 2 < 2 (mod. ay).

Il reste alors n possibilités pour (a;, a,, ;). Dans chaque cas,
Po, %1, %z, %3 apparaissent comme les restrictions d’une chaine 9
(et une seule) de base E telle que : z, < z, (mod. 0) et

<z < - <z, (mod.H).
Ainsi, ¥' v {6{ est cohérent et (d’aprés 9.1.1.) Wu {6} est

Ts-cohérent. La chaine 0 est donc T,-compatible avec

?0’ (Pl’ ] %-

9.2.3. Envisageons maintenant le produit direct
G=D,=1T, (m>4%)

pour n > m + 1. Quand on remplace une chaine ¢;e ® par
la chaine symétrique ¢;, ou par une chaine ayant méme cycle
dérivé que ¢; ou @i, ® est remplacé par un ensemble qui est
encore D,-cohérent. Il existe donc un ensemble de chaines
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D,-cohérent ¥ = {o,, &y, @y, ..., &,} vérifiant (pour 1 << i< n)
les conditions :

30:,' e J(F) et a;=¢9; (mod.D,),
zy = Ming, F, eol(Fon Fy=a|(Fon F;) (mod. T,;).

a) Montrons que les chaines o, a,, ..., «, sont deux 4 deux
compatibles. Pour 1 <1 <<j < n, posons:

V=F;nF;nF;=E — {x,, z;, 2},
d’ou: FinF;= {z} vV, Card (V) > 3,
a]V=10o|V=a|V (mod. T;).

Comme x, est le premier élément de F;nF; pour «; et a;
il s’agit de montrer que «;|V = a;|V. Pour cela, considérons,
Papplication X — Y de PB3(V) dans Py(F;n F)) telle que
Y = {,} u X. Puisque:

2| X=ao|X (mod. Ty), o= (Yg) o Yy

est I'une des trois permutations e, (2, 3, 4), (2, 4, 3). De
ce D, et (2, 3, 4) € Dy, il résulte alors: ¢ = ¢4 et X = | X.
Les chaines oV et «)]V (ayant les mémes 3-restrictions)
sont bien identiques.

b) L’ensemble ¥ étant T,-cohérent, nous venons de voir
(9.2.2.) qu’il existe une chaine 6 de base E telle que ¥ u {6}
soit T,,-cohérent. Il est clair qu’une telle chaine 6 est D,-compa-
tible avec 94, ¢1, ..., Pn.

9.2.4. Avant d’aborder le cas des groupes G = I%? une
remarque s’impose concernant les sous-groupes G, H de S,
qui sont conjugués par le retournement r, (autrement dit:
H=r,oGor,). St deux chaines «, J sont G-compatibles,
leurs symétriques a’, B’ sont H-compatibles (puisque, par
exemple, X, = X, o r,, pour toute m-partie X de la base de «).
Pour de tels groupes G, H, la condition du lemme de recolle-
ment est donc vérifiée par les mémes entiers s > 0, de sorte
que: s(G) = s,(H). Cette égalité vaudra, en particulier, pour
G=1%7et H=I%". Dans ce cas, nous allons mettre en évidence
I’entier s,(G) en procédant par récurrence sur le couple (p, ¢q).

a) Supposons démontré le lemme de recollement pour le
groupe I, et prenons:

n> Max (m + 1, m + s (I%%), p + ¢+ 3).



QUELQUES PROBLEMES COMBINATOIRES 489

Pour I'ensemble des chaines If;%cohérent ® = {4, ¢, ..., 9.},
posons :

<z < <@ (mod. 90), Y1 <Y<+ < Yn (mod. 3y)
A =:$1, Yi, Yz2y .-+ yn—q—zga B=§yn—q—1, Yn—gs + yn;>
A,=A—g$‘,;, B,:B—‘*g.’tlz (0<l<n).

La bipartition (A, B) de E vérifie: Card (A)>p + 2
(puisque n > p + ¢ + 3) et Card (B) = ¢+ 2. La I -compa-
tibilité de ¢, avec ¢, = ¢;]A; 4 ¢;|B montre que:

3wo (3 A:# A_ = gwo, xl? “eey (En_q._zg et ?0 = ?OIAO + ?OIB.
z,eB—- A = gxl, Loy oo .y :C,.._q_1; et o = Po|A + ¢o|B,.

La 124 -compatibilité de ¢; (2 << 1< n) avec ¢, et ¢; montre
que:
3‘?i|(Fo n Fy) = ¢l (Ai — {@0}) + @il (B; — {@o}).
%l (F1n Fi) = ¢l (Ai — {m}) + 9iB..
L’hypothése n>p+ g+ 3 assurant az; 5 Maxg, A;

lorsque z, € B, on obtient ainsi (dans chacun des deux cas:
zoe A, z,eB):

¢ =@lAi+ @lB;  pour  0<<in

b) Introduisons les chaines &, a,, ..., «, (de bases respec-
tives Fo, Fy, ..., F,) définies par: «; = ¢;A; 4+ ¢,|B;. Puisque
Card (B) = ¢+ 2, il est clair que Il’ensemble

l{“:{ao,al, "'7“"}
est I1-cohérent pour h = n — g — 1. Par ailleurs:
o; = ¢; (mod. I}?) pour <ign

Deux chaines quelconques a;, @; (0 <t <j < n) sont donc
compatibles relativement aux deux groupes 1% et I*%, d’in-
tersection I:%. Ainsi, 'ensemble V" est If;’-cohérent, et I’hypo-

thése n > m + 5,(Ih') assure I'existence d’une chaine 6 de
base E telle que:

a; = 0|F; (mod. I}'?) pour i n

Comme IFVI}? = I?Y la chaine 0 est I%?compatible avec
chacune des chaines ¢, 9, .. ., @,
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Par la méthode que nous venons d’exposer, la validité
du lemme de recollement se transmet du groupe I4! (9.2.1.)
aux groupes I.” (et a leurs conjugués IN'=r, 0 IL%0r,),
puis des groupes I5! aux groupes I%7.

9.2.5. Pour le produit direct G = J,, = JLI, (r > 1,m > 2r),
prenons: n> Max (m 4+ 1, m + s(I}), 2r + 2). 11 existe
alors un ensemble de chaines ¥ = {¢,, o, a5, ..., «,} véri-
fiant (pour 1 < 1 <{ n) les conditions:

3:15 et ¢; sont identiques ou symétriques

%l(Fon F)=a|(Fon F)) (mod. I,_y).

a) Montrons que les chaines o, a,, ..., «, sont Ij-compa-
tibles. .

Pour 1i<j<n, lensemble V=FynF;nF; et la
permutation ¢ = (Vy,)71 o V,, de §1,2, ..., n — 2} vérifient:

FinF;= {z,J uV, Card (V) > 2r,
a|V=1¢,|V=1¢;|V (mod. I}_,), d’ou o) <L r.

Les restrictions o|(F;n F;) et aj|(F;n F;) sont J;_,-compa-
tibles. Si elles n’étaient pas I;_;-compatibles, il existerait
deux r-parties X, Z de F; n F; et deux restrictions symétriques
a;|Y, oY telles que: o|(F;nF;) =o)X+ o|Y + a|Z,
of(FinF)) = aj|Z 4 o;| Y 4 ;| X. L’élément a = Ming,, V
serait le ¢(1)-iéme élément de V pour la chaine a;, et la condi-
tion aeZ impliquerait la contradiction:

s)>n—r—1>r.

L’ensemble ¥ est donc bien I5-cohérent.

b) Comme n > m -+ s;(I},), nous savons (d’aprés 9.2.4.)
qu’il existe une chaine 0 de base E telle que ¥ u {0} soit
I'-cohérent. Il est clair qu'une telle chaine 0 est J},-compa-
tible avec ¢g, 1, -+ +5 Pne

9.2.6. Considérons enfin le cas d’un groupe G non indicatif
de degré m et de fiche Q. Prenons

n > Max (m + 1 4 s,(G), m + $,(Qn)).

Puisque le support {Fo, Fy, ..., F,{ de 'ensemble G-cohérent
O vérifie (pour 0 <t <j<<n): Card (FinF)) > m 4 54(G),
le théoréme de réduction (8.1.) montre que l’ensemble @
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est Q,-cohérent. Puisque n > m 4 s,(Q,), nous savons qu’il
existe une chaine § de base E telle que ¢ u {0} soit Q,-cohérent.
A plus forte raison, la chaine 6 est G-compatible avec les
chaines ¢, ¢;, ..., ¢, de O.

Le lemme de recollement est ainsi démontré pour n’importe
quel groupe de permutations G e 2,.

9.3. Théoréme de G-recollement.

Pour un groupe de permutations G et les ensembles G-cohé-
rents ® de chaines dans E, le lemme 9.2. fournit, simultané-
ment, une situation « minimale » (correspondant au seuil de
validité s,(G)) et un procédé récurrent sur Card (E) tant
que ce cardinal est fini. Par récurrence ordinaire (de n a n 4 1),
il permet d’associer & un ensemble @, de support convenable,
une chaine 6 de base E qui soit G-compatible avec toute chaine
¢ e ®. Le théoréme ainsi obtenu pour les ensembles finis se
généralise ensuite, par ultrafiltration, aux ensembles E infinis
(Paxiome des ultrafiltres apparaissant dans ’emploi du théo-
réme de cohérence partielle 1.3.3., corollaire 2).

TrtorEME. — Etant donné un sous-groupe G de S,, il
existe des entiers s > 0 vérifiant la condition: « Tout (m + s)-
recouvrement © d’un ensemble E par des chaines G-compatibles
admet un G-recollement 9 de base E ». Le plus petit de ces entiers s
est le seuil de recollement s,(G).

Preuve. — Soit M I’ensemble des entiers s > 0 vérifiant Ia
condition du théoréme. Pour se M et n = m + s, supposons
qu'un (n 4 1)-ensemble E soit strictement recouvert par
des chaines G-compatibles ¢4, ¢,, ..., ¢,. L’ensemble

¢ = 3?01 F1y - - ?n;

est alors un n-recouvrement de E, et la condition s € M implique
Pexistence d’un G-recollement 6 de base E pour ®. D’aprés
le lemme 9.2., il en résulte: s > §(G).

Il reste & montrer que s,(G) e M.

Pour k = m + s,(G), Card (E) > k, introduisons un k-recou-
vrement ¢ de E par des chaines G-compatibles. Il s’agit de
montrer 'existence d’une chaine 6 de base E telle que ¢ v {6}
soit G-cohérent, en distinguant nettement les deux cas: E
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fini (0 s’obtient par récurrence ordinaire), E infini (§ s’obtient
par ultrafiltration).

9.3.1. Si Card (E) =1k, ® est un ensemble non vide de
chaines G-compatibles de base E: il suffit de prendre 6 e ®.

Pour n > k, ’hypothése de récurrence consiste & supposer
qu’'un G-recollement peut é&tre obtenu dans tous les cas ou
Card (E) = n.

Pour Card (E) = n 4 1, posons B,(E) = {F,, Fy, ..., F.{.
Lorsque ¢ (de base Y) parcourt @, notons @; (pour 0 < i < n)
Iensemble des restrictions ¢|(Y n F;): cet ensemble de chaines
®; est G-cohérent, et il constitue un k-recouvrement du
n-ensemble F; L’hypothése de récurrence implique alors
Pexistence d’une chaine «; de base F; qui est G-compatible
avec toute chaine ¢ e Q.

Pour 0 <1 <j < n et toute m-partie X de F; n F,, il existe
(puisque k > m) une chaine ¢ € ¢ de base Y telle que X c Y.
Dés lors : o;| X = ¢|X = «;| X (mod. G) montre que ’ensemble
de chaines ¥ = {a,, a;, ..., @,} est G-cohérent. Comme le
support de ¥ est P,(E), le lemme 9.2. affirme D'existence
d’une chaine 6 de base E qui est G-compatible avec

Coy Lyy ooy Ope

Pour toute chaine ¢ € @, de base Y, et toute m-partie X
de Y, il existe une n-partie F; de E telle que X.c F;. Puisque:
9| X = o] X = 6| X (mod. G), les chaines § et ¢ sont G-compa-
tibles. La chaine 6 € J(E) est bien un G-recollement pour .

9.3.2. Lorsque E est infini, notons # ’ensemble des parties
finies F de E telles que Card (F) > k. Pour tout F € J, intro-
duisons I’ensemble ®r des chaines ¢|(Y nF) lorsque ¢ (de
base Y) parcourt @, et désignons par ¥'r I’ensemble des chaines
aeJ(F) qui sont G-compatibles avec toute chaine ¢e®.
,a) Pour deux ensembles Fed, F'eJ tels que FcF’, il
est clair que: oe ¥y =>a|Fe¥r L’ensemble de chaines
¥ =U‘FF est donc saturé (1.3.2.).

FeJ

b) Tout ensemble ®r est G-cohérent, et constitue un
k-recouvrement de l’ensemble F. Le cas fini du théoréme
(9.3.1.) montre alors que ¥y est non vide. Ainsi, le support
de ¥ est 'ensemble filtrant .
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D’apreés le corollaire 2 du théoréme de cohérence partielle
(1.3.3.), 1l existe une chaine 6 de base E telle que 6|F e W
pour tout Fed. Pour toute chaine ¢ € ® et toute m-partie
X de la base de g, il existe un ensemble F € & tel que X c F.
Dés lors :

01X = (§|F)| X =¢|X (mod. G)

montre que 6 et ¢ sont G-compatibles.
La chaine 6 est donc un G-recollement de ®.

Remarque. — Le théoréme de G-recollement apparait comme
un notable renforcement de la proposition 1.3.1. concernant
les 3-recouvrements de E par des chaines compatibles. On
sait que cette compatibilité coincide avec la I}-compatibilité,
et que s(I3) = 1.

10. Seuils de réduction et de recollement : résultats numériques.

A chaque groupe de permutations G d’un intervalle d’entiers
[1, m], nous avons associé deux entiers naturels s,(G) et s;(G)
représentant (pour ce groupe G) les seuils de validité respectifs
du théoréme de réduction (8.1.) et du théoréme de recollement
(9.3.). Les résultats numériques concernant ces entiers laissent
subsister quelques incertitudes, et suggérent des conjectures
relatives aux groupes G.

10.1. Seuil de réduction: valeurs particuliéres, majoration.

10.1.1. Notons go(m) le plus grand des entiers s,(G) lorsque G
parcourt 2,. Puisque so(G) = 0 caractérise G comme groupe
indicatif, il est clair que go(m) = 0 pour m =1, 2, 3, et que
go(m) > 1 pour m > 4. 7
- Lorsque Ge2, est un groupe non indicatif de fiche Q,
le majorant 1 4 (h — 1) de m + s,(G) envisagé en 8.1. dans
la démonstration du théoréme de réduction (afin d’utiliser
le théoréme des bichaines de P. Erdos et G. Szekeres) dépend
de cette fiche Q. Nous avons pris:

h=3m—38 pour Q=TouD
h=3m—p—q—5 pour Q = Irs
h=3m—2r—5 pour Q=J
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de sorte que : go(m) < (3m — 8)2 — m + 1 pour m > 4. Cette
majoration est sans doute assez large: nous allons voir que
8o(4) = 2.

10.1.2. Pour le groupe G = {e,, (2, 4)}{ (de fiche It), le
calcul effectué en 6.2.2. se traduit par so(G) = 1. De maniére
analogue, nous avons pu déterminer le seuil de réduction de
tous les groupes non indicatifs de degré 4 (parmi lesquels
figure le groupe alterné A,). Voici le résultat de ces calculs:

so(G) =1 pour les 18 groupes Ge X, — ¥, G £ A,.
So(A4) = 2 (conformément a la suite de réduction annoncée

en 7.1.2.).

Ezemples. — Les groupes Ay et H = {e, (1,2, 4, 3),
(1, 4)(2, 3), (1, 3, 4, 2)} ont comme fiche Jt.
a) Pour montrer que so(H) = 1, on considére deux chaines
H-compatibles «, § de base {a, b, c, d, e} telle que:
a<b<c<d<e (mod.a).

Dans les notations de 6.2.2., § appartient aux ensembles de
chaines :

V, = bede u cebd v edcb u dbee, V, = abde u bead v edba u daeb.

La Ji-compatibilité de a, § résulte de V; n V, = abede u edcba.
b) Pour vérifier que so(A4) > 1, introduisons la bichaine

(a, B) de base E = [1, 5] définie par:

1<2<3<4<b (mod. a),
1<4<5<2<3 (mod. B).

Pour les 4-partiess X = E — {i} de E, les permutations
o; = (Xy)' o Xg sont respectivement: o, = (1, 3) (2, 4),
oy = 03 = (2, 3, 4), 04 =05 = (2, 4, 3). Les chaines a, § sont
A,-compatibles sans étre Jj-compatibles.

10.2. Index du groupe réduit.

Si1 G est un sous-groupe d’ordre n de S,, son index est
Ientier: ind. G = —- Nous lul associerons également le
n

nombre : jnd. G = (ind. G}™
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10.2.1. PropositioN. — Les index d’'un groupe de permuta-
tions G et de son groupe réduit G® vérifient: ind. G < ind. G®,
jnd. GO < jnd. G.

Preuve. — Pour un (m + 1)-ensemble E = {z,, 2,, ..., 2a{,
les deux compatibilités relatives aux groupes GeX, et
G®e X, ., définissent (d’aprés 7.1.) une méme équivalence ¢
de base J(E). Notons n, n’ les ordres respectifs de G, G®,
et posons: F;=E — {z;} (0<< i< m).

a) Pour que deux chaines 0, 8’ de base E soient équivalentes
{mod. ¢), 1l faut et il suffit qu’il existe une permutation s’ € G®
telle que : Ep = Eg o ¢’. Chaque classe {8); comprend donc n’
chaines, et l'indice de I’équivalence e est:

(g o
n

De méme, pour z, <z, < .-+ < 2, (mod. 0), la G-compati-
bilité de 0|F, et 8’|F, revient & I’existence d’une permutation
o e G telle que:

Tory < To) <+ < Xogmy (mod. 07).

Lorsque O est donnée, il existe donc n cas possibles pour
0'|Fy, et 'on en déduit 6’ en intercalant z, parmi les m élé-
ments de Fy. Le nombre des chaines 6§’ e (0), est alors:

n<nX(m+1),

de sorte que: ind. G < ind. G®,

Dans le cas particulier: ind. G = ind. G®, les n possibilités
sur 0’'|F, conviennent, ainsi que les m + 1 intercalations de x,.
Posons, par exemple : z <, << -+ <z, (mod. 0') et
X = F,. Pour les deux intercalations : z; < z, << z, (mod. 8'),
Ty < Ty < Z, (mod. §’), la permutation (X4)~ o Xy prend
les valeurs (1, 2), (1, 2, ..., m). Il en résulte: G = S,

b) Soit F I’ensemble des m-recouvrements

¢ = 5?0, F15 - oy ?mg
de E par des chaines ¢4, ¢, ..., ¢, de bases respectives
Fo, Fi, ..., Fu. Il est clair que Card (F) = (m!)"+) et que
tout ensemble de chaines ®eJF est G-cohérent (puisque

Card (F;nF))=m —1 pour 0t <j<<{m). Pour toute
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chaine 0 de base E, notons % la partie de F formée des ensembles
® pour lesquels ® v {0} soit G-cohérent. Le nombre des chaines
¢: € J(F,) qui sont G-compatibles avec 0|F; est n = Card (G),
de sorte que: Card (Jp) = n™*1.

Pour deux chaines 0, 8’ de base E et toute m-partie X = F;
de E, I'égalité :

(Xo)™ o Xor = [(Xo) ™ 0 Xgi] o [(Xg)™ o Xo]
montre que:

PeFy et 06=0 (mod. G) =>DeJy
fye n 39: =0 <6 :,_é 0 (mod. G)
Fo = Fy <> 0=10" (mod.G)

Posons : &' =Uf¥9.. Comme lindice de I’équivalence

g6, 0') est ind. G = Q—n—+——L; on obtient:
Card (F') = (ﬂ_‘{'_il_ X nmH,

"~ De & <9, 1l résulte alors: ind. G® < (ind. G)™ ou (d’une
autre fagon): jnd. G® < jnd. G.

10.2.2. Au cours de la démonstration précédente, nous
avons vu que:

ind. G < ind. G® pour tout sous-groupe strict G de S,.

Lorsque jnd. G® < jnd. G, nous dirons que le groupe de
permutations G est strictement réductible. Dans les notations
de 10.2.1., 'ensemble F est alors strictement contenu dans
I’ensemble %, et il existe un m-recouvrement P eJF — &'
qui n’admet aucun G-recollement de base E. Ainsi:

Prorosition. — St G est un groupe de permutations stricte-
ment réductible, il admet un seuil de recollement s,(G) > 1.
Voici deux cas ou I'inégalité stricte: ind. G < (ind. G)"+
se vérifie :
a) Pour m < 5, tout sous-groupe strict G de S,, est strictement
réductible.
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Pour le groupe alterné G = A, (d’index 2), posons:
GW = B,;;. La condition est bien vérifiée par A, = I} et
B; =13, A; = T; et By =Ty, A, et By (puisque ind. B; = 20,
d’aprés I'indication donnée en 7.1.2.). Comme les permutations
rs = (1, 5)(2, 4) et t; = (1, 2, 3, 4, 5) sont paires, la fiche de
As est D. Il en résulte: Dgc By (8.2.2.) et

ind. Be < 60 < (ind. As)s.

Par ailleurs, les sous-groupes stricts G de S, autres que A,
ont un index > 3 et (puisque m < 5):

ind. GO < (m + 1)! < 3™  (ind. G)™ 1,

b) Tout groupe indicatif G de degré m, autre que S,, est
strictement réductible.

Lorsque G = Q,, pour une fiche Q de rang k < m, on sait
que G® = Q,, (proposition 7.2.). Les index des groupes
Tps Dn, IR?, Jn étant respectivement :

(m—1)! m! m!
2 7 plql  2(rW
il suffit (puisque les cas m < 5 sont traités) de vérifier:

Vm + 1 <ind. Q, pour m > Max (6, k),

en tenant compte de:

m>4=>”\/m+1<%~

/
p+q=>3, p=>1, q>1=>kp+q>>3-

10.2.3. L’étude précédente rend plau51bles les conjectures
suivantes :

[A]: s(G) > 1 pour tout sous-groupe strict G de S,

[B]: Tout sous-groupe strict G de S,, est strictement réductible.

(L’hypothése [B] est plus forte que I’hypothése [A].)

Pour deux chaines a, [ basées sur un m-ensemble
§a1, s, ..., Tu}, notons (a, §) la permutatlon o e S, définie
par les inégalités :

o <r<- <z, (mod. a),
Tory < Zo) < *** < Togmy (mod. B).
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Pour Card (E) = m + 1, Ba(E) = {Fo, Fy, ..., Fo} et
des chaines 9, ¢4, ¢;, ..., ¢, de bases respectives

E, F07 F17 ccey Fma

désignons par Hy(gy, 91, ..., 9») le sous-groupe de S, engendré
par les m + 1 permutations {g;, 0|F;). On peut alors énon-
cer d’une autre facon la conjecture [B]:

[B] : Pour tout sous-groupe strict G de S, il existe des chaines
Pos P15 ---» Pm de bases respectives Fo, Fy, ..., F, telles que
Ho(0, 91, - -, 9m) € G pour toute chaine § de base E.

On peut encore se demander quels sont les entiers m véri-
fiant la condition suivante (plus forte que I’énoncé [B']):
-~ [C]: Il existe des chaines @4, 91, ..., ¢ de bases respectives
Fo, ¥y, ..., F, telles que Hy(po, 91, ..., 9n) = S, pour toute
chaine 0 de base E.

Cette condition [C] est vérifiée pour m < 3. Pour m = 3,
on peut prendre (par exemple):

E=1{0,1,2,3}, 2<1<3(mod.gy), 3<0<2(mod.q,),
3 <1< 0 (mod. g,), 0 <1< 2 (mod. g).

10.3. Seuil de recollement: valeurs particuliéres, majoration.
Nous noterons g,(m) (resp. gy(m)) le plus grand des entiers

!

$,(G) lorsque G parcourt X, (resp. X).

10.3.1. Pour toute fiche Q de rang k > 2, nous venons de
voir (10.2.2.) que: $,(Q,) > 1 pour tout m > k. Cette minora-
tion, et le choix de I'entier n > m + 5,(Q,) dans la démons-
tration 9.2., donnent:

a) Pour Q =1, J4, T, D:
$(Qn) =1 pour tout m > k.
b) Pour Q =177 ou J" (pg>1, r>1):

5(Qn) =1 pour tout m>k+ 2,
1<Qn <2 pour m=k+1,
1<(Qn) <3 pour m==k

Ainsi, la suite gi(m) est bornée. Par contre (c’est une question
ouverte), nous ignorons si la suite g,(m) est bornée ou non.
La définition du groupe réduit (7.1.2.) et le lemme 9.2.
donnent facilement: s(G)>1=>5(GY) < 5(G). Puisque
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$1(S,) = 0, la vérification de la conjecture [A] entrainerait
donc: §(G®) < 5(G) pour tout groupe GeX,. Plus parti-
culiérement, pour toute fiche Q de rang k < m, l'utilisation
de 7.2. donne:

51(Q) = 1= 5(Qu) =1

ProrosiTioN. — Quels que soient p>1, m>p+ 1, le
groupe IL? admet pour seuil de recollement : sl(I1 p) = 1

Preuve. — D’aprés la remarque précédente, il suffit de
montrer que s;(I}7) =1. Soit E = {mx,, 2, ..., z,} un
(n 4+ 1)-ensemble strictement recouvert par des chaines I}?,-
compatibles ¢4, ¢4, ..., ¢, de bases respectives Fo, Fy, ..., F,
(avec F;=E — {x;}). Pour tout n>p+ 2, il s’agit de
montrer que ® = ¢, ¢;, ..., ¢,} admet un Ip+1-recollement 0
de base E. Puisque s, (I}.%) <C 3, il suffit d’envisager: n = p 4 2
et n=p+ 3.

Pour n=p + 2, posons: z, <z, < -+ <=, (mod %o),
Xo = {1, 2.}, dd < ay < - <ai (mod. ¢), X;= {ai, ai}
(pour 1 v <Cn). La I f-compatibilité de ¢4, @5, ¢, 95
fait apparaitre les seuls cas:

(a1, @, ai, a3) =
(@hy Zay Tny ;) OU  (Tpy Ty, Xy, ;) pour h =0,
(@25 Zpy 2y, 2) pour =0 ou h>3.

(La considération de ¢; est indispensable pour écarter
(@2, Ty, Xo, 2;).) On constate que ¢o|X,, ¢|X;, §5|X; sont les
2-restrictions d’une chaine « de base V = {a,, x,, ,}. Pour
3L 1< n, la I -compatibilité de ¢; avec ¢4, ¢;, ¢, montre
que X; est formé des deux premiers éléments de V pour «.
Dés lors, 0 =a 4 ¢,|(E— V) est un }f-recollement de Q.

Pour n = p 4 3, une étude analogue fait apparaitre une
chaine a de base V = {=,, z;, 23, z»} et un ILf-recollement
0 =a 4 ¢|(E— V) pour ¢

Finalement : s,(I3.5) = 1.

10.3.2. Les remarques précédentes montrent que s,(G) =1
pour la plupart des groupes indicatifs G de degré m. Pour
mZ>4 et p, q, r > 2, seuls sont possibles les dépassements :

8,(G) =2 ou 5(G) = 3 lorsque G = Q,, pour I'une des 2(m — 3)
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fiches Q = I”»? ou J", de rang m — 1 ou m. D’ailleurs :
81 (Jn) < Max(sy(In), 2r + 2 — m),

d’apres 9.2.5.

Par exemple, il est assez facile d’obtenir: s (I3) =1, et
cette valeur permet de prévoir: 1 < s(J3) << 2.
Pour E = [0, 5], considérons ’ensemble de chaines

®= {‘Po, P15 -+ ?5%:

de support Bs(E), défini par les inégalités suivantes :

1<2<3<4<b (
1<2<0<<4<h (
1<2<5<0<3 (mod. ¢,),
1<2<4<0<3 (
0<3<<2Ca<h
0<3<1<<4<b (mod. g,).

. Cet ensemble @ est J2-cohérent. Si une chaine § de base E
était Ji-compatible avec ¢, et ¢;, les conditions:

¢ =0|F, (mod. J3), ¢ =0|F; (mod. J?)
méneraient 4 la contradiction: v
@olV=60|V = ¢,|]V (mod. J3) pour V=12, 3, 4}.

L’ensemble ® n’admettant aucun J2-recollement de base E,
il en résulte : s,(J3) = 2. Soulignons, par ailleurs, la singularité
du contre-exemple ® = {¢,, ¢;, ..., 95} : pour E = [0, 5],
tout ensemble analogue ¥ = {a,, a;, ..., a5} (de méme
support, Ji-cohérent, non pourvu d’un Jj-recollement) se
déduirait de ® en remplacant chaque chaine ¢; par une chaine
Ji-compatible «;.

Nous ignorons s’il existe, ou non, une fiche Q de rang
k> 5 telle que: s,(Q,) = 3. La conjecture s;(Ip¥) =1 impli-
querait: s (IR =1 pour tout m>p + q, et s(J;) =1
pour tout m > 2r. On peut également conjecturer:

s1(J5r) = 2 pour tout r> 1.

- 10.3.3. ProrositioNn. — Tout sous-groupe non indicatif G

de S, vérifie: s;(G) <1+ 50(G).
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Preuve. — Si Q est la fiche du groupe G, la démonstration
9.2.6. donne : s5(G) << Max (1 + 5,(G), (Qn)). D’aprés le
corollaire de 6.4.2., le rang de Q est k < m — 1. L’inégalité :
81(G) << 1 + s0(G) résulte alors de so(G) > 1 (G non indicatif)
et de $(Q,) <2 (majoration indiquée en 10.3.1.).

Ezxemples. — Pour m = 4, nous avons obtenu:
5(G) = s5(G) =1 pour le groupe G = {e,, (1, 4)}
5(G) =2, 5(G) =1 pour le groupe G = {e,, (2, 4)}
81(Ay) = s(A4) = 2 pour le groupe alterné.

10.3.4. Aprés les premiers termes :

a(l) =0, &(2)=2a@)=1

la proposition 10.3.3. et les majorations indiquées en 10.1.1.,
10.3.1., fournissent :

1< gulm) < Max (3, 14 go(m)) < (3m—8)* —m +- 2

pour m > 4.

-La derniére majoration de g;(m) est sans doute assez large :
montrons, par exemple, que g,(4) = 2.

Tout d’abord : 5,(S;) = 0, ,(J}) = 2, et 5(G) = 1 pour les
9 groupes indicatifs G e X, autres que S, et J;. Puis : s;(A4) =2,
et la valeur s0(G) = 1 implique s,(G) << 2 (proposition 10.3.3.)
pour les 18 groupes non indicatifs G € 2, — X, autres que A,.



CHAPITRE III

RELATION MONOMORPHE

11. Monomorphie. Relations monomorphes particuliéres.

La notion de relation monomorphe a été introduite par
R. Fraissé dans sa thése [4] sous la forme suivante: une
relation ¢ de base E est dite monomorphe si, pour tout couple
(A, B) de parties finies de E ayant méme nombre d’éléments,
les restrictions ¢|A et ¢|B sont isomorphes.

Lorsqu’une relation ¢ est interprétable (1.2.3.) par une
relation monomorphe, il est clair que ¢ est elle-méme mono-
morphe. Ainsi, les chaines et les relations interprétables par
une chaine sont des relations monomorphes. L’étude de cas
particuliers (exemple: les relations monomorphes binaires)
avait conduit R. Fraissé a émettre ’hypothése [F] suivante:
« Toute relation monomorphe ¢ ayant une base E de cardinal
convenable (suffisamment grand) est interprétable par une
chaine ». L’auteur pouvait méme, peu apres, annoncer la
validité de son hypothése pour une base E infinie.

Le cas d’une base E finie semblait plus difficile a élucider.
En fait, c’est la théorie des chaines G-compatibles (et, plus
particuliérement, le théoréme de recollement) qui nous per-
mettra de vérifier la proposition [F] dans toute sa généralité.

11.1. Relation n-monomorphe. Cas des relations unaires et
binaires.

Etant donné un entier n > 0, nous dirons qu’une relation ¢
de base E est n-monomorphe s1 Card (E) > n et si, pour tout
couple (A, B) de n-parties de E, les restrictions ¢|A et ¢|B
sont 1somorphes. Dans la terminologie introduite par
R. Fraissé [4], une relation n-monotype est une relation p-mono-
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morphe pour tout p <{ n. Une relation de base E est mono-
morphe (ou monotype) dés qu’elle est p-monomorphe pour tout
entier p < Card (E).

Il est évident que toute relation ¢ est 0-monomorphe, et
que la n-monomorphie de ¢ entraine celle de Tg.

11.1.1. Une relation unaire 1-monomorphe est une constante
(elle est donc interprétable par toute chaine de méme base).
Plus généralement :

Prorosition. — Toute relation unaire n-monomorphe de
base E telle que Card (E) > n 4 1 est une constante.

Preuve. — Soit F le graphe d’une relation unaire ¢ de base E
telle que Card (E) > n + 1. S1 ¢ est n-monomorphe, il existe
un entier p tel que: Card (F n X) = p pour tout X e B,(E).
Si ¢ n’était pas constante (autrement dit:sil < p<<n—1),
il existerait deux éléments ze X, ye E — X tels que

¢(x) # 9(y).

Pour la n-partie de E: Y = (X — {=z{)u {y{, on aboutirait
a la contradiction: Card (FnY)=p=*1.

11.1.2. Parmi les relations binaires monomorphes ¢(z, y)
de base E figurent d’abord les relations binaires interprétables
par une chaine. Ce sont:
~a) les quatre relations binaires interprétables par toute
chaine de base E (les deux constantes ¢, =0, ¢, =1, et
les deux relations &, 10 définies par les conditions z = y,
x F# y).
~ b) les chaines 6 de base E, et leurs négations 10 (pour que
0, 19 soient interprétables par 6’ e J(E), il faut et il suffit que
6, 6’ soient identiques ou symétriques).

Si p = Card (E) est fini > 2, le nombre des relations binaires
de base E interprétables par une chaine est 2 (p! -+ 2).

11.1.3. Prorosition. — Pour Card (E) > 4, toute relation
binaire 3-monotype de base E est interprétable par une chaine.

 Preuve. — Comme la 3-monotypie d’une relation ¢ € Ry(E)
implique celle de 1¢, on peut se ramener au cas ou ¢
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est réflexive. La 2-monotypie de ¢ entraine I’existence d’un
entier p (2 << p << 4) tel que : « Pour toute paire {a, b} e B,(E),
le graphe de ¢|{a, b} comprend p couples ».

Sip=2, cegrapheest {(a,a), (b,b)}, et ¢=2.
Sip=4, Ccestque ¢ =g,.
Sip=3, larelation ¢ est totale et asymétrique.

Lorsque X = {a, b, ¢} parcourt R;(E), la 3-monomorphie
de ¢ entraine que les restrictions ¢|X sont toutes transitives
ou toutes non transitives. Pour p = 3 et des 3-restrictions
transitives, ¢ est une chaine. Pour p = 3 et des 3-restrictions
non transitives, le graphe de ¢|X serait de la forme:

K = {(a, a), (b,d), (¢, c), (a, b), (b, c), (¢, @)},

en contradiction avec Card (E) > 4. Pour une 4-partie
fa, b, c, d} de E, les couples (b, d) et (d, b) appartiendraient
en effet aux graphes de ¢|{a, b, d} et g|{b, c, d} (respective-
ment), alors que ¢ est asymétrique.

Finalement, ¢ est I'une des relations énumérées en 11.1.2.

Remarques. — a) Pour Card (X) = 3, le précédent graphe K
est celul d’une relation binaire 3-monotype de base X, non
interprétable par une chaine.

b) Si Card (E) > 4, une relation ¢ € Ry(E) peut étre 2-mono-
type sans &tre 3-monotype. (Il suffit de prendre ¢ totale,
asymétrique, telle que ¢|{a, b, c{ soit transitive et ¢|{a, b, d}
non transitive.)

11.1.4. Prorosition. — Pour Card (E) > 5, toute relation
binaire 3-monomorphe de base E est interprétable par une
chaine.

Preuve. — Compte tenu de 11.1.3., 1l suffit de montrer qu’une
telle relation ¢ € Ry(E) est 2-monotype.

a) Puisque Card (E)>5, il existe une 3-partie {a, b, c}
de E telle que: ¢(a, a) = ¢(b, b) = ¢(c, ¢). Pour tout

zeE — {a, b},

la 3-monomorphie de ¢ implique: ¢|{a, b, ¢} ~ 9|{a, b, z{,
donc ¢(z, ) = ¢(a, a), de sorte que ¢ est bien 1-monomorphe.



QUELQUES PROBLEMES COMBINATOIRES 505

b) Lorsque X, Y parcourent P,(E), la condition:
¢|X ~ ¢|Y définit une équivalence &(X, Y) de base B,(E),
d’indice h < 3. Pour une 5-partie F ={a, b, c, d, e} de E, il
existe une classe V; de &|B,(F) qui posséde au moins deux
paires {a, z}, par exemple: {a, b} e V;, {a, e}  V;. La 3-mono-
morphie de ¢ entraine alors: h <C 2.

- Si h =2, I’équivalence ¢ n’est pas 3-monochrome (3.4.).
Pour tout zeF, chacune des classes V;, V, de &|P,(F) doit
posséder deux paires {z, y}: avec {b, a} € V,, on aura par
exemple §b, c} € V,. La bipartition (V;, V,) de B,(F) comporte

alors :

5 paires fa, b}, {b,c}, {c, d}, {d,el, {e, a} dans V;
5 paires fa, c, {c, e}, {e, b}, {b,d}, {d,a} dans V,

en contradiction avec: ¢|{a, b, ¢} ~ 9|{a, c, di.
Ainsi, h =1 et ¢ est bien 2-monomorphe.

Remarque. — Si Card (E) = 4, une relation ¢ € R,(E) peut
étre 3-monomorphe sans étre 2-monomorphe. (Pour

E = {a, b, ¢, d},

il suffit de prendre {(a, b), (¢, d)} comme graphe de o).

11.2. Relation monomorphe de base infinie.

La proposition qui va suivre est annoncée par R. Fraissé
au § 18 de sa thése [4]. Elle nécessite le théoréme de Ramsey,
et un procédé d’ultrafiltration pour introduire la chaine dont
elle affirme I’existence. La méthode de R. Fraissé se présente
1c1 sous une forme abrégée, du fait que nous disposons déja
du théoréme de cohérence partielle (1.3.3.) et du théoréme
d’interprétabilité restreinte (5.4.1.).

ProrosiTioNn. — Toute relation monomorphe de base infinie
est interprétable par une chaine.

Preuve. — Soit ¢ une relation m-aire monomorphe de base
infinie E, et soit F ’ensemble des parties finies de E.

a) Pour tout X e&, notons Px I'ensemble des chaines «
de base X telles que ¢|X soit interprétable par a. Pour deux
parties finies X, Y de E telles que X c Y, il est clair que:

Bedy = B|X ePx. Autrement dit, 'ensemble ® = l '(I)x
est saturé. XeF



\ .
506 CLAUDE FRASNAY

Par ailleurs, pour deux parties finies A, B de E ayant méme
nombre d’éléments, la monomorphie de ¢ implique I’existence
d’une bijection f de A sur B telle que: ¢|B-L g|A. A toute
chaine a e @, correspond alors une chaine e ®p telle que:
BL « Ainsi: Card (9,) = Card (Ps).

b) Etant donné une chaine w de base E et un entier n > 1,
le théoréme 5.4.1. indique 'existence d’une n-partie B de E
telle que: w|Be®p. Ainsi: AeF—= P, £, et le support
de ¢ est 'ensemble filtrant F.

D’apres le corollaire 2 du théoréme 1.3.2., 1l existe alors une
chaine § de base E telle que 6] X e ® pour tout X ed. Pour
deux parties finies A, B de E ayant méme nombre d’éléments,
¢|(A u B) est interprétable par 6|(A u B), de sorte que:

0|B L 6]JA — ¢|B L ¢|A.
La relation ¢ est donc interprétable par la chaine 6.

11.3. Groupes d’automorphismes d’une relation monomorphe.

11.3.1. Pour une relation ¢ de base E et une partie F de E,
rappelons que Gg(g) désigne le groupe des automorphismes
de ¢|F (1.2.2.). S1 ¢ est monomorphe et si A, B sont deux parties
finies de E ayant méme nombre d’éléments, toute application
f de A sur B telle que: ¢|B -L ¢|A définit un isomorphisme :

-1
g—>fo gof de Gu(p) sur G(p).
Pour tout entier n tel que 1 < n < Card (E) et toute apphi-
cation ¢ de [1, n] sur une n-partie F de E ll existe un sous-

groupe H de S, tel que: Gg(g) =v o Ho 0. Lorsque F et ¢
varient, ces groupes H constituent une classe de conjugaison #
dans 'ensemble X, des sous-groupes de S,. Par abus de lan-
gage, nous pouvons dire que l'un quelconque des groupes
H e 36 est le groupe des automorphismes de degré n de la rela-
tion monomorphe ¢, et noter: H = G,(¢).

Exemples. — a) Si ¢ (ou 1¢) est une chaine: G,(¢) = L.
Si ¢ est 'une des quatre relations binaires interprétables par
toute chaine de base E: G,(¢) = S,.

b) SiCard (E) = 3 et s1 ¢ est I’'une des deux relations binaires
monomorphes de base E non interprétables par une chaine:

G,(9) = I}, Gy(¢) = Ts.
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¢) S1 ¢ est le cycle dérivé d’une chaine 6 de base E:
G,(9) = T,. Plus précisément, pour une n-partie

F = {o(1), ¢(2), ..., ¢(n)}
de E telle que ¢(1) < ¢(2) < -+ < ¢(n) (mod. 6):

-1

Gr(g) =9 o Tro 0.

11.3.2. Pour une relation m-aire monomorphe ¢ de base E,
supposons que les groupes G,(¢) ne soient pas tous d’ordre 1.
Il existe alors un entier minimum p tel que G,(¢) 5= L.

Proposition. — L’entier minimum p (ainsi associé d la
relation monomorphe ¢) est premier, et G,(¢) = T,.

Preuve. — Soit I une p-partie de E.

a) Lorsqu’une permutation oe Ggp(p) n’est pas circulaire,
il existe une bipartition (A, B) de F, une permutation o de A
et une permutation } de B telles que: ¢ = « o 8. Pour tout
m-uple (z;, %, ..., x,) €A™,

¢(a(®), 2(22), - .., &(@n)) = $(a(1), o(22), - . -, 3(2n))

¢
(X1, Tay -« .y Tp)-

Ainsi: ae G4(¢) et, de méme: 3 € Gp(p). Comme:
I<n<p=G3) =1L

on en déduit que ¢ est la permutation identique de F. Ainsi,
le groupe Gp(¢) ne comprend que la permutation identique
et des permutations circulaires.

b) Soit g = (¢(1), ¢(2), ..., ¢(p)) Pun des automorphismes
circulaires de ¢|F. Pour toute factorisation p = kq, ’automor-
phisme g* admet le cycle composant:

(v(1), o1 + k), (1 + 2k), ..., o(1 + (¢ — 1)k))

(de longueur q), ce qui implique ¢ = 1 ou ¢ = p. Ainsi, I’en-
tier p est premier.

Comme tout élément o du groupe Gg(¢) est d’ordre 1 ou p,
on sait que Card (Gg(9)) = p" pour un entier r > 1. En outre,
p’ divise ordre p! de S,, ce qui implique r = 1 (puisque p
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est premier). Ainsi, le groupe Gg(¢) d’ordre p est engendré
—1

par g =y ot,° ¢, autrement dit:

Ge(s) =voT,09, et Gug)=T,

11.3.3. Dans une Note antérieure [be], nous avions signalé
que ’hypothése d’interprétabilité [F] pouvait étre vérifiée
dans un nouveau cas particulier ne nécessitant pas la théorie
des chaines G-compatibles :

ProrosiTioNn. — Pour tout couple (m, n) d’entiers > 2,
il existe un entier p >n Vériﬁant la condition sutvante: « St
Card (E) > p, toute relation m-aire monomorphe ¢ de base E
telle que G,(¢) = I} est interprétable par une chaine ».

La démonstration n’utilise que la fonction &, du théoréme
d’interprétabilité restreinte (avec: p < &,(3) pour n =2,
P << &n(2n — 2) pour n > 3). Nous ne la développerons pas,
la proposition [F] devant &tre vérifiée dans toute sa généralité
au paragraphe suivant.

12. Théoréme de monomorphie et d’interprétabilité.

12.1. Degré optimum de monomorphie m-aire.

12.1.1. Dans le sens de I’hypothése d’interprétabilité [F],
le théoréme de recollement (9.3.) fait accomplir un pas décisif
puisqu’il fournit d’emblée le renforcement suivant de [F]:

TatorimE. — Pour tout entier m > 1, il existe deux entiers
n,p(m<ng p vérifiant la condition: « St Card (E) > p,
toute relation m-aire n-monomorphe de base E est interprétable
par une chaine ».

Preuve. — Le cas m =1 est trivial (avec n=p =1).
Pour le cas m = 2 (examiné directement en 11.1.), nous allons
retrouver la possibilité de prendre n = 3. .

Pour m > 2, posons:

n>m -+ g (m) (entier défin1 en 10.3.)
p = &n(n) (entier défini en 5.4.1.)
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et considérons une relation m-aire ¢ de base E telle que
Card (E) > p.

a) D’aprés le théoréme d’interprétabilité restreinte (5.4.1.),
il existe une n-partie A de E et une chaine « de base A telle que
¢|A soit interprétable par «. Une m-partie F de A étant fixée,
il est commode d’identifier F (ordonné par «) avec l'intervalle
d’entiers [1, m] (naturellement ordonné), de sorte que:
F=1{1,2,...,m} pour: 1 <2< - <m (mod. a).

Le groupe d’automorphismes G = Gg(¢) apparait alors
comme un sous-groupe de S, : c’est & ce groupe de permutations
G que nous appliquerons le théoréme de recollement, sachant
que n > m 4 s(G).

b) Notons M I'ensemble des n-morphismes de ¢ appliquant
A dans E. A toute fOIlCthIl oce M, associons la chaine g
de base o(A) définie par: v, <~ «. Enfin, lorsque & parcourt M,
introduisons 1’ensemble ® des chaines w,.

Pour toute chaine Be® (de base B) et toute m-partie X
de B, X désigne application croissante de F (ordonné par «)
sur X (ordonné par 3) : montrons que Xg est un m-morphisme
de ¢. En effet, puisqu’il existe un n-morphisme ¢ de ¢ (appl-

quant A sur B) tel que B = w,;, on peut poser: A, =7 (X)
et envisager la restriction o; de ¢ & A;. Les conditions: § < a,
¢|B ~ ¢|A impliquent respectivement :

plx’% a|A, |X ‘P|A1

Par ailleurs, si o, désigne le m- morphlsme de « appliquant F
sur A, (autrement dit: ac]A1 a|F), Pinterprétabilité de
¢|A par « implique: g|A; 2 g|F. Ainsi, XB = 0, o G, vérifie
bien : q;[Xf{E‘(ﬂF.

Dés lors, si B et B’ sont les bases respectives de deux chaines
B et B’ de @, toute m-partie X de B n B’ fournit deux m-mor-
phismes Xg et Xp de ¢ (appliquant F sur X), de sorte que:
(Xp)™ o Xp = Gr(g).

Ainsi, ’ensemble de chaines ® est G-cohérent.

c) Introdulsons maintenant ’hypothése: ¢ est n-mono-
morphe. Pour toute n-partie B de E, il existe alors un n-mor-
phisme ¢ de ¢ appliquant A sur B, et B est la base de la chaine
w; e ®. L’ensemble de chaines ® est donc un n-recousvrement
de E (plus précisément : le support de @ est B,(E)).
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Puisque n > m + s,(G), il existe (d’aprés le théoréme 9.3.)
une chaine 6 de base E qui est G-compatible avec toute chaine
Be.

Pour deux m-parties X, Y de E (contenues respectivement
dans les bases B;, B, de deux chaines B, B, de ®), introduisons
cinq isomorphismes de chaines, a savoir: Xg, Yg, X, Y
et 'application croissante f de X sur Y (ordonnées par 0).
Les conditions :

Xg, et Yp, sont deux m-morphismes de ¢
(Xo)™ o Xp, e Ge(p),  (Yo)™ o Yp, = Ge(g)

montrent que Xy et Yy sont deux m-morphismes de ¢. La
fonction: f= Ygo (Xp)™' vérifie donc:

Y LoX et ¢YLgX

Autrement dit, la relation ¢ est m-interprétable par la chaine 6.
Comme :

Card (EY>n>m+4 gg(m) >m + 1 (puisque m > 2),
la proposition 5.1. montre que ¢ est interprétable par 0.

Remarque. — La proposition 5.3.3. montre que Gg(¢) peut
étre n’importe quel sous-groupe de S,. La méthode précédente
nécessitait donc que la théorie des chaines G-compatibles soit
effectuée dans toute sa généralité (et pas seulement pourdes
groupes G particuliers).

12.1.2. Pour tout entier m > 1, notons A, l’ensemble des
couples d’entiers (n, p) vérifiant la condition du théoréme
12.1.1., et introduisons la premiére projection D(m) = pr(4,)
de cette partie non vide de N2. Le plus petit d, des entiers
n e DY(m) sera, par définition, le degré optimum de monomor-
phie m-aire.

En 12.2., nous montrerons (ce n’est pas évident) que D3(m)
est 'ensemble [d,, —[ des entiers > d,,.

a) Pour les relations unaires, la valeur d; = 1 est triviale.

La proposition 11.1.1. montre directement que :

Dy(1) = [1, >[.

b) Pour les relations binaires, les remarques 11.1.3. et la
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proposition 11.1.4. se traduisent respectivement par:

>3— (1, p)ed, et (2, p)el,.
(3, 5) € A,.

I en résulte donc (par une étude directe): dy = 3.
¢) ProrosiTioN. — Pour tout entier m > 2, le degré optimum
de monomorphie m-aire est > m + 1.

Preuve. — Pour tout ensemble E de cardinal > m 4+ 1,
nous allons montrer (plus précisément) qu’il existe une relatlon
m-monotype ¢ € R, (E) non interprétable par une chaine.
Soient « une chaine de base E, et F = {a,, a;, ..., a,} une
(m 4 1)-partie de E telle que:

ay <o < - <a, (mod. a).
Pour 1 <k m et XePBy(E), posons:
X= gxla T2, "'axkga

< x< - < (mod. a), a,= Ming (F — X). Nous

définissons la relation ¢ € R,(E) en précisant la valeur

v = ‘P(-'L'c(l), La2)y + » +» xc(m))

pour toute application ¢ de [1, m] sur [1, k]. Posons:

v=20 st k<< m.
y =20 s1 k= m, o 5= (ta)"
p=1 s k= m, o= (ta)"

Pour n < m, toute n-restriction de ¢ est constante de
valeur 0. Pour toute m-partie X de E, le graphe de ¢|X
comprend un seul m- uple Il en résulte que ¢ est m- monotype.

Pour étudier la restriction ¢|F, il est commode d’envisager
le multiplet (aq, a4, . .., a,) comme indexé par le groupe additif
Z,., des entiers modulo m + 1. Pour toute m-partie

Xi =F — {a,-}
de F, le graphe de ¢|X; se réduit au seul m-uple

(ai+17 Aitgy « -« oy ai+m)'
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Pour p == 1, les valeurs du m- morphisme f de ¢ appliquant X;
sur X; sont: f(a,) = @y ;-;. Lorsque 1 =7, une telle fonction
ne laisse invariant aucun élément de X,.

Si ¢ était interprétable par une chatne 0, on aurait:

F = {by, by, ..., bni, by < b < --- <b, (mod.§9),

et le m-morphisme g de ¢ appliquant F — {b,{ sur F — {b,}
vérifierait: g(b,) = by, en contradiction avec la remarque
précédente.

- Remarque. — Pour V =E — {q,| et tout m-uple
(xly Loy -y wm)evm:

WLy Zgy ooy @) =l g2, <2y, < -+- <2, (mod. a).

La relation ¢|V est donc interprétable par la chaine «|V.
Lorsque Card (E) = m 4 1, la relation ¢ est monomorphe
sans étre interprétable par une chaine. Lorsque

Card (E) > m 4 2,

la relation ¢ est m-monotype sans étre (m 4 1)-monotype
(puisque les (m -4~ 1)-restrictions de ¢|V sont interprétables
par une chaine, alors que ¢|F ne I’est pas).

d) Pour m > 2, la proposition précédente et la méthode
adoptée en 12.1.1. donnent I’encadrement :

m4 1< d, < m+ g(m).

On retrouve ainsi: d, = 3, et ’on obtient: d; = 4,d, =5 ou 6
(question ouverte). Pour m > 5, la majoration :

dp, < (3m — 82 + 2 (résultant de 10.3.4)

est sans doute assez large. :

Il est possible (c’est une question ouverte) que 1’égalité
d, =m -+ 1, valable pour m =2, m =3, subsiste pour
m > 4.

12.2. Variantes et applications du théoréme de monomorphie
et d’interprétabulité.

12.2.1. La proposition [F] apparait maintenant comme un
simple corollaire du théoréme 12.1.1.:
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Prorosition [F]. — Pour tout entier m > 1, il existe un
entier p > m vérifiant la condition suivante : « St Card (E) > p,
toute relation m-aire monomorphe de base E est interprétable
par une chaine. »

S1 'on note w(m) le plu% petit des entiers p vérifiant la
condition de [F], on sait que: =(1) =1, =(2) = 4 (proposi-
tion 11.1.3.). Nous ne connaissons pas la valeur =(3). Pour
m > 3, la méthode adoptée en 12.1.1. et le contre-exemple
de 12.1.2. donnent: m + 2 < n(m) < E,(m + g (m)).

12.2.2. Pour un entier n>1 et une relation ¢ e R, (E),
envisageons les quatre conditions suivantes:

H%{¢, n{: ¢ est n-monomorphe.

H'{c, nf{: < est n-monotype.

Colot ¢ est interprétable par une chaine.
Ciie ¢ est monomorphe.

Notons Di(m) (en accord avec 12.1.2.) Pensemble des entiers
n > m vérifiant la condition suivante: « Il existe un entier
p=>n tel que: Card (E) > p et H'{g, n{ = C;{c{ (pour
tout ¢).»

Proposition. — Pour tout m > 1, les quatre ensembles
Di(m) coincident avec la section [d,, — [ de N.

ms

Preuve. — Le théoreme 12.1.1. montrait que Dj(m) =~ @
et permettait d’introduire un entier mimimum d, e Dj(m).
De [F], 11 résulte: D§(m) = Dj(m), Di(m) = D}(m). Par
ailleurs, il est clair que: D§(m)c Di(m), D}(m)< Di(m), et
que Dg(m), Dij(m) sont des sections de N. Il reste donc a
montrer que: Dj(m)c Di(m).

Pour ne Dj(m), introduisons un entier p > n vérifiant la
condition : toute relation m-aire n-monotype basée sur un
ensemble de cardinal > p est monomorphe. Posons:

q = Max (p, E,,,(n))

Pour toute relation m-aire n-monomorphe ¢ de base E telle

que Card (E) > ¢, 1l existe (5.4.1.) une n- partie A de E et

une chaine a« de base A telles que 9|A soit interprétable

par «. Etant donné deux kpartles quelconques X; et X,

de E telles que 1 < &k < n, il existe deux n-parties F,, F, de
24
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E et deux n-morphismes o,, 5, de ¢ tels que:
XiCFi, "OIA’C&/ ’{»!F,

S1 Pon pose: Y, = 5,(X,), Y, = 5,(X,), l'interprétabilité de
¢|A par une chaine implique: 2|Y; ~ ¢|Y,. Comme les
restrictions de &y, o, respectivement a X,, X, sont des k-mor-
phismes de ¢, on obtient bien:

XKy~ 9| Yy ~ 9| Yo ~ 9| X,.

Ainsi, la relation ¢ est n-monotype, et la condition ¢ > p
implique sa monomorphie. Finalement: ne.D}(m).

12.2.3. Reprenant la condition sur n qui définit 'ensemble
Di(m), nous noterons wi(m) le plus petit des entiers p corres-
pondant a n = d,, de sorte que:

Prorosition [Fy]. — Toute relation m-aire d,-monomorphe
(resp. d,-monotype) basée sur un ensemble de cardinal q¢ > w)(m)
(resp. g > wy(m)) est interprétable par une chaine.

Prorosition [F;]. — Toute relation m-aire d,-monomorphe
(vesp. d,-monotype) basée sur un ensemble de cardinal ¢ > ©3(m)
(resp. g > wi(m)) est monomorphe.

La comparaison de [F], [Fy], [F;] donne facilement:

d, < wH(m) < mi{m) < Wm)  pour i
w3(m) = Max (nd(m), =(m)).
=3(m) = Max (=b{m), =(m)).

Par exemple : w}(2) = 3, n(2) = w3(2) = 4, ©}(2) = ©§(2) = 5.

Le théoreme 12.1.1., le corollaire [F] et la proposition
[Fo] affirment linterprétabilité d’une relation convenable
¢ e R, (E) par une chaine 6 de base E. Lorsque E est infini,
Iexistence de 0 s’établit par ultrafiltration (preuve du théoréme
de cohérence partielle).

Par contre, comme une relation infinie est monomorphe
dés que ses restrictions finies le sont, la preuve de la proposi-
tion [F;] se raméne au cas fini, et a des récurrences ordinaires.

Le cadre axiomatique de [F], [F,], [F;] étant ainsi précisé,
on retiendra surtout (pour une relation m-aire ¢ basée sur un
g-ensemble) :

a) la condition d’interprétabilité [F] lorsque g > w(m).
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b) la condition de monomorphie [F,] lorsque ¢ > ni(m):

« St Pisomorphie des n-restrictions de ¢ est supposée pour la
seule valeur n = d,,, elle est alors assurée pour toutes les valeurs
de Pentier n (1 < n<{gq).»

12.2.4. Etant donné Pentier m > 1 et un cardinal quelconque
q > mi(m), considérons les entiers he[m, d,] qu vérifient
la condition: « Toute relation m-aire h-monotype basée sur
un g-ensemble est monomorphe ». Ces entiers h constituent un
intervalle [2,(q), d,]. La constante &;(q) = 1 est triviale.

Pour m > 2 et p = Max (2d,,, w}(m)), le caractére minimal
de d, dans Di(m) montre que: p < q<<Ny=>2,(q) = d,.
Le contre-exemple utilisé en 12.1.2. donne: &,(q) >m + 1
pour tout cardinal ¢ > p. Enfin, on voit facilement que:
P < 1 < o= 0nlqy) = 0n(gz). (Il suffit de considérer les
qi-restrictions d’une relation m-aire $,(¢;)-monotype ¢ basée
sur un ¢,-ensemble, puis d’appliquer [F;] aux k-restrictions
de ¢ telles que 1 << k < d,.) Le plus petit d,, des entiers 3,(q)
(q infimi quelconque) vérifie donc: m + 1 < d, < d,,. L’égalité
dn = d,, est banale lorsque d, = m + 1 (en particulier pour
m =2 m=3).

On peut se demander (c’est une question ouverte, plus faible
que la conjecture: d, = m + 1) s1 I'égalité d,, = d,, subsiste
pour m > 4.

12.2.5. La proposition suivante ne nécessite, en fait, qu'un
cas particulier du théoréeme d’interprétabilité 12.1.1. (cas
particulier signalé en 11.3.3.):

Prorosition. — Etant donné un couple (m, n) d’entiers > 2,
il existe un entier p > n vérifiant la condition: « St 3y e R, (E)
est une relation monomorphe telle que Card (E)> p et G,(¢) = I},
alors G,(¢) = I} pour tout entier q tel que n < ¢ < Card (E). »

Preuve. — En choisissant Pentier p conformément a la
proposition 11.3.3., les hypothéses Card (E) > pet G,(p) =1}
permettent d’affirmer que la relation monomorphe ¢ € R, (E)
est interprétable par une chaine 6 de base E.

Pour ¢ > n, soient: FeP (E) et feGr(y). Pour aeF,
beF tels que a << b (mod. 0), seit X une n-partie de F conte-
nant {a, b} : la restriction g de f & X est un n-morphisme de 5.
Comme ¢ est interprétable par 0, le n-morphisme h de 6
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appliquant X sur f(X) est aussi un n-morphisme de ¢, de:
sorte que: e g < Gx(g). Il en résulte:

g=nh et fla) < f(b) (mod. 6).

La permutation croissante [ ne peut étre que la permutation
identique de F, autrement dit: G,(3) = I}.

12.2.6. Prorosition. — FEtant donné Uentier m > 1, =(m)
est le plus petit des entiers p vérifiant la condition suivante:
« Pour EcE’" et Card (E) > p, toute relation monomorphe
¢ eR,(E) admet une extension monomorphe =" R, (E’) ».

Preuve. — a) S1 un entier p vérifie la condition précédente,
toute relation monomorphe ¢ e R, (E) telle que Card (E) > p
admet (par exemple) une extension monomorphe g’ de base E’
infinie. D’apres 11.2.; la relation ¢’ et sa restriction ¢ sont
interprétables par une chaine. Le caractére minimal de w(m)
pour la proposition [F] implique donc: p > =(m).

b) D’aprés [F], toute relation monomorphe 3 e R, (E) telle
que Card (E) > w(m) est interprétable par une chaine 6 de
base E. Dans les notations de 3.2. (introduisant une application

f de Em dans A,), il existe alors une relation veRy(A,) telle
que: ¢ =1 o § (proposition 5.2.1.). Si 0" est une chaine de
base E'>E telle que 6 =#’|E, on voit facilement que 0

3

est la restriction de 6’ a E™ La relation 2’ eR,(E’) définie

par: ¢’ = o 8’ (relation interprétable par 0’) est bien une
extension monomorphe de 2.

Remarque. — L’existence d’un entier p vérifiant la condition
précédente n’avait rien de triviale pour m > 2. Si on avait
pu en disposer par une étude directe (comme pour m = 2),
la proposition [F] concernant I'interprétabilité par une chaine
se serait ramenée au cas particulier d’une base infinie (11.2.)
sans qu’il soit utile de faire intervenir la théorie des chaines
G-compatibles.

13. Condition d’isomorphie avec une relation finic monomorphe.

Etant donné deux relations m-aires «, 8 de base E telle que
Card (E) > n, nous noterons < a la condition: « Toute
n
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n-restriction de B est isomorphe 4 une n-restriction de a. »
(Dans la terminologie de [4], a est dite alors une relation
n-ainée de f3.)

13.1. Borne d’une relation finie monomorphe.

13.1.1. Pour deux entiers m > 1, n > 0, soit o une relation
m-aire basée sur un (n 4 1)-ensemble E. Supposons qu’il
existe une relation e R,(E), vérifiant: § < o, sans que a

et 3 soient isomorphes. Dans ces conditions, nous dirons que
la relation « est bornée et, plus précisément, que 3 est une
borne de a.

Si f est une borne d’une relation monomorphe «, il est clair
que § est monomorphe et que o est une borne de § (réciprocité
entre deux bornes monomorphes associées).

Exemples. — a) Pour Card (E) = n 4- 1, les bornes § € R,(E)
sont les deux constantes 0, 1. Le graphe K d’une relation
bornée aeR,(E) vérifie: Card (K) =1 ou n.

b) Pour m > 2, soit E =7,,, = {0,1,2, ..., m} le groupe
additif des entiers modulo m -+ 1. Pour une chaine § de base E,
soit B(x;, 3, ..., x,) la relation m-aire de base E (interpré-
table par 6) définie par la condition:

Xy < X < - <, (mod.0).

Par ailleurs, soit a(zy, ,, ..., z,) la relation m-aire mono-
morphe de base E ayant comme graphe (quand a parcourt E)
I’ensemble des m-uples (a + 1, a + 2, ..., a + m). Comme «

n’est pas interprétable par une chaine (c’est un cas particulier
du contre-exemple 12.1.2.), & et § ne sont pas isomorphes.
Cependant, le graphe d’une m-restriction quelconque de «
ou de B se réduit & un seul m-uple. Ainsi, les deux relations
m-aires monomorphes a« et § sont bornées I'une par l'autre.

13.1.2. Si aeR,(E) est monomorphe et bornée, alors
Card (E) = 1. Nous allons étendre cette remarque, en utili-
sant le lemme de recollement (9.2.) et 'entier remarquable

gi(m):

ProrositioNn. — Si une relation m-aire bornée de base E
est interprétable par une chaine, alors: Card (E) < m + g,(m).
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Preuve. — Pour deux entiers
m> 2, n>m+ g(m) >m+ 1, E = [0, n],

il suffit d’envisager une relation o «R,(E) interprétable par
la chaine naturelle § de base E, et de montrer que a ne peut
étre bornée. Posons: A = [1, m] F,=E—{{}(0<i<n),
et introduisons le groupe H = G,(a) des automorphismes de
alA.

a) Si une relation BeR,(E) vérifie: § S «, la n-mono-
morphie de a implique I’existence de n -4 1 bijections o;
appliquant F, sur F; (0 i< n) et telles que: B|F; < o|F,.
Dés lors, soit ® = {9,, 91, ..., 9.} P'ensemble de chaines,
de support B,(E) = {F,, Fy, ..., F,}, défini par: ¢; < 6|F,.
Pour le sous-groupe H de S,, montrons que cet ensemble ¢
est H-cohérent.

En effet, pour 0 i <j<{n et tout XeP,(F;nF), il
existe deux m-parties Y, Z de F, telles que X = ¢(Y) = q,(Z).
Si ¢ est la restriction de 5; & Y, les conditions :

(0]Y 2 0]A et 2]Y ~ «|A (interprétabilité de « par 6)
2| X X 0]Y et B|X ~ «|Y (définition des chaines g;).

portant sur Y, o, ¢;, et les conditions analogues sur Z, js 3
montrent que X, =g;0 Yy et X, = 550 7y sont deux 1s0-
morphismes entre a|A et §|X. Il en resulte un automorphisme
de afA: (X,)7te X, eH, et les chaines ¢;, ¢; sont bien
H-compatibles.

b) Comme n > m + g (m) > m + s,(H), le lemme de recol-
lement (9.2.) permet d’ 1nt10duire une chaine © de base E qui
est H-compatible avec chacune des chaines ¢;. Montrons que
la permutation ¢ de E définie par: w < 6 vérifie également :
< a.

Pour un m-uple (2, 25, ..., 2,) € E", soit B une m-partie
de E telle que x,€B (pour 1 < h < m), et soit X = a(B).
Il existe une n-partie F; de E (0 <1 < n) et une m-partie Y
de F, telles que: X cF;; X = o,(Y). Comme précédemment,
Xg, = o; © Y est un isomorphisme entre «|A et 3| X. Puisque :
X, =00 By vérifie: (X;)™7o X,eH (H-compatibilité des
chaines ¢; et ), on obtient: B|X X «|A. La restriction ¢
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de o &4 B est: v = X, o (Bg)™'. L’interprétabilité de « par
implique alors: «/B & a|A, d’ou: B|X X «|A. Autrement
dit :
Blo(xy), o(@y), .., 0(2n) = a(Ty, Tay « v vy Tp)s
et 5 est bien un isomorphisme entre « et {.
Ainsi, aucune relation § € R, (E) ne peut étre une borne de a.

CoroLLAIRE. — Pour chaque entier m > 1, les bases des
relations m-aires monomorphes bornées ont un cardinal mazimum
fint.

(Par la suite, nous noterons A(m) ce cardinal maximum.)

51 E est un ensemble fini tel que:

Card (E) > Max (n(m) — 1, m + g,(m))

et si a € R, (E) est monomorphe, la condition : Card (E) > =(m)
montre que a est interprétable par une chaine (proposition [F]).
Comme Card (E) > m + g, (m), « ne peut donc étre bornée.

Remarque. — Directement, nous avions obtenu: A(1) = 1.
Pour m > 2, la preuve précédente et 'exemple 13.1.1. donnent
I’encadrement :

m—+ 1 << A(m) < Max (=(m) — 1, m + g, (m)).

En particulier: A(2) = 3 (mais nous ne connaissons par la

valeur A(3)).
13.2. Un théoréme d’isomorphie.

13.2.1. Le role de entier A(m) peut encore se traduire d’une
autre facon:

Tutortme. — FEtant donné Uentier m > 1, A(m) est le plus
petit des entiers n > 0 vérifiant la condition : « Pour tout couple
(9, ") de relations m-aires de méme base finie:

. ’ ’ ”[
o f ¢’ et ¢'monomorphe —=> ¢ ~ o' ».

Preuve. — a) Si un entier n vérifie la condition précédente,
tout entier p > n la vérifie également. Si Card (E) = p + 1,
les relations monomorphes ¢’ € R,(E) ne sont donc pas bor-
nées. Il en résulte: n > A(m).
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b) Pour montrer que A(m) vérifie la condition indiquée,
envisageons deux relations m-aires 9, ¢° de méme base finie E
telles que :

Card (E) = p, p = A(m),
< ¢, ¢’ étant monomorphe.
Am)
Notons V I’ensemble des entiers h vérifiant: A(m) < h < p
et ¢ S ¢'. Il est clair que: A(m) e V. Posons n = Max V.
h

S1 n<<p, 1l existerait (compte tenu de la monomorphie
de ¢') une (n + 1)-partie X de E telle que « = ¢'| X et § = 2| X

solent non isomorphes. De la condition: § < «, il résulterait
n

que B est une borne de la relation monomorphe a, d’ou la
contradiction : n < A(m).
Ainsi:n=pety j ¢’ (ce quirevient a: ¢ ~ g').

13.2.2. Pour Card (E) = n (entier > 1), les relations m-aires
monomorphes de base E se répartissent en 7,(n) classes d’iso-
morphie.

Pour A(m) < h < n, soit F une h-partie de E. Si ¢, ¢’ sont
deux relations m-aires monomorphes de base E, le théoréeme
13.2.1. montre que: g|F ~ ¢'|F—=-90 ~¢’. Il en résulte:
Ta(h) > 7a(n). Pour m fixé, la suite (7,(n)),»; est donc sta-
tionnatre.

La vérification est facile pour m =1 et m = 2:

Ty (n) = 2 pour tout n>1
T5(1) = 2, 75(2) = 6, 1,(3) = 8, 12(n) = 6 pour tout n > 4.
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Automorphisme (d’une relation), 1.2.1.

Base (d'une relation), 1.1.1.
Bichaine, 3.5.1.

Borne (d’une relation), 13.1.1.
Bornée (relation), 13.1.1.
Chaine, 1.1.3.

k-chaine, 4.3.

Chaines G-compatibles, 6.1.1.
Chaine naturelle, 1.1.3.
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Classe d’isomorphie, 1.2.2.
Coefficient (d’un partage), 4.1.

Cohérence (de plusieurs relations), 1.3.1.

Cohérence partielle, 1.3.2.
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Ji-cohérente (multichaine), &.3.
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Conjonction (de deux relations), 1.1.2.

Cycle dérivé (d’une chaine), 1.2.3.
Degré de monomorphie, 12.1.2.
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p-ensemble, 1.0.

Equivalence, 1.1.3.

p-extension (d’une relation), 1.1.1.
Fiche, 6.0.
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Finesse (d’une relation), 1.1.2.
Fonctionnelle (relation), 2.1.
Graphe (d'une relation), 1.1.1.
Groupe indicatif, 6.3.1.

Groupe propre (d’une bichaine), 6.1.2.

Groupe réduit, 7.1.2.
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Interprétabilité, 1.2.3.
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Relation finie, 1.1.1.
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Strictement réductible (groupe), 10.2.2.
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