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DEMONSTRATION NON PROBABILISTE
D’'UN THEOREME DE GETOOR

par Gustave CHOQUET

Getoor a démontré par une méthode probahiliste un résultat
qul dans R?(p > 3) et pour le noyau newtonien, se traduit
ainsi : Pour toute mesure de Radon g > 0 qui ne charge aucun
ensemble polaire, il existe un plus petit fermé fin (c’est-a-dire
un ensemble fermé pour la topologie fine) qui porte .

Nous allons affaiblir un peu la restriction imposée a p,
et donner de cet énoncé modifié une démonstration non proba-
biliste fort simple. En vue de son extension a un cadre axioma-
tique plus général, nous allons placer cette démonstration
elle-méme dans un cadre axiomatique.

Axiomes. — On se donne :

— Un espace topologique E & base dénombrable d’ouverts.
— Une tribu $ de parties de E qui contient les ouverts

de E.

— Un ensemble ordonné F dont toute partie a une borne
inférieure et contient un sous-ensemble fini ou dénombrable
de méme borne inférieure.

— Une application b (appelée base) de Z(E) dans Z(E).

— Une application ¢ (appelée capacité) de $ dans F.

On définit alors sur $ un pré-ordre noté <, en posant:

(X<Y) si pour tout ouvert » de E, ¢(X nw) <Y nw).

On suppose vérifiés les axiomes suivants:
1) Les applications b et ¢ sont croissantes.
2) (X,cY, et cX,) =c(Y,) purn=1,2, ...)
= (¢(UX,) = ¢(UY,)).
3) Pour tous X, Ye®B, (X<Y)=> (b(X) c b(Y)).
20
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On se donne enfin sur $ une mesure c-additive i, a valeurs

dans [0, + o], telle que ¢ (3) = 0.

Ezxemples. — 1) Dans le cadre classique d’'un noyau newto-
nien sur E = R?, on prendra $ = tribu des parties boréliennes
de E; on prendra F = R; enfin ¢(X) désignera la capacité
newtonienne de X, et b(X) le dérivé fin de X, c’est-a-dire
I’ensemble des points de E qui sont points d’accumulation
de X pour la topologie fine.

Que I'axiome 2 soit satisfait résulte alors par exemple du
fait que sur % la capacité newtonienne est fortement sous-
additive, et que pour toute suite (X,) croissante,

lim ¢(X,) = ¢(UX,).

Que I'axiome 3 soit satisfait résulte par exemple du critére
d’effilement donné par Wiener.

2) Dansle cadre de I’axiomatique Brelot (avec base dénom-
brable d’ouverts et axiomes D), on prendra (*) pour F’ensemble
des fonctions surharmoniques > 0, muni de’ordre usuel: ¢, < ¢,
s1 ¢1(2) < ¢a(z) pour tout x. On désignera par ¢(X) la réduite

¥, d’une fonction surharmonique V, > 0, finie et continue,
choisie de telle sorte que, pour tout X et pour tout point z,
Peffilement de X en z, se traduise par R¥,(z,) < Vo(2o). Enfin
on posera (selon Brelot):

b(X) = (ensemble des points de l’espace E en lesquels X
n’est pas effilé).

Le développement de I'axiomatique Brelot montre que nos
axiomes sont alors vérifiés, en prenant encore pour B ’ensemble
des boréliens.

Notion de p.-noyau d’un ensemble.

Soit X e &.

DEriniTION 1. — On appelle capacité réduite de X relative-
ment a . la borne inférieure f(X) des capacités des Y e B tels
que:

YcX et (X —-Y)=0.

(!} Nous n’avions d’abord considéré que le cas F = R; mais d’aprés M. Brelot,
ce cas semble moins commode pour I'étude de son axiomatique.
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DerinitioNn 2. — On appelle p-noyau de X tout Ye B tel
que:
YcX; w(X YY) =0; c(Y) = f(X).

On dit que Y est un p-noyau absolu de X st pour tout ouvert
o de E, (Y nw) est un p-noyau de (X n o).

LemMmE 3. — a) Tout X € B contient un p-noyau Y.

b) Si Y, est un p-noyau de X, (n=1, 2, ...), (UY,) est
un p-noyatl de (UX,).

Démonstration. — a) D’aprés la définition de f(X) et les
propriétés de F, il existe une suite d’éléments Y, de B tels que:

Y, e X; (X Y, = 0; inf{c(Y,)} = f(X).

Si I'on pose Y =NY,, on a bien:

YeX; pX=Y)=0; f(X)<(Y)<f(X),
d’ou ¢(Y) = f(X).

b) Pour montrer que UY; est un g-noyau de UX;, il suffit
de montrer que toute partie Z de UY;telleque((UY,) =~ Z) =0
a méme « capacité » que UY,.

Or si pour tout n, ¢(Zn Y,) = ¢(Y,), Paxiome 2 montre que

¢(Zn (UY,) = ¢(UY,), c’est-a-dire ¢(Z) = ¢(UY,).
Si donc on a ¢(Z) < ¢(UY,), il existe un n, tel que:

c(ZnY,,) <c(Y,).
Comme Y, est un g-noyau, cette inégalité entraine
(Yo — Z) > O"

donc a foriori w((UY,) - Z) > 0, contrairement a I’hypothése;
cette contradiction démontre 1’énoncé b.

LemMmE 4. — Tout X € & contient un p-noyau absolu.

Démonstration. — Soit (w,),ex une base d’ouverts de E.
On va définir par récurrence une suite décroissante (Y,) de
p-noyaux de X tels que, pour tout n > 1, Y, n w, soit un noyau
de X nw,, et on posera Y =NY,.
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On pose pour cela:
Y, = un p-noyau quelconque de X.
Puis, Y,, Y;, ..., Y, étant définis, on pose:
Yoi1 = (Y, — ©,4;) U (un p-noyau de Y, n ,4,).

Pour tout n, on a Yc Y, et (X - Y,) =0; d’ou résulte
que Y n w, est, comme Y, n w,, un noyau de X n w,.

Comme tout ouvert ® est une réunion de tels w,, le lemme 35
montre que Yno est un noyau de X nw, d’od I’énoncé
cherché.

TrtoriME b. — La famille des b(X) obtenues a partir des
X e B qui portent p(i.e. w(E - X) =0) a un plus petit élément B
(appelé p-base de E).

Pour tout p-noyau absolu X de E, on a b(X) = B.

Démonstration. — Soit X un p-noyau absolu de E, et soit
Ye® tel que o(E - Y)=0.

Pour tout ouvert ® de E, on a:
(X nw)=flo) <Y nwn)
d’ott Y<X, d’ou aussi d’aprés 'axiome 3: b(X) < b(Y). |

CoroLLAIRE 6. — Tous les p-noyauz absolus de E ont méme
dérivé fin.

Cas particulier. — Dans ce qui suit, ’expression « X porte @ »
signifiera « X contient un Y e B qui porte p ».

DeriniTioN 7. — On dira qu’une partie X de E est b-fermée
st b(X) e X. On dira que X est b-parfait st b(X) = X.

TatoriMe 8. — Si pour tout X eB, b(X) est b-fermé, et
st . est portée par la p.-base B de E, B est le plus petit ensemble
b-fermé qui porte \; et B est-b-parfait.

Démonstration. — Soit X un p-noyau absolu de E, et soit Y
un ensemble b-fermé qui porte .
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11 existe un Y' € B tel que Y’ porte x et Y < Y. On a done:
X<3Y'cY, d’ou b(X) e b(Y') e b(Y) e Y.

La w-base B = b(X) est donc bien contenue dans Y.

Enfin, puisque B porte i, b(B) porte aussi ¢.. Comme B est
b-fermé, on a b(B) c B; et comme b(B) est b-fermé, ona B < b(B),
d’ou B = b(B), autrement dit B est b-parfait.

Ezemples. — Dans chacun des exemples envisagés plus haut,
il est bien exact que tout ensemble b(X) est b-fermé, donc le
théoréme 8 est applicable. Notons d’autre part que dans ces
exemples, « b-fermé » est synonyme de « finement fermé »;
le théoréme 8 peut donc s’énoncer sous la forme initiale indi-
quée dans I'introduction. Notons enfin que dans le premier
exemple, « b-parfait » équivaut 4 « finement fermé sans point
finement 1solé »; tandis que dans le second exemple cette équi-
valence n’est valable que lorsque tout point de E est polaire.

Dans ces deux exemples, toute mesure i se décompose
canoniquement en une mesure (s portée par la p-base B
de E, et une mesure (i — 1) portée parle complémentaire de B.

La pp-base de E est B lui-méme, et B est aussi un gp-noyau
- absolu de ws.

La mesure { — 5 est portée par un ensemble P; par exemple,
pour tout p-noyau absolu X de E,; (X _- b(X)) est polaire
et porte (i — pp).

En particulier, si ¢ ne charge aucun ensemble polaire, on
a ( = up; mais il peut arriver, méme dans le premier exemple,
que [~ charge un ensemble polaire, et que cependant g = .

Manuscrit regu en mars 1965.
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