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REMARQUES RELATIVES A CERTAINS ENSEMBLES
CONVEXES PLANS LIES A DES ESPACES L?
par Paul KREE

Introduction.

On se donne un espace X avec une mesure i positive et
une fonction numérique ®: X — R, strictement positive
& p.p. (presque partout relativement a la mesure p), (P)
désigne un plan réel: les coordonnées du point courant m

de ce plan sont notées (—1—-, a>, les axes sont rectangulaires.
(D) désigne le demi plan droit od %> 0;

(B) désigne la bande verticale o1 0 < —1—< 1.
A toute fonction mesurable f: X — R, on associe la partie

D; du demi plan (D) formée par les points m i, a) tels que
fo® soit de puissance p*™ sommable soit

(1) IF18ap =[x If(@)B(@)|P dit () < 0

D, est toujours un ensemble convexe.
En effet :

— Si my, (l, ao) et m,(l, al) sont dans (B) et si 0e [0, 1]
P1

P P P
) @ = (1 — O)ay + Oy

et 'on écrit
([*) “l“po, %9 py = ”fm”pe = "{t"’ol_ﬁ\(j_\n‘fﬁlﬂe“l””

et on majore le dernier membre en utilisant I'inégalité de Holder.

— Si my et m, sont quelconques dans (D), on se raméne au cas
précédent en utilisant 1A5 pour amener par la transformation (10}
le segment mym, dans la bande (B).
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314 PAUL KREE

Mais réciproquement, si I’on se donne un convexe du demi
plan (D), ainsi que X et @, existe-t-il une f: X —R qui admette
ce convexe comme domaine D,? Nous donnerons une réponse
a cette question dans le cas ou:

X = la demi droite [1, + o]

(5) du(z) = &
o(r) =x

Et la réponse ne sera partielle en ce sens que I’on ne carac-
térisera que l'intérieur de Dy,
Ensuite nous en déduirons la réponse dans d’autres cas.

1. Examen du cas (5).

On peut se limiter a des fonctions f positives. On étudie
d’abord l'application f— D, (§ 1.A). Puis on aborde la
recherche d’une f ayant un D, donné. On traite d’abord le
cas ou D; est I'intersection du demi plan (D) avec un demi
plan ouvert en donnant deux précisions supplémentaires
(relatives au support de f et & ||f||p ap). Puis on traite le cas
général, en utilisant la propriété 1.A.3 et le fait que tout
convexe permis est 4 sa frontiére prés, une intersection dénom-
brable de demi plans.

1.A. Propriétés de Uapplication f— D,.
1.A.1. Elle est décroissante

(6) 0<f<f =—Dr2D,
1.A.2. L’inégalité (o0 a et b sont des nombres positifs)
la + b < |2al? + |20

montre que:

(7) Df n Df c Df+f'.
LA Siinf(f, f)=0
on a: .

(8) (1F115,ap & I 1P.ap = [If + F7II5.p
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d’our
(9) D0 Dy = Dy pe.

Mais si 'on considére une famille non finie (f;) de fonctions
a supports disjoints on peut seulement affirmer que:

(9 bis) Dy, <[ Dy
¢ i

1.A.4. D, ne change pas si f subit les modifications sui-
vantes :

a) translation sur la varable: f(.) — f(. + C);
b) homothétie sur f ou sur z;
c¢) addition d’une fonction bornée a support compact.

1.A.5. Si f est élevée a une puissance  positive, D, subit
une homothétie de rapport B.

(10) Dfﬂ == pr.
1.A.6. Remplagons f par

g =fof [ réel.
Alors

(11) \lgllp. ap = [IF1l5. o -

Donc D, se déduit de D, par une translation — 3 suivant la
direction Oa.

1.A.7. Remplagons dp(z) par &P(z) dp(z). Alors on voit que
D, subit la transformation affine:

G oG =)
—a)>(— a—L)
P p p
1.A.8. De méme, posant:
g(z) = f(zF) avec >0
on voit que D, se déduit de D, par une affinité ayant pour
axe, 'axe X de rapport 3, suivant 'axe Oa.

1.A.9. On a dans notre cas particulier

(12) o(z) =z > 1.
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Alors si1
(13) my <—1—, ao) est dans D,
Po
on a encore
(14) <—;—, a> dans Dy si o < .
0

1.A.10. On a dans notre cas particulier

(15) f” w(z)% %"f <wo si a<O,
1

. . 1 . = X
Alors si D, contient mo<;, oy ), Padhérence D, de D, contient
0

aussi les points <—1—, a) de (D) avec a << «, et —1—> 1
p P~ Po
Preuve. — Avec 1.A.6 on peut supposer oy = 0. Puis avec

1.A.5 on peut se limiter a —1— < 1. Cela résulte alors de I'iné-
galité de Holder

(16) f F(z)z < f ol dx>llp < f r % >l,p,

avec

(17) 1=141
p ' p

Remarque. — Notons que si (f}), est une suite de fonctions
tendant @ p.p. vers f, cela n’entraine pas que D, « tende »
vers D;: considérer par exemple f localement bornée et la
suite f: _

flz) = g(x)siniln sk

1.B. Un lemme.

On cherche maintenant une f telle que D, soit I'intersection
de (D) avec un demi plan ouvert et I’on donne des précisions
sur f que nous utiliserons plus tard.

LemMme. — On se donne une droite (d) du plan (P) d’équation

(18) o= % + B avec A>0.
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1) Il existe une f: X — R*, telle que D, soit l'intersection
de (D) avec le demi plan ouvert situé sous (d).

) Quel que soit Uentier positif n, et une succession de segments
de X de longueur 1, dont les extrémités gauches (ou droites!!)
forment une progression arithmétique de raison 2%, il existe
une fonction f & support dans cette succession et ayant les pro-
priétés du 1).

3) Quel que soit A > 1, il existe une f satisfaisant aux condi-

tions du 2) et en plus & celle-ci: pour tout point <—, a) de
Dy ona: p
2420

(=)

Preuve. — Avec la propriété 1.A.6. et la relation (11), on
voit qu’on peut supposer B = 0.
On se fixe (pour I'instant de fagon arbitraire) deux nombres

A>1 et <0

k étant un entier > 1, I, désigne 'intervalle [k, K + k*].
On considére f, fonction caractéristique de la réunion des I,.

(19) 111520 <

A

e+
Ifllp.ap = 2 = dx~ DR
k>1J g k>1
avec

v=y+ (ep — 1A
(la formule des accrmssements finis montre que le terme

négligé est majoré par 2 k= 1> [|f1|5.4p est donc fini si et seule-
ment si: k=1
10— w—1
(21) o <<= .
P A
On voit alors que : quel que soit A > 0, quel que soit A > 1
(arbitrairement grand par exemple), on peut choisir . de fagon
que
A—u—1
A

2) Je modifie un peu f en f de la fagon suivante. f est la
fonction caractéristique de la réunion des intervalles I.I,

= A.
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~est un intervalle égal a I, et il est déduit de I, en le déplagant
de 2" au plus, de fagon & ’amener dans un segment de la suc-
cession donnée.
La formule des accroissements finis montre encore que :
|I1g.ap— [Ifllg.apl ~ est majoré par 20 3 k2.

k21

3) Le point (—%, a> étant situé en dessous de (d), on a:

B <IH+ S0 +2IR2<Q+2) [ odo

=1 1
24> 24w
S pddep—A+17 < a>

MA—-——
i/p

Nous pouvons alors en déduire la:
1.C. Caractérisation de Uintérieur de Dy.
ProrosiTioN. — Dans le cas particulier (5), quel que sott

le convexe (O) de (P), ouvert dans (P), stable par toute translation
a droite et vers le bas, soit

1 1 C|* < %
<E)’ ao> dans (O)=><—F,a> dans (0) s1 et—i)—}-pi
0

alors 1l existe une fonction f: X —R, telle que (O) soit Uintérieur

de Df.

Preuve. — a) Si (O) est tout le demi plan (P) on prend
f=0.

b) Sinon, (O) est limité au-dessus par un arc de courbe (C)
et éventuellement (c’est le cas de la figure) a gauche par une

demi droite portée par une verticale (d) ot — = — > 0.

0
Considérant une famille dénombrable de points dense sur
(C) et la famille dénombrable (d,),-, des droites qui portent
les 1/2 tangentes & (C) en ces points, (O) apparait, & quelques
points frontiéres prés, comme l'intersection des demi plans
situés & droite de (d,), et sous les droites (d,)n>2-
On cherche alors & appliquer (9 bis) en prenant

(22) f=ﬂ+iﬁ
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les fonctions (f,),». étant celles du lemme. Il faut d’abord
fabriquer une suite infinie de successions infinies et disjointes
d’intervalles équidistants de longueur 1.

Il suffit de prendre la partition suivante de X en segments
de longueur 1:

— la succession de pas 2' des intervalles [1, 2[, [3, 4[,
[5, 6[, [7, 8[ ...

— la succession de pas 22 des intervalles [2, 3[, [6, 7],
[10, 117 ...

— la succession de pas 2® des intervalles [4, 5[, [12, 13[,
[20, 21T ...

On prend alors f,(n > 2) a support dans la n** succession
définie par le lemme, (A est indéterminé pour l'instant) et
dont le domaine est limité au-dessus par la droite d,.

fi a une définition particuliére qui dépend de la présence
éventuelle de (d,) sur le bord de (O):

st (d;) existe on prend

n

(e st 2n—1e<2n— 1+ e o
hiz) = 0 sinon
sinon

fi(z) = 0.
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Montrons & présent qu’en prenant A, = 22" par exemple,
on a dans (9 bus) I’égalité des 2 membres.

Il suffit de montrer pour cela, que pour tout m<—1—, az)
dans (O) on a: p

(23) S [l ey < 0.

Cela résulte de la majoration (20) et du fait que pour m
fixé et (d,) variable, la parenthése du dénominateur de (19)
est uniformément minorée (¢a se voit par exemple en 'inter-
prétant géométriquement comme la différence des pentes des
droites (d,) et y,m, v, étant défini comme étant I'intersection

de (d,) avec Oa.

Remarque. — Pour faire converger la série (23) on pourrait
auss1 garder A constant et remplacer les f, par 272'f, ce qui a
pour effet de diminuer les nombres ||f,|| sans modifier D,
mais cela ne permet pas de se passer de la majoration (19).

1.D Remarques a propos de la frontiére de Dy.
S1 'on considére au lieu de la fonction f définie par (20)

1 . . )

——— s1 z appartient & un des intervalles I,.

f(.’lt) _— (log x)l pPp k
0 sinon.

on a pour cette fonction

K+ ke 241 dx ®  JiHap—1)

W1lp, ep = Z

o (logaz)? 2 (log k)
Cette série converge :

— ou bien si g 4 (ap — 1A < —1;

— ou bien si p 4 (ap —HA = —1 et [, > 1.

Ce qui signifie que f a pour domaine D, I'intersection de (D)
avec la réunion:

— d’un demi plan ouvert;
— d’une demi droite située sur le bord de ce demi plan.

On pourrait utiliser de telles fonctions pour construire des f
admettant des D, fermés.
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2. Extensions & d’autres cas.

Nous nous limiterons & quelques observations.
2.A. Les propriétés 1.A.1 a 1.A.7 sont générales. Les pro-
priétés 1.A.9 et 1.A.10 résultent des hypothéses (12) et (13).
On voit de méme que si @(z) <1 alors D, est stable par
toute translation vers le haut.

2.B. Dans le cas d’un espace X localement compact et d’un
poids & continu, on « voit » que ce qui importe, ¢’est le compor-
tement de & a I'infini et au voisinage des points ol il s’annule.
Ainsi s1 Pon fait une partition finie de X

X =L:J Xi
i=1

telle que I'intérieur de chaque X; contient un ensemble de
zéros de @ ou le voisinage de I'infini, en posant

f__'f sur X
‘_‘30 sur X — X;

on a avec 1.A.3.
Df = m Dfi
i=1

et 'on est ramené a des cas plus simples.

Ezxemple 1.
X = R+
dz
dp(z) = z
B(x) = =x.
Soit Xy =11, + o et X, = [0, 1]

D, a été étudié et caractérisé, a sa frontiére prés) au § 1.
- L’étude analogue pour Dy, s’en déduit facilement car en fai-
sant le changement de variable:

1 .

T = —
u
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1
Posant : g(u) = fz<—-—
u
g est une fonction définie sur X; et D, est le symétrique par
rapport au 1°r axe de D,,.
D’olt une caractérisation des D, (i leurs frontiéres prés)
dans ce cas. Ce sont des intersections :

— D’un convexe de (D) stable par translations a droite
ou vers le bas; :

— D’un convexe de (D) stable par translation & droite
vers le haut.

Ce sont donc tous les convexes de (D) stables par translation
a droite.

Exemple 2.
Transposition évidente de ces constatations pour
X =R"
dz
du(z) = —
|]

o(@) = ol =(3 lal*)

Avec 1.A.7, on a également la réponse si I'on remplace
ci-dessus

I(iT" par dz.
2.C. Dans le cas de:
X=Z+=1{1,2,...n...}
i
u_ll—_—‘l n
&(n) = n.

On voit que les raisonnements du § 1 se transposent de la
facon suivante.

On constate d’abord que Dy, est stable par toute translation
suivant la direction de la bissectrice du 3¢ angle formé par
les axes; cela résulte de 1.A.5, 1.A.6 et de:

s = 3 1Fmln. =< o0 = £n) >0 =>[[fl.0 < eo.
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Le lemme du § 1 B se transpose mais il faut supposer en

plus:

O0<AKL]
(d’ailleurs dans sa démonstration on remplace (20) par:
f(n) = (1) Z;ioti]xiste un entier k avec n = [k']

ce qui « revient » a faire o. = 0 dans (20).

A n’étant plus arbitraire on a toujours (19): on transpose
alors le § 1.C en utilisant la remarque terminant ce paragraphe.
Et I'on obtient que tout convexe de (D) stable par toute trans-
lation de direction celles du 1€r axe ou de la 3¢ bissectrice
est (a sa frontiére prés peut-étre), un domaine Dy et réciproque-
ment.

Manuscrit regu le 8 décembre 1964.

Paul KrEEg,
Service de Mathématiques,
Faculté des Sciences,
Parc Valrose,

Nice (A.-M.).



