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I.7. Décomposition affine de la loi stable 1

2
. . . . . . . . . . . . . . . 1237

I.8. Utilisation de la subordination et le problème de Van Dantzig. . . . . 1239

II. Famille d’Esscher de couples de Wald indéfiniment divisibles . . . . . . . 1240

II.1. Définition d’une famille d’Esscher de couples de Wald
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0. Introduction.

1) P. Hartman [Ha] prouve qu’il existe une v.a. H positive et indé-
finiment divisible telle que

(0.1) E
(
exp− 1

2
λ2H

)
=

eλc

Γ(1 + λ)

où Γ est la fonction d’Euler, si et seulement si c ≤ −γ (γ = 0, 57721 . . .
désignant la constante d’Euler-Mascheroni). Notant ψ = Γ′/Γ la dérivée
logarithmique de Γ, et puisque ψ(1) = −γ, le résultat d’Hartman implique
donc l’existence d’une v.a. HΓ, positive et indéfiniment divisible, telle que

(0.2) E
(
exp−1

2
λ2HΓ

)
=

eλψ(1)

Γ(1 + λ)
·

Soit par ailleurs

(0.3) XΓ := (log γ1)− ψ(1),

où γ1 est une v.a. de loi gamma de paramètre 1 (i.e. une v.a. exponentielle
de paramètre 1). On a donc, pour tout λ ≥ 0,

E( eλX
Γ
) = E(expλ log γ1) · e−λψ(1)(0.4)

= E(γλ1 ) e−λψ(1) = Γ(1 + λ) e−λψ(1),

si bien que, pour tout λ ≥ 0,

(0.5) E(eλX
Γ
)E( e−

1
2 λ

2HΓ
) = 1.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Remarquant alors que XΓ est une v.a. indéfiniment divisible, le couple
(XΓ, HΓ) forme ce que nous appelons un 〈〈couple de Wald indéfiniment
divisible 〉〉, i.e. un couple de v.a. (X,H) indéfiniment divisibles, avec H ≥ 0
satisfaisant à (0.5) pour tout λ ≥ 0.

2) B. Roynette, P. Vallois et M. Yor [RVY] montrent le résultat
suivant : si (B2

t , t ≥ 0) est un carré de Bessel de dimension 2, issu de x,
alors on a

Ex

{
exp−λ

2

2

(
4

∫ t

0

ds
B2
s

)}
(0.6)

∼
t→∞

Γ( 1
2 )

Γ( 1
2 + λ)

{
expλ(log(x2)− log t− log 8

}
.

Observant que le second membre de (0.6) est de la forme

Γ(α)
Γ(α+ λ)

expλc avec α =
1
2
,

il est alors naturel de chercher à généraliser le résultat de P. Hartman
ainsi que (0.5), i.e. de construire un couple (XΓ

α , H
Γ
α) de v.a. indéfiniment

divisibles, avec HΓ
α ≥ 0, tel que

E
(
e−

1
2λ

2HΓ
α) =

Γ(α)
Γ(α+ λ)

eλψ(α),(0.7)

E( eλX
Γ
α)E( e−

1
2λ

2HΓ
α) = 1(0.8)

avec

(0.9) XΓ
α := (log γα)− ψ(α)

où γα est une v.a. gamma de paramètre α (α > 0).

Cette construction des v.a. (XΓ
α , H

Γ
α) est menée à bien dans le

paragraphe IV (théorème IV.1.1). Nous appellerons alors l’ensemble de
ces v.a. (XΓ

α , H
Γ
α ;α > 0) une famille d’Esscher de couples de Wald, associée

à la fonction Γ (voir une justification de cette terminologie au début de
l’alinéa II.3). Nous montrons alors, toujours dans le paragraphe IV, que
les v.a. HΓ

α possèdent des propriétés tout à fait remarquables : relation
entre les cumulants de HΓ

α et la fonction d’Hurwitz, formule d’addition,
développement en série, comportement asymptotique, etc. Nous donnons
aussi des principales propriétés de la fonction Γ (formule de multiplication

TOME 55 (2005), FASCICULE 4



1222 Bernard ROYNETTE & Marc YOR

de Gauss, formule de Knar, développement de Mellin-Weierstrass, etc.)
des démonstrations probabilistes élémentaires basées sur la connaissance
explicite des mesures de Lévy des v.a. HΓ

α . Une telle approche probabiliste
des propriétés de la fonction Γ a déjà été faite par L. Gordon [Go], via la
formule

(0.10) E(γλα) =
Γ(α+ λ)

Γ(α)
·

Notre approche complète donc celle de L. Gordon (voir également
B. Grigelionis [Gr] pour des considérations assez proches). Elle en est
〈〈 l’aspect dual 〉〉, puisque nous travaillons non pas sur les v.a. γα, mais sur
les v.a. HΓ

α qui sont 〈〈en dualité 〉〉 avec les v.a. γα (plus exactement avec les
v.a. XΓ

α , qui diffèrent des log γα par la constante −ψ(α) (cf. (0.9)) via
les formules (0.7), (0.8) et (0.9).

3) Bien sûr, ce que nous venons de décrire ci-dessus invite à
rechercher d’autres couples de Wald indéfiniment divisibles. C’est l’objet
du paragraphe I de ce travail. Plus précisément, nous montrons qu’à toute
mesure positive c(dx) sur R+ telle que

(0.11)
∫ ∞

0

(x2 ∧ x)c(dx) <∞,

nous pouvons associer un couple de Wald (X,H) de v.a. indéfiniment
divisibles, avec H ≥ 0 et tel que, pour tout λ ≥ 0,

(0.12) E( eλX)E( e−
1
2λ

2H) = 1

(le couple (XΓ, HΓ) de l’alinéa 1 ci-dessus est associé à la mesure
c(dx) = e−x/(x(1− e−x)) dx).

Le paragraphe I de ce travail est consacré à l’étude des couples
indéfiniment divisibles associés à une telle mesure c(dx). En particulier,
nous y montrons le lien étroit qui existe entre cette notion et

• d’une part, lorsque
∫∞
0

x c(dx) < ∞, les décompositions affines de
la loi stable positive d’indice 1

2 (cf. [DGY] pour une étude détaillée de cette
question) ;

• d’autre part, les couples (X, Ĥ) solutions du problème de Van
Dantzig (cf. [Lu2]), i.e. tels que, pour tout λ ≥ 0,

(0.13) E(eλX)E(eiλĤ) = 1.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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En fait, on passe ici de H à Ĥ par subordination, i.e. Ĥ est défini
par Ĥ = BH , où (Bt, t ≥ 0) est un mouvement brownien issu de 0 indé-
pendant de H, puisque

(0.14) E(eiλĤ) = E(eiλBH ) = E(e−
1
2λ

2H).

4) Nous inspirant alors de l’exemple des v.a. (XΓ
α , H

Γ
α ;α > 0) décrites

à l’alinéa 2 ci-dessus, nous cherchons ensuite à associer à une mesure c(dx)
sur R+ une famille de couples de Wald indexée par un paramètre α. En fait,
ces v.a., que nous construisons dans le paragraphe II, sont associées (au
sens du théorème I.1.1) à la mesure e−αxc(dx). Soyons plus précis : soit ϕ
une primitive, sur ]α0,∞] de la fonction

(0.15) ϕ′(α) :=
∫ ∞

0

e−αxx2c(dx)

(nous faisons l’hypothèse que cette intégrale converge pour α > α0) ; fixons
alors α1 > α0 et définissons

(0.16) F (α) := exp
( ∫ α

α1

ϕ(u) du
)
.

Nous prouvons alors (théorème II.1.2) l’existence d’une famille de couples
de Wald indéfiniment divisibles (XF

α , H
F
α ;α > α0) tels que, pour tout λ ≥ 0,

E(e−
1
2λ

2HF
α ) =

F (α)
F (α+ λ)

expλϕ(α),(0.17)

E(eλX
F
α ) =

F (α+ λ)
F (α)

exp−λϕ(α)(0.18)

(les v.a. (XΓ
α , H

Γ
α) de l’alinéa 2 ci-dessus correspondent à F = Γ, ϕ = ψ,

cα(dx) = e−αx/(x(1− e−x)) dx et α > 0).

Puis nous étudions, dans le paragraphe II, la dépendance en α des
couples (XF

α , H
F
α ). En particulier, nous montrons que :

• si β > α, l’existence de v.a. indéfiniment divisibles HF
α,β (resp.XF

α,β)

telles que HF
α,β + HF

β
loi== HF

α (resp. XF
α,β + XF

β
loi== XF

α ) où les premiers
membres de ces identités sont constitués de v.a. indépendantes,

• la convergence en loi, quand ε↘ 0, de ε−2HF
α,α+ε vers Tϕ′(α),

où Tϕ′(α) est le temps d’atteinte, par un mouvement brownien standard,
du niveau ϕ′(α).

TOME 55 (2005), FASCICULE 4



1224 Bernard ROYNETTE & Marc YOR

5) Soit ζ la fonction zeta de Riemann définie, pour α > 1, par

(0.19) ζ(α) =
∞∑
n=1

1
nα
·

Il n’est pas difficile de vérifier que (comme la fonction Γ), cette fonction
possède les propriétés requises pour faire d’elle une fonction F particulière.
Il existe donc (cf. théorème V.1) une famille de couples de Wald indéfiniment
divisibles (Xζ

α, H
ζ
α;α > 1) tels que

(0.20) E(e−
1
2λ

2Hζ
α) =

ζ(α)
ζ(α+ λ)

expλ
ζ ′(α)
ζ(α)

,

et pour tout λ ≥ 0

(0.21) E( eλX
ζ
α) =

ζ(α+ λ)
ζ(α)

exp−λζ
′(α)
ζ(α)

·

La mesure c(dx) est ici une mesure discrète (cf. V.3). L’existence des v.a.Xζ
α

est dûe à A. Khintchine [Kh]. En effet, ce dernier prouve en 1938 l’existence
de v.a. Kα (α > 1) telles que

(0.22) E(eiλKα) =
ζ(α+ iλ)
ζ(α)

,

si bien que nos v.a. Xζ
α ne diffèrent des v.a. Kα de A. Khintchine que par

une constante :

(0.23) Xζ
α = Kα −

ζ ′(α)
ζ(α)

·

Ainsi, d’après (0.20) et (0.21), les v.a. Hζ
α constituent 〈〈 l’aspect dual 〉〉 des

v.a. de A. Khintchine, de la même façon que les HΓ
α constituent 〈〈 l’aspect

dual 〉〉 des v.a. log γα −ψ(α) utilisées par L. Gordon (cf. alinéa 2 ci-dessus).

Dans le paragraphe V, nous étudions cette famille de couples de Wald
associée à la fonction zeta de Riemann. En particulier, nous montrons que
la formule d’Euler est équivalente à une formule de développement en série
des v.a. Hζ

α (cf. théorème V.2.1), formule qui se lit de manière élémentaire
sur les mesures de Lévy des v.a. Hζ

α.

6) Soit maintenant ξ la fonction de Jacobi

(0.24) ξ(s) = 1

2
s(s− 1)π−

1
2 s Γ

(1

2
s
)
ζ(s),

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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fonction qui possède un prolongement holomorphe sur C tout entier et qui
satisfait à l’équation fonctionnelle ξ(s) = ξ(1− s), s ∈ C. Il est évidemment
tentant de faire avec la fonction ξ ce que nous avons décrit ci-dessus pour
la fonction Γ et la fonction ζ. On sait, depuis Riemann [Ri] qu’il existe
une v.a. Y ≥ 0 telle que, pour tout s ∈ C,

(0.25) E(Y s) = 2 ξ(s).
Par ailleurs, P. Biane, J. Pitman et M. Yor ont donné dans [BY] et [BPY]
des descriptions de cette v.a. liées au pont brownien et aux excursions
browniennes. Par exemple, ces auteurs montrent que

(0.26) Y
loi== sup

0≤s≤1
(η2

s)

où (ηs, 0 ≤ s ≤ 1) est l’excursion brownienne normalisée.

Revenons à (0.25). Nous en déduisons qu’il existe une v.a.Xξ
1
2

telle que

(0.27) E
(
exp(λXξ

1
2
)
)

=
ξ( 1

2 + λ)
ξ( 1

2 )
exp

(
−λξ

′( 1
2 )

ξ( 1
2 )

)
=
ξ( 1

2 + λ)
ξ( 1

2 )
(puisque ξ′( 1

2 ) = 0). En effet,

(0.28)
ξ( 1

2 + λ)
ξ( 1

2 )
=
E(Y

1
2+λ)

E(Y 1/2)
=
E(Y

1
2 expλ(log Y ))
E(Y

1
2 )

= Ẽ(expλ log Y ),

avec une notation évidente pour la dernière égalité de (0.28). Notons
toutefois que Xξ

1
2

n’est pas indéfiniment divisible (cf. remarque V.3.1).

Compte tenu de ce qui précède, il est naturel de poser la question
suivante : existe-t-il une v.a. Hξ

1
2
, i.e. une v.a. H ≥ 0 telle que

(0.29) E(e−
1
2λ

2H) =
ξ( 1

2 )
ξ( 1

2 + λ)
·

Nous donnons la réponse suivante à cette question, liée à la conjecture de
Riemann (cf. théorème V.3.2).

THÉORÈME V.3.2. — 1) Si la conjecture de Riemann est vraie, il existe

une v.a. H ≥ 0 satisfaisant à (0.29). De plus, si Ĥ est définie par (0.14)
à partir de H, alors Ĥ possède une densité qui est une fonction fréquence

de Polya.

2) Réciproquement, s’il existe H satisfaisant à (0.29) et si la densité

de Ĥ est une fonction fréquence de Polya, alors la conjecture de Riemann

est vraie.

(Nous renvoyons à [Sch] pour une définition des fonctions fréquence
de Polya.)

TOME 55 (2005), FASCICULE 4



1226 Bernard ROYNETTE & Marc YOR

En complément à ce travail, nous présentons dans l’appendice la
notion de µ-couple de Wald indéfiniment divisible, avec 0 < µ ≤ 1

2 . Un
tableau synthétise les différents exemples abordés dans cet article.

Par ailleurs, le lecteur intéressé uniquement par l’application de ce tra-
vail aux fonctions gamma et zeta pourra simplement lire les alinéas I.1, II.1,
puis passer directement aux paragraphes IV et V.

I. Couples de Wald indéfiniment divisibles.

I.1. Définition d’un couple de Wald indéfiniment divisible associé
à une mesure c.

I.1.1. — Soit c une mesure positive sur R+ telle que

(I.1)
∫
R+

(x2 ∧ x) c(dx) <∞.

THÉORÈME I.1.1. — Il existe deux v.a. indéfiniment divisibles X et H

telles que :

1) • pour tout λ ≥ 0,

(I.2) E(eλX) = exp
∫ ∞

0

(e−λx + λx− 1) c(dx) ;

• X est une v.a. centrée : E(|X|) <∞ et E(X) = 0 ;

• X admet un moment d’ordre 2 si et seulement si
∫∞
0

x2c(dx) < ∞
et E(X2) =

∫
x2 c(dx)(≤ +∞).

2) H est positive et

• pour tout µ ≥ 0,

(I.3) E(e−µH) = exp−
∫ ∞

0

(1− e−µt)ν(t) dt

où

(I.4) ν(t) :=
1√
2πt3

∫ ∞
0

(1− e−x
2/2t)x c(dx).

• E(H) existe si et seulement si
∫∞
0

x2 c(dx) =
∫∞
0

t ν(t) dt <∞ et

(I.5) E(H) = E(X2) =
∫
R

x2 c(dx) ;

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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• H est une v.a. auto-décomposable.

3) (X,H) forme un couple de Wald indéfiniment divisible, i.e. pour

tout λ ≥ 0,

(I.6) E(eλX) · E(e−
1
2λ

2H) = 1.

En particulier,

(I.7) E(e−
1
2λ

2H) = exp−
∫ ∞

0

(e−λx + λx− 1) c(dx).

DÉFINITION I.1.2. — Le couple (X,H) satisfaisant à (I.2) et (I.3) du
Théorème I.1.1 sera appelé le couple de Wald indéfiniment divisible associé
à la mesure c.

Soulignons que, dans cette définition, seules les lois unidimensionnelles
de X d’une part et de H d’autre part interviennent.

Démonstration du théorème I.1.1. – L’existence de X résulte de la
formule de Lévy-Khintchine [Lu1, p. 118]) et de la condition (I.1). Le résul-
tat sur le moment d’ordre 1 de X s’obtient par dérivation de (I.2).
L’existence de H résulte également de la formule de Lévy-Khintchine
et de la relation

(I.8)
∫ ∞

0

(t ∧ 1) ν(t) dt <∞,

relation qui résulte aisément de (I.4) et (I.1). Le calcul de l’espérance de H
se fait en dérivant (I.3). L’auto-décomposabilité de H est en fait équivalente
à la décroissance de la fonction t �→ tν(t) (cf. [Lu1, p. 164]), décroissance qui
se vérifie directement à partir de (I.4). Ainsi, pour tout c ∈ ]0, 1[, il existe
une v.a. Rc telle que

(I.9) H
loi== cH +Rc

où, dans le second membre de (I.9), H et Rc sont indépendantes. Reste à
prouver que (X,H) forme un couple de Wald, i.e. que (I.7) est vraie. Or,
d’après le lemme I.1.3 ci-dessous, on a

(I.10)
∫ ∞

0

1√
2πt3

(1− e−
1
2λ

2t)(1− e−x
2/2t) dt =

1
x

(e−λx + λx− 1)

avec x, λ > 0. D’où

(I.11)
∫ ∞

0

x c(dx)
∫ ∞

0

(1− e−
1
2λ

2t)√
2πt3

(1− e−x
2/2t) dt

=
∫ ∞

0

(e−λx + λx− 1) c(dx),

ce qui prouve (I.6) et (I.7).

TOME 55 (2005), FASCICULE 4
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LEMME I.1.3. — Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien linéaire issu

de 0 et, pour tout x ≥ 0

Tx = inf
{
t ≥ 0 ; Bt = x

}
.

Alors, le processus (Tx, x ≥ 0) est un subordinateur stable d’indice 1
2 , tel

que :

1) la densité de Tx vaut x/
√

2πt3 exp(−x2/2t) (t ≥ 0) ;

2) la transformée de Laplace de Tx vaut, pour tout γ ≥ 0,

E(e−γTx) = e−x
√

2γ =
∫ ∞

0

xdt√
2πt3

e−(γt+x2/2t) ;

3) la mesure de Lévy du subordinateur (Tx, x ≥ 0) est égale à

dt/
√

2πt3 ;

4) pour tout λ et x > 0, on a

(I.12)
∫ ∞

0

dt√
2πt3

(1− e−
1
2λ

2t)(1− e−x
2/2t) dt =

1
x

(e−λx + λx− 1).

Démonstration du lemme I.1.3. — Les points 1), 2) et 3) sont classiques
(cf. [RY] pour 1),2) et [Sa1, p. 197, th. 30.1] ou [MNY, lemme 6.2, p. 224])
pour le point 3). Pour le point 4), on écrit le membre de gauche de (I.12)
sous la forme∫ ∞

0

dt√
2πt3

(1− e−
1
2λ

2t)−
∫ ∞

0

dt√
2πt3

e−
x2
2t(I.13)

+
∫ ∞

0

e−
1
2λ

2t−x2/2t dt√
2πt3

= λ− 1
x

+
e−λx

x

d’après les points 3), 1) et 2) précédents.

Remarque I.1.4. — La formule (I.6) indique que la loi de X détermine
celle de H, et réciproquement. C’est une formule de dualité que nous
utiliserons pour transcrire sur X certaines propriétés connues de H.

Exemple I.1.5. — Si nous choisissons

c(dx) =
ka

Γ(a)
xa−1 e−kx 1x≥0 dx

(avec a, k > 0), nous avons

E(eλX) = exp
((

1 +
λ

k

)−a
− 1 + a

λ

k

)
, (λ ≥ 0),(I.14)

E(e−
1
2λ

2H) = exp−
((

1 +
λ

k

)−a
− 1 + a

λ

k

)
, (λ ≥ 0).(I.15)
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I.2. Exemples liés à un subordinateur et à un processus additif.

I.2.1. Exemple lié à la loi de Poisson. — Soit a > 0 et prenons pour
mesure ct(dx) = tδa(dx) (t ≥ 0) où δa désigne la masse de Dirac au point a.
Soit (Xt, Ht) le couple de Wald associé à ct. Alors on peut choisir Xt et Ht

sous la forme

• Xt = a(t−Nt), où Nt est un processus de Poisson standard ;

• (Ht, t ≥ 0) est un subordinateur dont la loi au temps 1 est celle
de H1.

La densité de Lévy ν associée à H1 (cf. I.4) satisfait

e−λa + λa− 1 =
∫ ∞

0

(1− e−
1
2λ

2t)ν(t) dt,

soit par dérivation

a2
(1− e−λa

λa

)
=

∫ ∞
0

e−
1
2λ

2tt ν(t) dt = a2E(e−
1
2λ

2TUa )

où (Tx, x ≥ 0) est un subordinateur stable (1
2 ) indépendant de la v.a. Ua,

uniforme sur [0, a]. Finalement, on a

(I.16) P (TUa ∈ dt) =
1
a

( ∫ a

0

u e−u
2/2t du√
2πt3

)
dt =

1
a

(1− e−a
2/2t

√
2πt

)
dt

et

ν(t) = a
(1− e−a

2/2t

√
2πt3

) (
=

1√
2πt3

∫ ∞
0

(1− e−x
2/2t)x δa(dx)

)
.

I.2.2. Utilisation de processus de Lévy et de processus additifs. —
Soit (X,H) le couple de Wald indéfiniment divisible associé à c et soit
(Xt, t ≥ 0) (resp. (Ht, t ≥ 0)) le processus de Lévy (resp. le subordinateur)
dont la loi au temps 1 est celle de X (resp. H). Alors (Xt, Ht) est un couple
de Wald indéfiniment divisible associé à la mesure t c(dx) (t ≥ 0).

Soit encore (X,H) un couple de Wald indéfiniment divisible associé
à c. Si X est auto-décomposable, on sait d’après K. Sato [Sa2] qu’il existe
un processus (H̃t, t ≥ 0) (resp.(X̃t, t ≥ 0)) additif (i.e. à accroissements
indépendants, non stationnaire) tel que

(H̃kt, t ≥ 0) loi== (k2H̃t, t ≥ 0), (X̃kt, t ≥ 0) loi== (kX̃t, t ≥ 0),

pour tout k > 0 et où X̃1 (resp. H̃1) a même loi que X (resp. H). Il est
alors aisé de voir que le couple (X̃t, H̃t) est un couple de Wald indéfiniment
divisible associé à la mesure c̃t, image de c par l’homothétie de rapport t.
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I.2.3. Exemple lié à un subordinateur. — Soit (Σu, u ≥ 0) un
subordinateur sans terme de translation et ayant pour mesure de Lévy σ.
Soit f : R+ → R+ telle que∫ ∞

0

∫ ∞
0

f(u)y duσ(dy) := C <∞.

Soit
X := C −

∫ ∞
0

f(u) dΣu.

Soit c l’image de la mesure σ(dy) ⊗ du par l’application de R2
+ dans R+

définie par (y, u) �→ yf(u). Alors :

PROPOSITON I.2.3. — Il existe H telle que le couple (X,H) soit

un couple de Wald indéfiniment divisible associé à c. De plus, on a∫∞
0

x c(dx) = C <∞.

Démonstration. — 1) Il est clair que

(I.17)
∫ ∞

0

x c(dx) =
∫ ∞

0

∫ ∞
0

yf(u)σ(dy) du = C <∞.

2) D’après l’une des formules clés de la théorie des processus de
Poisson ponctuels (cf. [RY, chap. XII, p. 452]), on a

E(eλX) = E
(
eλC−λ

∫∞
0

f(u) dΣu
)

= exp
{
λC −

∫ ∞
0

∫ ∞
0

(1− e−λf(s)y)σ(dy) ds
}

= exp
{∫ ∞

0

∫ ∞
0

(e−λf(s)y + λf(s)y − 1)σ(dy) ds
}

= exp
∫ ∞

0

(e−λx + λx− 1) c(dx)

et il n’est pas difficile de vérifier que
∫∞
0

(x2 ∧ x) c(dx) <∞.

I.3. Premières propriétés de la loi et des moments
du couple (X,H).

Soient c comme dans le théorème I.1 et (X,H) le couple de Wald
indéfiniment divisible associé.

I.3.1. Densité de H. — Notons déjà que X n’a pas de densité en
général, comme le montre l’exemple I.2.1. Par contre, la loi de H possède
les propriétés suivantes :
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PROPOSITION I.3.1. — 1) La loi de H admet une densité p(x) de

classe C∞.

2) Si
∫∞
0

x4c(dx) < ∞, alors on a p(x) ∼ k/x5/2, x → ∞. Sous cette

hypothèse, H admet un moment d’ordre γ si et seulement si γ < 3
2 .

Démonstration. — 1) Nous déduisons de la formule (I.3) que, pour
tout λ ∈ R,

(I.18) E(eiλH) = exp−
∫ ∞

0

(1− eiλt)ν(t) dt.

Remplaçant ν dans (I.18) par sa valeur donnée par (I.4), on montre sans
peine l’existence d’une constante k telle que

(I.19)
∣∣E(eiλH)

∣∣ ≤ exp
(
−k

√
|λ|

) (
|λ| ≥ 1

)
,

si bien que la fonction caractéristique de H admet des moments de tout
ordre.

2) Soit p la densité de H. Supposons que
∫∞
0

x4c(dx) < ∞ (ce qui
équivaut à

∫∞
1

x4c(dx) < ∞). D’après (I.10), on a

(I.20) E(e−λH) = exp−
∫ ∞

0

(e−
√

2λx +
√

2λx− 1) c(dx).

Soit, en notant Ci =
∫∞
0

xi c(dx) pour i = 2, 3, 4,

(I.21)
∫ ∞

0

(
e−
√

2λx +
√

2λx− 1
)
c(dx) = λC2 −

√
2

3
C3λ

3/2 +O(λ2)

et par dérivation de (I.20),

E(H2 e−λH) =
∂2

∂λ2

(
− λC2 +

√
2

3
C3λ

3/2 +O(λ2)
)

(I.22)

=
1

2
√

2λ
C3 +O(1),

c’est-à-dire ∫ ∞
0

e−λxx2p(x) dx =
C3

2
√

2λ
+O(1).

Par application d’un théorème taubérien :

p(x) ∼
x→∞

C3

2
√

2π
1

x5/2
·
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Remarque I.3.2. — Sans utiliser le point précédent, on peut voir
directement que, si c n’est pas dégénérée, i.e. s’il existe a > 0 tel que
c([a,∞[) > 0, alors E(H2) =∞. En effet, par dérivation de (I.3) :

(I.23) E(H2) =
( ∫ ∞

0

t ν(t) dx
)2

+
∫ ∞

0

t2ν(t) dt.

Or ∫ ∞
0

t2ν(t) dt =
1√
2π

∫ ∞
0

∫ ∞
0

√
t (1− e−x

2/2t)x c(dx) dt(I.24)

≥ 1√
2π

∫ ∞
a

x c(dx)
∫ ∞

0

√
t (1− e−a

2/2t) dt = +∞.

Remarque I.3.3. — Les moments de X peuvent se calculer, à partir
de (I.2), en fonction de ceux de c. Plus précisément :

E(X3) = −
∫ ∞

0

x3c(dx),(I.25)

E(X5) = −
∫ ∞

0

x5c(dx)− 10
∫ ∞

0

x2c(dx) ·
∫ ∞

0

x3c(dx).(I.26)

En particulier, X admet des moments de tout ordre si et seulement si

(I.27) ∀n ≥ 2,
∫ ∞

0

xnc(dx) <∞.

Notons aussi que l’on a, en utilisant la définition (I.4) de ν(t),∫ ∞
0

tαν(t) dt = kα

∫ ∞
0

x2α c(dx)

où la constante kα vaut

kα =
∫ ∞

0

(1− e−1/2t) tα−
3
2

dt√
2π
·

La constante kα est finie si et seulement si 1
2 < α < 3

2 . En effet, après le
changement de variable t = 1/u, il vient

kα =
1√
2π

∫ ∞
0

1− e−
1
2u

uα−
3
2

du
u2

=
1√
2π

∫ ∞
0

du
2uα+ 1

2

∫ u

0

e−
1
2v dv

=
1√
2π

∫ ∞
0

du
uα+ 1

2

∫ 1
2u

0

e−t dt

=
1√
2π

∫ ∞
0

e−t dt
∫ ∞

2t

du
uα+ 1

2

=
1√
2π

∫ ∞
0

e−t
(2t)−α+ 1

2

α− 1
2

dt

=
1√
2π

Γ( 3
2 − α)

2α−
1
2 (α− 1

2 )
=

Γ( 3
2 − α)

2α
√
π(α− 1

2 )
·
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Remarque I.3.4. — Si l’on suppose que la relation

E(eλX)E(e−
1
2λ

2H) = 1

est vraie pour tout λ réel, alors c est dégénérée, i.e. c(dx) = kδ0(dx).
En effet, sous cette hypothèse, X est symétrique et admet des moments de
tout ordre. En particulier, d’après le point précédent,

E(X3) = −
∫ ∞

0

x3 c(dx) = 0.

PROPOSITION I.3.5. — Si
∫∞
0

x c(dx) = C1 <∞, alors on a

P (X ≤ C1) = 1.

Démonstration. — Puisque
∫∞
0

(e−λx + λx − 1) c(dx) ≤ λC1, pour
tout λ ≥ 0 et tout ε > 0, on a

P (X ≥ C1 + ε) = P
(
eλX ≥ eλ(C1+ε)

)
≤ e−λ(C1+ε)E(eλX)

≤ exp
{∫ ∞

0

(e−λx + λx− 1) c(dx)− λ(C1 + ε)
}

≤ exp−λ(C1 + ε− C1) = e−λε −→
λ→∞

0.

I.4. Réalisation de H à l’aide de la formule des fluctuations.

Nous allons voir que H peut être réalisée (en loi) comme la valeur
d’un subordinateur explicite pris au temps 1. Soit ν(t) définie par (I.4).
Il est clair que ν est une fonction décroissante de t ; on a donc

(I.28) ν(t) =
∫ ∞
t

(
−ν′(u)

)
du avec− ν′(u) ≥ 0.

Soit maintenant (Yt, t ≥ 0) le processus de Lévy issu de 0 tel que

(I.29) E(e−λYt) = exp tρ(λ) (λ ≥ 0),

avec

(I.30) ρ(λ) :=
∫ ∞

0

(e−λt − 1 + λt)
(
−ν′(t)

)
dt.

Notons que

(I.31)
∫ ∞

0

(t2 ∧ t)
(
−ν′(t)

)
dt <∞,

ce qui assure que (Yt, t ≥ 0) est convenablement défini. On pourra consulter
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[LG, p. 132–133] pour ce qui figure dans cet alinéa. Le processus (Yt, t ≥ 0)
n’a pas de sauts négatifs et 0 est un point régulier pour ]0,∞[, i.e.

inf
{
t > 0 ; Yt > 0

}
= 0 p.s.

puisque

(I.32)
∫ 1

0

t
(
−ν′(t)

)
dt = +∞.

Soit St = sups≤t Ys. Dans ces conditions, le processus (St − Yt, t ≥ 0)
admet un temps local en 0, noté Lt. Désignant par τ# = inf{t ; Lt > 5},
la 〈〈 formule des fluctuations 〉〉 (cf. [LG]) donne l’exposant caractéristique
du subordinateur Sτ
 :

(I.33) E(e−λSτ
 ) = exp
(
− 5 ρ(λ)

λ

)
.

Mais, en intégrant par parties, on déduit de (I.30) que

(I.34)
ρ(λ)
λ

=
∫ ∞

0

(1− e−λt) ν(t) dt,

si bien que

(I.35) E(e−
1
2λ

2Sτ
 ) = exp
(
− 5

∫ ∞
0

(1− e−
1
2λ

2u) ν(u) du
)
.

Comparant alors (I.35) et (I.3), on a

(I.36) H
loi== Sτ1 .

I.5. Couples de Wald indéfiniment divisibles et couples de Wald
browniens.

Le théorème I.1.1 fournit l’existence de couples de Wald indéfiniment
divisibles. D’autres couples de Wald sont définis dans [DRVY], couples
que nous appelerons ici couples de Wald browniens. Plus précisément, si
(Bt, t ≥ 0) est un mouvement brownien issu de 0, T un temps d’arrêt tel
que la martingale (Bt∧T , t ≥ 0) soit uniformément intégrable et si de plus T
et BT sont indépendantes, alors on a (cf. [DRVY, th. 2]), pour tout λ réel,

(I.37) E(eλBT )E(e−
1
2λ

2T ) = 1.

Ainsi, BT et T forment un 〈〈couple de Wald brownien 〉〉. Une question
naturelle est de chercher à décrire l’intersection de ces deux classes de
couples de Wald. En fait, les couples de Wald browniens indéfiniment
divisibles sont peu intéressants. En effet :
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PROPOSITION I.5.1. — Soit (BT , T ) un couple de Wald brownien tel

queBT soit indéfiniment divisible. Alors T est constant etBT est gaussienne

(cf. également II.1.1, le cas µ = 0, ci-dessous).

Démonstration. — Soit (T,BT ) un couple de Wald brownien. Soit
h(z) = E(ezBT )(z ∈ C). On sait (voir [DRVY, th. 2]) que h est une fonction
holomorphe, paire et d’ordre inférieur ou égal à 2. Par ailleurs, si BT est
indéfiniment divisible, h ne s’annule pas (cf. [Lu1, th. 8.4.1, p. 258]). La
décomposition d’Hadamard de h s’écrit donc (cf. [Va]) :

h(z) = exp
(
a+ bz + 1

2
cz2

)
.

Mais puisque h(0) = 1 et que h est paire, h(z) = exp 1
2cz

2, ce qui prouve
que BT est gaussienne. La relation de Wald implique alors que

E(e−
1
2λ

2T ) = exp
(
− 1

2
λ2c

)
, et donc T = c p.s.

I.6. Sur la complète auto-décomposabilité de H.

Nous avons vu dans le théorème I.1.1 que H est auto-décomposable,
i.e., pour tout c ∈ ]0, 1[, on peut écrire

(I.38) H
loi== cH +Rc

avec H et Rc indépendantes. Une question naturelle est : 〈〈peut-on recom-
mencer, i.e. Rc est-elle encore auto-décomposable, et ainsi de suite ? 〉〉. Nous
allons essayer de donner une réponse à cette question.

DÉFINITION I.6.1. — H ≥ 0 est dite complètement auto-décomposable
si, pour tout n et tous γ1, . . . , γn (0 < γi < 1) on peut écrire

(I.39) H
loi== γ1H +H1, H1

loi= γ2H1 +H2, . . . , Hn−1
loi== γnHn−1 +Hn,

où les v.a. H1, . . . , Hn sont positives, et où les seconds membres des éga-
lités (I.39) sont constitués de v.a. indépendantes.

Plusieurs auteurs (K. Sato, Z. Jurek, W. Vervaat, etc.) ont étudié
cette notion de complète auto-décomposabilité, et également celle de p-
auto-décomposabilité (i.e. quand (I.39) est vraie pour tout n ≤ p), cf. ([JV],
[MSW]).

TOME 55 (2005), FASCICULE 4



1236 Bernard ROYNETTE & Marc YOR

THÉORÈME I.6.2. — Soit

(I.40) c(x) =
∫ 1

0

σ(dβ)
x2+β

où σ est une mesure positive telle que

(I.41)
∫ 1

0

( 1
β

+
1

1− β
)
σ(dβ) <∞.

Alors, la v.a. H associée à la mesure c(x) dx par le théorème I.1.1 est

complètement auto-décomposable.

Démonstration. — (i) Vérifions que la mesure c(x) dx définie par (I.40)
satisfait à (I.1). D’après (I.41), on a∫ 1

0

x2 c(dx) =
∫ 1

0

∫ 1

0

σ(dβ)
xβ

dx =
∫ 1

0

σ(dβ)
1− β <∞,∫ ∞

1

x c(dx) =
∫ ∞

1

dx
∫ 1

0

σ(dβ)
x1+β

=
∫ 1

0

σ(dβ)
β

<∞.

(ii) Remplaçons, dans la définition I.6.1, les γi par γ2
i . On a ainsi :

E(e−
1
2λ

2γ2
1H) = exp−

∫ ∞
0

(1− e−
1
2λ

2γ2
1 t) ν(t) dt

= exp−
∫ ∞

0

(1− e−
1
2λ

2u)
1
γ2
1

ν
( u

γ2
1

)
du,

1
γ2
1

ν
( u

γ2
1

)
=

1√
2πu3

∫ ∞
0

(1− e−x
2/2u)x

1
γ1

c
( x

γ1

)
dx.

On se souvient (cf. [Lu1, p. 164]) que, dès que la fonction u �→ ν(u) est
décroissante, alors H est auto-décomposable. Si l’on définit l’opérateur
Tγ1 : c→ Tγ1(c) par

(I.42) Tγ1(c)(x) = c(x)− 1
γ1
c
( x

γ1

)
,

il est alors clair qu’une condition suffisante pour que H soit complètement
auto-décomposable est

∀n,∀γ1, . . . , γn, (γi ∈ ]0, 1[), Tγn ◦ Tγn−1 ◦ · · · ◦ Tγ1c(x) ≥ 0,(I.43)

et ∫ ∞
0

(x2 ∧ x)Tγn ◦ · · · ◦ Tγ1c(x) dx <∞.(I.44)
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Or on a

Tγc(x) =
∫ 1

0

σ(dβ)
x2+β

− 1
γ

∫ 1

0

γ2+β

x2+β
σ(dβ) (0 < γ < 1)

=
∫ 1

0

1
x2+β

(1− γ1+β)σ(dβ)

et donc

Tγn ◦ · · · ◦ Tγ1c(x) =
∫ 1

0

σ(dβ)
x2+β

( n∏
i=1

(1− γ1+β
i )

)
≥ 0,

ce qui prouve (I.43) et (I.44) d’après le point (i) de cette démonstration.

QUESTION I.6.3. — La réciproque est-elle exacte : si H est complè-
tement auto-décomposable, est-ce que c est de la forme (I.40) ?

I.7. Décomposition affine de la loi stable 1
2 .

Dans l’étude des marches aléatoires sur le groupe affine de R, lorsque
la marche est récurrente, de nombreux auteurs (cf. par exemple [BBE]) sont
amenés, pour décrire la mesure invariante associée à cette marche, à étudier
l’équation

(I.45) T
loi== S + L2T (L ≥ 0)

où, dans le second membre de (I.45), le couple (S,L) est indépendant
de T . Dans [DGY], le cas particulier important où T est une v.a. positive
stable ( 1

2 ) est étudié en détail. Dans ce cas, l’équation (I.45) peut s’écrire
encore

(I.46) T
loi== S + VL

où, dans le second membre de (I.46), (Vy, y ≥ 0) est un subordinateur stable
d’indice ( 1

2 ) indépendant du couple (S,L). Notre but est ici de montrer
qu’il existe un lien étroit entre l’équation (I.46) et la notion de couple de
Wald indéfiniment divisible.

DÉFINITION I.7.1 (cf. [DGY]). — Nous dirons que le couple (S,L)
de v.a. positives et indépendantes fournit une décomposition indépendante
affine de T si on peut écrire

(I.47) T
loi= S + VL

où (Vy, y ≥ 0) est un subordinateur stable d’indice ( 1
2 ) indépendant du

couple (S,L). Nous dirons que la décomposition (I.47) est indéfiniment
divisible d’espérance finie si L est indéfiniment divisible et d’espérance finie.
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PROPOSITION I.7.2. — 1) Soit c une mesure positive sur R+ telle

que
∫∞
0

x c(dx) = C < ∞ et soit (X,H) le couple de Wald indéfiniment

divisible associé. Alors le couple (S,L), avec S = H/C2, L = 1 − X/C

fournit une décomposition affine de T indéfiniment divisible et d’espérance

finie.

2) Réciproquement, soit (S,L) le couple satisfaisant à (I.47) et

tel que L soit indéfiniment divisible de mesure de Lévy c, avec

E(L) =
∫∞
0

x c(dx) < ∞. Alors on a E(L) = 1 et le couple (X,H),
avec X = 1 − L et H = S est un couple de Wald indéfiniment divisible

associé à c. En particulier, S est indéfiniment divisible.

Démonstration. — 1) Soit L̃ := C −X. On sait (cf. proposition I.3.5)
que L̃ est à valeurs dans R+. De la relation

1 = E(eλX)E(e−
1
2λ

2H)(I.48)

= E(e−
1
2λ

2H) · exp
{
−

∫ ∞
0

(1− e−λx) c(dx) + λC
}

on tire E(e−λL̃) = exp−
∫∞
0

(1− e−λx) c(dx) et

E(e−
1
2λ

2TC ) = e−λC = E(e−λL̃)E(e−
1
2λ

2H).(I.49)

= E(e−
1
2λ

2V
L̃)E(e−

1
2λ

2H).

D’où

(I.50) TC
loi== H + V

L̃

où, dans le membre de droite, H, (V#, 5 ≥ 0) et L̃ sont indépendants et
où TC désigne le premier temps d’atteinte du niveau C par un mouvement
brownien standard. On déduit par scaling de (I.50) que

T1
loi== T =

H

C2
+ V

L̃/C
,

d’où le point 1) de la proposition I.7.2.

2) Réciproquement, supposons (I.47) réalisée avec

(I.51) E(e−λL) = exp
(
−

∫ ∞
0

(1− e−λx) c(dx)
)

et
∫∞
0

x c(dx) = E(L) <∞. D’après (I.47), on a

(I.52) E(e−
1
2λ

2T ) = e−λ = E(e−
1
2λ

2S)E(e−
1
2λ

2VL),
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soit e−λ = E(e−
1
2λ

2S)E(e−λL). Par dérivation de (I.52), on a

E(L) =
∫ ∞

0

x c(dx) = 1,
d’où

(I.53) E(e−
1
2λ

2S) = exp
(
−

∫ ∞
0

(e−λx + λx− 1) c(dx)
)
,

ce qui prouve, en comparant (I.53) avec (I.3) et (I.6) que (1 − L, S) forme
un couple de Wald indéfiniment divisible associé à c.

I.8. Utilisation de la subordination et le problème de
Van Dantzig.

Soit c une mesure satisfaisant à (I.1), et soit (X,H) le couple de Wald
indéfiniment divisible associé. Nous pouvons par subordination associer àH
une nouvelle v.a. Ĥ de la façon suivante. Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement
brownien issu de 0 et indépendant de H. Définissons

(I.54) Ĥ = BH

et donc

(I.55) E(eiλĤ) = E(eiλBH ) = E(e−
1
2λ

2H),

d’où la :

PROPOSITION I.8.1. — 1) Le couple (X, Ĥ) satisfait à

(I.56) E(eλX)E(eiλĤ) = 1 (λ ≥ 0).

2) Ĥ est indéfiniment divisible de mesure de Lévy ν̂(t) dt, avec

(I.57) ν̂(t) =
∫ ∞

0

ν(u)
1√
2πu

e−t
2/2u du

(où ν(u) est définie par (I.4)).

Démonstration. — Le point 1) résulte de (I.55) et du fait que (X,H)
est un couple de Wald. Le point (I.57) s’obtient par calcul direct (cf.
[Sa1, p. 198]). Plus précisément, si (Xu, u ≥ 0) est un processus de Lévy
et (Zt, t ≥ 0) est un subordinateur, (Xt, t ≥ 0) et (Zt, t ≥ 0) étant
indépendants, alors (Yt := XZt , t ≥ 0) est encore un processus de Lévy, de
mesure de Lévy νY donnée par

(I.58) νY (dt) =
∫ ∞

0

p(u, dt) ρ(du),

où p(u, dt) est la loi de Xu et où ρ est la mesure de Lévy de (Zt, t ≥ 0).
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Appliquant ceci à notre situation, on a

(I.59) ν̂(t) =
∫ ∞

0

1√
2πu

e−t
2/2u ν(u) du

puisque la densité de Bu est 1/
√

2πu e−t
2/2u et ν est la densité de Lévy

de H.

Remarque I.8.2. — L’exemple probablement le plus connu de
subordination consiste à prendre ν(t) = 1/

√
2πt3, la densité de Lévy

associée au premier temps d’atteinte du niveau 1 par un mouvement
brownien standard (cf. lemme I.1.3). Cet exemple n’entre pas dans notre
cadre des couples de Wald indéfiniment divisibles, mais nous utiliserons
plus loin ce résultat. Dans ce cas, on a

ν̂(y) dy =
( ∫ ∞

0

1√
2πt

e−y
2/2t 1√

2πt3
dt) dy

=
( 1

2π

∫ ∞
0

1
t2

e−y
2/2t dt

)
dy =

dy
πy2
·

C’est la mesure de Lévy de la loi de Cauchy standard.

Remarque I.8.3. — Dans un article célèbre, E. Lukacs [Lu2] décrit
plusieurs familles de couples (X, Ĥ) de v.a. telles que

(I.60) E(eλX) · E(eiλĤ) = 1

pour tout λ appartenant à une bande d’holomorphie du plan complexe. Le
point 1) de la proposition (I.8.1) fournit, via la définition des couples de
Wald indéfiniment divisibles donnée par le théorème I.1.1, de nombreuses
solutions à l’équation (I.56).

II. Familles d’Esscher de couples de Wald
indéfiniment divisibles.

II.1. Définition d’une famille d’Esscher de couples de Wald
indéfiniment divisibles.

Le but de ce paragraphe est d’associer à la mesure cα(dx) =
e−αx c(dx) (x ≥ 0) des v.a. Xα et Hα, comme nous l’avons fait à l’alinéa
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précédent. Commençons par fixer nos notations. Soit c une mesure positive
sur R+ telle qu’il existe α0 ≥ 0 avec

(II.1)
∫ ∞

0

e−αxx2 c(dx) <∞ pour tout α > α0,

ce qui équivaut à ∫ 1

0

x2c(dx) <∞(II.2)

et ∫ ∞
1

e−αx c(dx) <∞(II.3)

pour tout α > α0. Désignons par ϕ une primitive, sur ]α0,∞[, de la fonction

(II.4) ϕ′(α) :=
∫ ∞

0

e−αxx2 c(dx).

Il est clair que ϕ′ est une fonction C∞ sur ]α0,∞[ et que, α1 étant choisi
plus grand que α0, on peut choisir

(II.5) ϕ(α) =
∫ ∞

0

(e−α1x − e−αx)x c(dx).

Définissons, pour α2 > α0,

(II.6) F (α) := exp
∫ α

α2

ϕ(u) du, α > α0.

En d’autres termes, on a ϕ(α) = (logF )′(α) = (F ′/F )(α). Soit encore

(II.7) Λ(α, λ) :=
F (α)

F (α+ λ)
expλϕ(α).

Notons que Λ(α, λ) ne dépend pas du point α2 > α0 choisi. Nous avons
besoin du

LEMME II.1.1. — 1) La fonction Λ(α, λ) ne dépend pas du choix de la

primitive ϕ.

2) Pour tous α > α0 et λ ≥ 0, on a

(II.8) Λ(α, λ) = exp−
∫ ∞

0

(e−λx + λx− 1) e−αx c(dx).
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Démonstration. — 1) Soient k une constante et Λk(α, λ) la fonction
définie par (II.5), (II.6) et (II.7), où l’on a remplacé ϕ par ϕ+ k. On a alors

Λk(α, λ) =
F (α)

F (α+ λ)
exp k(α− α2)

exp k(α+ λ− α2)
exp

(
λ(k + ϕ(α)

)
= Λ(α, λ).

2) Choississons la fonction ϕ(α) =
∫∞
0

(e−α1x− e−αx)x c(dx) pour primitive
de ϕ′. On a alors

(II.9) Λ(α, λ) = exp
{
−

∫ α+λ

α

ϕ(u) du+ λϕ(α)
}

= exp
{
−
∫ α+λ

α

du
∫ ∞

0

(e−α1x− e−ux)x c(dx)+λ
∫ ∞

0

(e−α1x− e−αx)x c(dx)
}

= exp−
{∫ ∞

0

x c(dx)
( ∫ α+λ

α

(e−α1x − e−ux) du− λ(e−α1x − e−αx)
}

= exp
{
−

∫ ∞
0

(e−αx + λx− 1) e−αx c(dx)
}
.

Nous appliquons maintenant le théorème I.1.1 en remplaçant c(dx) par
cα(dx) = e−αx c(dx), ce qu’il est légitime de faire, puisque d’après (II.1),
la mesure cα satisfait à (I.1). Compte-tenu du lemme II.1.1, nous avons
donc obtenu :

THÉORÈME II.1.2. — Soit c une mesure positive sur R+ satisfaisant

à (II.1) (ou (II.2) et (II.3)). Pour tout α > α0, il existe un couple de Wald

indéfiniment divisible (Xα, Hα) tel que :

1) Pour tout λ ≥ 0, on a

E(eλXα) =
F (α+ λ)
F (α)

exp−λϕ(α)(II.10)

= exp
∫ ∞

0

(e−λx + λx− 1) e−αxc(dx).

La v.a. Xα admet un moment d’ordre 1 et est centrée ; elle admet des

moments de tout ordre et on a

E(X2
α) =

∫ ∞
0

x2 e−αx c(dx).

2) Hα est positive et pour tout λ ≥ 0, on a

E(e−
1
2λ

2Hα) =
F (α)

F (α+ λ)
expλϕ(α)(II.11)

= exp−
∫ ∞

0

(1− e−
1
2λ

2t) να(t) dt
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avec

(II.12) να(t) =
1√
2πt3

∫ ∞
0

(1− e−x
2/2t)x e−αx c(dx).

On a

(II.13) E(Hα) = ϕ′(α)

et Hα est auto-décomposable.

3) Xα et Hα forment un couple de Wald indéfiniment divisible, i.e.

(II.14) E(eλXα)E(e−
1
2λ

2Hα) = 1 (λ ≥ 0).

En particulier,

(II.14′) E(e−
1
2λ

2Hα) = exp−
∫ ∞

0

(e−λx + λx− 1) e−αxc(dx).

Exemple II.1.3. — Soit c(dx) = 1
2x

γ
(
exp−

[
ax + b/x

])
1x≥0 dx avec

γ ∈ R, a, b > 0. On a ici, pour tout α > −a,

ϕ(α) = −
∫ ∞

0

e−αxx c(dx) = −1
2

∫ ∞
0

xγ+1 exp−
[
(a+ α)x+

b

x

]
dx.

Compte tenu de la formule de représentation intégrale des fonctions de
Bessel-Mc Donald (cf. [Er], [Leb, p. 108])

1
2

∫ ∞
0

xγ−1 exp−
(
ax+

b

x

)
dx = Kγ(

√
4ab )

( b
a

) 1
2γ

,

on a
ϕ(α) = −Kγ+2

(√
4b(a+ α)

)( b

a+ α

) 1
2 (γ+2)

.

D’autre part (F ′/F )(α) = ϕ(α), d’où

logF (α) =
1
2

∫ ∞
0

xγ exp−
[
(a+ α)x+

b

x

]
dx

= Kγ+1

(√
4b(a+ α)

)( b

a+ α

) 1
2 (γ+1)

.

Finalement, on a dans cet exemple[
E(eλXα)

]−1 = E(e−
1
2λ

2Hα) =
F (α)

F (α+ λ)
expλϕ(α) (λ > 0, α > −a)

= exp
{
Kγ+1

(√
4b(a+ b)

)( b

a+ α

) 1
2 (γ+1)

−Kγ+1

(√
4b(a+ α+ λ)

)( b

a+ α+ λ

) 1
2 (γ+1)

− λKγ+2

(√
4b(a+ α)

)( b

a+ α

) 1
2 (γ+2)}

.
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II.2. Caractérisation d’une famille d’Esscher de couples de Wald
indéfiniment divisibles.

Pour simplifier les notations, nous établirons le théorème II.2.1 (qui
est une réciproque du théorème II.1.2) avec α0 = 0.

THÉORÈME II.2.1. — Soit ϕ : R+ → R une fonction régulière et soit F

définie par

F (α) = exp
∫ α

1

ϕ(u) du (α > 0).

Supposons que pour tout α > 0, il existe une v.a. Xα telle que l’on ait,
pour tout λ ≥ 0,

E(eλXα) =
F (α+ λ)
F (α)

exp−λϕ(α)(II.15)

= exp
∫ ∞

0

(e−λx + λx− 1) cα(x) dx,

où cα est une fonction régulière de α et de x. Alors, il existe une fonction

c(x) ≥ 0 telle que la mesure c(x) dx satisfasse à (II.1) et telle que

(II.16) ϕ′(α) =
∫ ∞

0

e−αxx2 c(x) dx (α > 0).

Démonstration. — Prenant le logarithme de (II.15), on a

logF (α+ λ)− logF (α)− λϕ(α) =
∫ ∞

0

(e−λx + λx− 1) cα(x) dx.

En dérivant cette identité, d’une part par rapport à λ et d’autre part par
rapport à α, on obtient

ϕ(α+ λ)− ϕ(α) =
∫ ∞

0

(
−x e−λxcα(x) + x cα(x)

)
dx,(II.17)

ϕ(α+ λ)− ϕ(α)− λϕ′(α) =
∫ ∞

0

(e−λx + λx− 1)c′α(x) dx,(II.18)

où c′α est la dérivée de cα(x) par rapport à α. Soustrayant (II.18) à (II.17)
membre à membre, on obtient

λϕ′(α) =
∫ ∞

0

[
−x e−λxcα(x) +xcα(x)− e−λxc′α(x)−λx c′α(x) + c′α(x)

]
dx.
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Dérivant de nouveau par rapport à λ :

(II.19) ϕ′(α) =
∫ ∞

0

[
e−λx(x2cα(x) + x c′α(x))− x c′α(x)

]
dx.

Le membre de gauche de (II.19) ne dépendant pas de λ tandis que celui de
droite est une transformée de Laplace en λ, on en déduit

ϕ′(α) = −
∫ ∞

0

x c′α(x) dx,(II.20)

x cα(x) + c′α(x) = 0.(II.21)

L’équation (II.21) s’intègre, et on obtient

cα(x) = k(x) e−xα,

avec k(x) ≥ 0 puisque cα(x) ≥ 0. Finalement, d’après (II.20)

ϕ′(α) =
∫ ∞

0

e−αxx2k(x) dx.

II.2.2. Comment reconnâıtre qu’une fonction Λ(α, λ) est de la forme
F (α)/F (α+ λ) expλϕ(α) ? — La réponse à cette question est donnée par la

PROPOSITION II.2.2. — Soit Λ : ]α0,∞[ × R+ → R+ régulière. Pour

qu’il existe une fonction ϕ : ]α0,∞[→ R régulière telle que

Λ(λ, α) =
exp

∫ α

α1
ϕ(u) du

exp
∫ α+λ

α1
ϕ(u) du

exp
(
λϕ(α)

)
, (α1 > α0),

il faut et il suffit que

(i) ∂2 log Λ(α, λ)/∂λ2 = −ϕ′(α+ λ),

(ii) limλ→0 λ
−2 log Λ(α, λ) existe pour tout α > α0.

La démonstration de cette proposition est laissée au lecteur.

II.3. La transformation d’Esscher.

Dans l’étude des processus de Lévy, la transformation d’Esscher
consiste à changer la loi d’origine d’un processus de Lévy (Xt, t ≥ 0) au
moyen d’une martingale exponentielle de la forme exp{λXt− tψ(λ)} pour λ
tel que E(expλXt) < ∞ (cf. [Sa1]). Cette terminologie nous semble bien
adaptée à la discussion qui suit.
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DÉFINITION II.3.1. — Soit X une v.a. telle que E(eµX) <∞ pour un
certain µ ≥ 0. On appelle transformée d’Esscher d’ordre µ la v.a. X̃(µ) dont
la loi est telle que

(II.22) E
(
f(X̃(µ))

)
=
E(f(X) eµX)

E(eµX)
pour toute f borélienne bornée (ou positive). Dans le même esprit, siH ≥ 0,
nous désignerons par H̃(µ) la v.a. dont la loi satisfait à

(II.23) E
(
f(H̃µ)

)
=
E(f(H) e−

1
2µ

2H)
E( e−

1
2µ

2H)
·

PROPOSITION II.3.2. — Soit (Xα, Hα), avec α > α0 comme dans le

théorème II.1.2.

1) Pour tout α > α0 et µ ≥ 0, on a

(II.24) X̃(µ)
α

loi== Xα+µ + k(α, µ)

avec

(II.25) k(α, µ) =
∫ ∞

0

x e−αx(1− e−µx) c(dx).

Notons que

(II.26) k(α, µ) = ϕ(α+ µ)− ϕ(α) ≥ 0.

2) Pour tout α > α0 et µ ≥ 0, on a

(II.27) H̃(µ)
α

loi== Hα+µ + Tϕ(α+µ)−ϕ(α)

où

• ϕ(α+ µ)− ϕ(α) =
∫∞
0

x e−αx(1− e−µx)c(dx) = k(α, µ) ;

• Tϕ(α+µ)−ϕ(α) est le temps d’atteinte par un mouvement brownien

issu de 0 du niveau ϕ(α+ µ)− ϕ(α) ;

• Hα+µ et Tϕ(α+µ)−ϕ(α) sont, dans le second membre de (II.27),
supposées indépendantes.

Démonstration. — 1) On calcule E(eλX̃
(µ)
α ) en utilisant (II.22), puis

on utilise (II.10).

2) On utilise

E(e−
1
2λ

2H̃(µ)
α ) =

E(exp− 1
2 (λ2 + µ2)Hα)

E(e−
1
2µ

2Hα)
,

puis on utilise (II.11) et (II.12).
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II.4. Les accroissements de Xα et de Hα.

Observant que, dans le théorème II.1.2, les mesures de Lévy
cα(dx) = e−αxc(dx) et να(t) dt sont des fonctions décroissantes de α,
on en déduit la

PROPOSITION II.4.1. — Pour tout β > α > α0 :

1) Il existe une v.a. Xα,β telle que

(II.28) Xα
loi== Xβ +Xα,β ,

où le second membre de (II.28) est constitué de v.a. indépendantes. La

v.a. Xα,β est indéfiniment divisible et

E(eλXα,β ) =
F (β)
F (α)

F (α+ λ)
F (β + λ)

exp−λ(ϕ(α)− ϕ(β))(II.29)

= exp
∫ ∞

0

(e−λx + λx− 1)(e−αx − e−βx) c(dx).

2) Il existe une v.a. Hα,β ≥ 0 telle que

(II.30) Hα
loi== Hβ +Hα,β ,

où les v.a. dans le second membre de (II.30) sont supposées indépendantes.

La v.a. Hα,β est indéfiniment divisible et

E(e−
λ2
2 Hα,β ) =

F (α)
F (β)

F (β + λ)
F (α+ λ)

expλ
(
ϕ(α)− ϕ(β)

)
(II.31)

= exp−
∫ ∞

0

(1− e−
1
2λ

2t)
(
να(t)− νβ(t)

)
dt.

3) Le couple (Xα,β , Hα,β) est un couple de Wald indéfiniment divisible

associé à la mesure (e−αx − e−βx) c(dx), i.e.

(II.32) E(eλXα,β )E(e−
1
2λ

2Hα,β ) = 1 (λ ≥ 0).

PROPOSITION II.4.2. — Pour tout β > α > α0 :

1) Il existe une v.a. Gα,β ≥ 0, indéfiniment divisible, de mesure de

Lévy (e−αx − e−βx) c(dx) telle que

E(exp−λGα,β) = exp−
∫ ∞

0

(1− e−λx)(e−αx − e−βx) c(dx)(II.33)

=
F (β)
F (α)

F (α+ λ)
F (β + λ)

(λ ≥ 0).
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2) On a

(II.34) Hα,β + TGα,β
loi== Tϕ(β)−ϕ(α),

où Tk désigne comme précédemment le temps d’atteinte du niveau k par un

mouvement brownien issu de 0, et où les éléments Hα,β , (Tu, u ≥ 0) et Gα,β

dans le membre de gauche de (II.34) sont indépendants.

Démonstration. — 1) Utilisant la définition (II.6) de F , on a

F (β)
F (α)

F (α+ λ)
F (β + λ)

= exp−
( ∫ β+λ

α+λ

ϕ(u) du−
∫ β

α

ϕ(u) du
)

= exp−
∫ β

α

du
∫ ∞

0

(e−ux − e−(u+λ)x)x c(dx)

(d’après la définition (II.5) de ϕ)

= exp−
∫ ∞

0

(1− e−λx)x c(dx)
( ∫ β

α

e−ux du
)

= exp−
∫ ∞

0

(1− e−λx)(e−αx − e−βx) c(dx),

ce qui prouve le point 1) de la proposition (notons que la mesure
(e−αx − e−βx) c(dx) intègre la fonction x au voisinage de l’origine
d’après (II.1)).

2) Pour obtenir (II.34), il suffit maintenant d’écrire

E( e−
1
2λ

2Hα,β ) =
F (α)
F (β)

F (β + λ)
F (α+ λ)

exp−λ
(
ϕ(β)− ϕ(α)

)
,

soit encore

e−λ(ϕ(β)−ϕ(α)) = E(e−λGα,β )E(e−
1
2λ

2Hα,β )

et puisque ϕ est croissante, on a ϕ(β) ≥ ϕ(α) et

E(e−
1
2λ

2Tϕ(β)−ϕ(α)) = E(e−
1
2λ

2TGα,β )E(e−
1
2λ

2Hα,β )

II.5. Comportement asymptotique de ε−1Hα,α+ε quand ε↘ 0.

Nous allons maintenant utiliser la proposition II.4.2 pour décrire le
comportement asymptotique des v.a. Hα,α+ε quand ε↘ 0.
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THÉORÈME II.5.1. — Pour tout α > α0, on a

(II.35)
1
ε2
Hα,α+ε

loi−−−−→
ε↘ 0

Tϕ′(α),

où Tϕ′(α) est le temps d’atteinte du niveau ϕ′(α) par un mouvement

brownien issu de 0 (notons que ϕ′(α) ≥ 0 d’après (II.4)).

Démonstration. — Remplaçant β par α+ ε dans (II.34), on a

(II.36)
1
ε2
Hα,α+ε +

1
ε2
TGα,α+ε

loi==
1
ε2
Tϕ(α+ε)−ϕ(α)

puis, par changement d’échelle,

(II.37)
1
ε2
Hα,α+ε + Tε−1Gα,α+ε

loi== Tε−1(ϕ(α+ε)−ϕ(α)).

Il est clair que Tε−1(ϕ(α+ε)−ϕ(α))
loi−→
ε↘0

Tϕ′(α). Le théorème II.5.1 sera donc

prouvé si nous montrons que
1
ε
Gα,α+ε −−→

ε↘ 0
0 en probabilité.

Or, d’après (II.33), on a

(II.38) E(e−λε
−1Gα,α+ε) = exp−

∫ ∞
0

(1− e−λε
−1x) e−αx(1− e−εx) c(dx).

Mais :

• (1− e−λε
−1x) e−αx(1− e−εx) −−→

ε↘ 0
0 ;

• l’inégalité 1− e−u ≤ u (où u ≥ 0) implique

(1− e−λε
−1x) e−αx(1− e−εx) ≤ λx

ε
εx e−αx = λx2 e−αx.

Puisque
∫∞
0

x2 e−αx c(dx) < ∞ d’après (II.1), le théorème de convergence
dominée de Lebesgue implique

(II.39) lim
ε↘ 0

E(e−λε
−1Gα,α+ε) −−→

ε↘ 0
1,

ce qui entrâıne que ε−1Gα,α+ε tend vers 0 en probabilité quand ε↘ 0.

Remarque II.5.2. — Le théorème de Kolmogorov permet de construire
deux processus (Hα, α > α0) et (Xα, α > 0), c’est-à-dire continus à droite
et limités à gauche, à accroissements indépendants, non stationnaires et
tels que les trajectoires de Hα sont p.s. décroissantes. Traduit en termes du
processus Hα, le théorème précédent implique

(II.40)
1
ε2

(Hα −Hα+ε)
loi
−−→
ε↘ 0

Tϕ′(α).
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III. Famille d’Esscher de couples de Wald associée
à c(dx) = k0 dx/x3−µ, µ > 0.

III.1. Définition des v.a. Xk,µ
α et Hk,µ

α .

Soit
c(dx) =

k0 dx
x3−µ (k0 > 0, µ > 0).

On a bien sûr

(III.1)
∫ ∞

0

e−αxx2 k0

x3−µ dx <∞.

Nous obtenons donc, en appliquant le théorème II.1.2 à cette mesure c

particulière, une famille de v.a. que nous noterons X(µ)
α , H

(µ)
α . La dépen-

dance en k0 sera omise, sauf mention particulière (α > 0, µ > 0). La
fonction ϕ′ définie par (II.5) vaut ici

(III.2) ϕ′(α) = k0

∫ ∞
0

e−αx
dx
x1−µ = k0 Γ(µ)α−µ.

Nous choisirons

(III.3) ϕ(α) =
k0 Γ(µ)
1− µ α1−µ (µ �= 1)

et nous examinerons séparément le cas µ = 1. Détaillons notre résultat.

III.1.1. Le cas µ = 0. — Bien que nous ne puissions pas appliquer
ici le théorème II.1.2 (puisque l’intégrale (II.1) diverge), une application
formelle du théorème II.1.2 conduit à

E(e−
1
2λ

2H(0)
α ) = exp

{ 1
2
k0(α2 − (α+ λ)2) + k0λα

}
= exp− 1

2
λ2k0,

si bien que H(0)
α est constante et X(0)

α est gaussienne (ces v.a. ne dépendent
pas de α). Bien sûr, ce cas est à rapprocher de la proposition I.5.1.

III.1.2. Le cas 0 < µ < 1.

ϕ(α) = kα1−µ avec k =
k0Γ(µ)
1− µ ·

On a donc, avec λ ≥ 0,

E(e−
1
2λ

2H(µ)
α ) = exp

{kα2−µ

2− µ −
k(α+ λ)2−µ

2− µ + kλα1−µ
}
,(III.4)

E(eλX
(µ)
α ) = exp

{
− kα2−µ

2− µ +
k(α+ λ)2−µ

2− µ − kλα1−µ
}
,(III.5)

νµα(t) =
1√
2πt3

∫ ∞
0

(1− e−x
2/2t) e−αx

k0 dx
x2−µ ·(III.6)
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Dans cette situation, on peut faire α = 0 :

E(e−
1
2λ

2H
(µ)
0 ) = exp− k

2− µλ
2−µ (λ ≥ 0),(III.7)

E(eλX
(µ)
0 ) = exp

k

2− µλ
2−µ (λ ≥ 0).(III.8)

En particulier, H(µ)
0 suit une loi stable unilatère (positive) d’indice 1

2 (2−µ)
alors que X(µ)

0 suit une loi stable d’indice 2− µ.

III.1.3. Le cas µ = 1. — Au lieu d’utiliser (III.3), il convient de
prendre ϕ(α) = k logα (avec k ≥ 0). On a

E(e−
1
2λ

2H(1)
α ) =

(
1 +

λ

α

)−k(α+λ)

expλk,(III.9)

E(eλX
(1)
α ) =

(
1 +

λ

α

)k(α+λ)

exp−λk(III.10)

et c(dx) = k/x2 dx. Ces v.a. ont déjà été étudiées par G. Letac [Let],
(cf. III.4 ci-dessous).

III.1.4. Le cas µ > 1, µ �= 2. On a, avec λ ≥ 0,

E(e−
1
2λ

2H(µ)
α ) = exp

{
− k′

2− µα
2−µ +

k′

2− µ (α+ λ)2−µ(III.11)

− k′λα1−µ
}
,

E(eλX
(µ)
α ) = exp

{ k′

2− µα
2−µ − k′

2− µ (α+ λ)2−µ(III.12)

+ k′λα1−µ
}
,

c(dx) =
k′(µ− 1)

Γ(µ)
1

x3−µ dx, k′ = −k0
Γ(µ)
1− µ > 0.(III.13)

III.1.5. Le cas µ = 2. — On a

ϕ(α) = −k0

α
(k0 > 0),

E(e−
1
2λ

2H(2)
α ) =

(
1 +

λ

α

)k0

exp−λk0

α
,(III.14)

E(eλX
(2)
α ) =

(
1 +

λ

α

)−k0

exp
λk0

α
,(III.15)

et donc X
(2)
d

loi==
1
α

(k0 − γk0),

c(dx) =
k0

x
dx.
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III.2. Étude du cas µ = 2.

Le cas particulier µ = 2 conduit à des propriétés remarquables. Nous
serons d’ailleurs amenés, dans le paragraphe IV consacré à la fonction
gamma, à le rencontrer de nouveau. Nous désignons par H(2,k)

α et X(2,k)
α

les v.a. définies par (III.14) et (III.15) (avec k0 = k). Nous noterons plus
simplement H(2)

α et X(2)
α lorsque k = 1.

PROPOSITION III.2.1. — 1) Pour tout α > 0 et tout k > 0, on a

(III.16) α2H(2,k)
α

loi== H
(2,k)
1 , αX(2,k)

α
loi== X

(2,k)
1 .

2)

(III.17) H
(2)
1 a même loi que 1

2
γ 3

2
,

où γ 3
2

est une v.a. de loi gamma ( 3
2 ) (cf. [Yo1, p. 111]).

3) La densité f
(2)
α de H

(2)
α est donnée par

(III.18) f (2)
α (x) =

1
α3
√

2πx5
exp

(
− 1

2α2x

)
1x≥0.

Démonstration. — Le point 1) est une conséquence immédiate de
(III.14) et (III.15). Le point 3) découle, après quelques calculs élémentaires,
du point 2). Montrons 2) (cf. [Yo1]). Nous avons, d’après la définition des
lois gamma,

(III.19) E
(

exp−λ
2

2
1

2γ 3
2

)
=

1
Γ( 3

2 )

∫ ∞
0

e−λ
2/4xx

1
2 e−x dx.

Par ailleurs, il résulte du lemme I.1.3 que

(III.20)
∂

∂λ
E

(
e
−λ2/4γ3

2
)

= − λ

2Γ( 3
2 )

∫ ∞
0

e−λ
2/4xx−

1
2 e−x dx = −λ e−λ

puisque Γ( 3
2 ) = 1

2

√
π. D’autre part, il résulte de (III.14) que

∂

∂λ

(
E(e−

1
2λ

2H
(2)
1

)
=

∂

∂λ

{
(1 + λ) e−λ

}
= −λ e−λ
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COUPLES DE WALD INDÉFINIMENT DIVISIBLES 1253

III.3. Caractérisation des lois H(2,k)
α .

Nous allons voir que, parmi tous les couples de Wald associés à une
mesure c(dx), la propriété d’échelle (III.16) caractérise les v.a. H(2,k)

α .

THÉORÈME III.3.1. — Soient c(dx) (avec c �≡ 0) une mesure satisfai-

sant (II.1) et (Xα, Hα;α > 0) la famille d’Esscher associée par le théo-

rème II.2.1. Supposons que, pour tout α > 0,

(III.21) α2Hα
loi== H1.

Alors il existe k > 0 telle que c(dx) = (k/x) dx, et pour tout α > 0,

(III.22) Hα
loi== H(2,k)

α .

Démonstration. — Soit ϕ définie par (II.4) et (II.5). Par dérivation
de (II.11), nous avons

(III.23) ϕ(α+ λ)− ϕ(α) = λ

∫ ∞
0

t e−
1
2λ

2tνα(t) dt.

Effectuant le changement de variable t = u/α2, on a

ϕ(α+ λ)− ϕ(α) = λ

∫ ∞
0

u

α2
e−λ

2u/2α2
να

( u

α2

) du
α2

(III.24)

=
1
α

∫ ∞
0

λu

α
e−λ

2u/2α2
ν1(u) du

en utilisant (III.21). D’où

(III.25) ϕ(α+ λ)− ϕ(α) =
1
α

[
ϕ
(
1 +

λ

α

)
− ϕ(1)

]
.

Dérivant (III.25) par rapport à λ, puis prenant λ = 0,

(III.26) ϕ′(α) =
1
α2

ϕ′(1).

Soit k = ϕ′(1) > 0. Nous avons

ϕ′(α) =
k

α2
, ϕ(α) = − k

α
, F (α) =

1
αk

,

et donc

E(e−
1
2λ

2Hα) =
F (α)

F (α+ λ)
expλϕ(α) =

(
1 +

λ

α

)k

exp−kλ
α

ainsi que c(dx) = (k/x) dx.
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III.3.2. Calcul de la mesure de Lévy associée à la v.a. Ĥ(2)
α . — Soit

Ĥ
(2)
α définie à partir de H

(2)
α par subordination (cf. proposition I.8.1).

On a donc

E(eiλĤ
(2)
α ) = E(e−

1
2λ

2H(2)
α ) =

(
1 +
|λ|
α

)
e−|λ|/α (λ ∈ R).

Le but de ce qui suit est de calculer la mesure de Lévy ν̂(t) dt associée
à Ĥ

(2)
α . Soit ψ(1, 1, . ) la fonction hypergéométrique confluente de seconde

espèce (cf. [Leb, p. 263]), définie pour |Arg z| < π.

PROPOSITION III.3.2. — La densité de Lévy ν̂(t) est donnée par

(III.27) ν̂(t) =
1
π

{ 1
α t2

+
1
|t| Im

(
ψ(1, 1,−iα|t|)

)}
(t ∈ R).

Démonstration. — Puisque la densité de Lévy να(t) associée à H
(2)
α

vaut
να(t) =

1√
2πt3

∫ ∞
0

e−αx(1− e−x
2/2t) dx

on a, par subordination (cf. proposition I.8.1)

ν̂α(y) =
∫ ∞

0

dt
2πt2

e−y
2/2t

∫ ∞
0

e−αx(1− e−x
2/2t) dx

=
1
π

∫ ∞
0

( 1
y2
− 1
x2 + y2

)
e−αx dx

=
1
π

{ 1
α y2

− 1
|y|

∫ ∞
0

e−α|y|z
dz

1 + z2

}
=

1
π

{ 1
α y2

− 1
|y| k

(
α|y|

)}
,

où nous notons

k(β) :=
∫ ∞

0

e−βu
du

1 + u2
(β > 0).

Il s’agit donc de calculer cette fonction k. Mais, après avoir écrit

1
1 + u2

=
i

2

( 1
u+ i

− 1
u− i

)
on déduit k(β) = −Im(K(iβ)) avec

K(z) =

{
ez

∫∞
z

e−w/w dw si z ∈ R+,

ψ(1, 1, z) si |Argz| < π

(cf. [Leb, p. 272]). La proposition III.3.2 s’en déduit alors sans peine.
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III.4. Une remarque sur le cas µ = 1.

Les v.a. X(1)
α , H

(1)
α définies par (III.9), lorsque k = 1, satisfont à

E(e−
1
2λ

2H(1)
α ) =

(
1 +

λ

α

)−(λ+α)

eλ,(III.28)

E
(
expλ(X(1)

α + 1)
)

=
(
1 +

λ

α

)α+λ

,(III.29)

soit, en posant Yα := exp(1 +X
(1)
α ),

(III.30) E(Y λ
α ) =

(
1 +

λ

α

)α+λ

(λ ≥ 0).

Ces v.a. ont déjà été étudiées par G. Letac [Let] et fournissent une
caractérisation de la loi gamma de paramètre α. Plus précisément, le
théorème suivant est prouvé dans [Let] :

THÉORÈME III.4. — Soit α > 0 fixé, U et V deux v.a. positives indé-

pendantes, la loi de V étant définie par

(III.31) E(V λ) =
(
1 +

λ

α

)α+λ

(λ > 0).

Alors U(exp−(U/α))V et U ont même loi si et seulement si la loi de U est

une variable gamma de paramètre α.

IV. La famille d’Esscher de couples de Wald
indéfiniment divisibles associée à la fonction Gamma.

IV.1. Définition des v.a. XΓ
α et HΓ

α .

Soient Γ la seconde fonction d’Euler

(IV.1) Γ(x) =
∫ ∞

0

e−uux−1 du (x > 0)

et ψ sa dérivée logarithmique

(IV.2) ψ(x) =
Γ′

Γ
(x), Γ(x) = exp

∫ x

1

ψ(u) du (x > 0).
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On sait (cf. [WW, p. 250], [Pa] ou [Leb]) que

ψ′(α) =
∞∑
n=0

1
(n+ α)2

,(IV.3)

=
∫ ∞

0

xe−αx

1− e−x
dx.(IV.4)

La fonction ψ est une primitive de ψ′. Elle vaut, d’après la formule de
Gauss (voir [WW, p. 247])

(IV.5) ψ(α) =
∫ ∞

0

(e−t

t
− e−αt

1− e−t
)

dt.

En appliquant les formules (II.4)–(II.7) avec c(dx) = (x(1−e−x))−1 dx
et en notant ψ ce qui est appelé ϕ dans (II.5), afin de conserver la notation
classique de ψ pour la dérivée logarithmique de Γ, il vient

c(dx) =
1

x(1− e−x)
dx, ψ′(α) =

∫ ∞
0

xe−αx

1− e−x
dx,(IV.6)

Λ(α, λ) =
Γ(α)

Γ(α+ λ)
expλψ(α) (λ, α > 0).(IV.7)

La mesure c(dx) définie par (IV.6) satisfait aux hypothèses du théo-
rème II.1.2. On a donc :

THÉORÈME IV.1.1. — Pour tout α > 0, il existe des v.a. XΓ
α et HΓ

α

indéfiniment divisibles telles que

1) Pour tout λ ≥ 0, on a

E(eλX
Γ
α) =

Γ(α+ λ)
Γ(α)

exp−λψ(α)(IV.8)

= exp
∫ ∞

0

(e−λx + λx− 1)
e−αx

x(1− e−x)
dx,

E|XΓ
α | <∞ et E(XΓ

α) = 0. La v.a. XΓ
α a des moments de tout ordre.

2) Pour tout λ ≥ 0, on a

E(e−
1
2λ

2HΓ
α) =

Γ(α)
Γ(α+ λ)

expλψ(α)(IV.9)

= exp−
∫ ∞

0

(1− e−
1
2λ

2t)να(t) dt,
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avec

να(t) =
1√
2πt3

∫ ∞
0

1− e−x
2/2t

1− e−x
e−αx dx,(IV.10)

E(HΓ
α) = ψ′(α) =

∞∑
n=0

1
(n+ α)2

(IV.11)

et HΓ
α est auto-décomposable.

3) Le couple (XΓ
α , H

Γ
α) est un couple de Wald indéfiniment divisible :

(IV.12) E(eλX
Γ
α)E

(
exp− 1

2
λ2HΓ

α

)
= 1.

Remarque IV.1.2. — On peut montrer aisément que la fonction
Γ(α)/Γ(α+ λ) exp(λk) est la transformée de Laplace en 1

2λ
2 d’une v.a.

positive si et seulement si k ≤ ψ(α). Dans le cas α = 1 (et ψ′(1) = −γ,
où γ = 0, 577215 . . . est la constante d’Euler-Mascheroni), ce résultat a été
prouvé par Hartman [Ha]. Notre théorème IV.1.1 est donc une extension du
résultat de Hartman et nous appellerons les v.a. HΓ

α des 〈〈v.a. de Hartman
généralisées 〉〉.

Remarque IV.1.3. — Soit γα une v.a. de loi gamma de paramètre α, i.e.

(IV.13) E(γλα) =
Γ(α+ λ)

Γ(α)
·

La formule de dualité (IV.12) peut donc également s’écrire

(IV.14) E(γλα)E(exp− 1
2
λ2HΓ

α

)
= expλψ(α).

En d’autres termes,

(IV.15) XΓ
α

loi== (log γα)− ψ(α).

Nous utiliserons la formule (IV.14) pour transcrire sur les lois γ des
propriétés des v.a. HΓ

α . Nous retrouverons ainsi des résultats de L. Gordon
[Go] qui obtient des démonstrations probabilistes de certaines propriétés
de la fonction gamma à partir de propriétés probabilistes des v.a. γα
(cf. également [Gr]).

Remarque IV.1.4. — Il est montré dans [RVY] que, si (Rs, s ≥ 0) est
un processus de Bessel de dimension 2, issu de x0, alors

(IV.16) Ex

(
exp−2λ2

∫ t

0

ds
R2
s

)
∼

t→∞

Γ( 1
2 )

Γ( 1
2 + λ)

expλ(log x2 − log t− log 8).

Ainsi la loi de HΓ
1
2
〈〈apparâıt naturellement 〉〉 liée au comportement asymp-

totique d’une fonctionnelle du processus de Bessel de dimension 2.
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Plus généralement, soit (Xt, t ≥ 0) un processus de Wishart d’indice ν,
à valeurs dans l’ensemble des matrices m×m, réelles et symétriques (cf. [Br]
et [DDMY]). Notons

(IV.17) δ = m+ 1 + 2ν

la 〈〈dimension 〉〉 de ce processus et Q(ν)
x sa loi, lorsque X0 = x. La relation

d’absolue continuité (cf. [DDMY]) suivante généralise la relation d’absolue
continuité pour les processus de Bessel (cf. [RY, chap. XI] ; voir égale-
ment [Yo3]) :

(IV.18) Q(ν)
x Ft =

(detXt

detx

) 1
2ν

exp
(
− ν2

2

∫ t

0

Tr(X−1
u ) du

)
Q(0)
x Ft.

Nous déduisons de (IV.18) par changement d’échelle que

E(0)
x

(
exp−ν

2

2

∫ t

0

Tr(X−1
u ) du

)
= E(ν)

x

(( detx
detXt

) 1
2ν

)
(IV.19)

=
(detx)

1
2ν

tγ
E

(ν)
x/t

(
(detX1)

1
2ν

)
(IV.20)

avec γ = 1
2mν. Puisque, d’après [Mu, p. 99], on a

E
(ν)
0

(
(detX1)

1
2ν

)
= 2−

1
2mν Γm( 1

2 (δ − ν))
Γm( 1

2 δ)
(IV.21)

avec

Γm(a) =
m∏
i=1

Γ
(
a− 1

2
(i− 1)

)
,(IV.22)

nous déduisons de (IV.20) que

(IV.23) tγE(0)
x

(
exp−ν

2

2

∫ t

0

Tr(X−1
u ) du

)
−−−→
t→∞

2−
1
2mν(detx)

1
2 ν

m−1∏
k=0

Γ(1 + 1
2k + 1

2ν)
Γ(1 + 1

2k + ν)
·

Le membre de droite de (IV.23) est égal à

(IV.24)
m−1∏
k=0

Γ(1 + k
2 + ν

2 )
Γ(1 + k

2 + ν)
exp

ν

2
(log detx−m log 2).
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Notons d’autre part HΓ
α,ρ la v.a. positive telle que

(IV.25) E(e−
1
2λ

2HΓ
α,ρ) =

Γ(α)
Γ(α+ λ)

eλρ
(
ρ ≤ ψ(α)

)
.

Nous déduisons de l’autodécomposabilité de HΓ
α,ρ l’existence d’une

v.a. RΓ
α, 14 ,ρ

telle que

(IV.26) HΓ
α,ρ

loi==
1
4
HΓ

α,ρ +RΓ
α, 14 ,ρ

.

Nous déduisons de (IV.26) et de (IV.25) que

(IV.27) E(e
− 1

2λ
2RΓ

α, 14 ,ρ) =
Γ(α+ 1

2λ)
Γ(α+ λ)

exp
λρ

2
·

Soient maintenant RΓ
1, 14 ,ρ

, RΓ
1+ 1

2 ,
1
4 ,ρ
, RΓ

1+ 2
2 ,

1
4 ,ρ
, . . . , RΓ

1+m−1
2 , 14 ,ρ

des

v.a. indépendantes de lois données par (IV.27), avec

(IV.28) ρ =
log detx
m log 2

− 1.

On a alors, d’après (IV.27),

(IV.29) E
(

exp−ν
2

2

m−1∑
k=0

RΓ
1+ k

2 ,
1
4 ,ρ

)
=

m−1∏
k=0

Γ(1 + 1
2k + 1

2ν)
Γ(1 + 1

2k + ν)
exp

ν

2
(log detx−m log 2).

Comparant alors (IV.24) avec (IV.29), nous en déduisons que

tγE(0)
x

[
exp−ν

2

2

∫ t

0

Tr(X−1
u ) du

]
−−−→
t→∞

E
(

exp−ν
2

2

m−1∑
k=0

RΓ
1+ 1

2k,
1
4 ,ρ

)
,

ce qui établit un lien étroit entre les processus de Wishart et nos v.a. HΓ
α

de Hartman généralisées.

Remarque IV.1.5. — Revenons maintenant aux v.a. Gα,δ (δ > α)
définies par la proposition II.4.2 et où la fonction F est maintenant égale
à Γ. Nous avons donc, pour δ > α,

(IV.30) E(e−λGα,δ ) =
Γ(δ)
Γ(α)

Γ(α+ λ)
Γ(δ + λ)

·

Alors

(IV.31) Gα,δ = − log βα,δ−α

où βα,δ−α est une v.a. de loi bêta de paramètres α et δ − α.
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Démonstration de la remarque IV.1.5. — On déduit de la relation
classique

E
( γa
γa + γb

)λ

E(γa+b)λ = E(γλa )

(qui découle de l’algèbre beta-gamma, cf. [CY, p. 93]) que l’on a

E(βλa,b) =
Γ(a+ b)

Γ(a+ b+ λ)
Γ(a+ λ)

Γ(a)
·

D’où E(βλα,δ−α) = E
(
expλ log(βα,δ−α)

)
= E(e−λGα,δ ).

IV.2. Les cumulants de HΓ
α et la fonction d’Hurwitz.

La fonction ζ d’Hurwitz est définie par

(VI.32) ζ(s, a) =
∞∑
n=0

1
(a+ n)s

(Re s > 1, a > 0)

En particulier, pour a = 1, ζ(s, 1) est la fonction ζ de Riemann :

(IV.33) ζ(s, 1) = ζ(s) =
∞∑
n=1

1
ns

(Re s > 1)

THÉORÈME IV.2.1. — La transformée de Laplace de HΓ
α est donnée

par la formule

(IV.34) E(e−
1
2λ

2HΓ
α) = exp

( ∞∑
n=2

(−1)n−1

n
λnζ(n, α)

)
.

En particulier, on a

(IV.35) E(e−
1
2λ

2HΓ
1 ) = exp

( ∞∑
n=2

(−1)n−1

n
λnζ(n)

)
.

Démonstration. — Il n’est pas difficile de voir, à partir de (IV.32) que

(IV.36) ζ(n, α) =
1

Γ(n)

∫ ∞
0

xn−1 e−αx

1− e−x
dx.

Par ailleurs, d’après (IV.12) et (IV.8), on a

E(e−
1
2λ

2HΓ
α) = exp−

∫ ∞
0

(e−λx + λx− 1)
e−αx

x(1− e−x)
dx

= exp
∞∑
n=2

(−1)n−1

∫ ∞
0

λnxn−1

n!
e−αx

1− e−x
dx

= exp
∞∑
n=2

(−1)n−1

n
λnζ(n, α) d’après (IV.36).
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IV.3. La formule d’addition.

THÉORÈME IV.3.1. — Pour tout entier n et tout α > 0, on a

(IV.37) HΓ
nα

loi==
1
n2

n−1∑
k=0

HΓ
α+k/n,

où le second membre de (IV.37) est constitué de v.a. indépendantes.

Démonstration. — Présentons brièvement deux démonstrations.

1) Utilisant la formule (IV.9), il vient

E(e−
1
2λ

2HΓ
α) =

Γ(α)
Γ(α+ λ)

expλ ψ(α).

Il s’agit donc de voir que

(IV.38)
Γ(nα)

Γ(n(α+ λ))
expnλψ(nα) =

n−1∏
k=0

Γ(α+ k
n )

Γ(α+ k
n + λ)

expλψ
(
α+

k

n

)
.

Mais (IV.38) résulte de la formule de multiplication de Gauss (voir [WW,
p. 240])

(IV.39) Γ(nz) =
1

(2π)
1
2 (n−1)

nnz−
1
2

n−1∏
k=0

Γ
(
z +

k

n

)
.

2) Une autre approche pour prouver (IV.37) consiste à utiliser

(IV.40) E(e−
1
2λ

2HΓ
α) = exp−

∫ ∞
0

(1− e−
1
2λ

2t)να(t) dt

et à lire (IV.37) sur les mesures de Lévy να données par (IV.10). Ainsi,
(IV.37) est équivalente à

(IV.41)
e−nαx

1− e−x
=

n−1∑
k=0

e−nx(α+k/n)

1− e−nx
(x > 0),

i.e., posant e−x = q < 1, à

(IV.42)
1

1− q =
n−1∑
k=0

qk

1− qn ·

Remarque IV.3.2. — On obtient une démonstration probabiliste
élémentaire de la formule de multiplication de Gauss en utilisant la seconde
démonstration du théorème IV.3.1. Par ailleurs, en termes de v.a. ĤΓ

(cf. proposition I.8.1), (IV.37) s’écrit

ĤΓ
nα

loi==
1
n

n−1∑
k=0

ĤΓ
α+k/n.
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COROLLAIRE IV.3.3. — Faisant α = β/n dans (IV.37), on a

(IV.43) HΓ
β

loi==
1
n2

n−1∑
k=0

HΓ
(β+k)/n.

En particulier, la loi du second membre de (IV.43) ne dépend pas de n.

COROLLAIRE IV.3.4. — Prenant n = 2 et α = 1
2 dans (IV.43) et

itérant la relation obtenue, il vient

(IV.44) HΓ
1

loi==
∞∑
n=1

2−2n
(n)H

Γ
1
2

où dans le membre de droite de (IV.44), les v.a. ((n)H
Γ
1
2
, n ≥ 1) sont i.i.d.

de loi HΓ
1
2
.

Lue à l’aide de (IV.9), la formule (IV.44) s’écrit

(IV.45) Γ(1 + λ) = 22λ
∞∏
n=1

Γ( 1
2 + 2−nλ)√

π
·

C’est la formule de Knar (voir [Er, vol. 1, p. 6] et également [CY, exer-
cice 4.5]).

Lue sur les mesures de Lévy des v.a. HΓ
1 et HΓ

1
2
, (IV.44) est équi-

valente à

(IV.46)
∑
n≥1

q2
n−1

1− q2n =
q

1− q
, q = e−x < 1,

formule qui se vérifie aisément. Ainsi, la formule (IV.46) fournit une
démonstration élémentaire et probabiliste de la formule de Knar.

Remarque IV.3.5. — Exploitant la formule de dualité (IV.14), le théo-
rème IV.3.1 admet la traduction suivante sur les v.a. gamma :

(IV.47)
n−1∏
k=0

γ
1/n
α+k/n

loi==
1
n
γnα,

où les v.a. du premier membre de (IV.47) sont indépendantes. Cette formule
a été obtenue par L. Gordon [Go, th. 6, p. 131] (cf. également [CY, p. 99]).
De même, la formule (IV.44), lue dans la dualité (IV.14), conduit à

(IV.48) 1
2
γ1

loi==
∞∏
p=0

|Np|2
−p
,

où, dans le second membre de (IV.48) les v.a. (Np, p ≥ 0) sont i.i.d. de
loi N (0, 1).
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IV.4. La formule d’addition caractérise la fonction Gamma.

Nous avons vu au paragraphe III que la formule α2Hα
loi== H1

caractérise les v.a. H(µ)
α avec µ = 2. Dans le même esprit, nous avons :

THÉORÈME IV.4.1. — Soit c une mesure satisfaisant à (II.1) et Hα les

v.a. associées par le théorème II.1.2. Supposons que, pour tout n,

(IV.49) Hnα
loi==

1
n2

n−1∑
k=0

Hα+k/n
,

où les v.a. (Hα+k/n, k = 0, 1, . . . , n− 1) sont indépendantes. Alors, il existe

k > 0 tel que c(dx) = k/(x(1− e−x)) dx et

(IV.50) E
(

exp−λ
2

2
Hα

)
=

( Γ(α)
Γ(α+ λ)

)k

exp kλψ(α).

Démonstration. — Les notations sont celles du théorème II.1.2 :
c(dx), ϕ, F et Λ. Écrivant la relation (IV.49) sur les mesures de Lévy, nous
avons

(IV.51)
1
n2
νnα

( u

n2

)
=

n−1∑
k=0

να+k/n(u).

Notant ν′α(u) la dérivée de να(u) par rapport à α,

1
n2
ν′nα

( u

n2

)
=

1
n

n−1∑
k=0

ν′α+k/n(u),

d’où l’on tire

lim
n→∞

1
n2
ν′nα

( u

n2

)
=

∫ α+1

α

ν′β(u) dβ = να+1(u)− να(u).(IV.52)

Notons

(IV.53) ρα(u) = να(u)− να+1(u).

La mesure ρα(u) du est la mesure de Lévy de la v.a. Hα,α+1 (définie par la
proposition II.4.1) et d’après, (IV.52), nous avons, pour γ > 0 :

ρ1(u) =
1
γ2
ργ

( u

γ2

)
.

Soit, en d’autres termes, pour tout α > 0,

(IV.54) α2Hα,α+1
loi== H1,2.
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On peut donc appliquer le théorème III.3.1 à ces v.a. Hα,α+1 : il
existe k > 0 (avec k = ϕ′(1) − ϕ′(2) > 0) tel que Hα,α+1 est associée à la
mesure k/xdx, soit encore d’après (II.11), (II.12),

E(e−
1
2λ

2Hα,α+1) = exp−k
∫ ∞

0

(1− e−
1
2λ

2t) dt
∫ ∞

0

1√
2πt3

(1− e−x
2/2t) e−αx dx.

D’où, puisque να(t) tend vers zéro quand α tend vers l’infini,

να(t) =
∞∑
n=0

(
να+n(t)− να+n+1(t)

)
=
∞∑
n=0

ρα+n(t),

soit

να(t) =
k√
2πt3

∞∑
n=0

∫ ∞
0

e−(α+n)x(1− e−x
2/2t) dx

=
k√
2πt3

∫ ∞
0

e−αx
1− e−x

2/2t

1− e−x
dx,

ce qui, par comparaison avec (II.12) montre que

c(dx) =
k dx

x(1− e−x)
, ϕ(α) = k ψ(α), F (α) =

(
Γ(α)

)k
.

IV.5. Développement en série des v.a. (HΓ
α).

Dans tout ce paragraphe, nous désignons par H(2)
α une v.a. telle que

(IV.55) E(e−
1
2λ

2H(2)
α ) =

(
1 +

λ

α

)
exp−λ

α
·

La v.a. H(2)
α est donc celle définie en III.1.5 : le cas µ = 2, avec k0 = 1. Sa

densité est donnée par la proposition III.2.1.

THÉORÈME IV.5.1. — Pour tout α > 0, on a

(IV.56) HΓ
α

loi==
∞∑
n=0

1
(α+ n)2

Ln,

où (Ln, n ≥ 0) est une suite i.i.d. de loi H
(2)
1 .
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Démonstration. — Nous allons faire deux démonstrations.

1) Puisque (cf. proposition III.2.1), α2H
(2)
α

loi== H
(2)
1 , (IV.56) équivaut à

(IV.57) HΓ
α

loi==
∞∑
n=0

H
(2)
α+n,

où la suite (H(2)
α+n, n ≥ 0) est constituée de v.a. indépendantes. Ainsi,

(IV.56), lue sur les mesures de Lévy, s’écrit (avec des notations évidentes)

νΓ
α(t) =

∞∑
n=0

ν
(2)
α+n(t),

ce qui équivaut, d’après les définitions de ces mesures, à (cf. IV.10)

e−αx

1− e−x
=

∑
n≥0

e−(α+n)x (x > 0).

2) Une autre façon de prouver (IV.57) consiste à voir que

E(e−
1
2λ

2HΓ
α) =

Γ(α)
Γ(α+ λ)

expλψ(α) =
∞∏
n=0

E(e−
1
2λ

2H
(2)
α+n)(IV.58)

=
∞∏
n=0

(
1 +

λ

α+ n

)
e−

λ
α+n .

Mais (IV.58) n’est autre que la formule de Mellin-Weierstrass (voir [Er, p. 6])

(IV.59)
Γ(α)

Γ(α+ λ)
expλψ(α) =

∞∏
n=0

(
1 +

λ

n+ α

)
e−

λ
α+n .

En d’autres termes, la première démonstration du théorème IV.5.1,
basée sur les mesures de Lévy, fournit une démonstration élémentaire de la
formule de Mellin-Weierstrass.

IV.6. Comportement asymptotique des v.a. HΓ
α .

THÉORÈME IV.6.1. — Les deux convergences en loi suivantes ont lieu :

α2HΓ
α

loi
−−→
α→0

H
(2)
1 ,(IV.60)

α
1
3 (1− αHΓ

α)
loi
−−→
α→∞

Z,(IV.61)
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où Z est une v.a. stable d’indice 3
2 , complètement asymétrique, i.e.

(IV.62) E(eiµZ) = exp− 1
3
|µ| 32 (1 + i sgnµ) (µ ∈ R).

La densité fZ de Z vaut

(IV.63) fZ(x) =
1
πx

∞∑
n=1

(−1)n−1
(
3

2
3x

)nΓ( 2
3n+ 1)
n!

sin
2nπ
3
·

Démonstration. — 1) Preuve de (IV.60) : il s’agit de s’assurer que
l’on a E(e−

1
2λ

2α2HΓ
α) −→

α→0
E(e−

1
2λ

2H
(2)
1 ), c’est-à-dire que

Γ(α)
Γ(α(1 + λ))

expλαψ(α) −−→
α→0

(1 + λ) e−λ (λ ≥ 0).

Mais cela résulte de

Γ(α) ∼
α→0

1
α

, ψ(α) ∼
α→0
− 1
α
·

2) Pour prouver (IV.61), il s’agit d’étudier la limite, quand α→∞, de

E exp
(
iλα

1
3 (1− αHΓ

α)
)

et de voir que cette quantité converge vers (IV.62). Pour cela, on commence
par montrer que

(IV.64) E exp
(
− 1

2
λ2α

1
3 (αHΓ

α − 1)
)
−−→
α→∞

e
1
6λ

3
(λ > 0)

en utilisant les formules de Binet (α→∞) :

log Γ(α) =
(
α− 1

2

)
logα− α+

1
2

log 2π +O
( 1
α

)
(cf. [WW, p. 249]),

ψ(α) = logα− 1
2α

+O
( 1
α2

)
(cf. [Er, vol. 1, p. 18]).

Puis on montre, par prolongement holomorphe, qu’on peut remplacer λ par
e

1
4 iπ · 2µ et par e−

1
4 iπ · 2µ dans (IV.64).

3) L’expression de la densité fZ est classique (cf. [Zo]).

Remarque IV.6.2. — Soit Ai la fonction d’Airy :

Ai(z) =
1
2π

∫ ∞
−∞

e
1
3 i(zt+t3) dt(IV.65)

=
1

π32/3

∞∑
n=0

(
3

1
3 z

)nΓ( 1
3 (n+ 1))
n!

sin
2(n+ 1)π

3
·
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Soit a la densité de probabilité définie sur R (cf. [BFSS, p. 5]) par

(IV.66) a(x) = 2 e−
2
3x

3(
xAi(x2)−Ai′(x2)

)
.

La comparaison de (IV.63) et (IV.66) montre que la densité de Z est a.
Notons (cf. [BFSS]) le comportement très asymétrique de a :

(IV.67) a(x) ∼
x→−∞

1
4
√
π
|x|− 5

2 , a(x) ∼
x→∞

2√
π
x

1
2 exp−4x2

3
·

En particulier, Z admet un moment d’ordre δ si et seulement si δ < 3
2 .

Il n’est pas difficile de voir qu’il en va de même pour HΓ
α (cf. proposi-

tion I.3.1).

Remarque IV.6.2. — La transcription, via la dualité (IV.14), de la
convergence (IV.61), s’écrit

(IV.68)
(γα
α

)√α loi
−−→
α→∞

eN ,

où γα est une v.a. gamma de paramètre α et N une variable gaussienne
réduite. Notons que (IV.68) résulte élémentairement du théorème central
limite.

IV.7. Généralisation : v.a. associées aux fonctions de Bernoulli.

On considère ici la mesure

c(dx) =
1

x3−ρ(1− e−x)
dx, ρ > 1.

Cette mesure satisfait à la condition (II.1) et on va pouvoir lui associer une
famille d’Esscher de couples de Wald ((ρ)Xα,

(ρ)Hα). La formule (II.4) est
ici

ϕ′(α) =
∫ ∞

0

x2 e−αx

x3−ρ(1− e−x)
dx =

∞∑
n=0

∫ ∞
0

e−(α+n)xxρ−1 dx(IV.69)

= Γ(ρ)
∞∑
n=0

1
(α+ n)ρ

= Γ(ρ)ζ(ρ, α),

si bien que le cas ρ = 2 est celui des v.a. XΓ
α et HΓ

α . La fonction ϕ est une
primitive de ϕ′, par exemple telle que ϕ(1) = 1. La fonction ϕ est alors la
fonction de Bernoulli d’indice ρ (cf. [Ca, p. 100 et suivantes]).
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IV.7.1. La formule d’addition. — Soit ((ρ)Hα(t), t ≥ 0) le processus de
Lévy dont la valeur au temps 1 a comme loi celle de (ρ)Hα (α > 0, ρ > 1).
Alors, pour tout m entier, on a

(IV.70)
(

(ρ)Hmα

( t

m2−ρ

)
, t ≥ 0

)
loi==

( 1
m2

m−1∑
k=0

(ρ)Hα+k/m(t), t ≥ 0
)
,

où les processus du membre de droite de (IV.70) sont indépendants. Notons
que, pour ρ = 2, on retrouve le théorème IV.3.1.

La formule (IV.70) peut aussi être démontrée à partir de

(IV.71) Pµ(α)+Pµ

(
α+

1
m

)
+ · · ·+Pµ

(
α+

m− 1
m

)
=

1
mµ

[
Pµ(mα)+k

]
,

où Pµ désigne la fonction de Bernoulli d’indice µ et où k est une constante
(cf. [Ca, p. 103, formule (7)]).

IV.7.2. Développement en série. — L’analogue de la formule (IV.57)
est ici

(IV.72) (ρ)Hα
loi==
∞∑
n=0

H
(ρ)
n+α,

où les v.a. H(ρ)
n+α du membre de droite sont supposées indépendantes et ont

été définies au paragraphe III.

V. La famille d’Esscher de couples de Wald
indéfiniment divisibles associée à la fonction

zeta de Riemann.

V.1. Définition de la famille d’Esscher associée à ζ.

Nous allons dans cet alinéa associer à la fonction ζ de Riemann des
v.a. Xζ

α et Hζ
α comme nous l’avons fait au paragraphe IV avec la fonction Γ.

Soit donc

(V.1) ζ(s) =
∑
n≥1

1
ns

(s > 1).

De façon générale, le lecteur intéressé par les liens entre la fonction ζ de
Riemann et les probabilités pourra consulter l’article de P. Biane [Bi].
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Désignant par M : N→ N la fonction de von Mangoldt définie par

M(n) =
{

0 si n n’est pas de la forme pγ (p premier, γ ∈ N∗),
log p sinon,

la formule de Dirichlet (cf. [WW, p. 275]) s’écrit

(V.2)
ζ ′

ζ
(α) = −

∞∑
n=1

M(n)
nα

(α > 1).

Désignons par c(dx) la mesure sur R+ :

(V.3) c(dx) :=
∑
n≥2

M(n)
log n

δlogn(dx),

où δc désigne la mesure de Dirac au point c. Ainsi, en définissant
ϕ(α) = (ζ ′/ζ)(α), on a

(V.4) ϕ′(α) =
∑
n≥2

M(n) log n e−α logn =
∫ ∞

0

e−αxx2c(dx).

On peut donc appliquer le théorème II.1.2 avec c(dx) définie par (V.3) :

THÉORÈME V.1.1. — Pour tout α > 1, il existe des v.a. Xζ
α et Hζ

α

indéfiniment divisibles telles que :

1) Xζ
α est une v.a. centrée ayant des moments de tout ordre et

E(eλX
ζ
α) =

ζ(α+ λ)
ζ(α)

exp−λζ
′

ζ
(α)(V.5)

= exp
∫ ∞

0

(e−λx + λx− 1) e−αxc(dx).

2) On a

E(e−
1
2λ

2Hζ
α) =

ζ(α)
ζ(α+ λ)

expλ
ζ ′

ζ
(α)(V.6)

= exp−
∫ ∞

0

(1− e−
1
2λ

2t)να(t) dt

να(t) =
1√
2πt3

∑
n≥2

M(n)
nα

(1− e−(log2 n)/2t),avec

E(Hα) =
∑
n≥2

M(n)
log n
nα
·(V.7)

3) Le couple (Xζ
α,Hζ

α) forme un couple de Wald indéfiniment divisible.
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En particulier,

E(e−
1
2λ

2Hζ
α) =

[
E(eλX

ζ
α)

]−1(V.8)

= exp−
∫ ∞

0

(e−λx + λx− 1)e−αxc(dx).

Remarque V.1.2. — Les v.a. Xζ
α sont étroitement liées à celles de

Khintchine [Kh, p. 35]) qui prouve l’existence de v.a. Kα telles que

E(eitKα) =
ζ(α+ it)
ζ(α)

(α > 1),

soit encore

(V.9) Xζ
α

loi== Kα −
ζ ′(α)
ζ(α)

·

Les v.a. Kα ont été étudiées récemment par G.D. Lin et C.Y. Hu [LH,
p. 817–828], notamment du point de vue de leur densité. Puisque Xζ

α est
centrée, nous avons (cf. [LH, cor. 1, p. 821])

(V.10) E(Kα) =
ζ ′(α)
ζ(α)

·

Par ailleurs, il n’est pas difficile de décrire la loi des v.a. Kα : soit
(Np, p premier)(1), une suite de v.a. géométriques indépendantes telles que

P (Np = n) = p−nα(1− pα) (n entier, n ≥ 0)

Alors on a
Kα

loi==
∑

p premier

(− log p)Np

d’où

Xζ
α

loi==
( ∑
p premier

(− log p)Np

)
− ζ ′(α)

ζ(α)
·

V.2. Développement en série des v.a. Hζ
α (α > 1).

Nous allons montrer dans cet alinéa que la formule d’Euler

(V.11)
1

ζ(s)
=

∏
p premier

(
1− 1

ps

)
,

fournit un développement en série des v.a. Hζ
α.

(1) p premier signifie ici p = 2, 3, 5, 7, . . .
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Définissons, pour tout entier p premier,

ζp(α) =
pα

pα − 1
,(V.12)

ϕp(α) :=
ζ ′p
ζp

(α) = − log p
( 1
pα − 1

)
= (− log p)

∞∑
r=1

1
prα

,(V.13)

ϕ′p(α) = (log p)2
∞∑
r=1

r e−rα log p =
∫ ∞

0

e−αxx2cp(dx),(V.14)

avec

cp(dx) =
∞∑
n=1

1
n
δn log p(dx)(V.15)

d’où, toujours grâce au théorème II.1.2, l’existence de v.a. (Hζ,p
α , α > 1)

telles que

E(e−
1
2λ

2Hζ,p
α ) =

ζp(α)
ζp(α+ λ)

expλ
ζ ′p
ζp

(α) =
pα+λ − 1
pλ(pα − 1)

exp− log pλ

pα − 1

= exp
(
−

∫ ∞
0

(1− e−
1
2λ

2t)νζp,α(t) dt
)

avec

νζp,α(t) =
log p√
2πt3

∞∑
r=1

1
prα

(
1− e−(r2 log2 p)/2t

)
.(V.16)

La formule d’Euler, écrite sous la forme

(V.17) ζ(α) =
∏

p premier

pα

pα − 1
(α > 1)

conduit, d’après la définition de ζp(α) (cf. (V.12)) à :

THÉORÈME V.2.1. — Pour α > 1, on a le développement

(V.18) Hζ
α

loi==
∑

p premier

Hζ,p
α ,

où les v.a. du membre de droite de (V.18) sont indépendantes.

Notons que (V.18), lue sur les mesures de Lévy, équivaut à

(V.19)
∑

p premier

log p
∑
r≥1

1
prα

(
1− e−(r2 log2 p)/2t

)
=

∑
n

M(n)
nα

(
1− e−(log2 n)/2t

)
.
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Remarque V.2.2. — Il est facile de vérifier sur la définition (V.16) que,
pour deux nombres premiers p et q et β réel tels que β

(
1∧β log q/ log p

)
> 1,

on a

(V.20) Hζ,q
β

loi==
( log q

log p

)2

Hζ,p
βlog q/log p.

V.3. Relation avec la fonction ξ.

Soit ξ la fonction définie par

(V.21) ξ(s) = 1
2
s(s− 1)π−

1
2 s Γ

( 1
2
s
)
ζ(s).

Cette fonction, définie pour Re s > 1, possède en fait un prolongement
holomorphe sur C tout entier, qui est d’ordre 1 (cf. [Pa]). Elle satisfait à
l’équation fonctionnelle ξ(s) = ξ(1− s), s ∈ C. De plus, les zéros de ξ sont
ceux de ζ. Nous allons dans cet alinéa essayer de remplacer la fonction ζ de
l’alinéa précédent par la fonction ξ.

Remarque V.3.1 (définition et discussion de la v.a. Xξ
1
2
).

1) On sait, depuis B. Riemann [Ri] qu’il existe une v.a. Y ≥ 0 telle
que, pour tout s ∈ C

(V.22) E(Y s) = 2ξ(s).

On pourra consulter [BY] et [BPY] pour de nombreuses réalisations de Y ,
en particulier en termes d’excursion brownienne. On a par exemple

Y
loi== ( sup

0≤s≤1
η2
s),

où (ηs, 0 ≤ s ≤ 1) désigne l’excursion brownienne normalisée. Ainsi,
d’après (V.22), on a

ξ( 1
2 + λ)
ξ( 1

2 )
=
E(Y

1
2+λ)

E(Y
1
2 )

=
E(Y

1
2 expλ log Y )
E(Y

1
2 )

,(V.23)

= Ẽ(expλ log Y ).(V.24)

Comme (ξ′/ξ)( 1
2 ) = 0 (puisque ξ( 1

2 + s) est paire), on a avec des notations
évidentes

(V.25) Ẽ(expλ log Y ) =
ξ( 1

2 + λ)
ξ( 1

2 )
exp

(
− λ ξ

′

ξ

(1
2

))
,

si bien que la loi de log Y , sous Ẽ, est bien celle de Xξ
1
2
.
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2) La loi de Xξ
1
2

est-elle indéfiniment divisible ? Non, car d’après (V.22)
et l’argument de la proposition I.5, la fonction ξ n’aurait pas de zéro sur C,
ce qui est absurde.

3) Peut-on cependant associer à Xξ
1
2

une v.a. Hξ
1
2
≥ 0 de façon à ce

que ces deux v.a. forment un couple de Wald ? La réponse à cette question
est fournie par le :

THÉORÈME V.3.2. — 1) (i) Si la conjecture de Riemann est vraie,
il existe une v.a. Hξ

1
2
≥ 0 telle que

(V.26) E(e−
1
2λ

2Hξ

1/2) =
ξ( 1

2 )
ξ( 1

2 + λ)
·

(ii) Soit alors Ĥξ
1
2

(cf. proposition I.8.1) telle que

(V.27) E(eiλĤ
ξ

1/2) = E(e−
1
2λ

2Hξ

1/2) =
ξ( 1

2 )
ξ( 1

2 + |λ|) ·

Alors, la densité de Ĥξ
1
2

est une fonction fréquence de Polya.

2) Réciproquement, s’il existe une v.a. Ĥ, de densité une fonction

fréquence de Polya Λ telle que

(V.28) E(eiλĤ) =
ξ( 1

2 )
ξ( 1

2 + λ)
,

alors la conjecture de Riemann est satisfaite. (Notons qu’on peut insérer

le facteur exp±λξ′( 1
2 )/ξ( 1

2 ) dans les formules (V.26) et (V.27) puisque

ξ′( 1
2 ) = 0!)

D’après [Sch, th. 1, p. 133], la fonction Λ(s) est une fonction fréquence
de Polya si

∀ y1 < · · · < yn, x1 < · · · < xn, det Λ(xi − yj) ≥ 0.

On pourra consulter I.J. Schoenberg [Sch] pour les propriétés de ces
fonctions utilisées dans la démonstration ci-dessous.

Démonstration du théorème V.3.2.

1) (i) La fonction ξ étant holomorphe d’ordre 1 et n’ayant des zéros que
de la forme ( 1

2 + iγ) (c’est la conjecture de Riemann), son développement
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d’Hadamard permet d’écrire

ξ(s) =
∏
γ>0

(
1− s

1
2 + iγ

)(
1− s

1− ( 1
2 + iγ)

)
(cf. [Pa, p. 349), d’où

(V.29)
ξ( 1

2 )
ξ( 1

2 + λ)
=

∏
γ>0

γ2

γ2 + λ2
= E(e−

1
2λ

2Hξ

1/2),

où Hξ
1
2

est la somme de v.a. exponentielles E 1
2γ

2 de paramètre 1
2γ

2 et
indépendantes :

Hξ
1/2

loi==
∑
γ≥0

Eγ2/2

(notons que
∑

1/γ2 <∞). Ceci prouve l’existence de Hξ
1
2
.

(ii) Écrivons maintenant

E(eiλĤ
ξ

1/2) =
∫ +∞

−∞
eiλsΛ(s) ds =

ξ( 1
2 )

ξ( 1
2 + λ)

,

soit ∫ ∞
0

e−λsΛ(s) ds =
ξ( 1

2 )
ξ( 1

2 + iλ)
, |Reλ| < γ0,

avec γ0 tel que toutes les racines de ξ( 1
2 + iλ) sont de valeur absolue ≥ γ0.

Présentons maintenant une autre démonstration du point 1) (ii). La
variable H étant une somme de variables exponentielles indépendantes,
Ĥ a comme densité la convolée de densités de la forme 1

2an e−|x|an , densités
qui possèdent la propriété de Polya, et la propriété de Polya est stable par
convolution (cf. [Sch]).

2) Réciproquement, supposons que (V.28) soit vraie. Toujours d’après
[Sch, th. 1, p. 333], la formule

(V.30) h(λ) :=
∫ +∞

−∞
e−λsΛ(s) ds

définit une fonction holomorphe sur |Reλ| < γ0, pour un γ0 > 0 et on a

(V.31)
1

h(λ)
= C e−γλ

2+δλ
∏
ν

(1 + δνλ) e−δνλ

avec les δν réels, ainsi que, d’après (V.26),

h(iλ) =
∫ +∞

−∞
e−iλsΛ(s) ds =

ξ( 1
2 )

ξ( 1
2 + λ)

·

Ceci prouve que h est une fonction paire et (V.31) devient, après regrou-
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pement des termes opposés

ξ( 1
2 + λ)
ξ( 1

2 )
=

1
h(iλ)

= C e−γλ
2 ∏

(1 + δ2νλ
2)

(en fait γ = 0), ce qui prouve que les zéros de ξ( 1
2 + λ) sont imaginaires

purs.

V.3.3. Existe-t-il des v.a. Hξ
α et Xξ

α pour α �= 1
2 ?

1) Nous dirons qu’une v.a. Xξ
α est du type (ξ, α) si elle satisfait à

(V.32) E(expλXξ
α) =

ξ(α+ λ)
ξ(α)

exp−λ ξ
′

ξ
(α) (λ ≥ 0).

Montrons qu’une telle v.a. existe pour tout α > 0. En effet, puisque d’après
(V.22) il existe Y ≥ 0 telle que

(V.33) E(Y λ) = E
(
expλ(log Y )

)
= 2ξ(λ),

nous en déduisons, en utilisant la transformée de Esscher, l’existence de
v.a. X̃ξ

α telles que

(V.34) E(expλX̃ξ
α) =

ξ(α+ λ)
ξ(α)

(α, λ > 0).

Il suffit alors de poser

Xξ
α = X̃ξ

α −
ξ′(α)
ξ(α)

·

2) Nous ne savons pas s’il existe des v.a. Hξ
α pour α �= 1

2 , i.e. des v.a.
telles que

(V.35) E(e−
1
2λ

2Hξ
α) =

ξ(α)
ξ(α+ λ)

expλ
ξ′(α)
ξ(α)

Par contre sous la conjecture de Riemann, il existe pour α > 1
2 des

v.a. H̃ξ
α ≥ 0 telles que

(V.36) E(e−
1
2λ

2H̃ξ
α) =

ξ(α)
ξ(α+ λ)

=
ξ(α)
ξ( 1

2 )
ξ( 1

2 )
ξ( 1

2 + (α− 1
2 ) + λ)

·

En effet, toujours sous la conjecture de Riemann, (V.36) est vraie parce
qu’il existe une v.a. H̃ξ

1
2

(cf. théorème V.3.2, point 1) et grâce au
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LEMME V.3.4. — Si H ≥ 0 et si α > 0, alors

ρ(λ) :=
E(exp− 1

2 (α+ λ)2H)
E(exp− 1

2 α
2H)

est la transformée de Laplace en 1
2λ

2 d’une v.a. ≥ 0.

Démonstration. — On a

E
(
exp− 1

2
(α+ λ)2H

)
= E

(
exp− 1

2
α2H − 1

2
λ2H − αλH

)
= E

(
exp− 1

2
α2H − 1

2
λ2H − 1

2
λ2TαH

)
,

où (Tβ , β ≥ 0) est un subordinateur stable d’indice (1
2 ) indépendant de H.

VI. Appendice.

VI.1. Définition d’un µ-couple de Wald indéfiniment divisible
(0 < µ ≤ 1

2 ).

On se propose maintenant de définir un µ-couple de Wald (X,H(µ))
de v.a. indéfiniment divisibles, i.e. tels que

(VI.1) E(eλX)E(e−λ
1/µH(µ)

) = 1.

Le cas µ = 1
2 est celui qui a été étudié tout au long de ce travail. Nous

donnons deux définitions de Hµ : l’une directe (cf. théorème VI.11), l’autre
par subordination à partir de H

1
2 (proposition VI.1.2).

Soient µ ∈ ]0, 1[ et (T (µ)
x , x ≥ 0) le subordinateur stable d’indice µ.

Notons p(µ)(x, t) (t ≥ 0) la densité de T (µ)
x . On a donc

E(e−
1
2 λ

1/µT (µ)
x ) = exp−xλ

= exp
(
− xµ 2µ

Γ(1− µ)

∫ ∞
0

(1− e−
1
2 λ

1/µt)
dt
t1+µ

)
(VI.2)

=
∫ ∞

0

e−
1
2 λ

1/µtp(µ)(x, t) dt.(VI.3)

Notons que la normalisation choisie dans (VI.2) est telle que pour µ = 1
2 ,

(VI.4) E
(
e−

1
2λ

2T
( 1
2 )

x
)

= exp−xλ = exp
(
− x√

2π

∫ ∞
0

(1− e−
1
2λ

2t) dt
t

3
2

)
.
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THÉORÈME VI.1.1. — Soit c une mesure positive sur R+ telle que∫∞
0

(x2 ∧ x) c(dx) < ∞ et soit µ ∈ ]0, 1
2 ]. Alors il existe un µ-couple de v.a.

indéfiniment divisibles tel que :

1) On a

(VI.5) E(eλX) = exp
∫ ∞

0

(e−λx + λx− 1) c(dx).

2) On a H(µ) ≥ 0 et

E(e−
1
2 λ

1/µH(µ)
) = exp

(
−

∫ ∞
0

(1− e−
1
2 λ

1/µt)νµ(t) dt
)

(VI.6)

avec

νµ(t) =
µ 2µ

Γ(1− µ)
1

t1+µ

∫ ∞
0

(
1− t1+µΓ(1− µ)

xµ 2µ
p(µ)(x, t)

)
x c(dx).(VI.7)

3) On a E(eλX)E(e−
1
2 λ

1/µH(µ)
) = 1, i.e.

(VI.8) E(e−
1
2 λ

1/µH(µ)
) = exp

(
−

∫ ∞
0

(e−λx + λx− 1) c(dx)
)
.

Démonstration. — Le cas µ = 1
2 ayant déjà été traité, nous

supposerons donc que 0 < µ < 1
2 . L’existence des v.a. X et H(µ) se montre

exactement comme pour le théorème I.1.1. Il suffit donc de voir que :

1) νµ(t), définie par (VI.7), est positive ;

2) (VI.8) est vraie.

1) Positivité de νµ. — Cela résulte du lemme suivant :

LEMME VI.1.2. — Pour tout µ ∈ ]0, 1
2 [, pour tout t et tout x > 0, on a

(VI.9)
µ 2µ

Γ(1− µ)
1

t1+µ
≥ p(µ)(x, t)

x
·

Démonstration. — On déduit de (VI.2) que, pour γ ≥ 0, on a

(VI.10) exp(−x 2µγµ) =
∫ ∞

0

e−γtp(µ)(x, t) dt.
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Soit, par dérivation par rapport à γ,

(VI.11) µ 2µγµ−1 exp(−x 2µγµ) =
∫ ∞

0

e−γt
t p(µ)(x, t)

x
dt.

Par ailleurs, pour γ > 0, on a d’après (IV.11)

(VI.12)
∫ ∞

0

e−γt
( µ 2µ

Γ(1− µ)
1
tµ
− t pµ(x, t)

x

)
dt

= µ 2µγµ−1 − µ 2µγµ−1 exp(−x 2µγµ).

D’où, en notant g le membre de gauche de (VI.12),

g = µ2µγµ−1(1− e−x2µγµ)

et en dérivant (VI.12) par rapport à x,

(VI.13)
∂g

∂x
= µ 22µγ2µ−1

∫ ∞
0

e−γtp(µ)(x, t) dt.

Mais puisque γ �→ γ2µ−1 est une transformée de Laplace en γ, car 2µ−1 < 0,
on a

(VI.14)
∂g

∂x
= kµ

∫ ∞
0

e−γt dt
∫ t

0

1
s2µ

p(µ)(x, t− s) ds

avec kµ = µ 22µ1/Γ(1− 2µ). D’où, puisque g s’annule pour x = 0,∫ ∞
0

e−γt
( µ2µ

Γ(1− µ)
1
tµ
− t p(µ)(x, t)

x

)
dt

= kµ

∫ ∞
0

e−γt dt
∫ x

0

dy
∫ t

0

1
s2µ

p(µ)(y, t− s) ds,

ce qui prouve que
µ 2µ

Γ(1− µ)
1
tµ
− t p(µ)(x, t)

x
≥ 0,

ce qui est le lemme VI.1.2.

Prouvons maintenant le point 3) du théorème VI.1.1. On a∫ ∞
0

(1− e−
1
2 λ

1/µt) νµ(t) dt =
∫ ∞

0

x c(dx)
[ ∫ ∞

0

µ 2µ

t1+µΓ(1− µ)
(1− e−

1
2 λ

1/µt) dt

−
∫ ∞

0

p(µ)(x, t)
x

dt+
∫ ∞

0

e−
1
2 λ

1/µt p
(µ)(x, t)
x

dt
]

=
∫ ∞

0

x c(dx)
[
λ− 1

x
+

e−λx

x

]
d’après (VI.2)

=
∫ ∞

0

(e−λx + λx− 1) c(dx).(VI.15)

Notons que (VI.15) implique
∫∞
0

(t ∧ 1) νµ(t) dt <∞.
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VI.2. Une autre définition de H(µ).

Soit c une mesure positive telle que
∫∞
0

(x2 ∧ x) c(dx) < ∞ et soit H
la v.a. définie par le théorème I.1.1.

PROPOSITION VI.2.1. — Pour tout µ ∈ ]1, 1
2 [, on a

(VI.16) H(µ) loi== T
(2µ)
1
2 H

où (T (2µ)
u , u ≥ 0) et 1

2H sont indépendants.

Démonstration. — On a, d’après (VI.2)

E
(
e−

1
2 λ

1/µT
(2µ)
H/2

)
= E

(
exp− 1

2
H 22µ λ2

22µ

)
(VI.17)

= E(e−
1
2λ

2H) = E( e−
1
2 λ

1/µH(µ)
),

la dernière égalité résultant de (VI.5).

Remarque VI.2.2. — Le théorème VI.1.1 donne la mesure de Lévy
de H(µ) et la formule de subordination (I.58) donne également la mesure
de Lévy de H(µ). D’où, par identification

µ 2µ

Γ(1− µ)
1

x1+µ

∫ ∞
0

(
1− x1+µ

yµ 2µ
p(µ)(y, x)

)
y c(dy)

=
∫ ∞

0

p(2µ)(t, x)2ν(2t) dt(VI.18)

=
∫ ∞

0

p(2µ)(t, x)
dt

2
√
πt3

∫ ∞
0

(1− e−y
2/4t)y c(dy)(VI.19)

où ν(t) dt est la mesure de Lévy de H (cf. (I.4)). La formule (VI.18)-(VI.19)
étant vraie pour toute mesure c, on en déduit que

µ 2µ

Γ(1− µ)
1

x1+µ
=

1
2

∫ ∞
0

p(2µ)(t, x)
dt√
πt3

,(VI.20)

p(µ)(y, x) = 2
∫ ∞

0

p(2µ)(t, x)p( 1
2 )(y, 2t) dt.(VI.21)

On peut alors observer que (VI.20) et (VI.21) se vérifient directement :

• (VI.20) se vérifie par subordination (cf. (I.58)), puisque l’on a
T

(2µ)

T (1/2)
loi== c T (µ) avec c = 21/2µ ;

• (VI.21) se vérifie en montrant que les transformées de Laplace (en x)
des deux membres de (IV.21) sont égales.
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VI.3. Les v.a. H(µ),Γ
α .

Soit, pour α > 0 et µ ∈ ]0, 1
2 [, une v.a. H(µ),Γ

α telle que

(VI.22) E(e−
1
2λ

1/µH(µ),Γ
α ) =

Γ(α)
Γ(α+ λ)

eλψ(α).

La plupart des théorèmes du paragraphe IV se généralisent aux
v.a. H(µ),Γ

α . Par exemple, pour tout n entier, on a

(VI.23) H(µ),Γ
nα

loi==
1

n1/µ

n−1∑
k=0

H
(µ),Γ
α+k/n.

Le développement en série (IV.56) s’écrit

(VI.24) H(µ),Γ
α

loi==
∞∑
n=0

1
(α+ n)1/µ

H
(µ),(2)
1,n

avec, pour le second membre de (VI.24), les v.a. H(µ),(2)
1,n i.i.d. telles que

(VI.25) E(e−
1
2λ

1/µH
(µ),(2)
1,n ) =

(
1 +

λ

α

)
e−

λ
α .

Notons toutefois une différence dans le comportement asymptotique des
v.a. H(µ),Γ

α quand α→∞. On a ici, pour 0 < µ < 1
2

(VI.26)
(α

2

)1/2µ

H(µ),Γ
α

loi
−−→
α→∞

T
(2µ)
1 .

(comparer avec le théorème IV.6.1).
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F(λ) c(dx) Xα Hα να(t)

1
λk

(k > 0)
k

x
1x>0 dx

X(2)
α =

1
α

(k − γk)

(α > 0)

H(2)
α (α > 0)

H(2)
1 ∼1

γ 3
2

si k = 1

k√
2πt3

∫ ∞
0

(1− e−
x2
2t )

e−αx dx (α > 0)

§ III.1.5

§ III.2

Γ(λ)
1

x(1− e−x)
1x>0 dx

XΓ
α = (log γα)− ψ(α)

(α > 0)

HΓ
α (α > 0)

1√
2πt3

∫ ∞
0

(1− e−
x2
2t )

e−αx

1− e−x
dx

§ IV

Γ(λ)
Γ(δ + λ)

(δ > 0)
1− e−δx

x(1− e−x)
1x>0 dx

XΓ
α,α+δ = log βα,δ

−(ψ(α)− ψ(α+ δ))
HΓ
α,α+δ

1√
2πt3

∫ ∞
0

(1− e−
x2
2t )

e−αx − e−(α+δ)x

1− e−x
dx

Rem. IV.1.5

exp
{
Kγ+1

(∥√
4b(a+ λ)

)(∥ b

a+ λ

) 1
2 (γ+1)

} ∥
a, b, γ > 0

1
2 x

γ exp−(ax+ b
x )1x≥0 dx

1
2
√

2πt3

∫ ∞
0

(1− e−
x2
2t )xγ−1

exp−(ax+ b/x+ αx) dx

Ex. II.1.3

exp
(∥ b
b+ λ

)a
b, a > 0

ba

Γ(a)
xa−1 e−bx 1x≥0 dx

ba

Γ(a)
√

2πt3

∫ ∞
0

(1− e−
x2
2t )

xa−2 e−(b+α)x dx
Ex. I.1.5

ζ(λ)
∑
n≥2

M(n)
log n

δlog n(dx) Xζ
α (α > 1) Hζ

α (α > 1)
1√
2πt3

∑
n≥2

M(n)
nα

(1− e−
log2 n

2t ) § V.1

ζp(λ) =
pλ

pλ − 1
(p premier)

∑
n≥1

1
n
δn log p(dx) Xζ,p

α (α > 1) Hζ,p
α (α > 1)

log p√
2πt3

∑
n≥1

1
pnα

(1− e−
n2 log2 p

2t ) § V.2

exp
kλ2−µ

2− µ
0 < µ < 1, k > 0

k
1− µ
Γ(µ)

1
x3−µ 1x>0 dx

k√
2πt3

1− µ
Γ(µ)

(α > 0)∫ ∞
0

(1− e−
x2
2t )

e−αx

x2−µ dx
§ III.1.2

exp−kλ
2−µ

2− µ
µ > 1, µ �= 2, k > 0

k
µ− 1
Γ(µ)

1
x3−µ 1x>0 dx

k√
2πt3

µ− 1
Γ(µ)

∫ ∞
0

(1− e−
x2
2t )

e−αx

x2−µ dx (α > 0)
§ III.1.4

c, image de
σ(dy)⊗ du

par (y, u) �→ f(u)

(α = 0)

X0 = C−
∫ ∞

0

f(u) dΣu

C =
∫ ∞

0

∫ ∞
0

f(u)y duσ(dy)

(Σu, u ≥ 0)
subordinateur de mesure
de Levy σ sans

avec

dérive

§ I.2.3

F(λ) = exp(q e−λα)

q, a > 0
qδa(dx)

Xα = a(q e−αa −Nq e−αa)

(Nt, t ≥ 0) est un processus
de Poisson standard (α ≥ 0)

qa e−αa√
2πt3

(1− e−
a2
2t ) § I.2.1
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BP 239
54506 Vandœuvre Les Nancy Cedex (France)
roynette@iecn.u-nancy.fr

Marc YOR,
Université Paris VI
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