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APPROXIMATION VARIATIONNELLE
DES PROBLÈMES AUX LIMITES

par Jean CEA

Introduction

Dans l'étude d'un problème aux limites menée jusqu'aux
applications numériques il y a essentiellement trois stades :

1er stade: On se préoccupe de savoir si le problème est
bien posé, c'est-à-dire, s'il a une solution unique dans un
sens classique ou plus souvent dans un sens généralisé (le
sens classique étant trop restrictif) ; supposons que le pro-
blème soit posé sous la forme suivante : déterminer u tel que

(I) Au == f dans un ouvert Q de R"

et que

(lï)j Bju = 0 sur la frontière F de Q, / = 1, . . . , J.

2e stade: En général la solution u ne peut être explicitée,
on construit alors des « problèmes approchés », on démontre
l'existence et l'unicité de la solution (dite approchée) de
chacun de ces problèmes et on montre enfin que ces solutions
approchées convergent (dans un certain sens) vers u.

3e stade: On résout effectivement le problème approché.
Notre travail se situe dans le deuxième stade : nous donnons
un procédé convergent d'approximation systématique des solu-
tions faibles d'une vaste classe de problèmes aux limites
elliptiques. (Le cas des problèmes d'évolution fera l'objet
d'une publication ultérieure.)
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Chapitre 1 (Théorie générale). Le problème (P) dont on
cherche une approximation de la solution u est le suivant :
déterminer u dans V tel que

(III) a(u, v) == L(^) pour tout v s V

où V est un espace de Hilbert, a(u, v) est une forme sesqui-
linéaire continue sur V X V et L(^) est une forme linéaire
continue sur V. (Dans de nombreux exemples, la solution
d'un problème du type précédent vérifie dans un sens faible
des équations de la forme (I) et (II)j). Le problème (P) est
dit associé au triplet |V, a(u, ^), L(^) j . On donne une famille
de triplets |V/i, a^u^y ^/i), L/»(^/i)j auxquels sont associés les
problèmes approchés (P/i) et une famille d'opérateurs linéaires
Ph et r^

V c V c F
r^/Ph

V,

où T) est dense dans V qui est fermé dans l'espace de Hilbert F.
Sous certaines hypothèses « H » (Resp. « K ») les problèmes (P)
et (P/i) ont des solutions uniques u et u/i et de plus p/»u/i converge
vers u dans F faible (Resp. Fort).

Chapitre 2 : Nous prenons F = V ; nous retrouvons la
méthode de Galerkin, des résultats de Huet [8] sur les phéno-
mènes de perturbation singulière dans les problèmes aux limites
et des résultats de Lions [13] sur l'approximation de certains
problèmes par des problèmes de Neumann ou de Dirichlet.

Le chapitre 3 : essentiellement technique est consacré à
l'étude des fonctions étagées en vue du chapitre suivant.

Chapitre 4 : V est alors contenu dans F ; nous donnons un
procédé d'approximation systématique des problèmes d'ordre 2,
des problèmes de transmissions, d'élasticité et de type mêlé
d'ordre 2m. Nous montrons aussi comment en partageant
l'ouvert Q en Qi et Q^ nous pouvons utiliser la méthode de
Galerkin (Resp. des différences finies) pour l'approximation
de u dans ûi (Resp. Qg)- D^ méthodes voisines de celles
des chapitres 2 et 4 sont présentées dans [6], [12], [13] et [14].

Chapitre 5 : lorsque l'espace V/i est de dimension finie N(A),
le problème (P^) est en fait un système de Cramer de N(A)
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équations linéaires à N(A) inconnues. Nous donnons quelques
propriétés des matrices associées aux problèmes (P/») et des
indications sur la programmation de ces problèmes. Enfin
nous donnons quelques-uns des résultats des essais numériques
effectués sur ordinateur I.B.M. 704.

Qu'il me soit permis d'exprimer ici toute ma profonde
gratitude à M. Lions non seulement pour m'avoir suggéré
les méthodes et les applications exposées dans ce travail mais
aussi pour les conseils et les encouragements qu'il n'a cessé
de me prodiguer.

Je suis heureux d'exprimer ma reconnaissance à M. de Possel
qui a bien voulu présider le Jury et qui a facilité mon travail
au Centre Biaise Pascal.

Mes remerciements vont également à M. Bruhat qui nous
a fait l'honneur de participer au Jury.
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CHAPITRE PREMIER

THÉORIE GÉNÉRALE

1. Problèmes variationnels elliptiques.

Nous allons rappeler brièvement la position variationnelle
des problèmes aux limites elliptiques. On pourra voir une
étude systématique de ces problèmes dans [10], [11] et [15].

1.1. — Position wriationnelle des problèmes aux limites elli-
ptiques :

On donne un triplet

|V,a(u,^), L(^

où V est un espace de Hilbert, a(u, ^) est une forme sesqui-
linéaire continue sur V X V, i.e. une application : u, v —> a(u, v)
de V X V dans C (corps des complexes) qui soit linéaire en u,
semi (ou anti) linéaire en ^, avec

|a(u, v}\ -^ CiH^I 1 .1 ]^ [[, Ci = constante

et enfin, où L(^) est une forme anti-linéaire continue sur V(1).

DÉFINITION 1.1. — La forme a(u, ^) est V-elliptique si

(1.1) |a(^, ^)| ̂  a|H|^ pour tout v e V

le coefficient a étant un nombre positif indépendant de v.

Problème 1.1. — Déterminer u dans V vérifiant

(1.2) a(u, P) = L(^) pour tout v e V.

(1) Dans la suite, nous supposerons que tout triplet (qu'il dépende d'un paramètre
ou non) vérifiera les hypothèses précédentes.



352 j. CEA

THÉORÈME 1.1. — Si la forme a(u, v) est V-elliptique, alors,
le problème 1.1 admet une solution unique.

1.2. — Exemple:
Soit û un ouvert borné dans R" de frontière F qui sera,

par exemple, une variété de dimension n — 1, une fois
continûment difîérentiable, Q étant d'un seul côté de F. On
désigne par ?(0) l'espace des (classes de) fonctions u e L^Q)

telles que les n dérivées (au sens des distributions) „— soient
aussi dans L^Q). Muni du produit scalaire l

(1.3) (u, v} = V F DiU.D^dx + f wdx, D, = -ô-
»=iJû Jû ^i

c'est un espace de Hilbert. Si Fi est un morceau de F, Fa
désignant le reste de la frontière, on prend pour V le sous-
espace vectoriel fermé de ?(0) des fonctions u de H^Q)
nulles sur Fi. On prend, d'autre part,

(1.4) a(u, ^) = S /Q D^ .̂  dx + \^ w Ay, À e C
i==l >/

et

(1.5) L^)=f^dx+f^g^d^

où rfo" est « l'élément d'aire » sur F, f est une fonction donnée
dans L^Q) et g est une fonction donnée, définie sur Fg et
continue par exemple.

Si l'on suppose que Ro X(== partie réelle de À) > 0, alors

Rea(^, ^ ) > i n f ( I , ReX) |Hrv
et par suite

|a(^, ^ ) | > i n f ( I , ReX)]]^

si bien que la forme sesquilinéaire a{u, v) est V-elliptique, et
on a le résultat suivant : l'équation

/ n , > — r — r - r —
(1.6) ) ^ Jû Dlu •Dl^ rfa; + ̂ Vû w rflr === Jû ̂  ̂  + Jl\ g^ dŒ

\ pour tout p e V

admet une solution unique u dans V.
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En utilisant formellement la formule de Green, on inter-
prète facilement le problème précédent, il vient en effet

r (— Au + u)v dx + ( ç ̂  da\ + r ^^Œ
(1.7) -Y / \Jr^n ) ' Jr^n

= j fv dx + /p g^ ^0' pour tout v e V

où — désigne la dérivée normale extérieure à F. Dans (1.7),

l'intégrale ( — v d(J est nulle puisque les fonctions v de V

sont nulles sur Fi, il s'agit donc du problème de type mêlé
suivant :

— Au + u == f dans Q

(1.8) ^=g surF,

u == 0 sur Pi.

2. Généralités sur les approximations.

Pour approcher la solution u dans V du problème (P) défini
par le triplet

^V,a(u,p), L(P)|

nous chercherons une suite d'éléments u^ qui converge vers u
(dans un sens à préciser) lorsque h tend vers zéro.

DÉFINITION 2.1. — Une approximation est dite interne
(Resp. externe) lorsque u est approché par des éléments de
V (Resp. d'un espace contenant V).

Nous introduirons donc un espace F contenant V. Les problèmes
voisins (ou approchés) (P/i) seront définis^ en toute généralité^
par la donnée de

|V\, a^Uh, ^), L/»(^)j.

Pour assurer le lien entre les problèmes (P) et (P/,) nous intro-
duirons deux opérateurs linéaires p^ et r/i :

^:V-^V,
P.:V,->F
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enfin nous approcherons la solution u de (P) par p^ u^ u^ étant
la solution de (P/i), nous obtiendrons ainsi des théorèmes de
convergence dans l'espace F.

3. Les théorèmes d'approximations.

3.1. — On donne les triplets

|V,a(u^),LM|
et |V^, a^u/», (^), U(^)j

auxquels sont associés les problèmes (P) et (P/i).

Problème (P). — Déterminer u dans V vérifiant

(3.1) a(u, v) = L(P) pour tout v e V.

Problème (P/i)- — Déterminer u/i dans V\ vérifiant
(3.2) a/»(^, ^) = U(^) pour tout ^ e V^.

Nous ferons les hypothèses, de V et V/»-ellipticité, suivantes

(3.3) |a(^, ^)| > aJI^Fv pour tout 9 e V, a > 0,
(3.4) |a^(^, ^)| > a|]^[|^ pour tout ^ e V^.

On donne maintenant un espace V et un espace de Hilbert F
tels que :

T î c V c F
l'espace V, n'étant pas nécessairement fermé ou dense dans F;
puis un opérateur p^ e Ï(V/i, F) et enfin un opérateur linéaire r/,
de ï) dans V/»; nous supposerons en outre, que

(3.5) INkv,.p)<Co

où Co est une constante donnée positive.
3.2. — Nous faisons maintenant les hypothèses suivantes :

Hypothèse (H 1). — Si la suite des éléments u^ de V/i est
bornée, i.e

(3.6) IKIK<Ci
compte tenu de (3.5) on a

(3.7) ll/wllp < CoCi
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et par conséquent, la suite p/i^/i es^ bornée dans F ; nous savons
qu'il est possible d'extraire une sous-suite p^.u^ qui converge
faiblement dans F vers un certain élément u^ de F(1).

Nous supposons que :
i) ux est dans V (et non seulement dans F) ;
n) lim a/^ (u/ip y\.^) == 0(1^, v) pour tout v e U

h,=o

Hypothèse (H 2). — Nous supposons que
i) |L/»(^)| < CglHlv^ pour tout ^ e V^
Cg étant une constante donnée
ii) lim L^(r^) == L(^) pour tout v e "ï).

h==o

Nous allons démontrer le

THÉORÈME 3.1 OU (THÉORÈME GÉNÉRAL DE CONVERGENCE
FAIBLE). — Sous les hypothèses H 1 et H 2, nous avons

lim p/»u/i == u dans F faible (2)
h=o

où u et Uh, désignent les solutions uniques des problèmes (P)
et (P,).

Démonstration. — Les formes sesquilinéaires a(u, P) et
^/i(^/o ^h) étant V et V/»-elliptiques (par hypothèse), les pro-
blèmes (P) et (P/i) admettent des solutions uniques u et u^
(Cf. [10]).

Dans l'équation approchée (3.2) faisons p/i == u/»,

(3.8) a^u^ Uf,) = U(^)

d'où

(3.9) K(u,, u,)| = |L,(̂ )|.

Nous majorons et nous minorons respectivement les 2e et 1er

membres de (3.9) à l'aide de (3.4) et de (H2) i) :

aiH|̂  < CM^
d'où INk^

(1) Dans 3.2. il suffit que F soit un espace de Banach réflexif.
(2) Dorénavant dans toutes les questions de convergence nous omettrons h == 0

ou h-^0.



356 j. CEA

et enfin, compte tenu de (3.5) il vient :

(3.10) Mh^^

Nous pouvons donc extraire une sous-suite ph^ qui
converge, faiblement dans F, vers un élément u^ de F; mais
d'après l'hypothèse (H 1) nous savons que

i) u^ est dans V.

(3.11) ii) lim a^.(u^., r^v) •== a(u^y v) pour tout ^ e U

Dans l'équation approchée

^•(^., (\.) = W^/J pour tout ^, e V^,

nous prenons .̂ == r^.p, v étant un élément quelconque de V,
il vient

(3.12) a^{u^ r^) = L^.(r^) pour tout v e ̂

Lorsque Ai —> 0, compte tenu de (3.11) et de (H 2) u), l'égalité
(3.12) conduit à :

^(u^ ^) == L(^) pour tout v e U

Mais (^ étant dense dans V, et le problème (P) admettant une
solution unique u, nous avons

u = ux.

On démontrerait de même que pour toute sous-suite p^
de phUh, il existe une sous-suite p^u^ telle que

lim p^u/c, == u dans F faible

c'est donc que la suite originelle p^Ufi converge vers u dans F
faible.

Remarque 3.1. — Lorsque l'approximation est interne (ou
encore lorsque V == F) l'hypothèse (H 1) i) est automatique-
ment vérifiée; de plus l'hypothèse (H 1) ii) est équivalente à :

(H 1)' ii) lim \a^(u^ r^)
— a(p/i,u/i,, ^) \ = 0 pour tout v e U
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En résumé, dans le cas d'une approximation interne, nous
remplacerons l'hypothèse (H 1) par:

Hypothèse (H 1)'. — Si la suite des éléments u/i de ^ est
bornée, i.e.

INIv,<Ci
alors

lim \ a/»(uft, r^y) — a{p^u^ ^ )} = 0 pour tout v e ï>.

3.3. — Nous allons établir maintenant un théorème de
convergence forte; nous conservons les données du 3.1 et
nous faisons les hypothèses suivantes :

Hypothèse (KO). — ï) l'espace V est fermé dans F:

(u, ^)v = (u, p)p pour tout u, v e V;

ii) la forme sesquilinéaire a(u, v) est la restriction aV X V
d'une forme sesquilinéaire, encore notée a(u, ^), définie et
continue sur V X V et sur p^V/» X p/iV\; de plus

(3. 13) |a(u, u)| ̂ a[|u[||- pour tout u dans V ou dans p/iV^.

Hypothèse (Kl) . — Si la suite des éléments u/i de V\ est
bornée,

IN|v,<c,
alors

ï) il existe un élément i^ de l'espace V et une sous-suite MA.
tels que :

lim phUh. = ̂ x dans F faible

(comme dans 3.2 nous savions, a priori^ que i^ était dans F);
ii} lim \a^(u^ r^y) — a{p^u^ ^ )} = 0 pour tout (/ e ï);
iii) lim ^(u^, i^) —a(p^, P/i^)^ = 0.

Hypothèse (K 2). — Nous supposons que
ï) |L^)| < CaJ |̂ | |v^ pour tout ^ e VA;
u) lim L^r/^) == L(^) pour tout v e °D;
iii) si la suite des éléments 14 de V^ est bornée, alors

lim \ L(phUh) — Lh(uh)} = 0.
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Nous allons démontrer le :

THÉORÈME 3.2 (OU THÉORÈME GÉNÉRAL DE CONVERGENCE

FORTE). — Sous les hypothèses (KO), (Kl) , (K 2)

Km phUh, == u dans F fort

où u et u/i désignent les solutions uniques des problèmes (P)
et (P,).

Démonstration. — II est clair que toutes les hypothèses du
théorème de convergence faible sont vérifiées ; nous avons donc :

(3.14) lim phUh = u dans F faible

et par suite

(3.15) lim a(p/^, u) == a(u, u),
(3.16) lim a(u, p^Uh) == a(u, u),
(3.17) lim L(p^) = L(u).

Comme L(p^u/») et U(^A) ont même limite (voir hypothèse
(K 2) iii)) on a

(3.18) lim U(u,) = L(u).

Si maintenant, dans les équations (3.1) et (3.2) nous faisons
y == u et ^ = u/», nous obtenons

a(u, u) == L(u),
ûh(u^ Uh) = L^Uh)

et par passage à la limite, compte tenu de (3.18), il vient

(3.19) lim a/»(u/», u^ = a{u, u)

et par conséquent (voir hypothèse (K l ) iii))

(3.20) lim a{p^ p/»u/») == a(u, u).

Nous avons

(3.21) | a(pi,Uh — u, pf,Uh — u)
== ^(phUh, phUh) — a(phU^ u) — a(u, p^) + a(u, u)}
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si bien que, compte tenu de (3.20), (3.16) et (3.15) il vient

lim aÇphU^ — u, p^ — u) = 0

et puisque a(u, v) est elliptique

lim \\p^ — uj lp = 0 C.Q.F.D.

4. Les problèmes « approchés ».

Nous supposons que V/i est un espace de dimension finie
N(A); Soit eii, i === 1, 2, . . . , N(/i) une base de cet espace,
l'équation approchée

(4.1) a^(u^ ^) = U(^) pour tout ^ e V^

se traduit par

<^(^, ^) ^ U(^) pour tout / == 1, 2, . . ., N(A).
Si

N(/i)

^h = S ul^1/*-

On a
a/»(Si4^, ^)== U(^) pour / = 1, 2, . . . , N(A)

ou encore
N(h)

(4.2) S ^^(^ ^) = L,(^) pour / = 1 , . . . , N(/i).

En résumé, dans le cas où V(/i) est de dimension finie, l'équa-
tion approchée (4.1) se met sous la forme (4.2). Il est clair
que (4.2) est un système de N(A) équations à N(/i) inconnues
(les composantes de u/i) ; d'autre part, ce système est de Cramer
puisque le problème approché admet une solution unique u/i.



CHAPITRE II

APPROXIMATIONS INTERNES

1. Plan général d'étude des approximations internes.

Nous prendrons toujours V = F et nous nous ramènerons
aux théorèmes de convergence du chapitre i suivant le plan
qui suit :

Point D 1. — II est consacré au problème exact (P) associé
au triplet

^ |V,a(u^),L(^.
Un vérifiera que

K^? ^)1 ̂  ^Ml^ pour tout v e V, a > 0.

Point D 2. — II est consacré aux problèmes approchés (P^)
associés aux triplets

{^h, a^, ̂ ), U(^)j

on construira les problèmes (P^) et on vérifiera que :

l^/o ^)| > a 11^11^ pour tout ^ e V^.

Pom( D 3. — On définit les opérateurs ?„ et r^ et l'espace ï);
on montrera que

ll^lkv,,v)<Co.
^ Poin( V 1 (sur les formes sesquilinéaires approchées). — II

s'agit de vérifier que :
INk<Ci

entraîne

lim | a^u^ r^) — a(p^ ?) î = 0 pour tout v e ̂
fl==0
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et de plus, dans le cas du théorème de convergence forte

lim \a^u^ Uk) —a{p^ p^}} = 0.

Point V 2 (sur les formes linéaires approchées). — II s'agit
de vérifier que :

|U(^)| < Cg] H |v/, pour tout ^ e V\
et que

lim L^(r^) = L(^) pour tout v es ̂
/l==0

De plus, dans le cas du théorème de convergence forte, nous
devons montrer que :

IMk<Ci
entraîne

lim | U(^) — L(p^) \ = 0.

2. Rappels et notations.

2.1. — Quelques espaces fonctionnels.
Soit Q un ouvert quelconque de R". On désigne par L^Q)

l'espace des (classes de) fonctions de carré sommable sur Q,
et par 3)(Q) l'espace des fonctions indéfiniment difîérentiables
et à support compact contenu dans Q. On pose

DP = D?1 . . . DS", D, == -^
ô -̂

et
Ipl = Pi + • • • + Pn? Pi entier non négatif.

On définit (l'espace de Sobolev) H^Q) par

H^Q) ^ luID^eL^Û), |p|<m|

si u est dans H^Q), on pose

(2.1) |HlH-(û)- S L\^uWdx.
IPI^m^2

On vérifiera que l'espace ?(0), muni de la norme (2.1) est
un espace de Hilbert. On désigne maintenant par H;"(Q)
l'adhérence dans H^Q) du sous-espace 3)(Q). Si Q == R" alors
H^R") == H^ÇR"), mais en général

?(0) ̂  H?(Q).
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2.2. — Supposons maintenant que la frontière F de Q soit
régulière (par exemple : F est une variété de dimension n — 1,
indéfiniment différentiable et Q est d'un seul côté de F). On
montre alors qu'il existe un opérateur (de prolongement)
ir de H^Q) dans H^R") tel que

nu(x} = u(x) p.p. sur Q, pour tout ue ?"(0).

On dit que Q a la propriété de m-prolongement s'il existe une
application linéaire continue u —> Pu de H^Q) dans H^R")
pour r entier, 0 <; r ̂  m, tel que Pu == u p.p. dans û.

Si F est « régulière », l'espace (^(Q) des fonctions u définies
sur il et dont les dérivées D^, \p\ <; m, sont continues dans Q,
est dense dans H^Q). Il en est de même pour l'espace ®(Q)
des restrictions à Q des fonctions T e 3)(R71).

On trouvera une étude détaillée des éléments introduits
dans ce numéro dans : [7], [il] et [17].

2.3. — Dans les applications suivantes, nous désignerons
par (Q) et (Q/i) les problèmes exacts et approchés et nous ramè-
nerons au cas des problèmes (P) et (P/i) de la Théorie Générale
du chapitre i.

3. Méthode de Galerkin.

3.1. — On donne un triplet

|V,a(u,p),L(^
on lui associe le

Problème (Q). — Déterminer u dans V vérifiant

(3.1) a(u, v) = L(^) pour tout v e= V.

On donne également un sous-espace

°0 c V, V dense dans V

et une famille de sous-espaces fermés V/i satisfaisant à la
propriété (de densité) suivante :

II existe une famille d'opérateurs linéaires r/» de ï) dans V/i
vérifiant

(3.2) lim r^> = v pour tout v e ï), dans V fort.
/i==o
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Problème (Q/i). — Déterminer u/i dans V/» vérifiant

(3.3) a(u^ ^) == L(^) pour tout ^ e V^.

Nous supposerons que :

(3.4) |a(p, ^)| > a[]^ pour tout ^ e V, a > 0

et que

(3.5) |a(u, ^)| < M||u|]v|H|v pour tout u, v e V, M > 0.

THÉORÈME 3.1. — Sou5 les hypothèses (3.2), (3.4) <?( (3.5)
les problèmes (Q) et (Q/») ont cfes solutions uniques u et u^ De
plus

lim Uh = u dans V fort.
h=o

Démonstration. — Nous nous ramènerons au théorème de
convergence forte du chapitre i.

Point D 1. — Nous prenons (P) = (Q).

Point D 2. — Les triplets approchés sont

|V^, a{u^ ^), L(^)|
il est clair que

K^»? ^)| > a|H|^ pour tout ^ e V^

les problèmes (Q/») sont confondus avec les problèmes (P/»).

Point D 3. — Nous prenons pour p/i, l'opérateur identité

p^Uf, = Uf, pour tout Ui, e V^
on a

IIA(V/,V)== 1.

Point VI. — Avec les données précédentes, il s'agit de
montrer que :

Ikllv <Ci
(3.6) entraîne

lim \a{u^ r^) — a(u^ v) \ == 0 pour tout P e U

Nous avons

a(u^, r^) — a{uh, ^) = a(u^ r^ — v)
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d'où compte tenu de (3.5)

\a(u^ r^ — ^)| < Mj|u/,||v||^ — p||v

d'où il découle facilement (3.6).

Point V 2. — Puisque r^ converge fortement vers v dans V,
il est clair que

lim L(r^) = L(p).
h=o

Nous sommes donc, dans les conditions d'application du théo-
rème de convergence forte et comme les problèmes (Q) et (Q/i)
sont confondus avec les problèmes (P) et (P/i) nous obtenons
le Théorème 3.1.

3.2. — Cas particulier.
Nous supposons que la forme a(u, ^) est hermitienne et que

(3.7) a(u, ù) ;> a[[^[|^ pour tout u e V, a > 0.

Dans (3.1) et (3.3) nous faisons P == ^ == w^ (où w^eV/») et
nous tirons par soustraction :

(3.8) a(u — u/i, w/i) == 0 pour tout w^ e V/i

et puisque a(u, ^) est hermitienne

(3.9) a(w^ u —— u^ == 0 pour tout w^ e V/»

Nous avons maintenant

(3.10) a(u — ̂ , u — ^)
= a(u — Un + Uh — ̂ , u — Uf, + Uh — ^h) pour tout ̂  e V/,

en développant le 2e membre de (3.10) et en tenant compte
de (3.8) et de (3.9) il vient:

(3.11) a(u — ̂ , u — ^)
== a(u — u^u — Uh) + a(ut, — ̂ , u/» — ^)

d'après (3.7), les trois nombres écrits dans (3.11) sont positifs,
si bien que :

(3.12) a(u — u/i, u — Uh)
^ a{u — ^/i, u — ^h) pour tout ^/» e V/»



APPROXIMATION VARIATIONNELLE DES PROBLÈMES 365

et, en minorant et en majorant les 2 membres de (3.12) il
vient la

PROPOSITION 3.1. — Si u et Uh. sont les solutions des problèmes
(Q) et (Q/0 on a: _

/M
(3.13) ||u — u^||v ̂  \J — \\u — |̂|v pour tout ^ e= V/,.

Si nous savons, a priori, que u e T) alors en prenant ^ === r^u
il vient

(3.14) ^-^IK^Mllu-r.ull.

Enfin, dans un cas plus particulier on obtient, trivialement, la

PROPOSITION 3.2. — Si'- ^ = V et si ^^^(V, V/») on a

/ 0 4 K \ ||^——^||v ^ . /M ,., .,

^^ |H|v <V^lll-r/^lkv>v)

3.3. — Au point de vue pratique, nous nous donnerons N(A)
vecteurs linéairement indépendants <?i, . . . , e^ (que nous
pouvons toujours considérer comme les N(A) premiers vecteurs
d'une base) et nous résoudrons le problème approché (P/i)
dans l'espace V\ engendré par ces vecteurs. Si

N(/i)

Uh == S u^
i=l

le problème (P/i) revient en fait à résoudre le système des
équations linéaires

N(h)
(3.16) S u\a^ e,) = L(^) / = 1, . . ., N(À)

i=i
où les inconnues sont les composantes u\ de u/i par rapport
à la base (e»). Il s'introduit la matrice (N(A), N(A))

A^ = (a{Ci, e,)) i, j = 1, . .., N(A)

dont nous étudierons les propriétés plus loin.

3.4. — Donnons-nous un ouvert Q borné dans R2 et prenons
pour V l'espace ?(0) et pour a(u, ?) une somme d'intégrales
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sur Q et sur F. Nous allons donner plusieurs exemples de
systèmes e^

Exemple 3.1. — On prend pour e^ les restrictions aQ de
polynômes ou de fonctions trigonométriques en général

^o ^) •=!=- o-
Exemple 3.2. — Soit un réseau triangulaire R/i; nous prenons

pour base de V/» les restrictions aQ des fonctions OM^) définies
comme suit :

— M est un sommet quelconque d'un triangle dont l'inter-
section avec Q est non vide.

— eM.(M) = i et ÔM(N) == 0 pour tout N es R^, N ^= M.
— OM(^) est une fonction linéaire sur chaque triangle. Il est

clair que ÔM^) est dans ?(0) et que le support de OM est formé
des 6 triangles dont M est un sommet; par suite a(ÔM, ô.x) est
nul lorsque M et N ne sont pas sommets d'un même triangle;
dans la matrice A^ il y a, au plus, 7 coefficients non nuls par
ligne :

a(ÔM, ON) et O(ÔM, ON) où N == A, . . ., F.

Exemple 3.3. — R/i est maintenant un réseau rectangulaire.
On définit les fonctions ÔM(^) comme dans l'exemple 3.2, mais
en remplaçant les triangles par des rectangles. (On vérifierait
que ÔM(^) a pour support l'ensemble des 4 rectangles dont M
est un sommet, et que sur chacun de ces rectangles le graphe
de ÔM(^) est un paraboloïde hyperbolique ; de plus, il y a « raccor-
dement » de ces paraboloïdes sur MB, MD, MF, MH).
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On montre facilement que dans la matrice A^ il y a au plus
9 coefficients non nuls par ligne :

Û^M, eu) et a(<?M, <°N)
où

N = A , B, . . . , N

on obtiendrait le même résultat pour les colonnes de A/».

E

;
/°
tf.

£

^

D

M

H

1

C

B

A

r

En résumé : la mise en mémoires des éléments de l'équation
approchée (3.16), (a(^, e^ u^ L(ô,)), nécessite

1) N(/i) X N(/i) + 2N(/i) mémoires dans l'exemple 3.1;
2) moins de 9 N(/i) mémoires dans l'exemple 3.2;
3) moins de 11 N(A) mémoires dans l'exemple 3.3.

Lorsque la forme sesquilinéaire a(u, ^) est hermitienne,
nous savons que la méthode utilisant le Théorème du Minimum
conduit aux mêmes résultats que la méthode de Galerkin
(cf. [12]; ainsi, en utilisant le théorème du Minimum et
respectivement les fonctions ÔM des exemples 3.2 et 3.3,
K. 0. Friedrichs [6] et J. Necas (communication personnelle)
obtiennent un théorème d'approximation analogue au théo-
rème 3.1 de la solution des problèmes de Neumann et de
Dirichlet d'ordre 2.

Remarque 3.1. — Supposons que V == H^(Q). Nous pouvons
prendre pour base de V/i les fonctions OM(^) définies dans
l'exemple 3.2 (Resp. 3.3) et nulles sur tout triangle (Resp.
Rectangle) dont l'intersection avec F est non vide.
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4. Problèmes dans les espaces fixes.

4.1. — On donne deux espaces de Hilbert V et W, un sous-
espace

V c V, V dense dans V

un opérateur linéaire r de °D dans W et un opérateur linéaire
et continu p de W dans V.

On donne ensuite, des formes sesquilinéaires a(u, ^) et
û^(u, v) définies et continues, respectivement sur V X V et
sur W X W; on pose

a/»(u, ^) == a(pu, pu) + 6^(u, ^)

on donne enfin des formes linéaires L(^) et L/i((^), respectivement
définies et continues sur V et sur W. Pour simplifier, nous
n'étudierons que le cas où

L/i(^) = L(p^) pour tout v e W.

Nous faisons les hypothèses suivantes :

Hypothèse (P 1).

i) |a(^, v}\ ;> a||^||^ pour tout v e V.
n) K(^, ^)| > pllp^l^ + PWII^II^ pour tout ^ e W,

où a, ? et (î(/i) sont des nombres positifs, et lim (S(A) == 0

ù'i) |a(u, P)| < M||u|]v||^||v, u, v e V, M > 0.
i^) |a,(u, ^)| < M(/i)|H|w ||^llw, u, ^ e W, M(À) > 0.

Hypothèse (P 2). — Si

PIM^+P(A)|N|^<Ci, (u,eW)

alors
lim 6Ju/t, rp) === 0 pour tout ^ e ï).
h==o

Hypothèse (P 3). — On suppose que

L(pru) == L(i^) pour tout u e ^O.

Problème (Q). — Déterminer u dans V tel que

a(u, v) = L(^) pour tout v e V.
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Problème (Q/»). — Déterminer u/i dans W tel que

^/i(^? y} = L(p^) pour tout v e W.

THÉORÈME 4.1. — Sous les hypothèses (P 1), (P 2), (P 3)
les problèmes (Q) et (Q/i) ont des solutions uniques u et u/i; <fe
pZû5, lorsque h -> 0, pu^ converge vers u dans V faible.

Démonstration. — Nous nous ramenons au théorème de
convergence faible du premier chapitre.

Point D 1. — Nous prenons (P) confondu avec (Q).
Point D 2. — Nous prenons pour V/» l'ensemble des éléments

de W et pour norme dans

IHI^^M^+^IW
on vérifie que

m \W < M\ < (L Ihllcw.v) + m) \W
"• \^ OC OC y

par suite, pour h fixé, les espaces W et V/» sont confondus et
les problèmes (P^) associés aux triplets

|V^, a^Uf,, p/»), L(p^)j

sont confondus avec les problèmes (Q^). Avec le choix de la
norme dans V^, l'hypothèse (P 1) ii) s'écrit :

^(^ p) ̂  IMI^ p01111 tout ^ € = v/i
Point D 3. — On a déjà défini ï), on prend p^ = p, r^ = r,

on vérifie que
. /o-INk.v)<v/-^•

Pomt V 1. — L'hypothèse

(si la suite ||^/i||v^ est bornée, alors
(lim [a^u^ r^) —a{p^ P) \ = 0^(p/i^/i? ^}\ = Q pour tout ^ <= ̂

n'est autre que l'hypothèse (P 2).

Point V 2. — Voir l'hypothèse (P 3).
Nous sommes donc dans les conditions d'application du

théorème général de convergence faible d'où le théorème 4.1.



370 J. CEA

4.2. — Phénomène de perturbation singulière.
Exemple 4.1. — On prend ¥==?(0); l'espace W est

l'ensemble des u de H^Q) tels que Au e L^Q) muni de la
norme (iHi^+iiAMii^r;
on prend V = W et on pose

,(u, ^) == S / DI^. DI^ dx + / ^ ̂a(u, v}
•_, *^Q */ûi==l

n .2
fc,(u, ̂  =hf^u. ̂  dx, A = S ̂

^^
et

L(P) == 1 f ~ v dx, f donnée dans L^Q)

on a facilement

|a(^, v)\ ̂  [1^11^ pour tout v e V
et

|a,(̂  ^)| > (1 — A)|Hrv + A|H|^ pour tout ̂  W.

Nous prenons pour p et r l'opérateur identité (dans W)

pu = ru == u pour tout u e W.

Vérifions maintenant l'hypothèse (P 2) : nous supposons que

(4.1) (l—k)\\u^+h\\u^<C,

d'où pour h ̂  1

(4.2) h\\u^ < Ci

nous avons facilement

hf^ Au^.A^ dx 2 < A2, f |Au,|2 ̂ . ̂  |A^|2 ̂

^A^.A^^^^.iHi^.iHrw
et enfin compte tenu de (4.2)

A^A^.A^^A.Ci.lHrw
d'où

lim bh{uh, v} = 0 pour tout ^ e V/».
/i==o
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Ainsi l'hypothèse (P 2) est vérifiée; l'hypothèse (P 3) est tri-
vialement vérifiée. On peut donc appliquer le théorème 4.1.

Problème (Q). — Déterminer u dans ?(0) tel que

(^•3) S L^iU^dx+ Lwàx
^^ ^ &2 ^û

== I f^ dx pour tout ^ e H^Q).

Problème (Q/»). — Déterminer u^ dans W tel que
» /, __ <, __
S / D^.D^^+ Uh^dx
^^ ^û ^Q(4.4)

-[- h ) Au/i. A^ dx = f fv dx pour tout ^ e W.

THÉORÈME 4.2. — Lorsque h -> 0, ?a solution [unique) u^ du
problème (Q/») converge dans ?(0) faible vers la solution
(unique) u du problème (Q).

A l'aide des formules de Green (formelles) on transforme
(4.3) et (4.4) respectivement en

(4.5) ( (_ Au + u)v dx + Ç ^u v da
JQ Jr0^

= f fv dx pour tout v e H^Q)
et

f^ {h. A2^ — Au^ + u^ dx
, r / , Aui , ôu\- ,

// (ï\ + ( — h ——- + — y da
^•b) Jr\ on ' on/

+ ( / i . A u - — d < T = \ fv dx pour tout p e W
J r ôn JQ

où n est la normale extérieure à F et où da est « l'élément d'aire »
sur F. Formellement les problèmes (Q) et (Q/») sont équi-
valents (dans un sens faible).

Déterminer u dans ?(0) tel que

(Q)'
— Au + u = f dans Q
ou sur F=0
on
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et à déterminer u^ dans W tel que

AA2^ — Au/i -\- u^== f dans Q
/r\ v ^/i L ̂ u n P(Qh) — — h —— == 0 sur Lô/î on

Ai^ = 0 sur F

4.3. — Approximation Sun problème de Neumann (par des
problèmes de Neumann).

Pour une étude détaillée de ce type d'approximation Cf. [13].
Soit Q un ouvert borné dans R71, de frontière F assez régu-

lière, et soit d'autre part un ouvert Qi entourant Q de frontière
F et FI. On pose :

ûx = [iuûi.
On prend

V — H ^ Q ) , Ï )=V, W — H ^ Q x ) ;
si u est dans H^!^), pu est la restriction de u à Q; si u est
dans H^û), ru est le prolongement de u QL û,x :

ru = TTU (voir 2.2. chap. 2).

On donne maintenant des fonctions a?^, |jo[, \q\ <^ zn, mesurables
et bornées sur [̂  et une fonction f de L^iJ)

^p.^L^ûx;
>/-e^(û)

(4.7)

et on suppose que :

\R<Sa^{x)^ > aS|^|2 p.p. sur Qx(4.8)

On prend
(a>0, S p e C

a(u, ^) == S Lap^u.Wvdx
\P\,\<l\<m t u

^(u, ̂  = h. S L ̂ D^^u. D^ ̂
IPM^KW t'al

a/,(u, ^) == a(pu,p^) + ^(u, ^)
et

L^^f^dx

Problème (Q). — Déterminer u dans ?(0) tel que

a(u, ^) === L(^) pour tout ^ e H^Q).
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Problème (Q^). — Déterminer u^ dans H^Qx) tel que

^h(uh, P) = L(p^) pour tout ^ e Hm(ûx)
on a le

THÉORÈME 4.3. — Lorsque h -> 0, ?a restriction à Q, rfe
^a solution (unique) u^ du problème (Q/,) converge dans H^Q)
faible vers la solution (unique) u du problème (Q).

Démonstration. — On se ramène au théorème 4.1; nous ne
vérifierons que les hypothèses (PI) ii) et (P 2). De l'inégalité
(4.8) on tire

{Re{a(p^ p^) + ̂  ̂ \ > 0(1—^)1^1^^)
(pour tout ^ e H^Qx) + aA||p||Hm(QX)

j[
d'où, pour h ̂  -

2̂i

a
K(^, ^) > Q- HP^II^ + a/i||^||w pour tout ^ e W.

Ainsi (P 1) ii) est vérifiée.
Supposons maintenant que :

(4.9) ^[l^irv+aAlKll^Ci u,eW

et montrons que :

(4.10) lim &/i(u/i, r^) = 0 pour tout ^ e V

nous avons

bn(u^ TV) = h. 2 /n ̂  • D^/». D^yv ̂
IPUîl^m1'"1

donc pour établir (4.10) il suffira de montrer que :

(4.11) lim A^ = 0 pour tout v e V
/l=0

OÙ

\W < A /n a^D^D^ da;.
l/ ùJ(

Nous avons, puisque âpq est majorée par M (voir (4.7))

|AU < AM C D^.D^ da;
•/L2i
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en utilisant l'inégalité de Cauchy Schwarz il vient

|A^|2 < M2/^ |D"u,|2 dx. f^ |D^|2 dx
d'où

(4.12) lA^I^MWIIu.irwIHIw.
Mais, à partir de (4.9) on tire

(4.13) Allu,]^
â

d'où en combinant (4.12) et (4.13)

lA^^.M2-^»

et il est clair que (4.11) est vérifiée.

4.4. — Approximation d'un problème de Neumann (par des
problèmes de Dirichlet).

Dans 4.3, il suffit de remplacer H^Qx) par H?(Qx) et de
définir r par :

ru= (îîu).¥

où ¥ est une fonction de (^(Q^ qui vaut 1 sur Q et 0 sur I\.

5. Critère général de stabilité pour des ouverts variables.

Nous nous limiterons à la stabilité des problèmes de Neumann
dans des ouverts variables Q/» plus grands que l'ouvert Q
borné dans R/1 : nous supposons donc que

Q c Q ^

on donne les fonctions a^ |p|, \q\ <; m, mesurables et bornées
sur R" et on suppose que :

(5.1) \apq{x)\ < M p.p. dans R", M == constante

et
,.^ Re S ^(^Â>a2|y2 p.p. dans R71

(0.^) IPMîl^m
où a > 0 et S;p e C.

On donne ensuite une fonction f dans L^R"). Dans la suite,
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les restrictions de dpq et de /*à n'importe quel ouvert de R" seront
notées âpq et f. On pose :

(5.3) a(u, v} = S ^ap^u. D^ ̂ , u, ^ e ?(0)
IPIJîl^m17"

(5.4) a,(u, ^) = S ^ ap,D .̂ DWrc, u, (. <= H^Q,)ipijîi^w^271

(5.5) L(^) = ̂  ̂  ̂ , (. e Hm(Q)
et enfin

(5.6) L^)=f^dx ^eH^Q,).

Problème (Q). — Déterminer u dans ^(Q) tel que
a(u, (/) == L(^) pour tout ^ e ?(0).

Problème (Q/i). — Déterminer u^ dans Hm(Q/^) tel que
^(^, ^) == U(^) pour tout v e ?(0^).

Faisons l'hypothèse :
(5.7) l i m m e s . ( Q / , — Q ) = = 0 .

h=o

Nous allons établir le

THÉORÈME 5.1. — Sous les hypothèses (5.1), (5.2), (5.7),
lorsque h -> 0, la restriction à Q de la solution (unique) du
problème (Q/i) converge dans H^SJ) faible vers la solution
(unique) du problème (Q).

Démonstration. — Nous nous ramenons au Théorème Général
de convergence faible.

Point D 1. — Nous prenons V/» = H^Q). Le problème (P)
associé au triplet

|V,a(u,^), L(^

est alors confondu avec le problème (Q). A partir de (5.2)
on montre facilement que

|a(^, ^)| ̂  ûc|[pl|^ pour tout v es V.

Point D 2. — V^ = H^Q/»), (P^) est confondu avec (Q/Q,
on a de même

K(^? ^)1 > ̂ HI'VA pour tout P e V^.
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Point D 3. — Nous prenons V = V et nous définissons p^
et r/» par :

r/iU est la restriction à Q/i de îtu (voir 2.2),
p/»u est la restriction à Q de u,

il est clair que
INk,v)<l.

Point VI . — Soit une suite u^ telle que

(5.8) u,eV,, |Nk<Ci
et montrons que

lim [a^u^ r^) — a{p^u^ ^)} = 0 pour tout v e U

Avec les données précédentes, il s'agit d'établir

(5.9) lim 5 f .a^D^.DÏw^=0.
IPIJîl ^S12/*"2-2

II suffira de montrer que

(5.10) lim A^ = 0 |p|, [cl < m

avec
A^ = JQ-Q ̂ ^h • D^w d.r.

Nous avons, compte tenu de (5.1)

|ApM < M f^_^ |D^|. |D |̂ dx

et en utilisant l'inégalité de Cauchy Schwarz il vient

W < M2 -,4_^ |D^ dx . /^ |D^|^ ̂

d'où compte tenu de (5.8) et en majorant l'intégrale de ID^pj2

(5.11) IA^I^M^.IHI^.Q).
Puisque IIP est dans H"'(R"), (5.7) entraîne

(5.12) lim |H|H."(Q.-Û) = 0
/l==0 "•

si bien que (5.10) est établie (on montre (5.12) en commençant
par approcher TO par une fonction ¥ de 3)(R71)).
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Point V 2. — Avec les données des points D 1, D 2, D 3,
nous devons vérifier que

(5.13) lim D^ = 0 pour tout v e T)
h==o

OÙ

D/l= ̂ -û^^
on a facilement

|D/,|2 < ll/'IÎ R ÎIwll̂ ^-û)

et (5.12) entraîne (5.13).
Ainsi nous pouvons appliquer le Théorème général de conver-

gence faible d'où le théorème 5.1.

19



CHAPITRE III

LES FONCTIONS ÉTAGÉES

1. Définitions et notations.

1.1. — Si x = (x^ . . . , Xn) est un point de R" et si 6 et h,
sont deux nombres réels, on pose

(1.1) x + ÔA. = (x^ . . . , x, + ô/i,, . . . , ^).

Si E est un sous-ensemble de R", E + 8A, est l'ensemble des
points x + 0/î», où x est dans E :

(1.2) E + Ô A , = |2/|y==o;+e/i, o ; eE^ .

1.2. — Soit maintenant une fonction u définie (presque
partout) dans Q; on pose

1 \ 0\ F7 / \ 1 ^ / i ^i\ / h'i\)
(1.3) V,M(^) = -^- U(^ + — — ) — — U^——yl

partout où u ( a ; + — ) et u (o ;——) sont définis.
\ zt / \ zt /

On vérifie que :

(1.4) Vi(V^))=V,(V^))

si p = (pi, . .., pn)? Pi entiers non négatifs, on pose

(1.5) ip i=âp 1
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et

(1.6) VPu(a;) = Vf<V^ ... VSnu(rc).

La fonction V^ s'appelle la dérivée d'ordre p au sens des diffé-
rences finies de la fonction u : notons ceci : le domaine de
définition de V^u est un ouvert « plus petit » que Q ; par exemple

V^u est définie dans l'ensemble des x tels que les points x-\- —
7 ^

et x——soient dans Q.
2i

1.3. — Soit maintenant

h = (h^ . . ., hn) où hi > 0
on pose

\h\ = h, + • • • + ̂

le réseau R/» est l'ensemble des points M (ou nœuds) de R".

(1.7) M = (m^, ..., mA)

où les m;, . . ., i = 1, n, sont des nombres entiers quelconques.
La maille du réseau est A. On désigne par (C, M)/, le pavé de
centre M, de côtés parallèles aux axes et de longueur h^ . .., hn :

(1.8) (C, M), = \x\x == M + S Ô,A., - 1 < ô. < 1!.
( i=l Zi Zi )

On définit les pavés dits d'origine M ou d'a^e Ml par

(1.9) (0, M), ={x\x=M+ W, 0 < 0, < 1},

(1.10) (A,Mi) ,=(c ,M+4-^V
\ z //»

Quand il n'y aura pas d'ambiguïté, on supprimera l'indice h
qui figure dans les (C, M)/», .. .

Ensemble Mo. — Si M est un point du réseau, Mo désigne
l'ensemble des sommets de (0, M).

Ensemble Mi. — M étant un point du réseau, Mi désigne
l'ensemble des points N tels que N et N + hi soient des som-
mets de (0, M).
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2. Limites de fonctions dérivées

(au sens des différences finies).

2.1; — Soit une suite d'ouverts Q/i contenus dans l'ouvert Q
de R"; on pose la

DÉFINITION 2.1. — On dit que la famille Q/i approche Q si,
pour tout compact K contenu dans Q, il existe un nombre positif
h{K) tel que:

h -< A(K) entraîne K c Q^.

On donne maintenant /i = (h^ . . ., hn) et des fonctions u, u1,
i = l , . . . , n^ de L^Q); on fait 1'.

Hypothèse 2.1. — II existe une famille d'ouverts û/» qui
approche Q lorsque |A| -> 0, et tel que :

u\x) = Viu(x) p.p. dans Q/i.

Nous allons établir la

PROPOSITION 2.1. — Si les fonctions u et u1 de 1-^(0) vérifient
Vhypothèse 2.1 alors:

(2.2) (^^)^=_(u, V,T),̂

pour toute fonction Y cfc L^û) et a support compact dans Q
rfé5 çue [À| est « a55ez petit » (i.e. \h\ ̂  ^(ltf'))•

Démonstration. — Désignons par K le support de ^F dans Q
et prenons h assez petit pour que Q^ contienne l'ensemble
K + eA,, — 1 < 6 < + 1. On a alors :

(2.3) f^ u1? ̂  = f^ V,u(^) .¥(rr) ̂

or
/ , hA ( hA

r - ru[x+~i~)~u(x~~i~) -
f V,u(o;) ¥(^) ̂  = f -v———————v———-/ • Y^) ̂

JK JK hi
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d'où
/ \1TC/ iï'i \

r - r u(•r)¥a;—-9L

\ V.uOTa;) dx= , ———v——z- ' dx
J & JK +J>' A,

u(W:c + AL)
_ j ____\____z /

JK-^ A;
posons maintenant

K i = K + e - ^ _ l ^ 6 < + l

il est clair que ¥(a;—-o-^i) est nulle sur Ki—(K + —/i^
\ 2 / \ 2 /

et que ¥ (a ;+—^) est nulle sur Ki—(K—-—^Uî P^
suite: V z / \ 2 7

. _ . u^Y^-^-A,)
( ^iu{x)^{x)dx= ( ———^,——'——>-àx

J K J Kl ^i

u(a;)¥(rc+1-^
-f — — — V 2 / ^

J Kl ^i
ou encore

/l V,u.¥^ ==— ( u^dx
^K »/Ki

mais V,T est nulle hors de Ki d'où compte tenu de (2.3)

f^ u1? dx=—f^ u^¥ dx C.Q.F.D.

On donne maintenant les fonctions de L^û)

up» P= {Ph ...,Pn), |P| <W;

on écrira u au lieu de u0 '*'*'0. On fait 1'

Hypothèse 2.2. — II existe un ouvert û/» qui approche û
lorsque |A| -> 0 et tel que :

uP{x) = V^u(.r) p.p. dans û^
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En utilisant la proposition 2.1 il vient la

PROPOSITION 2.2. — Si les fonctions i^ de 1^(0) vérifient
l'hypothèse 2.2 alors:

(2.4) (u^ ¥)L^) = (- 1)'^ (u, VP¥)^
pour toute fonction ^¥ de L^Q) et à support compact contenu
dans û et pour \h\ assez petit.

2.2. — Considérons maintenant une suite de fonctions
u^ de L^Q), \p\ <; m qui vérifient les hypothèses 2.2 et 2.3.

Hypothèse 2.3. — On a

S 11^11 (̂0) ̂  Co, Co = Constante.
IPI^m

Nous allons démontrer le

THÉORÈME 2.1. — Sous les hypothèses 2.2 et 2.3, il existe
une sous-suite u^ extraite de u^ et un élément u de ?"(0) tel que:

lim u^ = D^ dans L2(û) faible, |p| < m.

Démonstration. — De l'hypothèse 2.3 on déduit ceci :
II existe une sous-suite u^ et des éléments up de L^Q) tels

que
(2.5) lim ̂  = ̂  dans L2(Q) faible, |p| < m,

dans (2.4) on prend ¥ dans 3)(û), il vient (3)
(2.6) (uf, ¥).^ = (_ I)IPI (u,, VP¥)^Q).

On vérifie que :
(2.7) lim V^F = D^T dans L^Q) fort, |p| < m

Compte tenu de (2.5), (2.6) et (2.7) il vient
(^, Y).^ = (- I)'PI (u, D^),^, |p| < m

et ceci pour toute fonction T e 3)(Q) on a donc
^ = I)PU \p\ < m

et u dans ?(0).

Remarque 2.1. — Dans tout le numéro 2, on obtiendrait
des résultats identiques en remplaçant les dérivées au sens

(8) En écrivant encore u au lieu de K0 '"-»0 .



APPROXIMATION VARIATIONNELLE DES PROBLEMES 383

des différences finies par les dérivées au sens des distributions.
Nous allons donner maintenant deux exemples fondamentaux

de fonctions u^ qui vérifient l'hypothèse 2.2.
Exemple 2.1. — On donne un réseau R/i de maille

h == (Ai, . .., h) et un ouvert Q de R71. On prend pour u/» une
fonction étagée définie sur Q et à valeurs dans C. On peut
alors définir V^/^a?) p.p. dans un ouvert Qp contenu dans Q.
On pose

..pf^^^^W si xeûp
W~{0 si x^û—û,

Exemple 2.2. — On donne R^ et Q comme précédemment.
On donne des fonctions étagées ug définies sur Q, |p| ̂  m,
et on suppose qu'il existe une fonction étagée u/» (définie dans
un ouvert assez grand pour que V^u^) existe p.p. sur Q)
telle que :

u^ est égale à la restriction à Q de V^u/i, |p| <; m.

3. Les espaces ?(0, R/»).

Nous allons construire des espaces qui seront associés (dans
le chap. 4 aux espaces de Sobolev ?(0).

On donne un ouvert Q dans R" et un réseau R/i de
maille h = = ( . . . , A(, . . .).

3.1. — Nous allons définir des ensembles de points que l'on
utilise dans la dérivation au sens des différences finies.

DÉFINITION 3.1. — i) On désigne par SiX l'ensemble des
. 1 1

deux points x-{--^-h^ et x—-rrh^
À Zi

ii) On désigne par ï^jX V ensemble des points ^y où y e SjX.
iii) On désigne par ^x, p = = ( . . . , p;, . . .), pi = entier ;> 0

l'ensemble des points â?i ... S^x'y l'ensemble S0 '-"*0 est réduit
au seul point x.

On vérifie que S^jX == â/S^. Posons, si x = = ( . . . , x^ . . . )
et si p = ( . . . , po . .. )

n 1 / 1 \
^ + S ^i-Tçhi = . . ., x, + m,-^h^ • • • )

i=l 2 \ 2j /

P — — i = (Pi? • • • ? Pi-lî P < — — 1 ? PH-IÎ • • • ? Pn).
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Posons aussi

E(p.)= I—p. ,—p,+2 , . . . ,p .—2,p^ .
On vérifie que :

(3.1) ^a;= u ( x + S m 1 ^ ) où m; s E(jr>..).
\ i==i 2i y

Ceci entraîne immédiatement

(3.2) si y e ^x alors x es ^y
A

(3.3) si y, y + ^ e §^ alors y + — ̂  e S r̂c
Zi

DÉFINITION 3.2. — On désigne par

ï(a;, r), r = nombre entier ^ 0,

la réunion des ^x, \p\ ̂  r.
Nous allons établir la

PROPOSITION 3.1. — II n'y a, au plus, qu'un point de ^x
qui n'appartient pas à la réunion des pavés {du type (C, M),
M €E R^) qui coupent ^{x, \p\ — 1)) (i.e. qui contiennent au moins
un point de ï(rc, |p| — 1).

Démonstration. — Soient y et z dans ^x, y ̂  z on a donc
n ^

y==^+ S ri—h,1=1 z
re 1

z = x+ ^Si—hi r,, 5, e E(p,).
i==l ^j

Puisque y =^= z il existe un indice / tel que rj -=f=^ Sj-, on suppose
que rj<Sj: les nombres rj, rj + 2, V^.—2 et Sj sont donc
des éléments de E(p;) et par suite y, z, y + Ay, z — ̂  e â^
d'où compte tenu de (3.3)

1 1y + y^-, z——h^ S^x
et a fortiori

(3.4) y + ^-A,, z—^-^eT^, |p| — 1).

Supposons que y et z ne soient pas dans la réunion des pavés
qui coupent ï(rc, p — 1) et montrons que cela est absurde.
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On suppose donc en particulier (voir 3.4) que :
^

(3.5) y et y -{--^-hj ne sont pas dans un même pavé,
2i
j[

(3.6) z et z —-rrhj ne sont pas dans un même pavé.
A

Mais à partir de (3.5) par la translation z — y il vient
^

(3.7) z et z 4- "T)~ hj ne sont pas dans un même pavé
JL

ce qui est en contradiction avec (3.6).

DÉFINITION 3.3.— On désigne par a-(M, r), où r = nombre
entier ̂  0, et où M e R^ V ensemble des points ï(*r, ^) ou 0 ̂  s ̂  r
et où x est un point quelconque de (C, M).

Nous représenterons dans les schémas suivants les ensembles
ï(o;, 0), ï(.r, 1), ^(x, 2) et les ensembles (r(M, 0), (r(M, 1), (r(M, 2).

x x x

^

^(X,0) ffx.l) Î'(X,2)

K-hi-
;<-ni->l

<T(M,O) <T(M,1) <T(M,2>
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DÉFINITION 3.4. — On désigne par R^ V ensemble des nœuds M
de R/» tels que o'(M, m) coupe Q.

Soit maintenant une suite u, à valeurs complexes, définie
sur R^ et construisons la fonction étagée ù par :

/o o\ {ù(x) = u(M) pour tout xe (C, M)
( / (pour tout MeR^.

Montrons que (presque) pour tout x e Q, V^u(^) a un sens,
|p| ̂  m. Il suffit de vérifier pour cela que

(3.9) a^c u ( C , M ) , MeR^ , |p|<m.

Nous ne considérons que les points x qui sont à l'intérieur
des pavés. Soit y un point quelconque de o" ,̂ on a alors x e (jPy
et par conséquent, si y e (C, P), o-(P, m) coupe Q et P e R^
d'où (3.9). Nous pouvons donc poser la

DÉFINITION 3.5. — On désigne par H^Q, R/») l'espace des
(. . ., up, . . .), |p| ̂  m, où les uP sont les restrictions à û des
VpU, ù étant définie par (3.8).

THÉORÈME 3.1. — Muni de (u, v) = ̂ (u^ P^L^Q) l'espace
?(0, R/») est un espace de Hilbert.

Démonstration. — II suffit de vérifier que l'égalité Slli^llî^o^O
entraîne i^ = 0, |p| ̂  m. Supposons que

(3.10) S|M|[^=0.
Nous allons montrer que :

^(3.11)
( u{y) = 0 pour tout y e T(.T, r — 1) entraîne ù(y) == 0
( pour tout y e T(.T, r), a; e Q, r e ^ 0, 1, . . . , m ̂

Nous supposons donc que u(y) == 0 pour tout y e ï(a;, r — 1)
ou puisque u est une fonction étagée que

. {3A2}
ù{y) est nulle sur la réunion des pavés qui coupent ï(.r, r — 1).

Soit p = = ( . . . , pi, .. .) tel que \p\ == r. Soit o;e Q, l'égalité
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(3.10) entraîne V^rc) == 0, mais nous savons que V^a?) est
une combinaison linéaire des u(y), y^x, on a donc

(3.13) VPU(^) = 2X(z/) u(y) ==0 y e ̂
(les coefficients X(î/) ne dépendent pas de u).

Si maintenant, on tient compte de (3.12), (3.13) et de la
proposition 3.1, il vient u{y) = 0 pour tout y e â^, pour tout
p tel que |p| == r et par conséquent

u{y) ==0, Vî/ e T(a;, r), x e Q. C.Q.F.D.

La vérification de u(y) ===0 pour tout ye.^(x^ 0), a;e=Q est
triviale. Pour terminer la démonstration du théorème il
suffit d'ajouter ceci : Soit M un point de RS, il existe alors
p, x, y , tels que:

y ^ ( C , M ) ,
y <= S ,̂ x e Q, |p| ̂  r

et puisque on vient de montrer que u{y) == 0, on a
u(M) = u{y) = 0.

4. Normes dans L^F) des traces des fonctions de ?(0, R/»).

On sait que pour tout £ positif donné d'avance et pour tout
u e îî\û) on a :

M^D < e • S l|D,u|]̂  + C(£).|H|^),1 2 » _ ^- „ . y ]IT^ , .112.
1=1

C(£) > 0, C(s) indépendant de u, yu est la trace de u sur F
(cf. [5]). Nous allons établir une inégalité analogue par les
éléments de ?(0, R/»).

4.1. — Soit M un point quelconque de R". Nous considérons
une suite u, à valeurs dans C, définie sur

M + A , p = = 0 , l , . . . , N
N étant un nombre entier positif donné, et nous posons

u(p) == u(M + ph^,

v.u^vubi^P+^M
Soit la fonction 6

6(p) = i -^-
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Pour toute fonction u, on a

(4.1) |u(0)12=—/^ifv(u.u.6)
p==o

puisque ô vaut 1 pour p = 0 et 0 pour p = N. On vérifie la
formule de dérivation suivante

(4.2) (u.p.̂ .) (p) = u{p + 1) ^(p + 1) V^(p)
+u(p+l)(v^(p)Mp)
+(v^(p)MpMp)

et par suite, il vient dans (4.1)

(0) |2 = - h, J[ [u{p + l)u(p + 1) (- ĵ )

+u(p+l)(Vu(p)).(p)

+(Vu(p)).u(p).ô(p)]

et puisque 0 < ô(p) < 1 pour p = 0, 1, . .., N — 1 on a

KO) |2 < h, Y —— \u{p + 1)|2 + A, Y \u(p + l)||Vu(p)|
p=o i^/îi p==o

+A.- ÎSS|"(p)j|Vu(p)|.
p=o

En utilisant l'inégalité

^^^(Sa2)1/2.^^2)1/2

et en majorant (par modification de l'intervalle de sommation)
il vient

.KO)!2^..! —Kp)12
p=o IM/II

f4 3) < / N V/2 /N-1 . M/a
^ • ; +2^. S |^)|2) ( 5 |Vu(p)|2)

\p=o / \ p=o /
où u(p) = u(M + pA,).

4.2. — Nous allons introduire maintenant la notion de
famille (S, R^) pré-régulière. On donne un ouvert Q dans R"
de frontière F et on désigne par S une partie de F. On donne
un réseau R/i de maille h = = ( . . . , /^, . . .).

DÉFINITION 4.1. — [7n point M cfe R^ e^t dit point frontalier
de S si le pavé (C, M) coupe S.
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Notations. — On pose pour simplifier :
QM = Q n (C, M),
SM - S n (C, M).

Définition 4.2. — A. La famille (S, R^) est pré-régulière si
pour tout point M frontalier de S il existe au moins un

n \
tel que :

1) h, mes. 2M < C mes. QM.
2) Un des deux ensembles suivants est contenu dans Q :

m + phi, o < p^ < i,
SM — ph^ 0 < phi < ;.

3) Les constantes positives l et C sont indépendantes de M.
B. 1) Le nombre i est appelé indice de régularité de M,
2) Si SM + p^-cQ le point M est dit i-gauche,
si SM — phi c Q le point M est dit i-droite.
3) Celui des deux ensembles précédents qui est contenu dans Q

est appelé tube TMi.
Notons ceci: un point M peut avoir plusieurs indices de

régularité.
Les schémas suivants représentent les tubes TMi associés

à des points i-gauche et i-droite.
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4.3. — On donne un élément u == (uo, u1, ..., u") e ?(0, R^)
voir la définition de ?(0, R^) dans le numéro précédent. On
sait qu'il existe une fonction étagée ù et que

(4.4) Uo et u1 sont les restrictions à Q de ù et V,û

On fait l'hypothèse suivante :

(4.5) la famille (2, R/») est pré-régulière.

Nous allons établir le

THÉORÈME 4.1. — Sous Vhypothèse (4.5) on a:
n

|lï^o|^La(S)<Co.||Uo|]L»(Q). S MkQ)+ Ci||Uo||[»(Q)
i=l

pour tout u = ( u o ; u1, ..., u^eH^Q; R^); les constantes
positives Co e( Ci 5on( indépendantes de u et de h, 2 est une partie
de F.

Démonstration. — Soit M un point frontalier de 2 et suppo-
sons que M soit un point i-gauche. On définit alors le nombre
entier N par :

( N + 1 ) ^ < Î < ( N + 2)hi

et par conséquent pour hi petit ( par exemple A( < — ) on a

<4-6' à<i-
On obtient sans difficultés les résultats suivants :

Q M + P ^ c û p=0 , i, ..., N
(4/7) QM+fp+^V.cQ p = 0 , . . . , N - 1

\ z /
et

(4.8)
Uo(a;) == u(M + phi) pour tout rc e ÛM + phi

u\x} = Vû(M + phi) pour tout x e QM + (p + —\pi
\ ^ 1
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En combinant (4.3), (4.6), (4.7) et (4.8) il vient :

2
uÇM-^mes.QM < ̂  — \u<>W dx

^ TMi(4.9)
+2t,^J».W<\(/,J»W&r.

On a maintenant

f^ luoW ds == IWI2 mes FM

et puisque la famille (S, R^) est régulière on a :

(4.10) f luo^l^^CluÇM)!2.1"'^.
JSM "i

En combinant (4.9) et (4.10) il vient :

(4.11)
f luoWd^^ f \u,Wdx

J SM t ^ TMf

+2C(^, |̂ )|'&)•".(/,„, 1^)1'A-)'».

Pour obtenir une majoration de f \Uo{x)\2 cfo- il suffit de faire
une sommation en M des inégalités (4.11). Si de plus on tient
compte du fait que tout point x e Q est contenu au plus dans
în tubes (2 par direction) il vient l'inégalité :

f |uo(rr)|2^<4Ql||uo||^(Q)+ S 40^1^11^)11^1^)
Js ^ i=l

que nous pouvons écrire sous la forme

||TUo||[2(S) < Co||Uo||l̂ Q) • S IÎ IÎ Q) + Ci||Uo||[.(Q)
1=1(4.12) les constantes positives Co et Ci sont indépendantes

de u et de h.

A. partir du théorème précédent, on obtient le :

THÉORÈME 4.2. — Sous Vhypothèse (4.5), pour tout s > 0
donné (Savance on a:

(4.13) ||uofc) < s S IW(û) + C(£)lN|hû)
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pour tout M=(uo; u1, . . . , u^eH^Q, R,,); C(e) > 0, C(s)
ne dépend ni de h ni de u.

On démontrerait le théorème, sans difficulté, en utilisant
(4.12) et l'inégalité:

2a&<£a2 +—&2.e

5. Convergence des traces des fonctions étagées.

On donne un ouvert 0 borné dans R" de frontière régulière F
et un réseau R/, de maille h ==(..., h,, . . .) .

Notations. — Nous allons introduire des sous-ensembles
de R»

ûi=(Q+ih^^(û-ihi'
\ " / \ " /

û,= Q——-A. \-ù\
\ " /

Q1, =(04-^.)-^.
\ "- /

j_
2
j_
2 '•'',

On donne maintenant une partie S de F et on pose

S,=S+p^-A., - i<p<+ i .

r

k-hî j
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Si M est un point frontalier, on sait que SM == 2 n (C, M),
et on pose

SM^ = m + p -^-A, — i < p < +1.
Espace H(D(, 0). — C'est l'espace des u e L^Q) tels que

D^ueL^Û). On montre que muni de la norme
(||DAû) + ||u||̂ /2

c'est un espace de Hilbert voir [11].
5.1. — On suppose que la partie S de F est telle que :

(5.1) ^cû,.
On donne les fonctions u^ vérifiant

(5.2) i^ est définie sur Q u (û + 1/^ u j^Q — 1 / ^
( \ 2i 1 \ 1 /

et a valeurs dans C|

et on construit à partir de u/i les fonctions u? et u1^

(5.3) uS et u\ sont les restrictions à Q de u^ et de ViU/i.

On suppose que :

(5.4) |K||[2(Q) + 11^11^(0) < C C = constante > 0
(5.5) YU? converge dans L2^) faible vers un élément u

de L2^).
(5.6) u/i est indépendant de x^ sur 2^.

Nous allons démonter le

THÉORÈME 5.1. — Sous les hypothèses (5.4), (5.5), (5.6)
il existe une sous-suite u^ extraite de u^ et un élément u* e H(Di, Q)
tels que :

^ ryx Uim u^ = u* dans L^Q) faible
( ) f l imu,=D,u* dans L^Q) faible

u == u
(5.8) ou encore

lim uS = u* dans L2(Q) faible

Démonstration. — On obtient (5.7) à partir de (5.3) et de
(5.4) par un raisonnement identique à celui du théorème 2.1.
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Soit maintenant une fonction ^¥ telle que

S ^P est indéfiniment difîérentiable sur Q
(5.9) ^(x) == 0 pour tout x appartenant à un voisinage

de r—ï .

Le support de Y sera désigné par K, compte tenu de (5.3)
on peut écrire

F ̂ dx=1 f (ujx+^h^-ufx-^h^^dx
Jû AiJûV \ ^ / \ 2 // v

d'où

r i4¥ ̂  = 1 r u^(x —A-^ ̂
Jû ^ Jû+^-h. \ ^ /

— — l ^ u^)¥frF+4-^^
^ Jû-^^ \ 2 /

et en utilisant (5.9) il vient

(5.10) f u^dx=—Ç u^x)^^{x)dx
^û ^Qc

+^- f u^T^—^A^^.^ ^sk \ 2 /
Si maintenant on passe à la limite dans (5.10), en utilisant
(5.7) il vient

lim1 F Uk(x)^P(x—ihi\dx= Ç D,u*¥ dx + f i^D^ dx
^ J^ \ 2 / ^û ^û

et par conséquent

(5.11) lim1 F u,{x)}¥(x—ihi\dx= F yu^T ̂
î JE^ \ 2 / ^S

où c(a;i === dî̂ i ... dî^i—i. dx^^ ... dî^c^.
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A tout point x = = ( . . . , x\ ... ) e 2^ on associe le point
x = = ( . . . , a;i, ... ) e 2 déduit de a; par une translation parallèle
au i^® aa;e, c'est-à-dire que

Xj = Xj pour tout /' =^= i, a; e 2.
On sait (voir (5.6)) que :

(5.12) Uh{x) == Uh(x) pour tout x e 2 ,̂ ^ e 2
Par une intégration en c^i, on a :

(5.13) ^ ̂  uW ( x ——^- A,') ̂  = J" u,{x)^(x) dx[
où

/l /1•Ci-^--ï-hi / \ \(5.14) y^^-^f y^_ 1^^ ^e2.
^ J -̂l./», \ i )

Puisque ¥(a;) est indéfiniment différentiable sur Q on a :
lim ¥„ = y¥ dans L2(2) fort.

En passant à la limite dans (5.13) compte tenu de (5.5) et
de (5.14) il vient :

lim -1 f u^x)^lx — 1 h\ dx= Ç uy¥ dx[
^i J^i \ 2 / ^S

ce qui donne avec (5.11)

^uy¥^=y;uYF<^
(pour tout Y vérifiant (5.9)

d'où le résultat (5.8) que nous cherchions à établir,

Notons ceci : on aurait pu remplacer l'hypothèse
2;,c^par 2;,cQ,.

5.2. — Conséquence 1 : Soit Fi une partie de F. Soit
u,={u^ ...,^ . . . ) eHi (Q,R, )

telle que

(5.15) II^HH^QR^ ̂  C, C = constante > 0
(5.16)

yu^a?) == ^u[{x) = 0 pour tout x e Fi, i = i!, ..., n.
On recouvre Fi par des parties 2< de F que vérifient (2<)^ c Q^
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ou (S^cQ^ (l'indice i dépendant de (). Il est clair que les
hypothèses du théorème précédent sont vérifiées et qu'en
particulier -yu^ converge vers 0 sur I\. En combinant les
théorèmes (2.1) et (5.1) on obtient le:

THÉORÈME 5.2. — Sous les hypothèses (5.15) et (5.16) il
existe une sous-suite u^ extraite de u^ et un élément u* e ?(0)
tels que:

lim u^ = u*
lim u1^ == DiU* i == l, . . ., n

yu* = 0 sur Si.

5.3. — Conséquence I I :
On donne une partie I\ de F et on pose la

DÉFINITION 5.1. — La famille (Fi, R^) est dite régulière
s'il existe un recouvrement fini de Fi par des parties E( de F
qui possèdent les propriétés suivantes :

1) Toutes les familles (^ R/i) sont pré-régulières.
2) Pour chaque S^ il existe un i == i(t) s ^ 1 , . . ., n\ appelé

indice de régularité de S^ tel que :
j) Ce nombre i soit un indice de régularité commun à tous

les points frontaliers de S^.
//) Ces points frontaliers sont tous du même type : de plus

s'ils sont du type i-gauche (Resp. i-droite) on a :
(S^cQ, Resp. ((S^cQ^).

Exemple. —- Dans le schéma ci-dessous, la famille (r\, R^)
est régulière si :

(AI.mes F n (C, M) < C.mes Q n (C, M)
( pour tout point M frontalier de Si ou de ^3
j/ia.mes F n (C, M) < C.mes Q n (C, M)
(pour tout point M frontalier de Sg.

î:2____
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Notons ceci: Une partie 2^ peut avoir plusieurs indices de
régularité. Deux parties 2^ et S^ n'ont pas nécessairement
un même indice de régularité. Soit maintenant un élément
uh=(uh^ . . . , i4, . . ^eH^Q, R/,). On sait qu'il existe une
fonction étagée û/i telle que :

(5.17) u^ et 14 sont 1̂  restrictions à Q de ù^ et de V,^

On suppose que :

(5.18) IMmow < Ci Ci = constante > 0

et que

(5.19) la famille (I\, R^) est régulière.

Nous allons établir le

THÉORÈME 5.3. — Sous les hypothèses 5.18 et 5.19 il existe
une sous-suite u^ extraite de u^ et un élément u* e H^Q) tels que:

/c 9Q\ Uim u^ = u* dans L^Q) faible
[ '" / (lim u[ = D,u* dans L^Q) faible
(5.21) lim y^ = yu* dans L2^) faible

Démonstration. — Les relations (5.20) sont des conséquences
immédiates de (5.18) et du théorème 2.1. D'autre part, puisque
11^11^(0,̂ ) est borné, d'après le théorème 4.1. Il en est de même
pour H^ÎHL2^) et par conséquent on peut extraire une sous-suite
notée yu^ qui converge faiblement dans L^fi) vers un élément
ueL^Fi)

(5.22) lim YUÏ = u dans L2^) faible.

Nous allons montrer que u = yu*.
Soit 2 une partie du recouvrement de Fi et supposons que i

soit un indice de régularité de 2 et que 2^ c Q^. A partir de ù^
(voir (5.17)) on construit les fonctions ^ par

çf^x) = u^(x) pour tout x e= Q — Q n S^
^h{x) = u^M. — hi) pour tout x e (2M);,,

M étant un point frontalier quelconque de 2.
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Ainsi dans la partie hachurée y^x) vaut u^(M — ^).

Mgr̂

—> î̂
On vérifie sans difficultés que

IKII^Q)+IK||^Û)<CI

(où ^ et (^) désignent les restrictions à Q de V^ et de ^)
et que ^ et ^ convergent vers u* et D^u* dans L^Q) faible.
Admettons un instant la relation :

(5.23) lim|]y^-y^||^)=0.

A partir de cette relation et de (5.22) on obtient

(5.24) lim y^ = u dans L2^) faible

On peut donc appliquer le théorème 5.1 à la fonction ^ et
par conséquent

lim y^ == yu* dans L2(2) faible

d'où compte tenu de (5.24)

u{x) = yu*(a;) p.p. sur 2.

En recommençant le même raisonnement pour toutes les
parties E( du recouvrement de Fi on obtient (5.8).

Vérification de la relation (5.24).
Par construction de ^, voir le dessin précédent, on a

Wx) — u^x) = u,(M — A,) — u,(M)
( pour tout x e SM

par conséquent :

W - u^))2 = ̂  |u.(M)-«,(M-^P
A,
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et on a :

(5.25) ^J^-u^)]2^

<A2 "^-^-^rmes.SM.
hi |

Or, la famille (S, R/») étant régulière on sait que

(5.26) h, mes SM < C mes QM

et comme sur QM — 1 ̂  V^(a;) est égal à ^(M) — ^(M —/i,)
Ai

en combinant (5.25) et (5.26) il vient

f^W — u^x)\2 àa < C.A,/ ^ |V^p ̂
QM--^

par une sommation en M et par majoration portant sur le
domaine des intégrales du second membre on obtient

f^(x) — uW d^j < C.A^|V^)|2 dx

et comme l'intégrale du 2e membre est bornée la relation
(5.24) est vérifiée.

6. Une classe de fonctions étagées.

On donne un ouvert Q borné dans R7*, et un réseau R/i de
maille h = (Ai, . . ., hn) exceptionnellement dans ce numéro
et dans le suivant nous poserons

V.u = u^ Jr hi) — u^x\
hi

Nous désignons par R^ l'ensemble des points M de R/» tels
que les trois pavés (0, M + 8^0, 0 = — 1, 0, + 1, soient
contenus dans Q; i est un nombre donné dans (1, ..., nL
Désignons par V^ l'espace des fonctions étagées définies sur Q
a valeurs dans C et qui vérifient

/n A\ ^ u(x) est constant sur tout pavé (0, M), M e R^
( u[x) = 0 aux autres points x e Q.
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En prolongeant u par 0 à l'extérieur de û (4) on peut ainsi
définir V,u(a;) pour tout x e Q. Nous allons démontrer la

PROPOSITION 6.1. — Muni de la norme ||V..U||[«(Q) l'espace V;,
est un espace de Hilbert, et de plus

(̂  IMkû)<c.||v,u||^ vuev;.
(la constante positive C est indépendante de h).

Démonstration. — Soit M e R,, tel que :

(C, M — h,) et (C, M + (p + l)ht) coupent Q
( C , M + ^ . - ) = Û î = 0 , l , . . . , p .

Puisque par hypothèse u(M) =0, on a :

M(M + qh,) == h, S V,u(M + rA.) ç = 1, .. ., p — 1
d'où

|u(M + qhi)\2 < ç./i^SIV.^M + rhi)\2
r=oet

(6.3) ^J"(M + qh,)}2 < (p — l)2^ S11 V.u(M + rAOl^

on désigne par l « l'épaisseur » de Q dans la direction x ; donc
(p—l)2/^^2; on pose

TM = u (C, M + qh.) nu, q = — 1, 0, + 1, . . ., p + 1;

l'égalité (6.3) s'écrit alors

f^\uWdx^l\f^\\/,uWdx

d'où (6.2) par sommation en M et d'où la proposition 6.2.

7. Définition d'un opérateur de prolongement S^.

On donne un ouvert û borné dans R" et un réseau R^ de
maille h= ( . . . , A., . . .) . On donne une suite u définie sur
l'ensemble des sommets des pavés qui coupent û et à valeurs
dans C.

(*) Ce qui est naturel puisque u est nul dans un voisinage de la frontière de f2.
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Le prolongement partiel 3^.
Soit M un sommet du réseau, le pavé (0, M) coupant Q.

Pour simplifier les écritures nous supposerons que M est
confondu avec l'origine des axes; pour tout

X= ( . . . ,^ , . . . ) e ( 0 , M )
on pose

3yu(x)= V, . . . V,u(M).o,...^

(7-1) + S V...V^.V^...V,u(M).
i==l

X^ . .^_i .̂ +1 . . .Xn + • • • + U(M)

On vérifie que (cf. [9]).

^ WN)-U(N)
(pour tout sommet N de (0, M).

Le prolongement 2^
On définit S^u(x), x e Q, par

{Sf,u(x) = S^x) pour tout ^e(0, M), pour tout M tel que
((0, M) coupe Q.

En tenant compte de (7.2) et de linéarité de S^u par rapport
à x on vérifie que 2^u est une fonction continue sur Q et que
S.ueH^Q).



CHAPITRE IV

APPROXIMATIONS EXTERNES
MÉTHODE VARIATÏONNELLE DES DIFFÉRENCES FINIES

1. Introduction»

l-l- — Nous allons donner maintenant plusieurs exemples
d'approximations externes (voir Définition 2.1, chap. i). Ces
exemples seront présentés de la façon suivante :

i) Le problème exact. On donne le triplet

|V,a(u ,^) , L(^.

n) Les problèmes approchés : on construit les triplets

V/», ^(u^ ^), L )̂.

iii) Le théorème d'approximation.
Ce théorème d'approximation est toujours un cas particulier

du théorème général de convergence forte (chap. i); aussi il
nous suffira, dans chaque exemple, de nous ramener à ce
dernier théorème. Il faudra donc introduire des espaces F et V
des opérateurs ^ et p^ et montrer que les hypothèses du
théorème 3.2 du chapitre i sont vérifiées. Le plan suivi est :

Les espaces F, V, V^, ï) : on construit F et on montre que V
est un sous-espace fermé de F, dans de nombreux exemples V/»
sera aussi un sous-espace fermé de F. On définit ï), sous-espace
dense dans V.

Les opérateurs p^ et r^ : Lorsque V^ est un sous-espace de F.
On prendra pour p^ l'opérateur identité de V^ dans F. Dans
le n° 2 où V,» n'est pas un sous-espace de F, on montrera
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comment, avec un même espace V^ on peut obtenir plusieurs
schémas d'approximation en construisant plusieurs p/» différents.
On construit ensuite r/» et on vérifie que

(1.1) lim \\p^v — ^IF = 0 pour tout v e ï),

Vérification de Vhypothèse Kl.i).
On donne u/» e V\ avec \\u^ bornée; on montre qu'il existe

une sous-suite Uj, et un élément u^ dans V tels que

(1.2) lim pf,Uk = u^ dans F faible.

Pour établir (1.2) on aura besoin des théorèmes contenus dans
le chapitre 3.

Les autres hypothèses : Dans tous les exemples étudiés, la
vérification des autres hypothèses est élémentaire, aussi nous
ne la ferons pas. Voici toutefois quelques indications valables
pour tous les problèmes étudiés.

V et V\ — ellipticité (des formes a{u, v) et a^u^ ^) c'est
une conséquence immédiate des hypothèses faites sur les coeffi-
cients a^x), apq(x), . . ., qui sont introduits dans la définition
de a(u, v) et de a^(u/», ^).

Hypothèses K l.n) et K 2.u). On les vérifierait à partir de
(1.1).

Hypothèses K 1. iii) et K 2. iii) : elles sont identiquement
vérifiées de façon plus précise, on a pour tout u^ e V/»

^(^, Uh) — a{p^ phUh) == 0,
L/»(^, u^ — L(p ,̂ p^) = 0.

1.2. — Notations. Références.
Dans tous les exemples les éléments u de V sont des distri-

butions; en général, on utilise aussi certaines dérivées
D,u, D^, ...

Aux éléments
u, D,u, D^

du problème exact nous associons les éléments
,,/l ,,l ,,PUo, U/», U/i

du problème approché.
Pour toutes les questions relatives aux problèmes exacts cf. [11].
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2. Problèmes de Neumann d'ordre 2.

2.1. — Le problème exact: On donne un ouvert Q borné
dans R" de frontière régulière F. On prend V = ?(0). Pour
u, v dans V on pose

a(u, ̂  = 2^ ayD,u. D,p ̂  + ̂  ao. w ̂
et

^-JQ^
où

/o A\ {^ij, ao sont données dans L°°(Q)
^est donnée dans L^û).

De plus, on suppose que

(2.2) j^ ^X^i^^^l^l2 P.P.surQ
( Re ao(^) > a p.p. sur Q

où ^ e C et a == constante positive.

Le problème (P). — Déterminer u dans V(== ?(0)) tel que

a(u, ^) == L(^) pour tout v e V.

Nous allons donner 4 schémas d'approximation de la solution u
du problème (P). Les constructions des problèmes approchés
et les démonstrations des théorèmes de convergence sont du
même type : Aussi nous n'allons expliciter qu'un seul schéma
d'approximation.

2.2. — Les problèmes approchés (1er schéma).
On donne un réseau R^ de maille h = (h^ . . ., /^). Nous

définissons V^ comme l'espace (algébrique pour l'instant) des
suites à valeur dans C et définies sur un sous-ensemble S{\ de R/, :

Dans ce 1er schéma nous prenons ̂  = R\ (voir définition
de R\ dans les « espaces H^û, R^) » chapitre 3). On donne
ensuite un opérateur p\ de V^ dans (L2^))^; Ainsi à toute
suite u^ de V^ est associée la suite p^ de (L^Q))^1. On écrira
p^Uh sous la forme

pïu^ = (u;; . . . ; u/S, . . .) i = 1, . . .̂ .
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Construction de p\ : Soit u^ dans V^, on construit la fonction
étagée ù^ par :

( ù^x) == u^M) pour tout x e= (C, M)
( pour tout M e ̂  (== R^).

Nous prenons pour u^ et t4 les restrictions à Q des fonctions
ù^ et V^ (on sait que V^^) a un sens p.p. dans Q, voir
espaces H^Q, R^) chap. 3).

On fait maintenant l'hypothèse suivante :

(2.3) ^ la fonction (S| 1^11 (̂0) + IKII^Û)) est une
( norme (hilbertienne) sur Vf

On prend V^ = V^.
Pour u^ et ̂  dans V^, on pose

et
^(^, ^) = S/^ ayU1^^ dx-{- f^ aou^ dx

^k)= f^f^adx.

Les problèmes approchés (P/,). — Déterminer u/» dans V^ tel
que

^(^5 ^h) = L^(^) pour tout ^ e V^

2.3. — Nous allons démontrer le

THÉORÈME 2.1. — Sous les hypothèses (2.2) et (2.3) ^5
problèmes (P) ^ (P^) on( rfe5 solutions uniques u et ^$ rfe p^5,
OTZ a cîan5 L^û) /br<

lim u? == u
lim i4 == Di^ i = l, . . . , n.

Avant de démontrer ce théorème notons ceci : l'espace
p/,V^est confondu, dans ce 1er schéma, avec l'espace H^Q, R^)
défini au chapitre 3, on sait que Vhypothèse (2.3) est vérifiée
dans ce cas.

Démonstration. — Les espaces F, V, V^, ï), nous prenons

F = (L^Q))^1
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l'espace V peut être considéré comme le sous-espace des
(uo, . . . , u\ . . . ) de F pour lesquels

Nous prenons
u1 = D^UQ i = l, .. ., n.

^ == a)(ii).
jLe^ opérateurs p^ et r^
Nous prenons p^ = p\. Soit maintenant une fonction

P e= 2)(Û), nous lui associons la fonction w (voir chap. 2.2)
puis nous posons

r^(M) = y{M) pour tout M e Ri

il est clair que
(lim p^r^ = v dans F fort
(pour tout pe 3)(I5).

Vérification de l'hypothèse K l,i : Supposons que

2||^lkû)+IMl^)<Co.

Par construction de p^ == (u?, . . ., u^, . . .) il est clair qu'il
existe un ouvert Q/» qui approche Q (voir définition 2.1, chap. 3)
et tel que sur Q^ on ait

i4(^) = v^).
Par conséquent d'après le théorème 2.1, chapitre 3 il existe
une sous-suite u^ et un élément u^ dans ?(0) tels que

lim i4 == ux dans L^Q) faible
Km ^ == D,ux dans L^Q) faible

donc l'hypothèse K l,i est vérifiée.

2.4. — Autres schémas (ï approximation :
Nous allons définir maintenant des espaces Vj;, k = 2, 3, 4;

Pour cela, commençons par définir des sous-ensembles S{^
de R/», /c == 2, 3, 4 : chacun de ces 3 sous-ensembles est confondu
avec l'ensemble des sommets des pavés (0, M) qui rencontrent
Q(i.e. (0, M) n Q ̂  0). L'espace V^, est l'espace des suites
définies sur ̂  et à valeurs dans C : Ainsi les trois espaces V{;
sont confondus (algébriquement). Nous allons définir mainte-
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nant des opérateurs p^ de V^ dans (L^Q))^. Ici encore, nous
écrirons p^ sous la forme

P^h= (UÎ; ..., ï4, ...) l== ^ . . . , 7l.

Nous allons donner la construction de i^, u[ pour chaque
schéma :

Cas des pavés intérieurs: ((0, M) n Q = (0, M)).
On définit u^{x) et u^(x) exactement comme dans le

1er schéma.

Cas des pavés frontaliers: ((0, M) n F -=^ 0) :
Second schéma (procédé par moyenne) on pose

^)=1 5 u,(N),
^ NeMo

^)=—— 2 ".(N + M - ..(N)
zl NeM^ /li

(rappelons que Mo désigne l'ensemble des sommets de (0, M)
et que M, désigne l'ensemble des points N tels que N et N + A,
soient des sommets de (0, M).

Troisième schéma (procédé par isobarycentre).
Soit G Pisobarycentre de (0, M) n û. On pose

u^x) = ̂ (G),
u[(x) = D^(G).

On a défini 2^{x) au chapitre 3 n° 5.

Quatrième schéma. — On pose

(24) Wx)=2^(x)
K • / U{x)=D^(x).

Résultats: Pour ces trois schémas, nous pourrions reprendre
2.2 et 2.3, en changeant Vi, ̂ , p\ en V{;, ̂  p^ On obtiendrait,
dans ces 3 approximations, le théorème 2.1. Il existe d'autres
schémas, par exemple en définissant u^x) et u^x) par (2.4),
que x soit dans un pavé intérieur ou frontalier (voir exemple 3.3
chap. 2).

Au sujet du 1er schéma cf. [12].
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2.5. — Problèmes non homogènes:
On peut se ramener au cas des problèmes homogènes

cf. [10]. Mais cela n'est pas nécessaire : conservons les
données, notations et hypothèses du problème exact (n° 2.1)
et du 1er schéma d'approximation (n° 2.2), en modifiant toute-
fois la forme linéaire L(^) :

L^ = t^ f'^ dx + fr g ̂  d(J

où f est donnée dans L^Q) et g est donnée dans H-112^)
(on peut vérifier, comme dans l'exemple du n° 1.2, chapitre 1
que g est une « donnée aux limites »). Pour ^ dans V^ on pose

(2.5) L,(^) = f^ ̂  dx + ̂  g. y^ d^

II est clair que l'introduction de l'intégrale Ç g.wrfo- ne
change en rien la vérification des hypothèses (KO) et (K l ) ;
la seule difficulté nouvelle concerne la vérification de l'hypo^
thèse K2.i). On a :

(2.6) ^^^^J<|^kû).|K|ko)
et

(2-7) |/^^•^^<I^IIL2(^)•llï^lk^)

mais d'après le théorème 4.1, chapitre 3 il existe une constante C
telle que

(2.8) M|[w < C(S|K[[^ + IKW
en combinant (2.5), (2.6), (2.7) et (2.8) il vient finalement

|L^)|<C,(S|K[|[^+|K||[^)^

et l'hypothèse K 2 est vérifiée. Le théorème 2.1 est donc
encore valable.

3. Autres problèmes aux limites (Tordre 2.

3.1. — On prend encore V === ?(0), mais pour u, v dans V
on pose maintenant

a{u, ^) =^f^aijDiuD^dx+f^aowdx+fto^u^d(7
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où yu désigne la trace de u sur F, dv est « l'élément d'aire »
sur F et où

/o A\ ^ij, cto sont données dans L°°(Q)
v / f to est donnée dans L^F).

Donc, la forme a(u, v) contient maintenant une intégrale de
surface. On suppose, encore, que

(3.2) ReSa^)^ > a2|^ p.p. sur û

où Ci e C, a == constante positive, et que

(3.3) Re a,{x) >(3 p.p. sur Q

où (S = constante positive.
Pour v dans H^Q), on pose

^-JQ^^
où /* est donnée dans L^Q).

Problème exact (P) : Déterminer u dans V(== ?(0)) tel que

a(u, c) == L(^) pour tout ^ e V.

Montrons que la forme a(u, ^) est V-elliptique. Nous avons,
puisque t^ est bornée

[^ to |y^|2 rf(r| < /ci^ lyç/12 rfa pour tout (/ e V

(où À-i = constante positive). Mais tenant compte du

LEMME 3.1 (cf. [5]). — Pour tout £ > 0 il existe C(e) >0
avec

(3.4) ^ |YP|^ ̂  < sSllD.p||̂ ) + C(£)||PI|̂ )
il vient

(3-5) |̂  4|^12 ̂  < ̂ eS||D.p||̂ ) + ̂ C(e). |H|̂ .

A l'aide de (3.2), (3.3) et (3.5) on a (en supprimant l'indice L^Q)
Re a{v, v) > a2|[D^[|2 + ̂ \\2 —k^\\Dy\\2 —^C(e)|H|

ou encore

Reo^, P) >(a—^£).S[|D^||2 + (p—/Ci.C(e)) . lH)2
20
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prenons, par exemple, £ == a-, il vient
A/CI

Rea(p, P) >a.S||D..^+fP-^.C^V|H|2.
o. \ V-""'!//

(3-6) ? est assez grand

( \
alors P — / f i . C ^-^ est positif et la forme sesquilinéaire

a(u, P) est V-elliptique (par conséquent le problème (P) a une
solution unique).

3.2. — Les problèmes approchés. Nous ne donnerons qu'un
seul schéma d'approximation (c'est en fait le 1er schéma du
n° 2; l'exposé sera différent car nous n'avons plus en vue les
schémas donnés en 2.4).

On donne un réseau R,. de maille h == (h^ ..., /n et on
suppose que

(3-7) la famille (F, R,,) est régulière.

Espaces V^ : On prend pour ¥„ l'espace ?(0, R,,) défini
au chapitre 3. Les éléments u^ de V,, sont notés :

"A=« ..., i4, . . . ) 1 = 1 , ..., n

et on sait que :

M, = SIKH^Û) + IWQ).
Pour MA et PA dans V,, on pose

ah(u^ ?„) = S^ ay»^ dx + ̂  aoM^ cte + y_ (,u^ ̂
et

^{^^f^dx.

Les problèmes approchés (P^) : déterminer MA dans V,, tel que

^(Uh, ^h) = Lh(ph) pour tout ph s Vh.
3.3. —' Nous allons démontrer le

THÉORÈME 3.1. — Sous les hypothèses (3.2), (3 3) (3 6) et
(3.7) les problèmes (P) et (P,,) admettent des solutions uniques
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u et u^ De plus dans L^Q) fort:

lim u^ == u
lim u\ == D,u i == Z, . . ., M.

Démonstration. — Nous conservons les éléments F, D, p^, r^
définis dans le n° précédent, nous ne vérifions que l'hypothèse
de Vft-ellipticité et l'hypothèse (Kl, i).

^h-ellipticité: la famille (F, R/,) étant régulière, nous savons
d'après le théorème 4.2, chapitre 3 que

(pour tout £ > 0 il existe C'(e) avec
(d.O) < /*

(Jr l^l2 ̂  < £ • ̂ Kll̂ û) + C'(£)[|^||^)
où C'(£) > 0, C^s) ne dépend ni de A, ni de ^.

Remarquons que (3.8) est semblable à (3.4) par suite la
démonstration de la V^-eIIipticité est analogue à celle de la
V-ellipticité (l'hypothèse (3.6) est encore utilisée pour établir
la V/i-ellipticité).

Hypothèse Kl.i: Supposons que

SW(Q)+ IW(û) <c
alors d'après le théorème 5.3 chapitre 3 il existe une sous-suite
Uh et un élément u de ?(0) tels que :

^ ̂  (lim uî = u dans L^Q) faible
(lim uk = D,u dans L^Q) faible i = 1, . . ., n

et

(3.10) lim YU? = yu dans L^F) faible.

Remarque 3.1. — La démonstration du théorème 2.1 (c'est
le cas où a(u, ^) ne contient pas une intégrale de surface)
fait appel essentiellement au théorème 2.1, chapitre 3, théo-
rème dont la démonstration est aisée. Par contre, lorsque
a(u, ^) contient une intégrale de surface il s'introduit deux
difficultés :

— V^-ellipticité,
— limites de traces de fonctions étagées

et nous sommes alors amenés à faire Hppel aux théorèmes
4.2 et 5.3 du chapitre 3.
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4. Problèmes de transmissions.

^•1- — Le problème exact.
On donne deux ouverts Q^ et Q^, bornés dans R", et on

suppose que les frontières (régulières) de ces ouverts ont une
partie commune 2j.

Notations — Pour éviter la « prolifération des indices »
nous n utiliserons pas les notations traditionnelles. Nous
plaçons sur deux lignes des éléments qui jouent des rôles
semblables :

ûi u y ay OQ f c M? M'A R,
Û2 ^ ^ &y by g d ^ ^ R,

•h

•? ^ R*
Espace V. — On désigne par V le sous-espace des

(u, v) s H1^) x ?(0^)
pour lesquels :

c(x)^u(x) = d(x)^(x) p.p. sur S

pour simplifier nous nous limiterons au cas où

c(a;) = c = constante donnée,
d(x) = d = constante donnée.

Pour {u, P), (y, ^) s V on pose

L(<F,^)=^/y^+^g.^
et

^ ̂  (y, ^) == ^f^a^uD^pdx + f^a^dx

+ 2^ W^D/p dx+f^^ 4 ̂
où

ay et ao sont données dans L^Q^),
&v et &o sont données dans L^Q^),
/* est donnée dans L2^),
g est donnée dans L2^).
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On suppose que :

(4.0)
ReSay(a;) .H, > a.2|^,|2 p.p. sur Qi
Re2&^).^ > a.2W p.p. sur Q,
Re ao(^) >. a p.p. sur Qi
Re 6o(^) ̂  a p.p. sur Qg

où ^ es C et a = constante positive.

Problème exact (P) : déterminer (u, ?) dans V tel que

a((u, (/), (9, ^)) == L(y, ^) pour tout (y, ^) e V

Nous allons exposer deux schémas d'approximation : dans
l'un il s'agit d'une approximation externe (méthode des diffé-
rences finies dans Qi et dans Q^); P^ contre dans l'autre il
s'agit d'une approximation mixte (méthode des différences
finies dans Qi et méthode de galerkin dans Q^).

4.2. — Approximation externe.
On donne deux réseaux R/» et Rjk (associés respectivement

à QI et Qg) de mailles h = = ( . . . , ^, . . . ) et k = = ( . . . , /c,, . .. )
On suppose que h et k sont liés par

\phi == qk, i== 1, ..., n
[ p et ç sont deux nombres entiers positifs donnés.(4.1)

On pose
l, = phi = qki

et
f = ( . . . , Z , . . . ) .

On suppose que

(4.2) Les familles (Qi, R/») et (Qg, R^) sont régulières.

Position relative des réseaux R/» e( R .̂
On introduit le réseau Ri et on désigne par H, K, L les

nœuds courants des réseaux R^, R^, R^. On suppose que

,, ^ (tout (C, L) est la réunion de p" (C, H)/»
( * ) (tout (C, L) est la réunion de ç71 (C, K)^.

Définition des espaces V^ : Ces espaces jouent ici le rôle
des espaces V/» de la théorie générale. L'espace V^ est le sous-
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^edes ̂  e H1(Q1' Rh) x Hl(û2' Rk) 0 tels ̂  P°^tout pave (L, L); qui a une intersection non vide avec S on
ait ^

(^) ^f^^^df^d,
où

2L = S n (C, L),

Définition des formes: pour (u, ?) et (9, 4/) dans V^ on pose

L,,(y, ̂ ) = ̂  /-.^ ̂  + L g.^ dx
•/Q.et

^((", P), (y, ̂ ) = ̂ f^a^dx + ̂  aoUoyo ̂

+s^,V?^+^&o^o^.

L^ pro6f.m^ approc^ (P^) : déterminer (u,, p,) dans V,,
tel que a,,((u,, p,), (y, ^) = L^(y, ̂  pour tout (y, ^) e V,,*

4.3. — On va démontrer le

THEOREME 4.1. — Sous les hypothèses (4.0), (4.1), (4.2),
(43) les problèmes (P) ,( (P )̂ o^ ̂  solutions uniques u p
ef (UA, p^. De plus, on a dans L^) fort

lim i^ = u
lim 14 == D.u i = 1, . . ., n

et dans L2(Qa) fort

lim p^ == p
lim P^ == D.p i=l,.. .^.

Démonstration. — Les espaces F, V, V^ '0
On prend F = (L^Qi))'̂ 1 x (L2(Q2))'l+l'.
Tout élément de F s'écrit :

("o; ..., M', . . . ;Po ; ..., P', ...) i=l, ...,n

tout élément (u, v) de V peut être identifié à l'élément

(M; ..., D,u ...; p; .,., D.p,...)

(t» On ,ait que ̂  =«.... ̂ ,...); voir définition de Hiffi; R,) dans le chap. 3.
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de F, par suite on peut identifier V avec un sous-espace
fermé de F. Par construction il en est de même de V/^.
On pose

- tV-®^)
^==3){û,)

et on prend
V = ̂  x ^) n V.

Les opérateurs p^ et r/^.
On prend pour p^ l'opérateur identité du sous-espace V/»k

dans F.
Soit maintenant (9, ^eï); A la fonction 9 (Resp. ^).

Nous allons associer un élément

^-(yî; . . . ,yL ...)em(Q,,R,)
(Resp. ^=(^; . . . , ^ . . . ) ^ H I ( Q , ; R,)).

On définit par prolongement la fonction nç (voir définition
de TT dans le chapitre 2) et, H étant un point de R^ on pose :

^ ̂ {x) = wp(H) pour tout x e (C, H/,)
(pour tout (C, H)^ qui ne coupe pas S.

Si (C, H)/» coupe 2 suivant SH, on pose

(4-5) ^^•JSH^-XH^-^-

On prend pour y^ et pour 9^ les restrictions à ûi des fonctions
étagées y^ et V^. On définirait de même ^eH^Q^; R*).
Compte tenu de (4.5) et de l'égalité analogue pour ^ on a:

c'f^'^^=dsf^^d(J

ou encore

(4.6) S^L^-^^-^L^^
( pour tout EL == 2 n (C, L)/

par suite (9^, ^) e V^ on pose

^(y. ^) = (y/», ^fc).
Vérification de V hypothèse K l.i).
Supposons que

11(^,^)11^ <c.



416

On a donc

S||lfc.)+|W.(Q.)<C
d

Wk\^+\W^^c.
Alors d'après le théorème 5.2 du chapitre 3, il existe une sous-
suite u?, ,̂, et un élément ux de IP(Qi) tels que

(lim < == ux dans L^Qi) faible
(lim i^, == D;ux dans L2^) faible

(4.7) lim Y^' = ux dans 1.2(2) faible.

Ow obtiendrait un résultat analogue pour ?„
Il est clair que l'espace des fonctions étagées sur les SL

est dense dans 1^(2) : si ô est une telle fonction étagée on a

^(c.Tuî-^).e<fo=2;/,(c.yu?-^)Ucr
L Àl

ctTS paÏ e ;̂0118^ sur 2L' on a en d-^ cette

^ (c.T^ - rf.y^e AT = 2 Ô(L) /^ (c.yuî - ̂ ) ̂

d'où compte tenu de (4.4)

^(c.YK?—d.YpS)9Ar==0

pour toute ô étagée sur les 2L,

et par passage à la limite, en utilisant (4.7) et l'égalité
analogue pour p il vient "

c.yyx —rf.ypx ̂  0
et (^^V C.Q.F.D.

4-4. — Approximation mixte.
On considère toujours le problème (P) exposé en 4.1 mais

on ne suppose plus que Qg est borné.

Définition des espaces V^.
On donne un réseau R, (associé à Q,) de maille

" — \..., h(, ... ) et on suppose que

(4.7) La famille (S, R,,) est régulière.
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On donne une famille de sous-espaces V», fermés dans H^Qg)
et satisfaisant à la propriété (de densité) suivante : '

il existe une famille d'opérateurs linéaires r. de Q,
(4.8) dans V» vérifiant

lim ||?v — P||H(Û.) = 0 pour tout v s û^
l'espace ûa est un sous-espace donné, dense dans H^Qa). (En
pratique on construira les espaces V^ à partir de N(/f) éléments
linéairement indépendants de ?(4,); Au sujet des espaces
V», voir la méthode de Galerkin chapitre 2.)

Nous désignerons maintenant par V^ le sous-espace fermé
oes (u,,, ^) de H^Qi; R^) x V» pour lesquels

U^^^^^f^d.^da,
(où 2 H = 2 n ( C , H),..

Pour (M, v) et (y, ip) dans V^ on pose

(̂(», c), (î, ̂ ) = S^ayu^^ + ̂ aou<.yo ̂

+ ̂ X. ̂ O.̂  ̂  + JQ. &o4 ̂et

W?, ^) = ̂  /'. îo dx + ̂  g. 4; dx.

Les problèmes approchés (P^) : Déterminer {u^ ^) dans V,,»
tel que

<»A»(("A, c»), (y, ^)) = ^(y, ^) pour tout (9, ^) e V^.
Nous avons le

THÉORÈME 4.2. — Sous les hypothèses (4.0), (4.7), (4.8) les
problèmes (P) et (P^) <w( (fes solutions uniques (u, v} (u,, p.) •
De plus dans L^Qi) fort i \ > / < fc> */,

lim u^= u
lim uj, = DjM i = f, ..., n

et dans H^Qg) fort
lim p^ == p.

La démonstration de ce théorème est semblable à celle du
théorème 4.1. Nous ne la ferons pas.
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4.5. — Conséquences du second schéma:
On ^sait que tout problème aux limites dans un ouvert

peut être considéré comme un problème de transmission:
II suffit pour cela de partager arbitrairement Q en Q^ et Qg
(et de prendre c == d, voir espace V, no 4.1). On pourra ainsi
utiliser le second schéma d'approximation dans les exemples
suivants :

Exemple 4.1. — Q est un ouvert non borné : on partage alors
iî en ûi et Qg, Q^ étant borné.

Exemple 4.2. — Q est un ouvert borné. On peut partager
0 en QI et Qg, où [̂  est un ouvert de forme simple (pavé
sphère...). ?

5. Problèmes de type mêlé d'ordre 2 m.

5.1. — Le problème exact.
On donne un ouvert Q borné dans R71 de frontière F régu-

lière. On désigne par l\ une partie de F et par Fg le reste de
la frontière. On prend pour V l'espace des u de ?(0) pour
lesquels

(5.1) y u = 0 surl\
(on rappelle que

yu = (Yo^, . . . y^-iu) ou y,u = ô u i = 0, 1, . . ., m — 1,

n désignant la normale intérieure à F). Pour u et ^ dans V on
nosepose

et

où

a{u, ̂  = Sj^a^u.D^ dx

LM ==f^f^dx

(les apq sont donnés dans L^Q)
(f est donnée dans L^Q).

De plus, on fait l'hypothèse (de V-ellipticité)

(5.2) ReSa^)^ > aS|̂  p.p. sur Q
où Çp e C, a = constante positive.
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Problème exact (P) : déterminer u dans V tel que
a(u, ^) = L(^) pour tout p e V.

5.2. — Le5 problèmes approchés.
On donne maintenant un réseau R/i de maille

h = = ( . . . , A, . . . ) ( 6 ) .

Pour u et ^ dans ?(0, R/,) on pose

(5-4) ci^u, P) == S F a^u^ rfa;

et W=f^f^dx.

Les problèmes approchés (P^) : déterminer ^ dans V^ tel que
^h(uh, P) == L^P) pour tout P e Y/».

5.3. — Nous allons démontrer le

THÉORÈME 5.1. — Sous Vhypothèse (5.2) les problèmes (P)
et (Pk) ont des solutions uniques u et u^ == (i4; . . ., u^ . . . ) ;
(fe plus, dans L^Q) /br(, OM a :

lim u? === u
lim uf; = D^i^ 0 < p < w.

Démonstration. — Espaces F, V, V^, ï) : l'espace F est intro-
duit naturellement lors de la définition de ?(0, R^) : F est
de la forme

F = (L^Q)^
et on a défini V^ comme un sous-espace fermé de F. Tout
élément u de V peut être identifié à l'élément de F

(u; ...,D^u, ...)

donc on peut identifier V avec un sous-espace fermé de F.
On prend pour V le sous-espace fermé des fonctions y de 3)(ïi),
nulles dans un voisinage de I\.

Les opérateurs p^ et r^:
Nous prenons pour p^ l'opérateur identité

Ph^h = u^ pour tout u^ e V^.

(6) On prend V/, === j M,|u,6H-(Q, RJ. ̂  == 0 sur I\, |p| < m j (5.3) ^u? = 0
sur fi, |p|<w pour tout ^eV^.
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Soit p es °0, nous prolongeons p par w et nous définissons la
fonction étagée v^ par

v^{x) = w(M) pour tout x es (C, M),»,

pour tout M e R^ puisque p est nulle dans un voisinage de I\
il en est de même, pour h « assez petit » des fonctions ^ et
V^l ̂  \p\ ̂  m; Si nous désignons alors par ^ et par ^
les restrictions à û des fonctions ^ et V^. Nous posons

r^= (^; . . . , < . . . )
il est clair que

lim ||r^ — (/[IF = 0 pour tout v e ̂

Vérification de Vhypothèse Kl , 2!.
On donne une suite u/i et on suppose que

(5.5) IK||^û)+2||^||^û)<C.

Alors compte tenu de (5.3) et de (5.5) on peut appliquer le
théorème 4.1, chapitre 3; Par conséquent, il existe une sous-
suite Uk et un élément i^ de ?(0) tels que

lim uS == ux dans L^Q) faible
lim ^ == D^x dans L^Q) faible 0 < |p| < m

(5.6) YoDP^X == 0 sur I\ pour |p| < m — 1.

Avec (5.6) il vient
ux == 0 sur Pi

et u X e V (C.Q.F.D.).

Références. — Pour le cas du problème de Dirichlet (Fi = F)
cf. [14].

6. Problème d'élasticité.

6.1. — Le problème exact: On donne un ouvert Q borné
dans R" de frontière régulière F. On prend pour V l'espace
des u = = ( . . . , Ui, . . . ) e (L^Q))" pour lesquels

i^eL2^) / , / c= l , . . . ,^
où

(6.1) ^=y(D^+D^
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On définit une norme (hilbertienne) dans V par

||u|F=2||u^|]^+s|H|^)
Pour u et v dans V on pose

a(u^ ^ = jS,m f^J^'ym dx + ̂ ^Q u^- dx

et L^=^f^f^dx
(les o,̂  sont données dans L^Q); X > 0
(les fi sont données dans L^Q).

On fait l'hypothèse (de V-ellipticité) suivante :

(6.2) ReSa^)^. ̂  > a2|^p p.p. sur Q

où ^ <= C, a = constante positive.

Problème (P). — Déterminer u = = ( . . . , Ui, . . . ) dans V tel
que

a(u, v) = L(^) pour tout v e V.

6.2. — Le.? problèmes approchés.
On donne un réseau R/i de maille h = = ( . . . , A,, . . . ) .

Espace V/» : tout élément u/i de V/i est de la forme

Uh =( . . . , u?, ... ) i == 1, ..., n

où les u^ sont des fonctions étagées, constantes sur tout
(C, M) n Q Me R^. On désigne par u^ la fonction définie
sur Q de la manière suivante : lorsque V jU^Çx) + V^u$(o;) a un
sens, on pose :

(6.3) u{\x) = -1- (V,u^) + V^(^)).

Dans le cas contraire, on pose : u^Çx) = 0.
Il est clair qu'on peut définir une norme (hilbertienne) sur

V^ par

INl̂  S IW(Q)+ S IKIÎ Û)y./c=i 1=1
Pour M/» et ^ dans V/i on pose

(̂u,, ̂ ) = Sj^ a^ui^ dx + Sj^ u^? dx
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et

L^)=^f^dx

Les problèmes (P^) : déterminer u^ dans V^ tel que

^(^o ^/i) == Lh(^i) pour tout (^ e= V/».
6.3. — Nous allons démontrer le

THÉORÈME 6.1. — Sous l'hypothèse (6.2) les problèmes (P)
et (P^) ont des solutions uniques

u= (..., u,, ...) et u, == (..., u^ ...).

De pZu5, dans 1^(0) /br(, cm a

lim u? == ^ i=l, ..., n,
lim uf= u^ /, k=i, ..., yi.

Démonstration. — Les espaces F, V, V^, 'O.
Tout élément u =(..., u1, ...) de V peut être identifié

a
( . . . , u,, . . . ; . . . , ̂  . . . )

où les u^ sont liés par (6.1). De même, tout élément (. . ., u^ . . . )
de V^ peut être identifié à l'élément (. . ., u?, . . . ; . . . , uf/. . . ).
Il est donc clair que les espaces V et V^ peuvent5 être Venti fiés
à des sous-espaces fermés d'un espace F de la forme

F = (L^Q))^ y convenable.

Admettons un instant le

LEMME 6.1. — Le sous-espace (S)^))" n V est dense dans V.
On prend alors

V = ̂ (O))" n V.

Les opérateurs p^ et r^ : puisque V/» est un sous-espace de F
nous pouvons prendre pour p^ l'opérateur identité :

PhUh == Uf, pour tout Uf, e V^.

Soit maintenant ? = = ( . . . , ^, . . . ) e ï ; A la fonction ^
nous associons la fonction étagée ^

^{x} == w,(M) pour tout x e (C, M),
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pour tout M e R^ tel que (C, M) rencontre Q. Si nous désignons
par v\ les restrictions à û des fonctions ^, nous posons

r^ = ( . . . , ^, . . . ) .
On vérifie que

lim ||̂  — Pill^û) =0 i •== l, . . ., n
et que

lim ||̂  — |̂|̂ Q) =0 /, /c = Z, . . ., n

où ^ J k est défini par (6.1).

Vérification de V hypothèse K l,i.
On donne u/» dans V/i et on suppose que

2||u^|^+2|K||[^<C.

Il existe donc des sous-suites u^ et u^ et des éléments de
L^û), notés ùi et ù^ tels que, dans L^Q) faible

lim u^' == ùi i = l, . . ., n,
lim u^ == û^ /, /c = l, . . ., n.

Si maintenant on tient compte de la proposition 2,1, chapitre 3
et de (6.3) il vient

1
^= =y(VÂ+ v^-) h k=i, • • • ^

et par suite (ûi, . . ., un) est dans V. (C.Q.F.D.).

Démonstration du lemme 6.1.
Soit u = = ( . . . , Mi, . . . ) e V. On vérifie que

^Uj __ _1_ _ô_ , ^ , J__ _ô_ / ^ __ 1 ô / ^

ô^ô^~ 2 ô^^7"1 ' 2 ôï^ ^""Tô^^ ;-

— (Voir (6.1) pour la signification de u17, . . .).
Puisque les u^ u11, u1^, u^ sont dans 1^(0), nous avons

pour i = Z, . . ., n

Ui e 3)'(Q) (espace des distributions sur Q)
ô2^ eH-^û) / c , Z - l , . . . , n .ô^.ô^

(Pour la définition des espaces ?"(0), m<0, cf. Lions (2).)
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L'ouvert Q étant régulier, on sait que ces 2 relations entraînent
u,eHi(Q), ,=^. . .^

et par conséquent (©(û))" n V est dense dans V.

7. Un autre problème aux limites.

7.1. — Le problème exact.
On donne un ouvert Q borné dans R". On désigne par V

l'adhérence dans l'espace produit (H^Q))71 du sous-espace des
fonctions ^ = (^, . . ., ^) telles que

(71) ^le3)(Q)' espace des fonctions indéfiniment diffé-
( rentiables réelles, à support compact dans Q.

et
n

(7.2) ^ Dî^i == 0 (ou divergence ^ = 0).

Pour M et v dans V on pose

(u, ^)v = 5 (D,u,, D ,̂)L«(Q)
i. y=l

et en posant ||u||v = (u, u)^.

On définit une norme (hilbertienne) sur V; on donne mainte-
nant les fonctions réelles /) e L^Q), / = 1, . . ., n et on pose

a(u, v} = (u, p)v,

L(^)=2;^^^.j^^u

Le problème (P) : déterminer u = (u^ ..., M,) dans V tel
que

a(u, ^) == L(^) pour tout (/ e V.
7.2. — Les problèmes approchés:
On donne un réseau R^ de maille h = (Ai, ..., hn).

Notations. — On désigne par R^< l'ensemble des nœuds M
de R^ tels que

^3. ( ( 0 , M + 9 ^ ) c Q
( 6 = = — 1 , 0 , + 1 , ^=1, . . . ,n.
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On désigne par 0^ la réunion des pavés d'origine M dans R^
Dans tout ce numéro V opérateur V^ sera défini par

j[
V,u(^) = — . {u{x + h,) — u{x))

ni

(l'adoption de cet opérateur dissymétrique nous facilitera
l'exposé !).

Désignons par V^ l'espace des fonctions ^ = (^, ..., ^)
telles que

fn y^ {Les ^ sont des fonctions réelles étagées (7) définies
( sur Q et à support dans H^

et que

(7.5) S V.^ = 0 (8).
î=l

Pour Uh et ^ dans V^ on pose

(^,^k= S (V^}, V^L^Û)
i. J=l

et
INk=(^u^2.

Compte tenu de (7.4) et de la proposition 6.1, chapitre 3,
|] |̂ |v/, est une norme (hilbertienne) sur l'espace V/i. On pose

^h(Uh, VH) = (Uh, ^)vft

U(^)=|^^^

Les problèmes approchés (P/i) : déterminer u/»== (u^, ..., u^)
dans V/» tel que

^/i(^o ^ h) = L/»(^) pour tout Vf,e V/i.

THÉORÈME 7.3. — Les problèmes (P) e( (P/i) ont rfôs solutions
uniques u = = ( . . . , u^, . .. ) 6( u/» =( . . . , u?, ... ) ; De plus,
nous avons dans L^Q) fort :

lim V^ == D,uy i, / = 1, ..., n.

(7) Constantes sur chaque pavé ^origine un point du réseau.
(8) Lorsque x ̂  Q mais a; 4- ^» e Q il est naturel de poser ^^(x) = 0.
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DÉMONSTRATION. — Espaces F, V, V^, V.
On prend

F = (L^Q))»1

et on écrit tout élément M de F de la façon suivante

u= (..., u}, ...) i=l, . . . , n et /'= 1, . . . , n.

On peut identifier l'espace V avec un sous-espace fermé de F :
en effet lorsque

ï) il existe (u^, ..., u,) M. e H;(û), tel que

M} = D.u, i , j ' == l , ...,n.
U) ^ M;: = 0

1=1

l'élément (. . ., u^ . . .) de F peut être identifié à l'élément
(ui, . . ., Un) de V.

On identifierait de même V^ avec un sous-espace fermé de F.
On prend

V = ̂ (Q))" n V.
On sait que ^ est dense dans V.

Les opérateurs p^ et r^
On prend pour p^ l'opérateur identité

Ph^h = Uh pour tout u^ e Y/».

Désignons par FMih (ou par FMi s'il n'y a pas d'ambiguïté)
l'intersection du pavé (0, M)^ ayant pour origine le point
M = = ( . . . , niihi, . . .) avec le plan d'équation x, = m^. Soit
maintenant ^ = (^, . . . , ^) e T). On pose

(7.6) S^ === ̂ M) P01111 x e ̂  M^ n û

( pour tous les pavés (0, M) qui « coupent » Q
où ^(M) est défini par

(7.8) ^W=-^f^Wdx[W

avec ^ = (^, . . ., ̂ _,, ̂ ^ ̂ ^ . . ̂  ^)^
rfa;̂  == dx^ ... ûî^_i rfa;,+i . . . dx^

h'i =h^ ... A,-i./^i ... .̂

(9) Si une partie de FMi est extérieure à û, on prend ^, (a;;) = 0 sur cette partie
ce qui est naturel puisque <{>, est nulle dans un voisinage de F.
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II est clair que pour h assez petit les supports des fonctions
^ sont contenus dans ûji; pour montrer que (. . ., ^S? • • • ) est

dans Y/» il suffira donc de vérifier que :

5 v4? - oi=i
ou encore, en tenant compte de (7.6)

i S ^?(M) - 0
( i=i
pour tout M tel que (0, M) « coupe » û.

(7.9)

Puisque ^ est dans V on a :

S D^, - 0
i=l

et (en prolongeant, au besoin, les ^i par 0 hors de Q)

J^J^dx=0.

Par une intégration en dx^ il vient :

^(f^^^-f^^-0-
Ce qui s'écrit, compte tenu de (7.8)

S (^(M+^)—^?(M))-0
i"1 z, ^ ^(M + h,) — ^(M) .ou encore Ai, . . ., hn ^ ———7——^—= u

i=i 'l*
d'où l'égalité cherchée (7.9).

On vérifierait que
^limD^.= D.^- 1,7 == 1, ..., n(7.10) ;dans L^Q) fort.

Vérification de l'hypothèse K 1, i :
On suppose que ||i*h||v,, est bornée, u;,s V^, c'est-à-dire :

(7.11) 1 ||VAÛ)<C,
i,j=i

(Ci == constante positive).
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Puisque les fonctions u$ vérifient (7.4) et (7.11) on a, d'après
la proposition 6.1, chapitre 3

(7.12) ll^lkû)<Ci /=!, . . , n

(Ci = constante positive). A l'aide de (7.11) et de (7.12) on a

(7.13) S ||V,u^ + ||û  < C, + Ci / = 1, . . . , n.
1=1

Les fonctions ^.vérifient donc (7.4) et (7.13). Par conséquent
d'après le théorème 4.1, chapitre 3, il existe des sous-suites
u$, V, u} et des éléments ùj de Hî(Q) tels que (dans L^Q) faible) :

(7.14) <lim u)= u, j = 1, ..., n,
4im V .̂u} == Di-u,.

Montrons maintenant que ( . . . , uy, . .. ) est dans V ou encore
que :

(7.15) S D^. = 0.
i=i

II est clair qu'à toute fonction réelle v e L^Q) on peut associer
une fonction étagée ^ telle que

(7.16) lim ^ == p dans L^Q) fort.

On a

/|v,u?..,^=s^^iv^..,^i; v,u?.^^=v r v
>i=i ^J(o.M)nû^

et puisque ^ est constante sur (0, M) n Q on obtient grâce
à (7.5)

(7.17) ^S V^^==0.

En passant à la limite dans (7.17) il vient avec (7.14) et (7.16)

r n

/n S D,Û,.Ç/(te=0
17 "1=1
pour toute v e L^Q)

d'où la relation cherchée (7.15) et par suite l'hypothèse îïli est
vérifiée.



CHAPITRE V

LES PROBLÈMES APPROCHÉS

1. Propriétés des matrices des problèmes approchés.

1.1. — Formes sesquilinéaires sur C1" : N = entier positif,
C corps des complexes. Soit A une matrice (N, N)

A=((0y)) , OyeC, l , / '=l , . . . , N.

Si X= (X1, ..., X") et Y = (Y1, .. ., Y") sont des éléments
de C^ On pose

(1.1) (AX,Y)= S OyX'Y1

l»J'=l

il est clair que (AX, Y) est une forme sesquilinéaire sur C^
réciproquement, toute forme sesquilinéaire sur C^ peut être
mise sous la forme (1.1). On sait d'autre part, que (AX, Y)
est hermitienne si et seulement si

^J = ̂ Ji9

DÉFINITION 1.1. — On dit qu'une forme hermitienne (AX, Y)
est positive si

(AX, X) > 0 pour tout X e C^

DÉFINITION 1.2. — Une forme hermitienne (AX, Y) est
définie positive si la relation X -=f=. 0 entraîne (AX, X) > 0.

DÉFINITION 1.3. — Une forme sesquilinéaire (AX, Y) est
dite elliptique si

(1.2) |(AX, X)| > a.|]X||2 pour tout X <= C .̂
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ou a == constante positive et où

(1.3) |W = S IX-p.
1=1

DÉFINITION 1.3'.— Une matrice est dite elliptique si la forme
(AX, Y) est elliptique.

PROPOSITION 1.1. — Si la matrice A est elliptique alors

kn| > a > 0 pour tout i = 1, . . ., N.

En effet, dans (1.2) il suffit de prendre X1 =1 et X7 == 0
pour / =7^ i.

PROPOSITION 1.2. — Toute forme hermitienne et elliptique
est définie positive (à unchangement de signe près!).

Tout d'abord la relation X =^ 0 entraîne

|(AX,X)|>a||X|[2>0

donc (AX, X) ̂  0. Montrons maintenant que (AX, X) garde
un signe constant : soient X et Y dans C^ et supposons que

(1 4) ; (Ax. x) > 0,
? (AY, Y) < 0.

On a, X désignant un nombre réel

(A(XX + Y), ^X + Y) == X^(AX, X) + 2XRe(AX, Y) + (AY,Y)
en tenant compte de (1.4) il existe deux nombres réels distincts
Xi et À2 tels que

(A(X,X + Y), (\X + Y)) = 0 i = 1, 2
et par suite

X,X + Y == 0 i = 1, 2
d'où, puisque \ =^ Xg

X==0

ce qui est en contradiction avec (1.4). Par conséquent (AX, X)
garde un signe constant indépendant de X.

1-2- — Cas où V^ est un espace de dimension finie N(/i).
Il s'agit essentiellement de l'approximation par la méthode
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de Galerkin (chap. 2) ou par la méthode variationnelle des
différences finies (chap. 4).

Nous savons (chap. 1 n° 4) que le problème approché (P/») est
en fait un système de N(/i) équations linéaires à N(A) inconnues.

N(/i)

(1.5) S ̂ (4, e{} = W) / = ! , . . . , NW
i==l

où é\) ii == 1,. . ., N(/i) est une base de l'espace V/i et où les
inconnues u^ sont les composantes de la solution « appro-
chée » u/i

u^ = ̂ u^e[.

DÉFINITION 1.4. — La matrice

A,=={(a^e{))) i,j=l, . . . , N ( A )

est dite matrice du problème approché.

DÉFINITION 1.5. — Les équations (1.5) sont dites équations
approchées.

L'espace V\ étant de dimension finie N(/i), on peut le
confondre avec C^; les deux normes ||u/»([v^ et ||u/»[| == (SlujJ2)172

sont équivalentes : c'est-à-dire qu'on a

0</c,<^</c, ||u,||̂ 0
|p/i||

(les nombres k^ et k^ peuvent dépendre de h).
On a maintenant :

an{u^ ^) = (A/,u/», ^)

et compte tenu de l'hypothèse de V^-ellipticité

|^(^/i, ^)| > a-11^11^ P0^ tout ^ e V/», a > 0

il vient

et, encore
|(A^, u^)| > a. IHÎ

|(A^,u,)|>a^|H||2 a/cî>0
pour tout u/i.
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On a donc démontré

PROPOSITION 1.6. — La matrice A/, du problème approché
(Ph) est elhpttque.

D'autre part, dans tous nos schémas d'approximation si
a(u, P) est hermitienne, a^, ^) l'est aussi d'où la

PROPOSITION 1.7. — Si a(u, v} est hermitienne et N-elliptique,
alors la matrice A^ du problème approché (P/,) est hermitienne
définie positive.

2. Formation des équations approchées.

2.1. — Formation globale.
On connaît la base <, i = 1, . . . N(A) de V^. Il suffit donc

de calculer a«, e{) et L(^). Il en sera ainsi lorsque les fonctions
e\ seront définies « globalement )) dans Q (et non par un raccor-
dement de fonctions définies « localement » : voir exemples 3 1
et 3.2, chapitre 2).

2.2. — Formation progressive.

Nous étudions maintenant le cas où les e\ sont définies
« localement » comme dans les exemples 3.1 et 3.2, de la
méthode de Galerkin (chap. 2) ou comme dans la méthode
variationnelle des différences finies. Nous allons exposer la
méthode de formation progressive des équations approchées
dans le cas des problèmes de Neumann d'ordre 2 (voir chap. 4,
n° 2). Nous rappelons qu'on cherche u dans H^Q) tel que

a(u, v) = L(^) pour tout v e ?(0)
où

a(u, v) = S^ a .̂D,uD7 dx + f a^uv dx
et

W-=f^dx.

On a défini un ensemble (fini) RJ^ de points du réseau R^;
puis a toute suite u^ définie sur R\ et à valeurs dans C on associe
(linéairement) les fonctions ^ et uS; le problème approché
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est alors : déterminer la suite u^ telle que :

(2.1) a^(ufc, p^) = L/»(^) pour tout ^ e V^
où

^(^, ̂ ) == ̂ f^u^i dx + f^u^ dx
et

^)=f^dx

il est clair que (2.1) peut s'écrire, en supprimant désormais
V indice h

(2.2) SÂ B D(AÎ B)U(A) Ï7(B) = ? R^) ̂ B)
(pour tout pe Vft

où A, B e Ri et où D(A, B), R(B) ne dépendent ni de u ni de
v. L'équation (2.2) est équivalente au système des équations
linéaires suivantes

;SD(A,B)u(A)=R(B) , A e R ^
(2.3) \ -̂ •

'B étant un point quelconque de Ri.

DÉFINITION 2.1. — L'équation

ÇD(A,B)u (A)=R(B) , A e R i

est dite, équation approchée associée au point B de Rf
Puisque les fonctions u1 et UQ sont définies « localement » à

partir de la suite u, il est naturel de faire intervenir les formes
suivantes

a^u, .) = ̂ f^^a^ dx + f^ ^aouo.o dx
et

LM^=/on<o.M>^^( lo).
clair queIl est clair que

(2.4)
Oft(u, P) = 2 <»"(", V}

w==ww
BU

(où la sommation a lieu pour les points M tels que le pavé

(10) On aurait pu prendre un autre pavé lié à M au lieu de (0, M).
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(0, M) « coupe » Q i.e (0, M) n Q = ft) et que a^(u, ^) et L^(^)
peuvent s'écrire

<(^, ^ = ̂  D^A, B) u(A) ^(B), A, B e Ri

^•5) L^^SRW^B), BeRi
B

On a donc le résultat suivant
D(A, B) = ^ D^A, B)

R(B) ^SR^B)(2.6)
M

(même ensemble de sommation que dans (2.4)).

DÉFINITION 2.2. — Les éléments a^(u, ^), L^(^), D^A, B)
sont appelés respectivement forme sesquilinéaire partielle, forme
linéaire partielle et coefficient partiel.

Au point de vue programmation: Désignons par D(A, B)
et par R(B) les mémoires qui doivent contenir les nombres
D(A, B) et R(B) ; grâce aux relations (2.6) on est conduit au
procédé de formation progressive des équations approchées :

Avant le bouclage (la variable étant le pavé (0, M) ou le
point M) on annule les mémoires D(A, B) et R(B).

Pendant le bouclage on ajoute au contenu de ces mémoires
les nombres D^A, B) et R^B) définis par (2.5).

En Fin de bouclage (lorsque (0, M) a « couvert » Q) dans les
mémoires D(A, B) et R(B) il y a ̂  D^A, B) et ^ R^B) c'est-à-

M M

dire les nombres D(A, B) et R(B).

3. Forme des équations approchées.

3.1. — Considérons le problème de Neumann suivant:
étant un ouvert borné dans R" de frontière régulière F, déter-
miner u dans ?(0) tel que

(3.1) \ ̂  X aiiDiu ̂ dx+f^u.vdx^f^f.vdx
pour tout v e ?((2)

ou
a», oo e L^û), /•eL2(Q)
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et on suppose que

/g ̂  {cLu(x) > a > 0 p.p. sur û i = = ; , . . . , n
(cLQ(x) ;> a p.p. sur Q

II s'agit donc d'un cas particulier où la forme sesquilinéaire
a(u, ^) (le premier membre de (3.1)) est hermitienne. Nous allons
étudier la forme des équations approchées pour les 4 types de
problèmes approchés décrits dans le n° 2, chapitre 4.

3.2. — Premier schéma ^approximation.
On pose pour A, B e ̂  (voir la définition de 9^ au chapitre 4

no 2).
Q(A, B ) = Q n (0, A) n (C, B),
Q(A, Bi) = û n (0, A) n (A, Bi).

(Voir les définitions des pavés (0, M), (C, M), (A, Mi) dans le
chapitre 3, n° 1.)

a(A, B) = mes. Û(A, B),
a(A, Bi) == mes. Q(A, Bi),

""^^-X^.)^)^
ao(A, B) = f^ (A, B)ao dx.

Rappelons maintenant que Mo désigne l'ensemble des
sommets du pavé (0, M) et que M,, i == l, . . ., n, désigne l'en-
semble des points M tels que N, N + h, e= Mo.

On pose

^(u, .) = ̂  ̂ ^ a^1 dx + f^^ ao. u,Po dx

Rappelons que les fonctions étagées UQ, ^o sont constantes
sur tout (C, M) et que u1 = V^o, ^ = V^o ; on vérifie alors que,

(3.3)

^(^)=2 5 a.(M, A,). ̂ A + /lt) - ̂ A). ̂ A + fe-) - ̂ A)
i^lAGM, /l, .̂

+ S ^o(M,A).u(A).?(A).
AeMo

Compte tenu de (3.2) les coefficients a«(M, Ai), Oo(M, A)
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sont positifs; on voit alors, sur (3.3) que les coefficients partiels
possèdent les 3 propriétés suivantes :

i) seuls les coefficients du type

D^A, A), D^A, A + h^, D^A + A,, A)
ne sont pas (automatiquement) nuls.

iï) les coefficients du type D^A, A) (ou D^A + h^ A + h,) !)
sont positifs.

iii) par contre, les coefficients du type D^A, A -4- A;) et
D^A + h,, A) sont négatifs.

Les coefficients D(A, B) des équations approchées possèdent
aussi ces propriétés (puisqu'on les obtient par sommation
des coefficients partiels).

Cherchons maintenant la somme (par rapport à A) des
coefficients D^A, B) : il suffit pour cela de faire dans (3.3)

u(A) == 1 pour tout A e= Mo
^(B) = 1

et
ç.(P) =0 si P ̂  B pour tout A e Mo.

On obtient
J^ D^A, B) = ao(M, B)

donc
S D^A^X)

AGM,

et par suite

D^B, B) > SD^A, B), A e Mo, A ^= B.
Par une sommation en M, il vient

D(B, B) > — SD(A, B), A -=)=. B.

par conséquent, la matrice A est à diagonale dominante stricte.
En résumant les résultats du n° 3 et la proposition 1.7, il vient
le

THÉORÈME 3.1. — La matrice A^ du problème (P/i) (1er schéma
(Kapproximation) possède les propriétés suivantes:

1) elle est hermitienne définie positive',
2) elle est à diagonale dominante stricte',
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3) les coefficients non (automatiquement) nuls sont de la forme

D(A, A), D(A, A + A»), D(A + ̂  A) i = 1, ..., n',

4) les coefficients de la diagonale principale sont positifs, les
autres sont négatifs ou nuls.

D'après la propriété 3) énoncée dans ce théorème, dans une
équation approchée, il y a plus 2^+1 coefficients non nuls.

3.3. — Les 3 autres schémas d'approximation (voir chap. 4,
no 24).

Considérons un pavé frontalier (0, M), {i.e F n (0, M) ^= 0).
On vérifie que la forme sesquilinéaire partielle a^Çu, v) peut
s'écrire

^{u,v)= 2 D^A.B^A).^)
A, B€MQ

où les coefficients D^A, A) sont positifs et où en général

D^A, B) ̂  0 si A ̂  B, A, B e Mo.

Si A et B sont des sommets d'un même pavé, le coefficient
D(A, B) est donc non nul en général : par conséquent, dans une
équation approchée il y a au plus 3" coefficients non nuls.
Compte tenu de ces résultats et de la proposition 1.7, il vient
le

THÉORÈME 3.2. — La matrice A/i du problème (P/») {schémas
d'approximations 2, 3 et 4) possède les propriétés suivantes:

1) elle est hermitienne définie positive',
2) les coefficients non (automatiquement) nuls sont de la forme',

D(A, B) où A et B sont des sommets d'un même pavé,
3) les coefficients D(A, A) de la diagonale principale sont

positifs.

Remarque 3.1. — On peut vérifier que A/» n'est pas à diagonale
dominante et que les coefficients non situés sur la diagonale
principale sont de signe quelconque.

Remarque 3.2. — Supposons que le système des équations
linéaires approchées soit résolu par la méthode (itérative) de
Relaxation (cf. [18]). Pour les matrices A^ décrites par le
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théorème 3.1 la recherche du paramètre de relaxation opti-
mum est aisée; par contre, pour les matrices A/» décrites par
le théorème 3.2, nous ignorons comment définir le paramètre
optimum éventuel.

4. Programmation.

4.1. — Considérons le problème de type mêlé décrit au
chapitre 4, n° 5, c'est-à-dire le problème suivant : On donne
un ouvert Q borné dans R" de frontière régulière F, on désigne
par FI une partie de F et par V le sous-espace des u e= ?"(0)
tels que

YM == 0 sur FI.

On cherche u dans V tel que

S F Op^D^D^ dx = Ç J . v dx pour tout ^ e V.
JQ, JQ

Nous allons étudier la formation d'un programme sur la réso-
lution approchée de ce problème par la méthode variationnelle
des différences finies.

Ce programme est formé d'un programme principal qui
assure la liaison entre plusieurs sous-programmes (assemblés
séparément). Il y a :

4.2. — Les sous-programmes qui concernent les données
du problème, à savoir :

1) les fonctions Opq et /*;
2) les représentations locales de F et de I\. Par exemple

si Q est un cercle dans le plan et si F a pour équation x2 + y2 = l?
le programme principal fera appel aux fonctions

4.3. — Les sous-programmes qui concernent V approximation,
à savoir :

1. Le sous-programme position ou (POSIT) : il étudie la
position du pavé (0, M) par rapport à Q : nous donnons à
POSIT les coordonnées de M et il restitue les éléments néces-
saires au calcul des coefficients partiels. On pourra associer
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un POSIT à chaque type d'approximation; par exemple
POSIT 1 : donne les mesures de (0, M) n Q.
POSIT 2 : donne les coordonnées du barycentre de

(0, M ) n Q . . .
2. Le sous-programme de formation des équations (ou

FORMA). On pourra utiliser la formation progressive des
équations (voir n° 2) et associer un FORMA à chaque type
d'approximation.

3. Le sous-programme Accélération: il s'agit de rechercher
des paramètres d'accélération de la méthode itérative choisie.

4. Le sous-programme Résolution du système des équations
linéaires approchées.

5. Le sous-programme Sortie des résultats.

Remarque 4.1. — (Sur la comparaison des différentes
méthodes d'approximations pour un exemple donné). Il est
nécessaire de connaître la solution exacte u. La solution appro-
chée Uf, (ou plus exactement p^, voir théorie générale chap. 1)
étant calculée, on demandera alors au sous-programme sortie
de calculer, par exemple, l'erreur relative dans L^Q), (ô'est-à-
dire l'erreur relative en moyenne quadratique).

Remarque 4.2. — Notre étude est limitée à la formation du
système approché (c'est à-dire à l'approximation). Pour la
résolution de ce système par des méthodes itératives cf. [18].

5. Exemple 1: (Un problème de Neumann à un milieu).

5.1. — Désignons par Q le disque (de R2) de centre l'origine
et de rayon 1 et par F la frontière de Q (n). Considérons le

Problème (P). — Déterminer u dans ?(0) tel que :
(5.1)

1 2

\^f^iU^dx+f^u^dx=f^f^dx+^g^{^
f pour tout v €E ?(0)

(n) On n'a nullement tenu compte des symétries du cercle. „
(12) Voir chap. 4 n° 8 les remarques sur la forme linéaire ^-> f ^ g.~v dv.
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/" et g sont deux fonctions continues données, da désigne l'élé-
ment d'aire sur F. Il est clair que ce problème admet une solu-
tion unique u et que u vérifie (dans le sens faible)

(5.2) ou
on

Au + u == f dans Q

== g sur F.

On a commencé par se donner u et ensuite on a calculé f et g
à l'aide de (5.2). On a pris

u = x\ + <

5.2. — Approximation: On donne le réseau R/» de maille
uniforme h = 0,04. Nous rappelons que u/» désigne une suite
définie sur certains points du réseau. Puisque u est connu,
on peut calculer l'erreur relative suivante :

ou =
g \u,{M)—u{M)\2

§ W)|2

1/2

le système linéaire est résolu par la méthode itérative de
Gauss-Seidel; le nombre d'itérations est désigné par N.

5.3. — Résultats : Le nombre de points est : 2601.

Deuxième schéma (voir 2.4, chap. 4)

N 25 50 75 100

ou 0,254 0,074 0,029 0,019

Troisième schéma:

N 25 50 75 100

ou 0,253 0,067 0,019 0,006
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6. Exemple 2; (Un problème de transmission
ou un problème de Neumann à deux milieux).

6.1. — Le problème exact.
Désignons par I\ (Resp. Fg) la circonférence (dans R2)

de centre l'origine et de rayon 1/2 (Resp. de rayon 1), par Q^
le disque de frontière Fi et par Qg la couronne de frontière Fi
et Fg. Désignons par V le sous-espace fermé des u = (ui, Ug)
de ?(^1) X ?(0^ tels que

T^i = ï^2 sur Fi.
Considérons le

Problème (P). — Déterminer u dans V tel que
/ 2 ^ ____ ^ 2 ____

S ./o D^iD^i cfc + / u^i ̂  + ^ / 5D,U2. D^a ̂
/ ^ l \ i=l i=l

+ f^ u^ dx = f^ ̂  + xpf^ dx + f^, d^
pour tout P == ((^i, ^g) e V

A? j^2 et g sont des fonctions continues données.
Le problème (P) a une solution unique u et on montre

(en utilisant la formule de Green dans Q^ et dans Qg) que u
est solution (dans un sens faible) du

Problème (P'). — Déterminer u^ et Ug tels que

/g 2\ ^— A^i + Ui = f^ dans Qi
(— 5Au2 + ^2 = /2 dans Qg

T^i = T^2 sur Fi
(6.3) ou, ̂  g ou, ^

ÔTÎi ô/Zg

(6.4) ^^g surr,
ÔMg

où n;, i = 1, 2 désigne la normale extérieure à la frontière
de Q(. Ici aussi on a commencé par se donner la solution
u = (ui, Ug) satisfaisant à (6.3), puis on a ensuite calculé
A, f^ g à Paide de (6.2) et de (6.4).

21
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On a pris

u ,̂ x,} == (2^ + 3x1) (5 - ————\
\ î + ̂ i/

l̂ i, ̂ 2) == 2^ + 3 .̂

6.2. — Approximation: On prend un réseau R/» de maille
uniforme h = 0,05. On désigne par R;, l'ensemble des sommets
des pavés qui ont une intersection non vide Qi^i.a. La solution
du problème approché est formée de suites u^ définies sur R^,
i === 1, 2. On pose

ou, ==
rsi^(M)—u,(M)|n1/2
1 R._____ 1

S 1^(M)|2 i = 1,2.
^

Ici encore le système est résolu par la méthode de Gauss-
Seidel.

6.3. — Résultats: Le problème (P) a été considéré comme
un problème de Neumann (à 2 milieux). Nous avons utilisé
le 3e schéma d'approximation (voir 2.4, chap. 4). Le nombre
des itérations est encore désigné par N.

N

ÔUi

ÔÛ2

100

0,207

0,184

125

0,135

0,128

150

0,087

0,089

175

0,056

0,063

200

0,036

0,045

Essai réalisé sur IMB 704.

Nombre de points 1681.
Durée (approximative) de l'essai : 19'30".
Durée de la formation du système : 2'12".
Durée de la résolution : 5" par itération.
Durée des calculs d'erreurs : i'20^.
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Remarque 6.1. — La décroissance régulière des erreurs
relatives ou; en fonction du nombre des itérations nous laisse
supposer que le système linéaire n'est pas encore résolu après
200 itérations. Il faudrait donc soit faire plus d'itérations,
soit prendre une méthode plus rapide; notre choix de la méthode
de Gauss-Seidel s'explique par le fait que cette méthode est
facile à programmer et que nous avons pour but, non pas la
rapidité de la résolution mais l'étude de l'approximation (voir
Remarque 3.2 au sujet de la méthode de Relaxation).
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