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APPROXIMATION VARIATIONNELLE
DES PROBLEMES AUX LIMITES

par Jean CEA

Introduction

Dans I’étude d’un probléme aux limites menée jusqu’aux
applications numériques il y a essentiellement trois stades:

1 stade: On se préoccupe de savoir si le probleme est
bien posé, c’est-a-dire, s’il a une solution unique dans un
sens classique ou plus souvent dans un sens généralisé (le
sens classique étant trop restrictif); supposons que le pro-
bléme soit posé sous la forme suivante : déterminer u tel que

(I) Au = dans un ouvert Q de R"
et que
(I); Bu =0 sur la frontiere ['de Q, j=1, ..., J.

2¢ stade: En général la solution u ne peut étre explicitée,
on construit alors des « probléemes approchés », on démontre
Pexistence et l'unicité de la solution (dite approchée) de
chacun de ces probléemes et on montre enfin que ces solutions
approchées convergent (dans un certain sens) vers u.

3¢ stade: On résout effectivement le probléeme approché.
Notre travail se situe dans le deuxiéme stade : nous donnons
un procédé convergent d’approximation systématique des solu-
tions faitbles d’une vaste classe de problémes aux limites
elliptiques. (Le cas des probléemes d’évolution fera I’objet
d’une publication ultérieure.)
18
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Chapitre 1 (Théorie générale). Le probléme (P) dont on
cherche une approximation de la solution u est le suivant:
déterminer u dans V tel que

(IIT) a(u, v) = L(v) pour toutveV

ou V est un espace de Hilbert, a(u, ¢) est une forme sesqui-
linéaire continue sur V X V et L(v) est une forme linéaire
continue sur V. (Dans de nombreux exemples, la solution
d’un probléme du type précédent vérifie dans un sens faible
des équations de la forme (I) et (II);). Le probléme (P) est
dit associé au triplet {V, a(u, ¢), L(¢){. On donne une famille
de triplets §V,, au(us, ¢s), La(vs)} auxquels sont associés les
problémes approchés (P,) et une famille d’opérateurs linéaires
pn et

VYecVecF
"h\/Ph
Vi

ou P est dense dans V qui est fermé dans ’espace de Hilbert F.
Sous certaines hypothéses « H » (Resp. « K ») les probléemes (P)
et (P,) ont des solutions uniques u et u, et de plus p,u,converge
vers u dans F faible (Resp. Fort).

Chapitre 2: Nous prenons F = V; nous retrouvons la
méthode de Galerkin, des résultats de Huet [8] sur les phéno-
meénes de perturbation singuliére dans les problémes aux limites
et des résultats de Lions [13] sur 'approximation de certains
problémes par des problémes de Neumann ou de Dirichlet.

Le chapitre 3: essentiellement technique est consacré a
I'étude des fonctions étagées en vue du chapitre suivant.

Chapitre 4: V est alors contenu dans F; nous donnons un
procédé d’approximation systématique des probléemes d’ordre 2,
des problemes de transmissions, d’élasticité et de type mélé
d’ordre 2m. Nous montrons aussi comment en partageant
Pouvert Q) en (); et , nous pouvons utiliser la méthode de
Galerkin (Resp. des différences finies) pour ’approximation
de u dans Q; (Resp. (). Des méthodes voisines de celles

des chapitres 2 et 4 sont présentées dans [6], [12], [13] et [14].

Chapitre 5 : lorsque I'espace V, est de dimension finie N(k),
le probléme (P,) est en fait un systéme de Cramer de N(h)
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équations linéaires & N(h) inconnues. Nous donnons quelques
propriétés des matrices associées aux problemes (P,) et des
indications sur la programmation de ces problémes. Enfin
nous donnons quelques-uns des résultats des essais numériques
effectués sur ordinateur 1.B.M. 704.

Qu’il me soit permis d’exprimer ici toute ma profonde
gratitude a M. Lions non seulement pour m’avoir suggéré
les méthodes et les applications exposées dans ce travail mais
aussi pour les conseils et les encouragements qu’il n’a cessé
de me prodiguer.

Je suis heureux d’exprimer ma reconnaissance & M. de Possel
qui a bien voulu présider le Jury et qui a facilité mon travail
au Centre Blaise Pascal.

Mes remerciements vont également & M. Bruhat qui nous
a fait I’honneur de participer au Jury.
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CHAPITRE PREMIER

THEORIE GENERALE

1. Problémes variationnels elliptiques.

Nous allons rappeler briévement la position variationnelle
des problémes aux limites elliptiques. On pourra voir une
étude systématique de ces problémes dans [10], [11] et [15].

1.1. — Position variationnelle des problémes aux limites elli-
ptiques :
On donne un triplet

{V, a(u, 9), L(s)}

ou V est un espace de Hilbert, a(u, ¢) est une forme sesqui-
linéaire continue sur V X V, i.e. une application : u, v — a(u, ¢)
de V X V dans C (corps des complexes) qui soit linéaire en u,
semi (ou anti) linéaire en ¢, avec

la(u, ¢)| < Cy||u]].||¢ll, C; = constante

et enfin, ou L(¢) est une forme anti-linéaire continue sur V(*).

DerinitioN 1.1. — La forme a(u, ) est V-elliptique st
(1.1) la(v, ¢)| > o||¢||y pour tout v e V

le coefficient o étant un nombre positif indépendant de v.
Probléme 1.1. — Déterminer u dans V vérifiant
(1.2) a(u, ) =L(¢) pour tout ve V.

(1) Dans la suite, nous supposerons que tout triplet (qu’il dépende d’un parameétre
ou non) vérifiera les hypothéses précédentes.
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Tutorime 1.1. — St la forme a(u, v) est V-elliptique, alors,
le probléme 1.1 admet une solution unique.
1.2. — Ezxemple:

Sott Q un ouvert borné dans R" de frontiére I' qui sera,
par exemple, une variété de dimension n—1, une fois
continiiment différentiable, () étant d’un seul c6té de I'. On
désigne par H'(Q) I'espace des (classes de) fonctions u e L*Q)

., .. . ou .
telles que les n dérivées (au sens des distributions) 5. Solent
aussi dans L*Q). Muni du produit scalaire :

(1.3) (u,9) = é f Diu.ﬁi; dx —l—f uv dzx, D, -0
=1/ Q Q dx;

c’est un espace de Hilbert. Si I'} est un morceau de T, T,
désignant le reste de la frontiére, on prend pour V le sous-
espace vectoriel fermé de H'(()) des fonctions u de H(Q)
nulles sur [';. On prend, d’autre part,

(14 a(u, ) =3 [oDu.Dede + A [jusda, AeC
et -
(1.5) L(v) = [ fp dz + [, g.7ds

ou do est « ’élément d’aire » sur [, f est une fonction donnée
dans L*Q) et g est une fonction donnée, définie sur ['; et
continue par exemple.

Si P'on suppose que Re A(= partie réelle de A) > 0, alors

Re a(y, v) > inf (I, Re A)||¢|¥
et par suite

la(v, ¢)| > inf (I, Re A)[|o[[y

s1 bien que la forme sesquilinéaire a(u, ¢) est V-elliptique, et
on a le résultat suivant: I’équation

(1.6) g Z J;* Du.Dyp do J”/g up dx Zﬂ)fadwrfgga ds

{ pour tout ye 'V

admet une solution unique uw dans V.
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En utilisant formellement la formule de Green, on inter-
préte facilement le probléme précédent, il vient en effet

_ ou QU _
o f;}(——Au—{— u)vdw+<fr“b—nvdc>+fp,£vdc

=£2f6dx+fr',’g5dc pour tout vy e V

ou — désigne la dérivée normale extérieure a ['. Dans (1.7),

P'intégrale f ?5(&: est nulle puisque les fonctions ¢ de V
sont nulles sur I, il s’agit donc du probléme de type mélé
suivant :
—Au+ u={f dans Q
0
(1.8) En—bi =g surl}
u=0 surl).

2. Généralités sur les approximations.

Pour approcher la solution u dans V du probléme (P) défini
par le triplet

{V, a(u, v), L(v)}

nous chercherons une suite d’éléments u; qui converge vers u
(dans un sens & préciser) lorsque h tend vers zéro.

DeériniTion 2.1. — Une approximation est dite interne
(Resp. externe) lorsque u est approché par des éléments de
V (Resp. d’un espace contenant V).

Nous introduirons donc un espace F contenant V. Les problémes
potsins (ou approchés) (P,) seront définis, en toute généralité,
par la donnée de

{Vh, ah(uh’ "h)a L,.(V,.)f.

Pour assurer le lien entre les problémes (P) et (P,) nous intro-
duirons deux opérateurs linéaires p, et r,:

r,,:V—>V,,
pr: Vi—>F
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enfin nous approcherons la solution u de (P) par p; us, u, étant
la solution de (P,), nous obtiendrons ainsi des théorémes de
convergence dans I’espace F.

3. Les théorémes d’approximations.

3.1. — On donne les triplets

{V, a(u, »), L(v)
et {Vm an(Un, ¥h)s L,.(V;.)f

auxquels sont associés les problémes (P) et (P,).
Probléme (P). — Déterminer u dans V vérifiant
(3.1) a(u, v) = L(¢) pour toutve V.
Probléme (P;). — Déterminer u, dans V, vérifiant
(3.2) an(un, vn) = Lp(vs) pour tout ¢, eV,
Nous ferons les hypothéses, de V et V,-ellipticité, suivantes

(3.3)  la(v, ¥)] > ¢|l¢||¥ pour tout ve V, >0,
(3.4) lan(vhs ¥a)| = allonl[y,  pour tout ¢4 e V.

On donne maintenant un espace U et un espace de Hilbert F
tels que:
VeVcF

r espace V, n’étant pas nécessairement fermé ou dense dans F;
puis un opérateur p, e 4(V,, F) et enfin un opérateur linéaire r,
de U dans V,; nous supposerons en outre, que

’ )

(3.5) lPallgcv,, v < Co
ou C, est une constante donnée positive.
3.2. — Nous faisons maintenant les hypothéses suivantes :
Hypothése (H1). — Si la suite des éléments u, de V, est
bornée, 1.e
(3.6) llually, < Gy

compte tenu de (3.5) on a
(3.7) llpaulle < CoCy
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et par conséquent, la suite p,u, est bornée dans F'; nous savons
qu’il est possible d’extraire une sous-suite p,u, qui converge
faiblement dans F vers un certain élément uX de F(%).

Nous supposons que:

i) uX est dans V (et non seulement dans F);
i) lim ay, (up, rye) = a(uX, ¢) pour tout ¢e?.
h‘.=0

Hypothése (H 2). — Nous supposons que

i) |La(va)| << Gollenllv, pour tout v, eV,

C, étant une constante donnée

it) lim L,(ry) = L(v) pour tout ¢ €.
h=0

Nous allons démontrer le

TatoriME 3.1 ou (THEOREME GENERAL DE CONVERGENCE
FAIBLE). — Sous les hypothéses H1 et H 2, nous avons

lim p,u, = u dans F faible (?)
h=0

ou u et u, désignent les solutions uniques des problémes (P)

et (Py).

Démonstration. — Les formes sesquilinéaires a(u, ¢) et
an(us, v) étant V et V,-elliptiques (par hypothése), les pro-
blémes (P) et (P,) admettent des solutions uniques u et u,
(Cf. [10]).

Dans I’équation approchée (3.2) faisons ¢, = uy,

(3.8) an(un, un) = Lin(us)
d’out
(3.9) |an(un, un)] = |Ln(us)|.

Nous majorons et nous minorons respectivement les 2 et 1€T

membres de (3.9) a Paide de (3.4) et de (H2) 1) :
o funl[v, < Collunlly,
dou ey, < &2
a«

(*) Dans 3.2. il suffit que F soit un espace de Banach réflexif.

(2) Dorénavant dans toutes les questions de convergence nous omettrons h = 0
ou h— 0.
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et enfin, compte tenu de (3.5) il vient:

(3.10) Pl < oG

Nous pouvons donc extraire une sous-suite p,u, qui
converge, faiblement dans F, vers un élément u* de F; mais
d’aprés I’hypothése (H 1) nous savons que

1) uX est dans V.
(3.11) i) lim ay(uy, ) = a(ux, ¢) pour tout ¢ e .
Dans I’équation approchée
an(Uny ¥n) = Ly(vy,) pour tout v, eV,

nous prenons ¢, = rv, ¢ étant un élément quelconque de Y,
il vient
(3.12)  aw(un, ray) = Ly(rny) pour tout ¢ e V.

Lorsque h; — 0, compte tenu de (3.11) et de (H 2) 1), I’égalité
(3.12) conduit a:

a(u*, ¢) = L(¢) pour tout v .

Mais U étant dense dans V, et le probléeme (P) admettant une
solution unique u, nous avons

u = uX.

On démontrerait de méme que pour toute sous-suite pu;
de puun, 1l existe une sous-suite p,u,, telle que

lim p,u,, = u dans F faible

c’est donc que la suite originelle p,u, converge vers u dans F
faible.

Remarque 3.1. — Lorsque P'approximation est interne (ou
encore lorsque V = F) ’hypothése (H 1) 1) est automatique-
ment vérifiée; de plus I’hypothése (H 1) it) est équivalente a:

(H1)" &) lim {an(up, ray) A
— a(putn, )} =0 pour tout ¢ .
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En résumé, dans le cas d’une approximation interne, nous
remplacerons I’hypothése (H 1) par:

Hypothése (H1)'. — 51 la suite des éléments u, de ¢, est
bornée, 1.e.

v, < s

alors
lim {au(un, ra0) — a(pyus, v)} =0 pour tout ¢ e V.

3.3. — Nous allons établir maintenant un théoréme de
convergence forte; nous conservons les données du 3.1 et
nous faisons les hypothéses suivantes:

Hypothése (K 0). — 1) 'espace V est fermé dans F:
(u, ¥)v = (u, ¥)r pour tout u, veV;

i) la forme sesquilinéaire a(u, ¢) est la restriction aV X V
d’une forme sesquilinéaire, encore notée a(u, ¢), définie et
continue sur V X V et sur p,V, X p,V,; de plus

(3.13) Ja(u, u)| >allullr pour tout u dans V oudans p,V,.

Hypothése (K 1). — Si la suite des éléments u, de V, est
bornée,
lully, < G
alors

1) 1l existe un élément u* de I’espace V et une sous-suite u;
i
tels que:

lim PrUn, = uX dans F faible
(comme dans 3.2 nous savions, a priori, que uX était dans F);
1) hm {au(un, 1) — a(paus, v)} =0 pour tout ¢ U;
i) hm {an(us, us) — a(patin, paus)} = 0.
Hypothése (K 2). — Nous supposons que
1) |La(on)] << Gollonllv, pour tout v, e Vy;
1) lim Ly(rw) = L(v) pour tout ¢ € U;
ue) si la suite des éléments u, de V, est bornée, alors

lim §L(psus) — La(us)} = 0.
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Nous allons démontrer le:

TaEorEME 3.2 (0U THEOREME GENERAL DE CONVERGENCE

FORTE). — Sous les hypothéses (K 0), (K 1), (K 2)
lim pyu, = u dans F fort

ou u et u, désignent les solutions uniques des problémes (P)

et (Py).

Démonstration. — 11 est clair que toutes les hypothéses du
théoréme de convergence faible sont vérifiées; nous avons donc :
(3.14) lim p,u, = u dans F faible
et par suite
(3.15) Lim a(pyus, u) = a(u, u),
(3.16) lim a(u, puun) = alu, u),
(3.17) lim L(pyu;) = L(u).

Comme L(pyu;) et Ly(us) ont méme limite (voir hypotheése

(K '2) 212)) on a
(3.18) him Ly(u,) = L(w).

Si maintenant, dans les équations (3.1) et (3.2) nous faisons
¢ = u et ¢, = u,, nous obtenons

a(u, u) = L(u),

an(un, un) = Ln(us)
et par passage a la limite, compte tenu de (3.18), il vient
(3.19) him ay(un, wp) = alu, u)
et par conséquent (voir hypothése (K 1) iit))
(3.20) lim a(paun, prun) = a(u, u).
Nous avons

(3.21)  {a(par — u, paur — u)
= a(puUn, Prttn) — a(pattn, u) — a(u, pryus) + a(u, u)}
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si bien que, compte tenu de (3.20), (3.16) et (3.15) i1l vient
him a(pyur — u, prur—u) =0
et puisque a(u, ¢) est elliptique

lim ||paur — ullr = 0 C.Q.F.D.

4, Les problémes « approchés ».

Nous supposons que V, est un espace de dimension finie
N(h); Soit e}, i =1, 2, ..., N(h) une base de cet espace,
Péquation approchée

(4.1) an(un, vn) = Lyp(vy) pour tout v, eV,
se traduit par

an(un, €l) = Lyu(ef) pour tout j =1, 2, ..., N(h).

Si
Nw
Up = ), Uheh.
i=1
On a ' '
an(Xuieh, el)= Ly(el) pourj=1,2, ..., N(h)
ou encore

N(h)
(4.2) Y, wuan(el, ef) = Ly(el) pourj=1, ..., N(h).

i=1I
En résumé, dans le cas ou V() est de dimension finie, I’équa-
tion approchée (4.1) se met sous la forme (4.2). Il est clair
que (4.2) est un systéme de N(k) équations & N(k) inconnues
(les composantes de u;); d’autre part, ce systéme est de Cramer
puisque le probléme approché admet une solution unique u,.



CHAPITRE 1I

APPROXIMATIONS INTERNES

1. Plan général d’étude des approximations internes.

Nous prendrons toujours V= F et nous nous rameénerons
aux théorémes de convergence du chapitre 1 suivant le plan
qui suit:

Point D 1. — 1l est consacré au probléme exact (P) associé
au triplet
{V, a(u, v), L(v)}.

On vérifiera que
la(v, ¢)] > o||¢|[V pour tout ve V, a > 0.

Point D 2. — Il est consacré aux problémes approchés (P,)
associés aux triplets

th, an(Uny #4) Lin(9n) }
on construira les problemes (P,) et on vérifiera que:
|an(9n, vn)] = a||onl[y, pour tout ¢, e V,.

Point D 3. — On définit les opérateurs p, et r, et 'espace U;
on montrera que

[l prllgcvi, vy < Co.
Point V1 (sur les formes sesquilinéaires approchées). — 11
s’agit de vérifier que:
[aal v, < G
entraine

Lim { a(un, raw) — a(pain, #)}=0 pour tout v €V
h=0 .
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et de plus, dans le cas du théoréme de convergence forte
Nm {an(un, un) — a(patin, patn)§ = 0.

Point V 2 (sur les formes linéaires approchées). — 1l s’agit
de vérifier que:

|Ln(on)| < Cqll9nllv, pour tout ¢, eV,
et que

lim Ly(rw) = L(¢) pour tout ¢ e V.

h=0
De plus, dans le cas du théoréme de convergence forte, nous
devons montrer que:

luallv, < G
entraine
lim th(uh) —_— L(p,,u,,); = 0.
2. Rappels et notations.
2.1. — Quelques espaces fonctionnels.

Soit Q un ouvert quelconque de R* On désigne par L2(Q)
I’espace des (classes de) fonctions de carré sommable sur Q,
et par D(Q) I'espace des fonctions indéfiniment différentiables
et & support compact contenu dans . On pose

D’ = D& ... D&, D, =
ox;
et
lpl=p1+ - + P p: entier non négatif.
On définit (I’espace de Sobolev) H™(Q) par
H"(Q) ={u[Du| e L(Q),  |p| < mf
si u est dans H™(Q), on pose

(2:4) llfney = 3 [, ID"u(z)]? da.

On vérifiera que I'espace H™(Q), muni de la norme (2.1) est
un espace de Hilbert. On désigne maintenant par H(Q)
I’adhérence dans H™(Q) du sous-espace D(Q). Si Q = R* alors
H"(R") = H%(R"), mais en général

Hm(Q) + H3(Q).



362 J. CEA

2.2. — Supposons maintenant que la frontiére [' de Q soit
réguliére (par exemple : [' est une variété de dimension n — 1,
indéfiniment différentiable et Q est d’un seul c6té de ['). On
montre alors qu’il existe un opérateur (de prolongement)

n de H™(Q) dans H™(R") tel que
nu(z) = u(z) p.p. sur Q, pour tout u e H*(Q).

On dit que Q a la propriété de m-prolongement s’il existe une
application linéaire continue u — Pu de H"(Q) dans H"(R"
pour r entier, 0 < r < m, tel que Pu = u p.p. dans Q.

Si [' est « réguliére », 'espace C"(Q) des fonctions u définies

sur Q et dont les dérivées DPu, |p| < m, sont continues dans {,

est dense dans H™(Q). Il en est de méme pour I'espace D({2)
des restrictions a () des fonctions V' e D(R").
On trouvera une étude détaillée des éléments introduits

dans ce numéro dans: [7], [11] et [17].

2.3. — Dans les applications suivantes, nous désignerons
par (Q) et (Q,) les problémes exacts et approchés et nous rame-
nerons au cas des problemes (P) et (P,) de la Théorie Générale
du chapitre 1.

3. Méthode de Galerkin.

3.1. — On donne un triplet
{V, a(u, v), L(v)}

on lui associe le
Probléme (Q). — Déterminer u dans V vérifiant
(3.1) a(u, v) = L(v) pour tout ve V.

On donne également un sous-espace

VeV, U dense dans V

et une famille de sous-espaces fermés V, satisfaisant a la
propriété (de densité) suivante:

Il existe une famille d’opérateurs linéaires r, de U dans V,
vérifiant

(3.2) lim r,e = ¢ pour tout v € U, dans V fort.
h=0
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Probléme (Q,). — Déterminer u, dans V, vérifiant
(3.3) a(un, v») = L(vs) pour tout v, eV,
Nous supposerons que :
(3.4)  la(y, )] > 9||¢|y pour tout veV, a >0
et que
(3.5) la(u, )] < M|[ullv|jvllvy pour tout u, ve V, M > 0.
Tutorime 3.1. — Sous les hypothéses (3.2), (3.4) et (3.5)
les problémes (Q) et (Q,) ont des solutions uniques u et u,. De
plus
lim u, = u dans V fort.
h=0

Démonstration. — Nous nous rameénerons au théoréme de
convergence forte du chapitre 1.

Point D 1. — Nous prenons (P) = (Q).

Point D 2. — Les triplets approchés sont
tha a’(uh, Vh), L(”h)f

il est clair que
|a(¢n, 9n)| = o|el[v, pour tout ¢, eV,

les problémes (Q;) sont confondus avec les problémes (P,).

Point D 3. — Nous prenons pour p,, 'opérateur identité
Paltn = U, pour tout u, eV,
on a
lIPallgcv,, v = 1.
Point V1. — Avec les données précédentes, il s’agit de
montrer que:
lully < Gy

(3.6) | entraine
lim {a(u, 1) — a(uy, v)§ =0 pour tout v e V.

Nous avons

a(un, rp9) — auy, ) = a(up, rw — v)
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d’ott compte tenu de (3.5)

la(un, rw — )| < Mlfwilv[lrae — #llv
d’ou 1l découle facilement (3.6).

Point V 2. — Puisque r,v converge fortement vers ¢ dans V,
il est clair que

lhlir: L(rw) = L(9).

Nous sommes donc, dans les conditions d’application du théo-
réme de convergence forte et comme les problémes (Q) et (Q)

sont confondus avec les problemes (P) et (P,) nous obtenons
le Théoréme 3.1.

3.2. — Cas particulier.
Nous supposons que la forme a(u, ¢) est hermitienne et que

(3.7  a(u, u) > «||ul]|y pour tout ueV, a« > 0.

Dans (3.1) et (3.3) nous faisons ¢ = ¢, = w, (o0 w,e V,) et
nous tirons par soustraction:

(3.8) a(u — up, w) = 0 pour tout w,e 'V,
et puisque a(u, ¢) est hermitienne

(3.9) a(wp, u—u,) = 0 pour tout w,e V,
Nous avons maintenant

(3.10)  a(u — vp, u— )
= a(u— uy + Uy — ¥p, u— Uy + u,— v;) pour tout v, eV,
en développant le 2¢ membre de (3.10) et en tenant compte
de (3.8) et de (3.9) il vient:
(3.11) alu— vp, u— o)
= a(u — Uy, u— Up) + a(Up — 9, Up — 9p)
d’apres (3.7), les trois nombres écrits dans (3.11) sont positifs,
s1 bien que:
(3.12)  a(u — up, u — wy)

< a(u — ¢, u—y¢,) pour tout v, eV,
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et, en minorant et en majorant les 2 membres de (3.12) il
vient la

ProrosiTion 3.1. — St u et u, sont les solutions des problémes

(Q) et (Q) on a: B
(313)  lu— wlv < \/1—\;1— [lu — oi/lv  pour tout ¢ e V,.

Si nous savons, a priort, que u< ¥ alors en prenant ¢, = r,u
il vient

(3.14) [lu — wil] < %— [|lu — ryul|.

Enfin, dans un cas plus particulier on obtient, trivialement, la

Prorosition 3.2. — Si V= Vet si r,e4(V, V,) on a

gy v My,

Iz
3.3. — Au point de vue pratique, nous nous donnerons N(h)
vecteurs linéairement indépendants e, ..., exw (que nous

pouvons toujours considérer comme les N(k) premiers vecteurs
d’une base) et nous résoudrons le probléme approché (P,)
dans ’espace V, engendré par ces vecteurs. Si

N
up, = Y, uipe;
)

le probléeme (P,) revient en fait 4 résoudre le systéme des
équations linéaires

NR '
(3.16) Y uiale, ¢) = Lie,) 1=1,..., N(h)
ou les inconnues sont les composantes uj, de w, par rapport
a la base (¢). Il s’introduit la matrice (N(&), N(k))
Ah = (a(ei, BJ)) i, ]' == 1., ey N(h)
dont nous étudierons les propriétés plus loin.

3.4. — Donnons-nous un ouvert Q borné dans R2 et prenons
pour V Pespace H*((Q) et pour a(u, ¢) une somme d’intégrales
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sur Q et sur . Nous allons donner plusieurs exemples de
systéemes e;.

Ezemple 3.1. — On prend pour ¢; les restrictions aQ de
polynémes ou de fonctions trigonométriques en général
a(ei) ej) :# 0.
Ezxemple 3.2. — Soit un réseau triangulaire R,; nous prenons

pour base de V), les restrictions a () des fonctions Oy(z) définies
comme suit :

— M est un sommet quelconque d’un triangle dont Pinter-
section avec () est non vide.

— (M) =1 et 9y(N) = 0 pour tout Ne R,, N M.

— 0Bu(z) est une fonction linéaire sur chaque triangle. Il est
clair que 0y(z) est dans H(Q) et que le support de Oy est formé
des 6 triangles dont M est un sommet; par suite a(fy, 0y) est
nul lorsque M et N ne sont pas sommets d’'un méme triangle;
dans la matrice A, il y a, au plus, 7 coeflicients non nuls par
ligne :

a(OM, ON) et a(OM, QN) ou N = A, ey F.

N
WVA
YV

YA

Exemple 3.3. — R, est maintenant un réseau rectangulaire.
On définit les fonctions Oy(x) comme dans I’exemple 3.2, mais
en remplacant les triangles par des rectangles. (On vérifierait
que Oy(z) a pour support ’ensemble des 4 rectangles dont M
est un sommet, et que sur chacun de ces rectangles le graphe
de Oy(z) est un paraboloide hyperbolique; de plus, il y a «raccor-
dement » de ces paraboloides sur MB, MD, MF, MH).
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On montre facilement que dans la matrice A, il y a au plus
9 coefficients non nuls par ligne:

a(ew, eu) et a(eu, ex)
ou
N=A,B, ..., N

on obtiendrait le méme résultat pour les colonnes de A,.

/

/
E/D c
FY M B
/

G H A
[
r

En résumé: la mise en mémoires des éléments de 1’équation
approchée (3.16), (a(e;, e;), uh, L(e;)), nécessite

1) N(h) X N(h) + 2N(h) mémoires dans ’exemple 3.1;
2) moins de 9 N(h) mémoires dans I’exemple 3.2;
3) moins de 11 N(h) mémoires dans I’exemple 3.3.

Lorsque la forme sesquilinéaire a(u, ¢) est hermitienne,
nous savons que la méthode utilisant le Théoréme du Minimum
conduit aux mémes résultats que la méthode de Galerkin
(cf. [12]; ainsi, en utilisant le théoréme du Minimum et
respectivement les fonctions 0y des exemples 3.2 et 3.3,
K. O. Friedrichs [6] et J. Necas (communication personnelle)
obtiennent un théoreme d’approximation analogue au théo-

réeme 3.1 de la solution des problémes de Neumann et de
Dirichlet d’ordre 2.

Remarque 3.1. — Supposons que V = Hj(Q). Nous pouvons
prendre pour base de V, les fonctions Oy(z) définies dans
I'exemple 3.2 (Resp. 3.3) et nulles sur tout triangle (Resp.
Rectangle) dont I'intersection avec [' est non vide.
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4. Problémes dans les espaces fixes.

4.1. — On donne deux espaces de Hilbert V et W, un sous-
espace

VeV, 0 dense dans V

un opérateur linéaire r de VU dans W et un opérateur linéaire
et continu p de W dans V.

On donne ensuite, des formes sesquilinéaires a(u, ¢) et
an(u, ¢) définies et continues, respectivement sur V X V et
sur W X W; on pose

ay(u, ¥) = a(pu, pu) + bu(u, ¢)

on donne enfin des formes linéaires L(y) et L,(¢), respectivement
définies et continues sur V et sur W. Pour simplifier, nous
n’étudierons que le cas ou

L,(¢) = L(pv) pour tout ve W.
Nous faisons les hypothéses suivantes :
Hypothése (P 1).
) la(e, ¢)| > aHvHé pour tout v e V.

ii) lax(s, 9)| = Bllpollt + BAIbll  pour tout v & W,
ou a, B et ﬁ(h) sont des nombres positifs, et hm Bh)y =0

iii) la(u, o) < Mljulllbll, vV, M > 0.
1) lan(u, ¢)] < MA)|[ullw [leflw, — u, 0= W, M(#) > 0.
Hypothése (P 2). — Si
Bllpulls + Bl < Ciy  (une W)
alors
lim by(up, rv) = 0 pour tout ¢ € V.
h=0
Hypothése (P 3). — On suppose que
L(pru) = L(u) pour tout u e .
Probléme (Q). — Déterminer u dans V tel que
a(u, v) = L(¢) pour toutveV.
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Probléme (Q). — Déterminer u, dans W tel que
an(u, v) = L(pe) pour tout v e W.

TatoriME 4.1. — Sous les hypothéses (P 1), (P 2), (P 3)
les problémes (Q) et (Q,) ont des solutions uniques u et u,; de
plus, lorsque h — 0, pu, converge vers u dans V faible.

Démonstration. — Nous nous ramenons au théoréme de
convergence faible du premier chapitre.

Point D 1. — Nous prenons (P) confondu avec (Q).

Point D 2. — Nous prenons pour V, ’ensemble des éléments
de W et pour norme dans

e, = - flpuls 4 B2 gt

on vérifie que
h 2 2 h 2
A b < 1ty < (- o + 252

par suite, pour A fixé, les espaces W et V, sont confondus et
les problémes (P,) associés aux triplets

th, ah(ulu Vh)’ L(pvh)}

sont confondus avec les problémes (Q). Avec le choix de la
norme dans V,, I’hypothese (P 1) i) s’écrit:

lan(v, ¢) > ||#|[¥, pour tout ve 'V,

Point D 3. — On a déja défini U, on prend p,=p, r,=r,

on vérifie que o
a
Ipdlown <y 5

Point V1. — L’hypothése

s1 la suite [|uy]v, est bornée, alors
lim §ay(un, rae) — a(patn, #)§ = 0 pour tout ¢ €V
n’est autre que I’hypothese (P 2).
Point V2. — Voir ’hypothése (P 3).
Nous sommes donc dans les conditions d’application du
théoreme genéral de convergence faible d’ou le théoréme 4.1.
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4.2. — Phénomeéne de perturbation singuliére.

Ezemple 4.1. — On prend V = H'(Q); I'espace W est
I’ensemble des u de H'(Q) tels que Aue L%*Q) muni de la

norme
(Il + [1Aulfix)*?;

on prend U= W et on pose

a(u, ¢) =i§1 /g Du.Dy dz —i—/g;ua dz

. n 02

b(u, v) = hj(‘2 Au.Apdz, A =2 v

et -

L(v) =/Q fv dz, fdonnée dans L%Q)
on a facilement

la(v, ¢)] > [|vl[k pour tout veV
et
lan(v, ©)| = (1 — h)||¢9|[¥ + hll¢|lw pour tout v € W.

Nous prenons pour p et r I'opérateur identité (dans W)
pu=ru=u pour tout ueW.

Vérifions maintenant ’hypothése (P 2): nous supposons que

(4.1) (1 — A)llwllv + Alfunlfiv < Gy
d’ou pour A <1
(4'2) h”uh”%V < Cl

nous avons facilement
- _ 2
|h J Aun. B do <h2.2fQ|Auh[2 d. [} |Av]? da,
(hL‘]Auh.Av dxl < P2 |unlfiw - (ol [
et enfin compte tenu de (4.2)
2
|h f Aun. 80 daf" < h.Cy.[olfi

d’ou

lim by(us, v) = 0 pour tout vy e V,.
h=0
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Ainsi 'hypothése (P 2) est vérifiée; ’hypothése (P 3) est tri-
vialement vérifiée. On peut donc appliquer le théoréme 4.1.

Probléme (Q). — Déterminer u dans H*(Q) tel que

(4.3) z,l U/Q D;u.Dy dx + /g; uy dz
= ./g; f¢ dz pour tout ¢ € H(Q).

Probléme (Q,). — Déterminer u, dans W tel que

; Jo Daun. D do + [ w7 da

(4.4) L
4+ h /sz Au,. Ao dx = /g;fﬁ dz pour tout v e W.
TatorEME 4.2. — Lorsque h — 0, la solution (unique) u, du
probléme (Q,) converge dans HY(Q) faible vers la solution
(unique) u du probléme (Q).
A Taide des formules de Green (formelles) on transforme
(4.3) et (4.4) respectivement en

(4.5) JQ( Au—l—uvdx—l—f—vdc

= ./(; f¢ dz pour tout v € H(Q)
et

fg (h.A%uy, — Auy + uwy)o dz

(4.6) + f <—— h A‘ﬂ + Zl‘-‘)a do

—l—J h.Au. —dc—f f¢ dx pour tout v e W

ou n est la normale extérieure & [' et o do est «’élément d’aire »
sur I'. Formellement les problémes (Q) et (Q,) sont équi-
valents (dans un sens faible).

Déterminer u dans H(Q) tel que

—Au+ u={f dans Q
@ Jou_,

sur ['
on
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et a déterminer u, dans W tel que

hA?u, — Au, + w, = f dans Q

oo Joun g 0du
(Qn) o h o 0 sur [
| Au, =0 sur ['
4.3. — Approximation d’un probléme de Neumann (par des

problémes de Neumann).
Pour une étude détaillée de ce type d’approximation Cf. [13].
Soit  un ouvert borné dans R* de frontiére [' assez régu-
liére, et soit d’autre part un ouvert {); entourant ) de frontiére
[ et [';. On pose:
1 p

Qx = QuQ,.
On prend

V=H"Q), V=V, W=H"Qx);

si u est dans H™(QX), pu est la restriction de u & Q; si u est
dans H™(Q), ru est le prolongement de u a QX:
ru = 7u (voir 2.2. chap. 2).

On donne maintenant des fonctions a,,, |p|, |g| << m, mesurables
et bornées sur X et une fonction f de L2((2)
ay,q € L7(0X)
(4.7) 3 fel2(Q)

et on suppose que:

(4.8) gReZapq(x)Epzq > aXi|E,|? p.p. sur QX
' a >0, £, eC
On prend
— Py . DT
a(u, v) = |p|,|§|<m ‘/s;apiD u.Di dx
bu(u, ) =h. % | a,DPu.D% dx
IPilgj<m © 34

an(u, v) = a(pu, pv) + bh<u’ ¢)

et

L(v) Ifg;fv dzx
Probléme (Q). — Déterminer u dans H"(Q) tel que
a(u, v) = L(¢) pour tout v € H"(Q).
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Probléme (Q,). — Déterminer u, dans H™(QX) tel que
an(us, v) = L(pv) pour tout v e H(Qx)
on a le
TatortME 4.3. — Lorsque h— 0, la restriction a (), de

la solution (unique) u, du probléme (Qh) converge dans H"‘(Q)
faible vers la solution (unique) u du probléme (Q).

Démonstration. — On se raméne au théoréme 4.1; nous ne
vérifierons que les hypothéses (P1) it) et (P 2). De l'inégalité
(4.8) on tire

Refa(pe, po) 4 bu(v, 0)} > «(1 — h)|Ipelli"q
pour tout v € H™(QX) 4 ahll¢||i™a*)

d’ou, pour h < +-

L\Dl-é

lan(e, ¢) = —+- ”P"Hv + ah|l¢||w pour tout v e W.

Ainsi (P 1) i) est vérifiée.
Supposons maintenant que :

(49 o lpwlly + akllully <G weW

et montrons que :
(4.10) lim b,(up, rv) =0 pour tout ve V
nous avons

ba(up, ro) = h. 3 / apq. DPuy . Dire dx

Pl 1gI<m
donc pour établir (4.10) il suffira de montrer que :
(4.11) lim A}, =0 pourtoutveV
h=0
ou
|AL |2 < R j ap DPuyDre dz.

Nous avons, puisque a,, est majorée par M (voir (4.7))

|Ag < thQ D*u,.Dr¢ dx
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en utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz il vient

AL < M2 [ |DPw,* da. [ |Dtrof? da

d’ou

(4.12) |AB2 << MER2||ual[w]|re||w-
Mais, a partir de (4.9) on tire

(4.13) Wy <2

d’ou en combinant (4.12) et (4.13)
ARl < b M2 o Il

et il est clair que (4.11) est vérifiée.

4.4. — Approximation d’'un probléme de Neumann (par des
problémes de Dirichlet).

Dans 4.3, il suffit de remplacer H®(Q*) par H}QX) et de
définir r par:

ru = (rnu). ¥

ou ¥ est une fonction de C"(Q2X) qui vaut 1 sur Q et O sur [};.

5. Critére général de stabilité pour des ouverts variables.

Nous nous limiterons a la stabilité des problémes de Neumann
dans des ouverts variables (2, plus grands que l'ouvert Q
borné dans R": nous supposons donc que

QCQh

on donne les fonctions a,, |p|, |g| << m, mesurables et bornées
sur R" et on suppose que:

(5.1) l|ap(x)] <M p.p. dans R*, M = constante

et

52) Re1p|,§f<m oo(2)E8, > 25,12 p.p. dans R”

ou «a>0 et t,eC.

On donne ensuite une fonction f dans L%R"). Dans la suite,
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les restrictions de a,, et de fa n’importe quel ouvert de R" seront
notées a,, et f. On pose:

(6.3) au,9)= X js‘zaquPu.]%dx, u, v e H™(Q)

Pl 1gl<m

(5.4) ap(u, 9)= X haqu"u.lﬁdm, u, ve H"(Q,)

1Pl 19I<m Q
(5.5)  L(v) = J,f7 da, ¢ e H"(Q)
et enfin
(5.6) L(v) = fQ fedz v e HY(Q).

Probléme (Q). — Déterminer u dans H™(QQ) tel que
a(u, v) = L(¢) pour tout v e H*Q).
Probléme (Q,). — Déterminer u, dans H™((),) tel que
an(uy, v) = Lu(¢) pour tout v e H?(Q,).
Faisons I'’hypothese :
(6.7) lim mes.(Q, — Q) = 0.

h=0

Nous allons établir le

TatorimMe b5.1. — Sous les hypothéses (5.1), (5.2), (5.7),
lorsque h — 0, la restriction & Q de la solution (unique) du
probléme (Q,) converge dans H™)) faible vers la solution
(unique) du probléeme (Q).

Démonstration. — Nous nous ramenons au Théoréme Général
de convergence faible.

Point D 1. — Nous prenons V, = H™(Q). Le probléme (P)
associé au triplet

£V, a(u, v), L(s)

est alors confondu avec le probleme (Q). A partir de (5.2)
on montre facilement que

la(v, 9)] > a||¢||v pour tout ve V.

Point D 2. — V, = H"(Q,), (Ps) est confondu avec (Q),

on a de méme

lan(e, ¢)] = ¢||¢||¥, pour tout v e V,.
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Point D 3. — Nous prenons U = V et nous définissons p,
et r, par:

ryu est la restriction a (), de Tu  (voir 2.2),
pnu est la restriction a Q de u,

il est clair que

[IPallova, vy < 1.
Point V1. — Soit une suite u, telle que
(5.8) up € Vy, [unl v, < Gy
et montrons que
Lim §a(un, ra0) — a(prtin, v)} =0 pour tout ¢ V.

Avec les données précédentes, 1l s’agit d’établir

(5.9) lim 3 fg a,,D?uy,. Dinp da = 0.

1P} 191

Il suffira de montrer que
(5.10) lim Az, =0 |pl, lgl < m
avec
Al = JQ;.—Q a,DPuy, . Diny de.
Nous avons, compte tenu de (5.1)
AL < f |DPu,| . [D%me] da
et en utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz il vient
|AL |2 < Mz f, RLAL dx-/gh_gmva dz
d’ott compte tenu de (5.8) et en majorant I'intégrale de |D?wy|?
(5.11) |Ap[* < M2.C2.||mofimq, — -
Puisque m¢ est dans H™(R"), (5.7) entraine

(5.12) lim [5¢/fing, — = 0

si bien que (5.10) est établie (on montre (5.12) en commencant
par approcher ¢ par une fonction ¥ de D(R")).
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Point V2. — Avec les données des points D1, D2, D 3,
nous devons vérifier que
(5.13) lim D, =0 pour tout ve®
h=o

\

ou
Dy= [ fmds
on a facilement
ID4)2 < | emeun [ 7o ffrmqy, — )
et (5.12) entraine (5.13).

Ainsi nous pouvons appliquer le Théoréme général de conver-
gence faible d’ou le théoréme 5.1.

19



CHAPITRE III

LES FONCTIONS ETAGEES

1. Définitions et notations.

11. — Si 2 = (z, ..., ,) est un point de R" et si 0 et A;
sont deux nombres réels, on pose

(1.1) z+ O0h= (24, ..., 2+ Ohy, ..., z,).

Si E est un sous-ensemble de R", E + 0h; est ’ensemble des
points x + Oh;, ou x est dans E:

(1.2) E 4 0k, = {yly =z + Ok, ze E{.

1.2. — Soit maintenant une fonction u définie (presque
partout) dans Q; on pose

1.3)  Vau(z) = hi 3“<‘” + %)“ “<x*%>g

partout ou u<x —I—%> et u<x——~h2i> sont définis.

On vérifie que:
(L4) V(Y ju(e) = V,(V au(a)

sip=(piy ..., Pn), P: entiers non négatifs, on pose

(L5) Pl =3 p
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et
(1.6) Vey(z) = VaVe . Viu(z).

La fonction V?u s’appelle la dérivée d’ordre p au sens des diffé-
rences finies de la fonction w: notons ceci: le domaine de
définition de VPu est un ouvert « plus petit » que Q; par exemple

V.u est définie dans I’ensemble des z tels que les points z -+ L}

2

et a:——% soient dans Q.
1.3. — Soit maintenant
h= (ki ..., hy) ol h; >0
on pose
W= kot e+ by
le réseau R, est I'ensemble des points M (ou nceuds) de R™

(1.7) M = (mihi, v ey m,,h,,)

oules m;, ..., 1 =1, n, sont des nombres entiers quelconques.
La maille du réseau est h. On désigne par (C, M), le pavé de
centre M, de cotés paralléles aux axes et de longueur A;, ..., h,:

(18) (€ M= jale =M+ § 0h, — 5 <0</

On définit les pavés dits d’origine M ou d’aze Mi par
(1.9) (0, M), = {z|lz =M + X6k, 0 < b, <1},
(1.10) (A, Mi)y — (c, M+ -%—h,.> .

h

Quand il n’y aura pas d’ambiguité, on supprimera l'indice A
qui figure dans les (C, M),, ..

Ensemble Mo. — Si1 M est un point du réseau, Mo désigne
Pensemble des sommets de (0, M).

Ensemble Mi. — M étant un point du réseau, M: désigne
Iensemble des points N tels que N et N + hi soient des som-
mets de (0, M).
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2. Limites de fonctions dérivées

(au sens des différences finies).

2.1. — Soit une suite d’ouverts (0, contenus dans 'ouvert Q
de R"; on pose la

DeriniTioN 2.1. — On dit que la famille Q, approche Q s,
pour tout compact K contenu dans Q, il existe un nombre positif

h(K) tel que:
h < k(K) entraine K c(,.

On donne maintenant h = (h;, ..., h,) et des fonctions u, u',
i=1, ..., n, de L3(Q); on fait 1"
Hypothése 2.1. — 11 existe une famille d’ouverts Q, qui

approche Q lorsque |h| — 0, et tel que:
u(z) = Vu(z) p.p-dans Q,.

Nous allons établir la

Prorosition 2.1. — Si les fonctions u et u' de 12(Q) vérifient
Uhypothése 2.1 alors:
(2.2) (', V) = — (v, Vi¥)ixo

pour toute fonction V' de L2(Q) et & support compact dans Q
dés que |h| est « assez petit » (1.e. |h| < h(Y)).

Démonstration. — Désignons par K le support de ¥ dans Q
et prenons h assez petit pour que (), contienne I’ensemble

K+ 6hy, —1 <0<+ 1. On a alors:

(2.3) Jou¥do = [ V(). ¥(z) do

o ) )

L Vau(e) ¥(a) do = ﬁ " - ¥(a) do

or
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d’ou

fVu dx—ﬁ+_; IF( _—>

posons maintenant

Ki =

il est clair que ‘F<x -+ h,-> est nulle sur Ki — <K + 5 h,-)
et que ‘F<x + —;— h,~> est nulle sur Ki ——<K —— % h,->; par

suite :

f Viu(z)t (z) de = f;i u(x)lp<x _ é— hi>dx

— d
xi ki ’
ou encore
fK Vu.Vdz = ————‘/];i u. V¥ dx
mais V;¥ est nulle hors de Ki d’ott compte tenu de (2.3)
Jou¥de=— [ uV.¥ds C.Q.F.D.

On donne maintenant les fonctions de L2(Q)

w, p= (Pi, .-+, P), IP| <M

on écrira u au lieu de u® 0, On fait 1’

Hypothése 2.2. — 1l existe un ouvert (2, qui approche Q
lorsque |h| — 0 et tel que:

uP(z) = VPu(z) p.p.dans Q,
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En utilisant la proposition 2.1 il vient la

Prorosition 2.2. — St les fonctions uP de L3(Q) vérifient
Uhypothése 2.2 alors :
(2.4) (wh, Wxgy = (— 1) (u, V*¥)uq)

pour toute fonction ¥ de 12(Q) et a support compact contenu
dans Q et pour |h| assez petit.

2.2. — Considérons maintenant une suite de fonctions
u? de L2(Q), |p] < m qui vérifient les hypothéses 2.2 et 2.3.

Hypothése 2.3. — On a
Y |ulllixg) < Co, Co, = Constante.
plsm

Nous allons démontrer le

Tatorkme 2.1. — Sous les hypothéses 2.2 et 2.3, il existe
une sous-suite ul extraite de ul et un élément u de H™(Q) tel que :

lim uf = DPu  dans L?(Q) faible, |p| << m.

Démonstration. — De T'’hypothése 2.3 on déduit ceci:
Il existe une sous-suite uf et des éléments u? de L3Q) tels
que

(2.5)  lim uf = w? dans L2(Q) faible, |p| < m,
dans (2.4) on prend ¥ dans D(Q), il vient (%)

(2.6) (uty W)rxgy = (— 1) (wy VP )12
On vérifie que:

(2.7)  lim V*¥Y = DPY dans L2(Q) fort, |p| << m
Compte tenu de (2.5), (2.6) et (2.7) 1l vient

(), V) = (— )% (u, D'WP)uxq), |pl <m

et ceci pour toute fonction ¥ e D(Q) on a donc

u’ = Dfu |p| < m
et u dans H™(Q).

Remarque 2.1. — Dans tout le numéro 2, on obtiendrait
des résultats identiques en remplacant les dérivées au sens

(3) En écrivant encore u au lieu de u® -9,
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des différences finies par les dérivées au sens des distributions.
Nous allons donner maintenant deux exemples fondamentaux
de fonctions uf qui vérifient '’hypothése 2.2.

Ezemple 2.1. — On donne un réseau R, de maille
h= (hy ..., h) et un ouvert Q de R* On prend pour u, une
fonction étagée définie sur Q et a valeurs dans C. On peut
alors définir VPu,(z) p.p. dans un ouvert Q, contenu dans Q.
On pose
( VPu(z) si zel),

0 si zeQ—Q,

Exemple 2.2. — On donne R, et Q comme précédemment.
On donne des fonctions étagées uf définies sur Q, |p| < m,
et on suppose qu’il existe une fonction étagée u, (définie dans
un ouvert assez grand pour que VPu,(z) existe p.p. sur Q)
telle que:

uf(z) =

uP est égale & la restriction 4 Q de Vry,, |p| << m.

3. Les espaces H"(Q, R;).

Nous allons construire des espaces qui seront associés (dans
le chap. 4 aux espaces de Sobolev H™(Q).
On donne un ouvert Q dans R" et un réseau R, de

maille h = (..., h; ...).

3.1. — Nous allons définir des ensembles de points que I'on
utilise dans la dérivation au sens des différences finies.

DeérinitioN 3.1. — i) On désigne par Sz Uensemble des
deux poihts z +—%~—hi et a:——%—hi.

ii) On désigne par 8 Uensemble des points Sy ot ye &x.
iii) On désigne par &z, p= (..., pi, ...), pi = entier >0
Pensemble des points ¢ ... ¢kx; U'ensemble ¢ »° est réduit
au seul point z.
On vérifie que 8,82 = §;0xz. Posons, si 2= (..., =, ...)
etsip=1_(..., piy ...)
1

S 1
x+i§1m;7hi—<...,xi+ mijh‘.,...>

P—1=(P1, -+ Pim1, Pi— 1, Piys, -+, Pu)-
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Posons aussi

E(p) = i—ps,—pd- 2, .., pi—2 Piz-

On vérifie que:
(3.4) Fx=u (x + i}:‘,l mi%hi> - ou | m; < E(p)).
Ceci entraine immédiatement
(3.2) si yedlkx alors x Py
(33) st y,y+ helfz alors y+ %hi e 0Py
DerinitioN 3.2. — On désigne par
*(z, r), r = nombre entier > 0,

la réunion des &Pz, |p| <r
Nous allons établir la

ProrosiTion 3.1. — Il n’y a, au plus, qu un point de ¢z
qui nappartwnt pas a la réunion des pavés (du type (C, M),
M e R,) qui coupent t(x , |lpl — 1)) (i.e. qui contiennent au moins

un point de t(z, |p| —
Démonstration. — Soient y et z dans ¢Pz, y == z on a donc

y=x+i ri—%—h,

z=ux -+ i si—%‘hi Tiy $i € E(Pi)-
i=1

Puisque y =~ z il existe un indice j tel que r; 5= s;; on suppose
que r; <s;: les nombres r;, r; + 2, V;—2 et s; sont donc
des éléments de E(p;) et par suite y, z, y + hj, z— h;e Pz
d’ott compte tenu de (3.3)

y —I'— ‘%—‘hj, Z"—'%'hje Bp_jx

et a fortiort

1 1
(3.4) y—I——Z—hJ z——=h;er(z, |p| —1).

2

Supposons que y et z ne soient pas dans la réunion des pavés
qui coupent t(z, p—1) et montrons que cela est absurde.
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On suppose donc en particulier (voir 3.4) que:
(35) y et y +—%—hj ne sont pas dans un méme pavé,

(36) z et z —"%hi ne sont pas dans un méme pavé.

Mais a partir de (3.5) par la translation z — y il vient

(3.7) z et z+ —;— h; ne sont pas dans un méme pavé
ce qui est en contradiction avec (3.6).

DeériniTion 3.3. — On désigne par o(M, r), ot r = nombre
entier > 0, et ou M € R, ’ensemble des points ©(z,s) o 0 s 7
et ouw x est un point quelconque de (C, M).
Nous représenterons dans les schémas suivants les ensembles
1(z, 0), 1(z, 1), ©(z, 2) et les ensembles a(M, 0), o(M, 1), o(M, 2).

[ ]

®
_+§_ .————02(——';—. [ 2 X @
LY
¢ 2
®
T(x,0) T (x,1) T(x,2)
«bhis,

N
N7
a\\n
NN
2\
N

c(M,2)

G'(M,0) G (M,1)
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DeEriniTioN 3.4. — On désigne par R Uensemble des neeuds M
de R, tels que (M, m) coupe Q.

Soit maintenant une suite u, a valeurs complexes, définie
sur R et construisons la fonction étagée u par:

(3.8) u(z) = u(M) pour tout ze (C,' M)
' pour tout M e Ry

Montrons que (presque) pour tout x e, VPu(z) a un sens,
|pl < m. Il suffit de vérifier pour cela que

(3.9) ez c u(C, M), MeRr, |p| < m.

Nous ne considérons que les points # qui sont a l'intérieur
des pavés. Soit y un point quelconque de oz, on a alors z e oPy
et par conséquent, si ye (C, P), o(P, m) coupe Q et PeRP
d’ou (3.9). Nous pouvons donc poser la

Dérinition 3.5. — On désigne par H™(Q, R,) Uespace des
(..., b, ...), |pl < m, ot les uP sont les restrictions a Q des
V,u, u étant définie par (3.8).

TutoreME 3.1. — Muni de (u, v) = X(uP, ¢P)uyqy Uespace
H™(Q, R,) est un espace de Hilbert.

Démonstration. — 11 suffit de vérifier que I’égalité 2| |u?||txq=0
entraine u? = 0, |p| << m. Supposons que

(3.10) 2| [ufllixgy = 0.
Nous allons montrer que :
(3.11)
u(y) = 0 pour tout yet(r,r—1) entraine uy) =0
pour tout yet(z, r),zeQ, ref0,1, ..., m}

Nous supposons donc que u(y) = 0 pour tout y € t(z, r — 1)
ou puisque u est une fonction étagée que

(3.12)

u(y) est nulle sur la réunion des pavés qui coupent t(z, r — 1).

Soit p=1(..., pi, ...) tel que |p| =r. Soit ze (), 1'égalité
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(3.10) entraine V?%(z) =0, mais nous savons que VPu(z) est
une combinaison linéaire des #(y), y¢"r, on a donc

(3.13) Vru(z) = ZNy) U(y) =0 yelrx

(les coefficients A(y) ne dépendent pas de u).

Si maintenant, on tient compte de (3.12), (3.13) et de la
proposition 3.1, il vient %(y) = 0 pour tout y e ¢Pz, pour tout
p tel que |p| =r et par conséquent

u(y) =0, vyer(z,r), zeQ. C.QF.D.

La vérification de %(y) = 0 pour tout yer(z, 0), zeQ est
triviale. Pour terminer la démonstration du théoréme il
suffit d’ajouter ceci: Soit M un point de R}, il existe alors

p, , y, tels que:
y=(C, M),
yeds, = wel,  |pl<r

et puisque on vient de montrer que u(y) = 0, on a

M) = i(y) = 0.

4. Normes dans L%(T") des traces des fonctions de H(Q, R;).

On sait que pour tout ¢ positif donné d’avance et pour tout

ue H(Q) on a:
vl <& 3 IDwliney + C()-lulfre

C(e) > 0, C(e) indépendant de u, yu est la trace de u sur ['
(cf. [b]). Nous allons établir une inégalité analogue par les
éléments de HYQ, R,).

4.1. — Soit M un point quelconque de R*. Nous considérons
une suite u, & valeurs dans C, définie sur
M+ ph, p=20,1, ..., N

N étant un nombre entier positif donné, et nous posons

u(p) = WM + phi),

- . 1) —
Vaup) = Vulp| = E(Bi_Z.L_u_(P_)_
Soit la fonction 9

=1L



388 J. CEA
Pour toute fonction u, on a

(4.1) WO = —he- S T ()

pP=0

puisque 0 vaut 1 pour p =0 et 0 pour p = N. On vérifie la
formule de dérivation suivante

(42) (wow.) (p)=u(p +1)o(p+1) Vw(p) _
+ u(p + 1) (Vo(p)) w(p)
+ (Vu(p)) ¢(p) w(p)

et par suite, il vient dans (4.1)

) = —h 3, [ulp + 17p + 1) (— ;)
+ u(p + 1) (Vu(p)).(p)
+ (Vu(p).-u(p).b(p) |
et puisque 0 < O(p) <1 pour p=20,1, ..., N—1 on a

N—1

[u(0)]* < wp + D+ ke X fulp + DI Vu(p)|

+ e 3 lulp)l| Tu(p)l.

En utilisant I'inégalité
(Bab) < (Za2)/2. (X2l

et en majorant (par modification de I'intervalle de sommation)
il vient
N

|u(0)]? < h;. u(p)|®
4.3 N 1/2 /N—1 1/2
(49 +2h(§ up)” (S 19upp)
ou u(p) = w(M + ph,).
4.2. — Nous allons introduire maintenant la notion de

famille (¥, R,) pré-réguliére. On donne un ouvert ) dans R"
de frontiére [' et on désigne par X une partie de ['. On donne
un réseau R, de maille h= (..., h; ...).

DerinitioN 4.1. — Un point M de R, est dit point frontalier
de ¥ si le pavé (C, M) coupe X.
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Notations. — On pose pour simplifier:
OM = Qn (C, M),
IM = Xn (C, M).
Définition 4.2. — A. La famille (X, R,) est pré-réguliére si
pour tout point M frontalier de X il existe au moins un
iefl, ..., n}
tel que:
1) h; mes. M < C mes. QM.
2) Un des deux ensembles suivants est contenu dans () :
M = ph,', 0< th < la
XM — ph;, 0<eh; <l
3) Les constantes positives | et C sont indépendantes de M.

B. 1) Le nombre v est appelé indice de régularité de M,

2) Si ZM + ph; c Q le point M est dit i-gauche,

st XM — ph; < Q le point M est dit i-drotte.

3) Celut des deux ensembles précédents qui est contenu dans ()
est appelé tube TMi.

Notons cect: un point M peut avoir plusieurs indices de
régularité.

Les schémas suivants représentent les tubes TM: associés
a des points i-gauche et i-droite.

e - hi,

—3 X}
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4.3. — On donne un élément u = (u,, u', ..., u") e HY(Q, R,)
voir la définition de HY(Q, R;) dans le numéro précédent. On
sait qu’il existe une fonction étagée u et que

(4.4) u, et u' sont les restrictions 3 Q de u et Vi
On fait 'hypothése suivante:
(4.5) la famille (X, R;) est pré-réguliére.

Nous allons établir le

Tatorkme 4.1. — Sous Uhypothése (4.5) on a:

[Fyuol 12y << Co - [lttolliry- 2 [[wlhireey + Calluolinay

pour tout u = (up; u', ..., u’)e HY(Q; R;); les constantes
positives Cq et C; sont indépendantes de u et de h, X est une partie

de T.

Démonstration. — Soit M un point frontalier de X et suppo-
sons que M soit un point i-gauche. On définit alors le nombre
entier N par:

(N+ Db <I< (N + 2k,

et par conséquent pour h; petit <par exemple h; << %> on a

11
NE, S

(4.6)

On obtient sans difficultés les résultats suivants:

OM + phic Q p=01,..., N
(4.7) QM+<p+—%—>h,-cQ p=0, ... N—1
et
(4.8)

u(M + ph;) pour tout ze QM + ph;
w(z) = Va(M + ph;) pour tout ze QM + (p + —%—-)pi
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En combinant (4.3), (4.6), (4.7) et (4.8) 1l vient:

%9) |w(M)|?2mes.QM < &, —%- . |uo()|? da

+ 2k ([ Nuo(@)l da) (L Jua))® de)
On a maintenant
Jow 0a(@)1? d5 = |&M)[ mes TM
et puisque la famille (¥, R,) est réguliére on a:
es OM

@10) [ lua(a)? do < ClaM[* -

En combinant (4.9) et (4.10) il vient:
f luo(2)|* do < = f o (2)|* d
M I Jm
1z i 3/2
o+ 20( [y (@)l de) . ([, @l do)™.

Pour obtenir une majoration de fz |to(z)[? do 1l suffit de faire

(4.11)

une sommation en M des inégalités (4.11). Si de plus on tient
compte du fait que tout point z e () est contenu au plus dans
2n tubes (2 par direction) il vient I'inégalité :

4Cn 2 )
fz luo(2)|? do < e [|wolltxay + El 4Cn||uo| luaa| [ [uxay
que nous pouvons écrire sous la forme

[[ytol ey << Col |to| |2 - _21 [[uleae + Calfuolltxo
i=

les constantes positives C, et C; sont indépendantes
de u et de h.

(4.12)

A partir du théoréme précédent, on obtient le:

TutortmMe 4.2. — Sous Uhypothése (4.5), pour tout ¢ >0

donné d’avance on a:

(413)  fuollin < & 3 [lellirey + Cle)l ol ey
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pour tout u = (uy; u', ..., u”)e H(Q, R,); C(e) > 0, C(e)

ne dépend ni de h ni de u.
On démontrerait le théoréme, sans difficulté, en utilisant
(4.12) et l'inégalité :

2ab < ea® + —1£-b2.

5. Convergence des traces des fonctions étagées.

On donne un ouvert Q borné dans R* de frontiére réguliére I

et un réseau R, de maille h = (..., h; ...).
Notations. — Nous allons introduire des sous-ensembles
de R*

im0+ 48)r (o)

On donne maintenant une partie X de [' et on pose

E£=2+9—§—hi, —1<p<+1L

r\
le-—hi s
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Si M est un point frontalier, on sait que XM = X n (C, M),
et on pose

EM;:EM—I—p%hi, l<p< 1L

Espace H(D;, Q). — Cest 'espace des ueL?(Q) tels que
Du e 12(Q). On montre que muni de la norme

(1Dl |z =+ ([l E2ec)*®
c’est un espace de Hilbert voir [11].
5.1. — On suppose que la partie X de [ est telle que:
(5.1) X Q.
On donne les fonctions u, vérifiant

(56.2) Ju, est définie sur Qu <Q -+ %hi> u <Q ———%hi>

et a valeurs dans C}
et on construit & partir de u, les fonctions ul et uj.
(5.3) uh et ul sont les restrictions a  de u, et de Vu,.

On suppose que:

(5.4) [lwillize + [lwsflixey < € C = constante > 0

(5.5) yuld converge dans L2(X) faible vers un élément u
de L2(2).

(5.6) u, est indépendant de z; sur Xi.

Nous allons démonter le

Tatoreme 5.1. — Sous les hypothéses (5.4), (5.5), (5.6)
il existe une sous-suite u, extraite de u, et un élément u* € H(D,, Q)
tels que:
(5.7) glim uk = u* dans L2(Q) faible
' lim ¥, = D;u* dans L2(Q) faible

u=u
(5.8) ou encore
lim uf = u*  dans L2(Q) faible

Démonstration. — On obtient (5.7) a partir de (5.3) et de
(6.4) par un raisonnement identique & celui du théoréme 2.1.
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Soit maintenant une fonction ¥ telle que

¥ est indéfiniment différentiable sur Q

(5.9) { ¥(z) = 0 pour tout x appartenant a un voisinage
de [' — 2.

r

Le support de ¥ sera désigné par K, compte tenu de (5.3)
on peut écrire

fgug}F do =—}%—fg<uh<m + %hi>—— u<x——;—hi>>-q"(x) dz

d’ou
fu“l"dx——i—- up(z)¥ o — ) dz
Q " h; Q+1n 2
1 V(o 4+ +n)d
— o in un(x) x—|—7 ) dz

et en utilisant (5.9) il vient

(5.10) fQ W dy — — fg ua) V¥ (z) do

. 2 uh(x)‘F <:c — %— hi> dz.

Si maintenant on passe a la limite dans (5.10), en utilisant

(56.7) 11 vient
hm—- NG <az———1——h>dx——-f Du'¥ d:v—l—f u'D,V dz
= 2

et par conséquent

(5.11) lim ; u,,(x)T'(:c———%—h;)dx: fz yuy ¥ da

Ofl dx; - dxi PR dxi_l .dxi+1 “ e dx".
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A tout point z = (..., 2, ...)eXi on associe le point
Z=(...,%, ...) e X déduit de = par une translation paralléle
au 1*me gge, c’est-a-dire que

Z;=x; pourtout j=~1i, Tel.
On sait (voir (5.6)) que:
(5.12) un(z) = uxp(T) pour tout zei TelX
Par une intégration en dz;, on a:
1 1 SRS
543) fz () <x—-2—h,->dx — | w(@,(z) doi

ou

(5.14) ¥u3) =~ f Ty (s — L b )dey ze
hi ";;'_%hi 2

Puisque ¥(x) est indéfiniment différentiable sur O on a:
lim ¥, = y¥ dans L2(X) fort.

En passant a la limite dans (5.13) compte tenu de (5.5) et
de (5.14) 1l vient :

lim }% fz’: u,.(:v)‘["<x — % h,-> dx = f;} uy¥ dz)

ce qui donne avec (5.11)
3 /; uwy¥ dz, = fz u YV dz)
pour tout ¥ vérifiant (5.9)
d’ou le résultat (5.8) que nous cherchions a établir.
Notons ceci: on aurait pu remplacer ’hypothése
2t c QY par X< Qi
5.2. — Conséquence 1: Soit ', une partie de I'. Soit

Up = (uﬁ'; SR u;n ...)e HI(Q’ Ry)
telle que
(5.15) |Junlluxory << C, G = constante > 0
(5.16)

yul(z) = yui(z) =0 pour tout zel'y, i1 =1, ..., n

On recouvre I'; par des parties 2, de [' que vérifient (%)} < Qf
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ou (2,)} Qi (I'indice ¢ dépendant de t). Il est clair que les
hypothéses du théoréme précédent sont vérifiées et qu’en
particulier yu! converge vers 0 sur [;. En combinant les
théoremes (2.1) et (5.1) on obtient le:

TatorkME 5.2. — Sous les hypothéses (5.15) et (5.16) il
existe une sous-suile w, extraite de w, et un élément u* e H(Q)
tels que:

Iim uf = u*
lmu,=Du* i1=1 ...,n
vu* =0 sur .
5.3. — Conséquence 11 :
On donne une partie ['; de I' et on pose la

DerinitioNn 5.1. — La famille (I';, R,) est dite réguliére
s’il existe un recouvrement fini de 'y par des parties X, de T’
qui possédent les propriétés suivantes :

1) Toutes les familles (X,, R;) sont pré-réguliéres.
2) Pour chaque %, il existe un i = i(t)e {1, ..., n} appelé
indice de régularité de X, tel que:

7) Ce nombre ¢ soit un indice de régularité commun a tous
les points frontaliers de X,.

j7) Ces points frontaliers sont tous du méme type: de plus
s’ils sont du type i-gauche (Resp. i-droite) on a:

(Zhcy Resp.  ((Z); < Q).
Exemple. — Dans le schéma ci-dessous, la famille (I';, R;)
est réguliére si:

hy.mes I'n (C, M) << C.mes Q n (C, M)
gpour tout point M frontalier de 2; ou de X4
hy.mes ' n (C, M) < C.mes Q n (C, M)
pour tout point M frontalier de X,.

P

/—'\

et si 3
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Notons ceci: Une partie X, peut avoir plusieurs indices de
’ ! . V1 V' bl r .
régularité. Deux parties Z,‘ et Z,, n'ont pas necessairement
un méme indice de régularité. Soit maintenant un élément
u, = (uty, ..., ul, ...)eHY(Q, R). On sait qu’il existe une
fonction étagée @, telle que:

(5.17) u” et uj sont les restrictions a Q de @, et de Vi,
On suppose que:

(5.18) |unlloyqry << G G = constante > 0
et que

(5.19) la famille (I';, R;) est réguliére.

Nous allons établir le

TratorimE 5.3. — Sous les hypothéses 5.18 et 5.19 il existe
une sous-suite u, extraite de uy, et un élément u* e H(Q) tels que :

(5.20) Im ut=u" dans L2(Q) faible

' lim u} = Du* dans L2(()) faible
5.21 lim yu" = vu*  dans L2([,) faible
( Ty =Y

Démonstration. — Les relations (5.20) sont des conséquences
immédiates de (5.18) et du théoreme 2.1. D’autre part, puisque
||luallazq,r,) est borné, d’apres le théoréme 4.1. Il en est de méme
pour ||ug|luar,) et par conséquent on peut extraire une sous-suite
notée yu* qui converge faiblement dans L2([';) vers un élément

ue L2([))
(5.22) lim yuf = @ dans L2(I)) faible.

Nous allons montrer que u = yu".

Soit ¥ une partie du recouvrement de ['; et supposons que ¢
soit un indice de régularité de X et que X} < Q. A partir de &,
(voir (5.17)) on construit les fonctions ¢, par

up(®) pour tout zeQ — Qn X}
on(z) = uy(M — h;) pour tout z e (XM),

M étant un point frontalier quelconque de 2.
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Ainsi dans la partie hachurée ¢,(z) vaut @,(M — h)).

1
Mgml
fo z

—X%;

On vérifie sans difficultés que

lloallin + llvalfing < @

(ou ¢} et ¢") désignent les restrictions & Q de Vi, et de ¢,)
et que ¢ et ¢} convergent vers u* et Du* dans L12(Q) faible.
Admettons un instant la relation:

(5.23) hm {lyeg — yugllixs) = 0.
A partir de cette relation et de (5.22) on obtient
(5.24) lim yv¥ =% dans L2() faible

On peut donc appliquer le théoréme 5.1 a la fonction ¢, et
par conséquent

lim yof = yu* dans L2(Y) faible
d’ot compte tenu de (5.24)
u(z) = yu*(z) p.p. sur 2.

En recommencant le méme raisonnement pour toutes les
parties 2, du recouvrement de ['; on obtient (5.8).

Vérification de la relation (5.24).

Par construction de ¢,, voir le dessin précédent, on a

vﬁ(x) - uﬁ(x) = uy(M — h;) — u,(M)
pour tout z e XM

par conséquent :

[oha) — uia)* = byl M — R)F
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et on a:
(5.25) [ |oh(x) — ul(x)|*ds
< hi (M) — Z"<M —hy) lz mes . 2M.
Or, la famille (2, R;) étant réguliére on sait que
(5.26) h; mes XM < C mes QM
et comme sur QM — ! hi, Vuy() est égal & un(M) — (M — hy)

2
en combinant (5.25) et (5.26) il vient

Sy oh@) — ub(@)] do < Chj L |Vu,.|2dx

ki

par une sommation en M et par majoration portant sur le
domaine des intégrales du second membre on obtient

S 194(2) — ub(@)? do < C.hy [ |V an(2)] do

et comme l'intégrale du 2¢ membre est bornée la relation
(5.24) est vérifiée.

6. Une classe de fonctions étagées.

On donne un ouvert Q borné dans R*, et un réseau R, de
maille A= (h;, ..., h,) exceptionnellement dans ce numéro
et dans le suivant nous poserons

_ u(@ + k) — u(z)
Viu= h, .

Nous désignons par R} I’ensemble des points M de R, tels
que les trois pavés (0, M + 0h), 6 =—1, 0, 4 1, soient
contenus dans {); ¢ est un nombre donné dans {1, cie nf
Désignons par Vi I'espace des fonctions étagées définies sur Q
a valeurs dans C et qui vérifient

(6.1) ( u(z) est constant sur tout pavé (0, M), M e R}
" {u(z) = 0 aux autres points z e Q.
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En prolongeant u par 0 & 'extérieur de Q (*) on peut ainsi
définir V,u(z) pour tout z € (. Nous allons démontrer la

Prorosition 6.1. — Muni de la norme ||V ul|ixq) Uespace Vi
est un espace de Hilbert, et de plus
(6.2) el < C.[|Vidlrgy VueV,

(la constante positive C est indépendante de h).

Démonstration. — Soit M e R, tel que:

(C,M—h) et (C, M+ (p + 1)h) coupent Q
(C, M4 qh)cQ ¢q=0,1,...,p.

Puisque par hypothése u(M) =10, on a:
q—1
uM + qh) = hy Z VuM+rh) ¢g=1,...,p—1
d’ou

WM + gh)l? < .12 3, |9 au(M + rh)]?

et
(63) 3, [uM + gh)lt < (p— VPt 3, | Tau(M -+ b))

on désigne par [ « I’épaisseur » de Q dans la direction z;,, donc
(p — 1)*hi < I?; on pose

TM:U(C7M+qhi>nQ’ q=——1’07+17 ,P+1,
I'égalité (6.3) s’écrit alors

o W@ do <P f 1V (o)) da

d’ou (6.2) par sommation en M et d’ou la proposition 6.2.

7. Définition d’un opérateur de prolongement ;.

On donne un ouvert Q borné dans R” et un réseau R, de
maille h = (..., h;, ...). On donne une suite u définie sur
Uensemble des sommets des pavés qui coupent () et & valeurs

dans C.

4) Ce qui est naturel puisque u est nul dans un voisinage de la frontiére de Q.
q puisq g
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Le prolongement partiel Z.

Soit M un sommet du réseau, le pavé (0, M) coupant Q.
Pour simplifier les écritures nous supposerons que M est
confondu avec I'origine des axes; pour tout

2= (..., %, ...)e(0, M)

on pose
Du(z) =V, ... VuM).z; ... z,
(7.1) + 3 Vi Vs Vo T (M),
Zie o Xy Ligy .« Ty +‘~—-1- + u(M)
On vérifie que (cf. [9]).

%ﬁf}:‘u(N) = u(N)

(7.2) pour tout sommet N de (0, M).

Le prolongement &,.
On définit $,u(z), z e, par

Fpu(z) = ) (z) pour tout ze (0, M), pour tout M tel que
(0, M) coupe (.

En tenant compte de (7.2) et de linéarité de %,u par rapport
4 z on vérifie que £,u est une fonction continue sur Q et que

%u e HY(Q).



CHAPITRE 1V

APPROXIMATIONS EXTERNES
METHODE VARIATIONNELLE DES DIFFERENCES FINIES

1. Introduction.

1.1. — Nous allons donner maintenant plusieurs exemples
d’approximations externes (voir Définition 2.1, chap. 1). Ces
exemples seront présentés de la fagon suivante:

i) Le probléme exact. On donne le triplet
gV, a(u, ‘))’ L<V)g
it) Les problémes approchés: on construit les triplets
Vi, an(tn, 91); Lin(9n).

itt) Le théoréeme d’approximation.

Ce théoréme d’approximation est toujours un cas particulier
du théoréme général de convergence forte (chap. 1); aussi 1l
nous suffira, dans chaque exemple, de nous ramener a ce
dernier théoréme. Il faudra donc introduire des espaces F et U,

des opérateurs r, et p,, et montrer que les hypothéses du
théoréme 3.2 du chapitre 1 sont vérifiées. Le plan suivi est:

Les espaces F, V, V;, V: on construit F et on montre que V
est un sous-espace fermé de F, dans de nombreux exemples V,
sera aussi un sous-espace fermé de F. On définit VU, sous-espace
dense dans V.

Les opérateurs p, et ry: Lorsque V, est un sous-espace de F.
On prendra pour p, I'opérateur identité de V, dans F. Dans
le n® 2 ou V, n’est pas un sous-espace de F, on montrera
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comment, avec un méme espace V, on peut obtenir plusieurs
schémas d’approximation en construisant plusieurs p, différents.
On construit ensuite r, et on vérifie que

(1.1) lim |psrsy — ¢|lr = 0 pour tout v € V.
Vérification de Uhypothése K1.1).

On donne u, eV, avec ||uyllv, bornée; on montre qu’il existe
une sous-suite u;, et un élément u* dans V tels que

(1.2) lim pyu, = u* dans F faible.

Pour établir (1.2) on aura besoin des théorémes contenus dans
le chapitre 3.

Les autres hypothéses: Dans tous les exemples étudiés, la
vérification des autres hypotheéses est élémentaire, aussi nous
ne la ferons pas. Voici toutefois quelques indications valables
pour tous les problémes étudiés.

V et V, — ellipticité (des formes a(u, ¢) et ay(un, v,) c’est
une conséquence immédiate des hypotheéses faites sur les coefli-
cients a;;(x), ap(x), ..., qui sont introduits dans la définition
de a(u, v) et de au(us, v1).

Hypothéses K 1.1t) et K 2.12). On les vérifierait & partir de
(1.1).

Hypothéses K 1.uii) et K 2.1it): elles sont identiquement
vérifiées de fagon plus précise, on a pour tout u,e V,

ah(uha uh) — a(Phuh, phuh) =0,
L,,(uh, u,.) _— L(p,,u,,, p;.u,.) = 0.

1.2. — Notations. Références.

Dans tous les exemples les éléments u de V sont des distri-
butions; en général, on wutilise aussi certaines dérivées
Du, D?u,

Aux éléments

u, D;u, DPu
du probléme exact nous associons les éléments
W
U, Uhy Uk
du probléeme approché.
Pour toutes les questions relatives aux problémes exacts cf. [11].
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2. Problémes de Neumann d’ordre 2.

2.1. — Le probléme exact: On donne un ouvert () borné
dans R" de frontiére réguliére I'. On prend V = H(Q). Pour

u, v dans V on pose

alu, v) = Eﬁ}aijD,-u.D—jv dx + L[an.ua dx
et

L(s) = J f? dw
ou
(2.1) (ay, ay sont données dans L=(Q)
' {f est donnée dans L#(Q).

De plus, on suppose que

(2.2) 3Re Yay(®)8 8 > aX|E2  p.p.sur Q
' Re ay() >a p.p. sur Q

ou & eC et « = constante positive.
Le probléme (P). — Déterminer u dans V(= H(Q)) tel que
a(u, v) = L(v) pour tout v e V.

Nous allons donner 4 schémas d’approximation de la solution u
du probléeme (P). Les constructions des problémes approchés
et les démonstrations des théorémes de convergence sont du
méme type: Aussi nous n’allons expliciter qu’un seul schéma
d’approximation.

2.2. — Les problémes approchés (16T schéma).

On donne un réseau R, de maille h = (h;, ..., h,). Nous
définissons V} comme 'espace (algébrique pour I'instant) des
suttes a valeur dans C et définies sur un sous-ensemble R}, de Ry, :

Dans ce 1¢f schéma nous prenons R;, = R}, (voir définition
de R} dans les « espaces H™({, R;) » chapitre 3). On donne
ensuite un opérateur pj, de Vj dans (L2({))"+'; Ainsi & toute
suite u, de V} est associée la suite piu, de (L2(Q))"+. On écrira
piuy sous la forme

1 1 . .
prtn = (U «..5 Uiy ...) t=1, ..., n
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Construction de pj: Soit w, dans V,, on construit la fonction
étagée u, par:
ip(x) = up(M) pour tout z e (C, M)
pour tout M e R} (= Rj).

Nous prenons pour u! et uj les restrictions a () des fonctions
i, et Vi, (on sait que Vi,(x) a un sens p.p. dans Q, voir
espaces H™(Q), R,) chap. 3).

On fait maintenant I’hypothése suivante :

(2.3) la fonction (Xf|ulllizxq) + |[u[txqy) est une
’ norme (hilbertienne) sur Vj.

On prend V, =V,
Pour u, et ¢, dans V,, on pose

an(Un, 1) = 2/@ a,uipl dv + fQ agutoh dx
et

Lu(o) = [, f.5% do.

Les problémes approchés (P,). — Déterminer u, dans V, tel
que
an(Un, vn) = Ly(vs) pour tout v, eV,

2.3. — Nous allons démontrer le

TutoriMe 2.1. — Sous les hypothéses (2.2) et (2.3) les
problémes (P) et (P,) ont des solutions uniques u et u,; de plus,

on a dans L2(()) fort
Imul=u
limu,=Du 1=1,...,n.

Avant de démontrer ce théoréme notons ceci: |’espace
pnVaest confondu, dans ce 1° schéma, avec espace H(Q, R,)
défini au chapitre 3, on sait que I'hypothése (2.3) est vérifiée
dans ce cas.

Démonstration. — Les espaces F, V, V,, U, nous prenons

F = (Ly(Q))+
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Pespace V peut étre considéré comme le sous-espace des
(wgy ..., u'y ...) de F pour lesquels

Ww=Du, i=1...,n
Nous prenons

D = DQ).

Les opérateurs py et ry.

Nous prenons p, = p;. Soit maintenant une fonction
v e D(Q), nous lui associons la fonction m¢ (voir chap. 2.2)
puis nous posons

rw(M) = ¢(M) pour tout M e R;,

il est clair que
lim pyryy = ¢ d_ans F fort
pour tout ¢ € D(Q).

Vérification de Uhypothése K 1,0: Supposons que
2 |ui/ gy + [luallingy < Co-

Par construction de pju, = (ul, ..., uj, ...) il est clair qu'il
existe un ouvert 2, qui approche Q (voir définition 2.1, chap. 3)
et tel que sur Q, on ait

ul(z) = Vub(z).

Par conséquent d’aprés le théoréeme 2.1, chapitre 3 1l existe
une sous-suite u, et un élément ux dans H'(Q) tels que

lim uf = ux dans L2(Q) faible
lim u} = Djux dans L2?(Q) faible

donc I'hypothése K 1,0 est vérifiée.

2.4. — Autres schémas d’approximation :

Nous allons définir maintenant des espaces V§, k = 2, 3, 4;
Pour cela, commengons par définir des sous-ensembles Rj,
de Ry, k = 2, 3, 4 : chacun de ces 3 sous-ensembles est confondu
avec ’ensemble des sommets des pavés (0, M) qui rencontrent
Qie. (0, M) nQ =~ 0). L’espace V|, est ’espace des suites
définies sur R} et a valeurs dans C: Ainsi les trois espaces V}
sont confondus (algébriquement). Nous allons définir mainte-
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nant des opérateurs pf de Vf dans (L2(Q))*+. Ici encore, nous
écrirons pku, sous la forme

— (yh- i o
phun=(ud; ..., ul, ...) 1=1 ...,n

Nous allons donner la construction de uf, uj pour chaque
schéma :

Cas des pavés intérieurs: ((0, M) n Q = (0, M)).
On défimt ug(z) et uj(r) exactement comme dans le
1** schéma.

Cas des pavés frontaliers: ((0, M) n I’ == ) :

Second schéma (procédé par moyenne) on pose

1

us(2) = o ) un(N),
. 1 N
= 5, My

(rappelons que M, désigne I’ensemble des sommets de (0, M)
et que M, désigne ’ensemble des points N tels que N et N + &,
soient des sommets de (0, M).

Troisiéme schéma (procédé par isobarycentre).

Soit G l'isobarycentre de (0, M) n . On pose

On a défini £)(z) au chapitre 3 n° 5.

Quatriéme schéma. — On pose

us(x) = L(2)
&4 ui(z) = Dei(a),

Résultats : Pour ces trois schémas, nous pourrions reprendre
2.2 et 2.3, en changeant Vj, R, pr en Vi RE pk. On obtiendrait,
dans ces 3 approximations, le théoréme 2.1. Il existe d’autres
schémas, par exemple en définissant ul(x) et uj(x) par (2.4),
que z soit dans un pavé intérieur ou frontalier (voir exemple 3.3
chap. 2).

Au sujet du 1 schéma cf. [12].
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2.5. — Problémes non homogénes :

On peut se ramener au cas des problémes homogénes
cf. [10]. Mais cela n’est pas nécessaire: conservons les
données, notations et hypothéses du probléme exact (n° 2.1)
et du 1 schéma d’approximation (n® 2.2), en modifiant toute-
fois la forme linéaire L(¢):

L) = [ f-7do+ [ gy ds

ou f est donnée dans L2(QQ) et g est donnée dans H-VX(TI)
(on peut vérifier, comme dans ’exemple du n® 1.2, chapitre 1
que g est une « donnée aux limites »). Pour ¢, dans V, on pose

(2.5) Lu(ow) = J, fohdo + [ g.¥%% do.

Il est clair que l'introduction de l'intégrale /;‘gW do ne

change en rien la vérification des hypothéses (K 0) et (K 1);
la seule difficulté nouvelle concerne la vérification de I’hypo-

thése K 2.¢). On a:
~ |
(2.6) o £ do] < [lfllvey- 8l lixey
et
(2.7) | 819", do| < llgllosry- [redlhary

mais d’apres le théoréme 4.1, chapitre 3 il existe une constante C
telle que

(2.8) [voslliar < CElIollae + [lvllix)
en combinant (2.5), (2.6), (2.7) et (2.8) 1l vient finalement
ILu()] < Ca(Blloil[ta + lloollEx)"
et ’hypothése K 2 est vérifiée. Le théoréme 2.1 est donc

encore valable.
3. Autres problémes aux limites d’ordre 2.

3.1. — On prend encore V = H(Q)), mais pour u, ¢ dans V

on pose maintenant

a(u, v) = E./;z a;DuDjy dx —I—./g;aouﬁ dx —{—fr‘ toYu.ye do
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ou yu désigne la trace de u sur I, do est « I’élément d’aire »
sur [ et ol

(3.1) a;j, ay sont données dans L(Q)
) t, est donnée dans L™(I').

Donc, la forme a(u, v) contient maintenant une intégrale de
surface. On suppose, encore, que

(3.2) ReXa,(z)&8 > aX|52 p.p. sur Q
ou §; € C, @ = constante positive, et que
(3.3) Re  ayz)>B  p.p.surQ

ou [ = constante positive.
Pour ¢ dans H(Q), on pose

= /(; f.vdz
ou f est donnée dans L2(Q).
Probléme exact (P): Déterminer u dans V(= H(Q)) tel que

a(u, v) = L(¢) pour tout ve V.

Montrons que la forme a(u, ¢) est V-elliptique. Nous avons,
puisque #, est bornée

lf;‘ to [Y9]? do| < kxﬁ‘ |yv|? de  pour tout ve V

(ou k; = constante positive). Mais tenant compte du

Lemme 3.1 (cf. [5]). — Pour tout € > 0 il existe C(e) >0

avec
(84)  [olyl do < eZlDsllixe + CE)lIllixe
il vient
(35) | [ tolyolt do| < kyeSlIDislfiney + kCle) - Ilixar
A Paide de (3.2), (3.3) et (3.5) on a (en supprimant I'indice L2((Q)
Re a(v, ¢) > oX{|De| + Bllo]]* — kaeZ{|Di|[* — R Cle)lel]
ou encore

Rea(, ¢) > (2 — kie) . Z(Do||* + (B — ki .C IIVII2
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prenons, par exemple, ¢ = -2, il vient
2k,
Reals, ¢) > SDel* + <p —ky C<f;};>> e,
Si
(3.6) B est assez grand

alors B—-—kl.C<—2%> est positif et la forme sesquilinéaire
1

a(u, v) est V-elliptique (par conséquent le probléme (P) a une
solution unique).

3.2. — Les problémes approchés. Nous ne donnerons qu’un
seul schéma d’approximation (c’est en fait le 1* schéma du
n® 2; exposé sera différent car nous n’avons plus en vue les
schémas donnés en 2.4).

On donne un réseau R, de maille A = (hy, ..., &,) et on
suppose que
(3.7) la famille (I, R,) est réguliére.

Espaces V,: On prend pour V, 'espace H(Q, R,) défini
au chapitre 3. Les éléments u, de V, sont notés :

wy=(ut, ..., u ...) 1=1,...,n
et on sait que:
leanl [, = Zluah iy + [|ed]licw-
Pour u, et v, dans V, on pose
an(Upy ¥1) = ZV/ Q a,uigl dr + anouﬁﬁ.’,‘ dx + /1: touloh da
et
La(on) = J_ f7 da.
Les problémes approchés (P,) : déterminer u, dans V), tel que
an(un, vn) = Lp(vn) pour tout g, e V,.

3.3. —' Nous allons démontrer le

Tukoritme 3.1. — Sous les hypothéses (3.2), (3.3), (3.6) et
(3.7) les problémes (P) et (P,) admettent des solutions uniques
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u et up. De plus dans 12(Q) fort:

hm u? = u
lmu,=Du 1=1 ..., n

Démonstration. — Nous conservons les éléments F, U, p,, r,
définis dans le n° précédent, nous ne vérifions que ’hypothese
de Vj-ellipticité et 'hypothese (K1, 7).

Vi-ellipticité : la famille (I', R,) étant réguliére, nous savons
d’apres le théoreme 4.2, chapitre 3 que

pour tout ¢ > 0 1l existe C'(¢) avec
Joloz ds < e Zlilling + C' (&)l

ou C'(e) > 0, C'(e) ne dépend ni de A, ni de ¢,

Remarquons que (3.8) est semblable a (3.4) par suite la
démonstration de la V,-ellipticité est analogue a celle de la
V-ellipticité (I’hypothese (3.6) est encore utilisée pour établir
la V,-ellipticité).

(3.8)

Hypothése K1.1: Supposons que
2 i [ty + [fuallizgy < C

alors d’apres le théoreme 5.3 chapitre 3 il existe une sous-suite
u, et un élément u de HY(Q)) tels que:

(3.9) lim uf =u dans L2(Q) faible
' lim uf = D dans L2(Q) faible i =1, ..., n
et

3.10 lim yu? = yu dans L2([") faible.
( Y Y

Remarque 3.1. — La démonstration du théoréme 2.1 (c’est
le cas ou a(u, ¢v) ne contient pas une intégrale de surface)
fait appel essentiellement au théoréme 2.1, chapitre 3, théo-
reme dont la démonstration est aisée. Par contre, lorsque
a(u, ¢) contient une intégrale de surface il s’introduit deux
difficultés :

— V,-ellipticité,

— limites de traces de fonctions étagées

et nous sommes alors amenés a faire appel aux théorémes

4.2 et 5.3 du chapitre 3.
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4. Problémes de transmissions.

4.1. — Le probléme ezact.

On donne deux ouverts (), et ,, bornés dans R", et on
suppose que les frontiéres (réguliéres) de ces ouverts ont une
partie commune X.

Notations. — Pour éviter la « prolifération des indices »,
nous n’utiliserons pas les notations traditionnelles. Nous
plagons sur deux lignes des éléments qui jouent des roles
semblables :

Q u 9 ay a f c ub uh R,

Q ¢ ¢ by b, g d vi ¢ Ry
Espace V. — On désigne par V le sous-espace des
(u, ¢) € HY(Q;) X HY(Q,)
pour lesquels:
c(z)yu(z) = d(z)yv(xz) p.p. sur X
pour simplifier nous nous limiterons au cas ol

= constante donnée,

c(z) =c
d = constante donnée.

d()

I

Pour (u, v), (9, ¥) € V on pose
Lg, §) = JofFda+ [, 8-¥do

et
a((u, »), (¢, ) = 2 /o ayDuDF dz + [ agup dw
+ 2 )0 bDeDF dw + [ by Y do

ou
a; et a, sont données dans L*(€);)
b; et b, sont données dans L*((),)
f est donnée dans L2(();),
g est donnée dans L2((),).

)
)
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On suppose que:

ReXa,(z) .58 > . Z|5|2 p.p. sur &
> a

(4.0) ReXby(z).EE, 2lE2 p.p. sur Q,
' Re go(z) > a p-p. sur
Re by(z) > a p-p. sur £,

ou £ eC et o = constante positive.

Probléme exact (P) : déterminer (u, ¢) dans V tel que

a((w, 9), (9, 4)) = L9, $) pour tout (¢, ) eV

Nous allons exposer deux schémas d’approximation: dans
Pun 1l s’agit d’une approximation externe (méthode des diffé-
rences finies dans (), et dans (,); par contre dans 'autre il
s’agit d’une approximation mizte (méthode des différences
finies dans (; et méthode de galerkin dans Q,).

4.2. — Approzimation externe.

On donne deux réseaux R, et R, (associés respectivement
aQ,ety)demaillesh=(...,h, ...) etk=(..., k, ...)
On suppose que h et k sont liés par

Phi::qki i=1,-..,n

(4.1) p et g sont deux nombres entiers positifs donnés.
On pose
l; = ph, = qk;
et
l=(.,104...)

On suppose que
(4.2) Les familles (Q;, R,) et (Q;, R,) sont réguliéres.

Position relative des réseauxr R, et R,.
On introduit le réseau R; et on désigne par H, K, L Iles
nceuds courants des réseaux R, Ry, R, On suppose que

4 tout (C, L) est la réunion de p* (C, H),
(4.3) tout (G, L) est la réunion de ¢* (C, K),.

Définition des espaces V. : Ces espaces jouent ici le réle
des espaces V, de la théorie générale. L’espace V,, est le sous-
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espace des (u, v) € HY(Q, R,) X HYQ,, R,) (°) tels que pour

tout pavé (C, L), qui a une intersection non vide avec X on
ait :

(4.4) e fo ubds =d [ dbds

ou

ZL - 2 n (C, L)[-
Définition des formes: pour (u, ¢) et (3, ¢) dans V,, on pose

Lo, §) = Jo [-5de+ [ g-dodo
et

an((w, ), (9 4) = 2 ) au¥ do + [ agueFo da

+ 2 [ bW do + [ bovets da.
Les problémes approchés (Pl): déterminer (u,, v,) dans Vy,
tel que ap((un, i), (9, ¥)) = Lu(g, §) pour tout (9, ¢) € Vi,

4.3. — On va démontrer le

TutortMe 4.1. — Sous les hypothéses (4.0), (4.1), (4.2),
(4.3) les problémes (P) et (Pii) ont des solutions uniques (u, )
et (un, vi). De plus, on a dans 12(Q,) fort

lim ut = u
hmu, =Du 1=1,...,n

et dans L2(Q,) fort

Iim ¢t = ¢
lim ¢, =Dy i1=1, ..., n

Démonstration. — Les espaces F, V, V., .
On prend F = (L3(Q,)) x (L2(Q,))™+.

Tout élément de F s’écrit :
(Ug; «- oy Uy o395 .y ®y uul) =1, ...,n
tout élément (u, v) de V peut étre identifié & 1’élément
(us; ..., Du ...;90; ..., Dp,...)

(%) On sait que u, = (u}, ..., uj, ...); voir définition de H'(Q; R,) dans le chap. 3.
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de F, par suite on peut identifier V avec un sous-espace
fermé de F. Par construction 1l en est de méme de V,,.
On pose
0, = 9(Q,)
Vy, = D(L2,)
et on prend
Y= (0, X V,)n V.

Les opérateurs ppy et ry.
On prend pour p,, 'opérateur identité du sous-espace V,,

dans F.

Soit maintenant (¢, $)eV; A la fonction ¢ (Resp. §).
Nous allons associer un élément

Gn= (55 s Gy ...) < HA(Q,, Ry)
(Resp. \l}k—_— (' ’:; iy \l};‘, ...)GHI(QZ; Rk))'

On définit par prolongement la fonction np (voir définition
de © dans le chapitre 2) et, H étant un point de R;, on pose:

Sqi,,(x) = np(H) pour tout z e (C; H,)

(pour tout (C, H), qui ne coupe pas X.
Si (C, H), coupe X suivant XH, on pose

(4.5) §(). fondo = fznycp.da'.»

On prend pour ¢} et pour ¢} les restrictions a Q, des fonctions
étagées §, et V.§,. On définirait de méme ¢, e H(Q,; R)).
Compte tenu de (4.5) et de ’égalité analogue pour ¢, on a:

C. m.ﬁ)hdc:d. zLykl)kdc

ou encore
(4.6) \C. fy, 19h.do = d. [o, y¥h do
pour tout ZL'= X n (C, L),

par suite (s, i) € Vi on pose

(@ ‘l’) = (Pn "pk)
Vérification de Uhypothése K 1.1).

Supposons que
ll(wn, on)lfvme << G
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On a donc

2l uilltxay + [ludllixay < C
et
Y{leillxay + [l¥Hllixay << C.

Alors d’aprés le théoréme 5.2 du chapitre 3, il existe une sous-
suite ud, u}, et un élément uXx de HY((,) tels que

hm uf = uX dans L2(Q,) faible

lim u. = Du* dans L2(Q,) faible
(4.7) lim yu}’ = ux  dans L2(2) faible.
On obtiendrait un résultat analogue pour o,

Il est clair que 'espace des fonctions étagées sur les XL
est dense dans L3(X): si 0 est une telle fonction étagée on a

‘/;: (c.yus —dyvs) .0 do = gfm (c.Yub — dyok)d do

et comme 0(z) est constante sur XL, on a en désignant cette
constante par O(L).

Sy (e yub — d.ye8)8 do = gé(L) Sy, (e yut — dok) do

d’ou compte tenu de (4.4)

S (cyub—d.yh)fds =0
pour toute 0 étagée sur les XL,
et par passage a la limite, en utilisant (4.7) et I’égalité
analogue pour ¢ il vient
c.yuX —d.yox =0
et (uX, vX)eV C.Q.F.D.

4.4. — Approximation mixte.
On considére toujours le probléme (P) exposé en 4.1 mais
on ne suppose plus que Q, est borné.

Définition des espaces V.
On donne un réseau R, (associé a () de maille
h= (..., b ...) et on suppose que

(4.7) La famille (¥, R,) est réguliére.
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On donne une famille de sous-espaces V,, fermés dans H1((),),
et satisfaisant 4 la propriété (de densité) suivante :

il existe une famille d’opérateurs linéaires r, de Q,
dans V, vérifiant

(4.8)

lim |jr — ¢|la@y = 0 pour tout v e Q,

Pespace (2, est un sous-espace donné, dense dans H(Q,;). (En
pratique on construira les espaces V, & partir de N(k) éléments
linéairement indépendants de H((}); Au sujet des espaces
V., voir la méthode de Galerkin chapitre 2.)

Nous désignerons maintenant par V, le sous-espace fermé
des (us, ¢;) de HY(Q,; R,) X V, pour lesquels

jz'n c.yue do = f d .y do,
ou XH = Xn (C, H)
Pour (u, ¢) et (¢, §) dans V,, on pose

a((u, ), (9 V) = 2 [ au'¥ dz + [ agueo da
-+ ZfQ! bUDiv—ﬁj_nlJ dz + ‘/é‘ bov@ dx

L9, ¢ /f‘?odx‘l“fg“l’dx

Les problémes approchés (Ph): Déterminer (u,, v,) dans Vi,
tel que

a'hk((uh’ Vk)’ (‘P, ‘l")) = Lhk(‘P’ kl’) pour tout (?a 4’) € th'

Nous avons le

et

TrtorkME 4.2. — Sous les hypothéses (4.0), (4.7), (4.8) les
problémes (P) et (Ph) ont des solutions uniques (u, v) (un, 9k);
De plus dans 12(Q,) fort

lm ul = u
lmu,=Dwu i=1...,n

et dans HY(Q,) fort
lim ¢, = ¢.

La démonstration de ce théoréme est semblable a celle du
théoréme 4.1. Nous ne la ferons pas.
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4.5. — Conséquences du second schéma :

On sait que tout probléme aux limites dans un ouvert
peut étre considéré comme un probléme de transmission:
Il suffit pour cela de partager arbitrairement Q en Q; et Q,
(et de prendre ¢ = d, voir espace V, n° 4.1). On pourra ainsi
utiliser le second schéma d’approximation dans les exemples
survants :

Exemple 4.1. — Q est un ouvert non borné: on partage alors
Q en Q, et Q,, Q, étant borné.

Exemple 4.2. — ( est un ouvert borné. On peut partager
Q en Q; et Q,, ot {; est un ouvert de forme simple (pavé,
sphére...).

5. Problémes de type mélé d’ordre 2 m.

5.1. — Le probléme exact.

On donne un ouvert  borné dans R” de frontiére [' régu-
lisre. On désigne par [, une partie de [' et par [, le reste de
la frontiére. On prend pour V Despace des u de H™(Q) pour
lesquels

(5.1) yu=0 surl}
(on rappelle que

.
Yu = (Yol ... Ymaalt) Ou‘{iUZFu 1=20,1, ..., m—1,
13

n désignant la normale intérieure & ['). Pour u et ¢ dans Von
pose

a(u, v) = EanWun.m dx
et

L(v) =fgf.?5 dz

les a,, sont donnés dans L*(Q)
f est donnée dans L2(Q).
De plus, on fait ’hypothése (de V-ellipticité)
(5.2) ReXay,(®)8,5, > «2Z|5,|2 p.p. sur Q

ou £,eC, a = constante positive.
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Probléme exact (P): déterminer u dans V tel que
a(u, v) = L(¢) pour tout ve V.

5.2. — Les problémes approchés.
On donne maintenant un réseau R, de maille

h=(... k. ...)".
Pour u et ¢ dans H"(Q, R,) on pose
(5.4) an(u, v) = 2'/;) apuv? dz
et Lu(¢) = [, -7 da.

Les problémes approchés (Py) : déterminer u, dans V, tel que
an(un, v) = Ly(v) pour tout v e V,.

5.3. — Nous allons démontrer le

TatorkME b5.1. — Sous Uhypothése (5.2) les problémes (P)

et (P,) ont des solutions uniques u et w, = (ub; ..., ubl ...);
de plus, dans 12(Q) fort, on a:
lim u' = u
limul =Dy 0 <p<<m.
Démonstration. — Espaces F, V, V,, V: I'espace I est intro-

duit naturellement lors de la définition de H™(Q, R;): F est
de la forme

F = (LxQ))
et on a défini V, comme un sous-espace fermé de F. Tout
élément u de V peut étre identifié a ’élément de F
(uy ..., Du, ...)
donc on peut identifier V avec un sous-espace fermé de F.

On prend pour U le sous-espace fermé des fonctions ¢ de D(L2),
nulles dans un voisinage de [';.

Les opérateurs p, et ry:
Nous prenons pour p, I'opérateur identité

Patn = U, pour tout u,e V,.

(¢) On prend V, = {u,|ju,e H®Q, R,), yul = 0 sur T, |p|<m} (5.3) yul =0
sur ['}, |p| < m pour tout u,eV,.
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Soit ¢ € U, nous prolongeons ¢ par m¢ et nous définissons la
fonction étagée ¢, par

ou(x) = (M) pour tout z e (C, M),,

pour tout M e R puisque ¢ est nulle dans un voisinage de [
il en est de méme, pour h « assez petit » des fonctions ¢, et
Vol < |p] < m; St nous désignons alors par ¢b et par of
les restrictions & Q des fonctions ¢, et V?5,. Nous posons

— (ph-
e = (v; ..., ¥0 ...)
il est clair que

lim ||ry — ¢|lr = 0 pour tout ¢ € V.

Vérification de Uhypothése K 1, 1.

On donne une suite u, et on suppose que
(5.5) lluallixe + Zffufllixey < C.

Alors compte tenu de (5.3) et de (5.5) on peut appliquer le
théoréme 4.1, chapitre 3; Par conséquent, il existe une sous-
suite u, et un élément ux de H™(Q) tels que

lim wf = uXx dans L2(Q) faible
lim u? = DPux dans L3(Q) faible 0 < |p| <<m
(5.6)  YoDPux =0 surl} pour|p|<<m—1.
Avec (5.6) 1l vient
ux =0 surl}
et uxeV (C.Q.F.D.).

Références. — Pour le cas du probléme de Dirichlet (I} = T)
of. [14].

6. Probléme d’élasticité.

6.1. — Le probléme exact: On donne un ouvert  borné
dans R" de frontiére réguliére ['. On prend pour V Despace
des u= (..., u, ...)e(L*Q))" pour lesquels

wreL2(Q) j,k=1,...,n
ou

(6.1) k=

"2— (Djuk + Dkuj)o



APPROXIMATION VARIATIONNELLE DES PROBLEMES 421
On définit une norme (hilbertienne) dans V par
llulle = 2|w{|ixe) + Zl|uilixe)

Pour u et v dans V on pose

a(u, ()) = j,k%,m ./s; ajklmujk._‘;lm dz “I— )\2 ./;2 Ui. Vi dz

et L(s) =2 [ fi.Pida
. les aju, sont données dans L>(Q); A >0
ou les f; sont données dans L2(Q).

On fait ’hypothése (de V-ellipticité) suivante:
(6.2) ReXaum(2)k-&im = a2]E4l2  p.p. sur Q
ou &, e(C, a = constante positive.

Probléme (P). — Déterminer u = (..., u;, ...) dans V tel
que
a(u, v) = L(¢) pour toutveV.

6.2. — Les problémes approchés.
On donne un réseau R, de maille h = (..., A, ...).

Espace V,: tout élément u, de V, est de la forme

up=1_(..,uly...) i=1...,n

ou les u! sont des fonctions étagées, constantes sur tout
(C, M)nQ MeR, On désigne par u)* la fonction définie
sur Q de la maniére suivante: lorsque V ul(z) + V,u(z) a un
sens, on pose :

(6.3) ult(o) = + (Vuble) + Vi(a))

Dans le cas contraire, on pose: uff(z) = 0.
Il est clair qu’on peut définir une norme (hilbertienne) sur
V, par

n n
leallfin = 2 [[ulfling + 2 [lullixe)
Jrk=1 i=1
Pour u, et ¢, dans V, on pose

a,,(u,,, Vh) = zfgajk,,,,u{kﬂm dx + EL ulha:' dm
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et
Loy = 3 [, f7! do
Les problémes (P}) : déterminer u, dans V, tel que
an(up, ¥n) = Lp(vn) pour tout ¢, e V,.

6.3. — Nous allons démontrer le

Tatorime 6.1. — Sous Uhypothése (6.2) les problémes (P)
et (P,) ont des solutions uniques
U= (o, Uy ...) e wy= (..., ul ...).

De plus, dans 12(Q) fort, on a

hm u! =y, =1, ..., n,
Imuf*=uvw* j, k=1, ..., n

Démonstration. — Les espaces F, V, V,, V.
Tout élément u = (..., u!, ...) de V peut étre identifié
a
T 7 N A

ou les w/* sont liés par (6.1). De méme, tout élément (..., ul,...)
de V, peut é&tre identifié a 'élément (..., ul, ...5 ... uf* .. .).
I1 est donc clair que les espaces V et V, peuvent étre identifiés

a des sous-espaces fermés d’un espace F de la forme
F = (L3(Q)), v convenable.

Admettons un instant le

Lemme 6.1. — Le sous-espace (D(Q))"n V est dense dans V.
On prend alors

U = (DQ))"n V.

Les opérateurs py et ry: puisque V, est un sous-espace de I
nous pouvons prendre pour p, 'opérateur identité :

prn = u, pour tout u,e V.

Soit maintenant ¢ = (..., ¢, ...)e®T; A la fonction ¢
nous associons la fonction étagée ¢!

oiz) = nv (M) pour tout z e (C, M),
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pour tout M e R;, tel que (C, M) rencontre (2. Si nous désignons
par ¢! les restrictions a Q des fonctions ¢, nous posons

e = (..., 00 ...).
On vérifie que
hm o — ¢y =0 i1=1 ...,n
et que '
lim ||off — M|y =0 j, k=1 ...,n

ou ¢/* est défini par (6.1).

Vérification de Uhypothése K 1,1.

On donne u, dans V, et on suppose que

2 |uilixgy + Ellutlfingy < C.

Il existe donc des sous-suites ulf et u! et des éléments de
L2(Q), notés @ et @y tels que, dans L2(Q) faible
lim u} = §; v=1 ..., n,
limuff=a, jk=1 ..., n
Si maintenant on tient compte de la proposition 2,1, chapitre 3
et de (6.3) il vient
- 1

ujkz‘—?(v‘lak—F dej) j,kzl, ...,n

et par suite (@, ..., @,) est dans V. (C.Q.F.D.).
Démonstration du lemme 6.1.

Soit u = (..., u ...)eV. On vérifie que

il _1_1 ik _____1_2_
(W) + 3 bx,(u ) —3 o,

[
0,07, 2 oz,

().

— (Voir (6.1) pour la signification de u, ...).
Puisque les u;, u, u*, u* sont dans L?(Q), nous avons
pour it =1, ..., n

u, € D'(Q)  (espace des distributions sur )

2
DU HQ) Rl=1, ..., n
bx,,.bx,

(Pour la définition des espaces H™(Q), m <0, cf. Lions (2).)
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L’ouvert Q étant régulier, on sait que ces 2 relations entrainent
u, « HY(Q), i=1,...,n
et par conséquent (D(Q))"n V est dense dans V.

7. Un autre probléme aux limites.

71. — Le probléme exact.

On donne un ouvert Q borné dans R". On désigne par V
I'adhérence dans I’espace produit (H(Q))" du sous-espace des
fonctions ¢ = (Y4, ..., ¢, telles que

(7.) J; e D(Q), espace des fonctions indéfiniment diffé-

rentiables réelles, & support compact dans Q.
et '

(7.2) 2 Difi =0 (ou divergence y = 0).

=1

Pour u et ¢ dans V on pose

(u’ V)V =

11

1
et en posant llullv = (u, w)¥.

(D, D)) gy

1

=

On définit une norme (hilbertienne) sur V; on donne mainte-
nant les fonctions réelles fje L2(Q), j =1, ..., n et on pose

a(u, ¢) = (u, v)v,
L(v) = ¢ da.
() =3 Jof# d
Le probléme (P): déterminer u = (uy, ..., u,) dans V tel

que
a(u, v) = L(v) pour tout ve V.

7.2. — Les problémes approchés :
On donne un réseau R, de maille h = (hy, ..., hy).

Notations. — On désigne par R} I’ensemble des nceuds M
de R, tels que
(7.3) (0, M + 6h) € Q

0=—1,0,+1, i=41,...,n
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On désigne par ()} la réunion des pavés d’origine M dans R
Dans tout ce numéro lopérateur V; sera défini par

Vu(z) = — . (u(z+ h;) — u(x))

(Padoption de cet opérateur dissymétrique nous facilitera
Pexposé!).
Désignons par V, I'espace des fonctions ¢, = (¢}, ..., oF)
telles que
(7.4) Les ¢} sont des fonctions réelles étagées () définies
sur Q et 4 support dans Q}
et que

(7.5) § Tt =0 (%),

Pour u, et ¢, dans V, on pose

n

(um Vh)v,. =.§_1 (Viu?, viV?)L’(Q)

et
HunHv,. = (un, uh)m-

Compte tenu de (7.4) et de la proposition 6.1, chapitre 3,
[|{us|lv, est une norme (hilbertienne) sur I’espace V,. On pose

ah(uh, "h) = .(uhy vh)V;.
Lu(ow) = 3 [ f} do
i=1
Les problémes approchés (P,): déterminer u,= (ul, ..., ul)
dans V, tel que

an(un, vn) = La(vs) pour tout v, € V.

TatoriME 7.3. — Les problémes (P) et (P,) ont des solutions
uniques u = (..., w, ...) et uy= (..., ul, ...); De plus,
nous avons dans L2(Q) fort:

lim Vu} =Dw; 1,7=1,...,n

() Constantes sur chaque pavé d’origine un point du réseau.
(8) Lorsque & Q mais & 4 h;€Q il est naturel de poser Aut(z) = 0.
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DEmonsTrATION. — Espaces F, V, V,, V.

On prend
F = (L}Q)"

et on écrit tout élément u de F de la facon suivante
u= (..., uj...) 1=1,...,netj=1,...,n

On peut identifier espace V avec un sous-espace fermé de F :
en effet lorsque

1) 1l existe (uy, ..., u,) u;e HY(Q), tel que
] ui=Du; i, j=1...,n
) Yui=0
Iélément (..., uhy ...) de F peut étre identifié a I'élément
(ug, - .., u, de V.

On 1dentifierait de méme V, avec un sous-espace fermé de F.

On prend
0= (DQ) n V.

On sait que U est dense dans V.

Les opérateurs py, et ry.
On prend pour p, l'opérateur identité
Paln = u, pour tout u, e V.
Désignons par FMih (ou par FMi s’il n’y a pas d’ambiguité)
Pintersection du pavé (0, M), ayant pour origine le point
M= (..., mh, ...) avec le plan d’équation z; = m;h,. Soit
maintenant $ = (¢;, ..., ¢,) €. On pose
YMx) = {HM) pour ze (0, M), n Q
(7.6) i i \ .
pour tous les pavés (0, M) qui « coupent »
ou Y*M) est défini par

(18)  HOD) = 5 oy, il dai®

’
avec zi = (24, ..., Ticy, Mihyy Tigq, - . ., o),
dr; = dz, ... dx,_, dx,y ... dz,,
!
hi == hl PR hi—l'hi+1 PR hn.
(®) Si une partie de FMi est extérieure a L, on prend ¢; (z;) = 0 sur cette partie

ce qui est naturel puisque ¢, est nulle dans un voisinage de T'.
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Il est clair que pour A assez petit les supports des fonctions
J* sont contenus dans (2}; pour montrer que (..., .} ...) est
dans V, 1l suffira donc de vérifier que:

S Vgh=0
i=1
ou encore, en tenant compte de (7.6)
S VM) =
ne ) E VD=0
( pour tout M tel que (0, M) « coupe » €.

Puisque { est dans V on a:
2 Di¢i =0
et (en prolongeant, au besoin, les §; par 0 hors de (1)
‘/(0’ M) i§1 Diq/i d.’l? _— O.

Par une intégration en dz; il vient:

E, (/F(M+hi)i ‘l’i dx; -—./;Mi ¢i dx'i) —0.
Ce qui s’écrit, compte tenu de (7.8)
3 (Rt (M + ) — ki) = 0
=1

n h g
ou encore hy, ..., h, “P"(M + h;) "P'(@ —0

d’ou Dégalité cherchée (7.9).
On vérifierait que
lim Dl“l”,;:Dlgl’j i’jzi, ceey R
dans L2(Q) fort.
Vérification de Uhypothése K 1, i:
On suppose que ||uy|v, est bornée, u, € V,, c’est-a-dire :

(7.10)

(7.11) 2 [Vadlivg < G

i Jj=1

(C; = constante positive).
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Puisque les fonctions u! vérifient (7.4) et (7.11) ona, d’aprés
la proposition 6.1, chapitre 3

(712) “uSEHL’(Q) < Ci ]= 1’ ey
(Ci = constante positive). A 'aide de (7.11) et de (7.12) on a

(143) 3 IVadllno + o < G+ € j=1, ..o n.

Les fonctions uj vérifient donc (7.4) et (7.13). Par conséquent
d apres le théoréeme 4.1, chapitre 3, il existe des sous-suites
u, V, ul et des éléments u; de Hy(Q) tels que (dans L2(Q) faible) :

lim v} = i=1...,n
(7.14) lim V= Dy,
Montrons maintenant que (..., 4; ...) est dans V ou encore
que:
(7.15) 2 Difl,,- = O.

i=1

I1 est clair qu’a toute fonction réelle ¢ € L2({2) on peut associer
une fonction étagée ¢, telle que

(7.16) lim ¢, = ¢ dans L2(Q) fort.
On a

n - _ ” n P
ﬁ)gl V.ik. o, dz ;J(O,M)nﬂlgl V.uk.p,dx
et puisque ¢, est constante sur (0, M) n Q on obtient grice
a (7.5)
(7.17) Ja 3 Vo, do = 0.

En passant a la limite dans (7.17) il vient avec (7.14) et (7.16)

f ZDu pdr=20

i=1

pour toute ¢ e L2(Q)

d’oti la relation cherchée (7.15) et par suite ’hypothése HIi est
vérifiée.



CHAPITRE V

LES PROBLEMES APPROCHES

1. Propriétés des matrices des problémes approchés.

1.1. — Formes sesquilinéaires sur CY: N = entier positif,
C corps des complexes. Soit A une matrice (N, N)

A= ((aij))7 a’ijec, i,j=1, ceey N.

S1 X= (X1, ..., XY) et Y=(Y ..., YY) sont des éléments
de CY. On pose
(1.1) (AX,Y) = 12 a,; XY

LJj=1
il est clair que (AX, Y) est une forme sesquilinéaire sur C~;
rec1pr0quement toute forme sesqulhnealre sur CY peut etre
mise sous la forme (1.1). On sait d’autre part, que (AX, Y)
est hermitienne si et seulement si

aij - Eﬂ.

DériniTion 1.1. — On dit qu’une forme hermitienne (AX, Y)
est positive st

(AX, X) >0 pour tout X e CF.

DeériniTioNn 1.2. — Une forme hermitienne (AX, Y) est

définie positive si la relation X =0 entraine (AX, X) > 0.

Derinition 1.3. — Une forme sesquilinéaire (AX, Y) est
dite elliptique st

(1.2) [(AX, X)| > «.||X|® pour tout X e CN.
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ol o = constante positive et ol

(1.3) X = 31X

DerinitioN 1.3". — Une matrice est dite elliptique su la forme

(AX, Y) est elliptique.
Prorosition 1.1. — Si la matrice A est elliptique alors
lag) >a>0 pourtout: =1, ..., N.
En effet, dans (1.2) il suffit de prendre X‘=1 et X' =0
pour j =~ 1.

Prorosition 1.2. — Toute forme hermitienne et elliptique
est définie positive (& un changement de signe pres!).
Tout d’abord la relation X == 0 entraine

(AX, X)| > o|X|F >0
donc (AX, X) 5= 0. Montrons maintenant que (AX, X) garde

un signe constant: soient X et Y dans C¥ et supposons que

(AX, X) > 0,
(1.4) §mYA920

AN

On a, A désignant un nombre réel
(AAX4+Y), AX +Y) =2(AX, X) + 2ARe(AX, Y) + (AY,Y)

en tenant compte de (1.4) il existe deux nombres réels distincts
Ay et A, tels que

AAX+Y), AX +Y)) =0 i=1,2

et par suite

AMX Y =0 i=1,2

d’ot, puisque A, £ A,
X=0

ce qui est en contradiction avec (1.4). Par conséquent (AX, X)
garde un signe constant indépendant de X.

1.2. — Cas ot V, est un espace de dimension finie N(h).
Il s’agit essentiellement de ’approximation par la méthode
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de Galerkin (chap. 2) ou par la méthode variationnelle des
différences finies (chap. 4).

Nous savons (chap. 1 n° 4) que le probléme approché (P,) est
en fait un systéme de N(k) équations linéaires & N(h) inconnues.

N(h)

(15) 3 ulay(el, ef) = La(ef) j=1, ..., N(h)

i=1

ou e, i =1,..., N(h) est une base de I'espace V, et ou les
inconnues u, sont les composantes de la solution « appro-
chée » u,
u, = Qulel.
DerinitioN 1.4. — La matrice
Ah = ((ah(eiiu ej))) i, ] = 1’ RS N(h>

est dite matrice du probléme approché.

Deérinttion 1.5, — Les équations (1.5) sont dites équations
approchées.

L’espace V, étant de dimension finie N(k), on peut le

confondre avec C*; les deux normes ||ulv, et |juy| = (2|uj|2)12
sont équivalentes : c’est-a-dire qu’on a

o<k,<““%$b<kz [

(les nombres k; et k, peuvent dépendre de h).
On a maintenant :

ah(uh, Vh) = (Ahuh, Vh)
et compte tenu de ’hypothése de V,-ellipticité
lan(un, un)| = a.||wyly, pour tout upe Vy, >0

il vient
I(Ahuh’ uh)| > d.”uhlﬁf"
et, encore
|(Anteny wn)| 2> ahiffuanl* ki >0

pour tout u,.
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On a donc démontré

Prorosition 1.6. — La matrice A, du probléme approché
(Py) est elliptique.

D’autre part, dans tous nos schémas d’approximation si
a(u, ¢) est hermitienne, a,(us, ¢4) I'est aussi d’ou la

PropositionN 1.7. — St a(u, ¢) est hermitienne et V-elliptique,
alors la matrice A, du probléme approché (P,) est hermitienne
définie positive.

2. Formation des équations approchées.

2.1. — Formation globale.

On connait la base ¢, : =1, ... N(h) de V,. Il suffit donc
de calculer a(e}, ef) et L(ef). Il en sera ainsi lorsque les fonctions
¢, seront définies « globalement » dans Q (et non par un raccor-
dement de fonctions définies « localement »: voir exemples 3.1
et 3.2, chapitre 2).

2.2. — Formation progressive.

Nous étudions maintenant le cas ou les e} sont définies
« localement » comme dans les exemples 3.1 et 3.2, de la
méthode de Galerkin (chap. 2) ou comme dans la méthode
variationnelle des différences finies. Nous allons exposer la
méthode de formation progressive des équations approchées
dans le cas des problémes de Neumann d’ordre 2 (voir chap. 4,
n° 2). Nous rappelons qu’on cherche u dans H'(Q) tel que

a(u, v) = L(v) pour tout ¢ € H}(()

a(u, v) = E/E;auDiu]j; dz + jg aouy dz
et

L(¢) = [ 7 da.

On a défini un ensemble (fini) R} de points du réseau R;
puis & toute suite u, définie sur R}, et a valeurs dans C on associe
(linéairement) les fonctions u} et u}; le probléme approché
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est alors: déterminer la suite u, telle que:
(2.1) an(un, v5) = Lp(vs) pour tout ¢, eV,
ou

a(Uny 94) = 2 f a;uipl dr + f agulot dx
et

Lu(os) = [ fo4 do

il est clair que (2.1) peut s’écrire, en supprimant désormais

Uindice h

0z ISP BuA)AB) = SRE) (B
. pour tout veV,

ou A, B € R} et ou D(A, B), R(B) ne dépendent ni de u ni de

o. L’équation (2.2) est équivalente au systéme des équations
linéaires suivantes

0y (JPABUA =RE), AR
. Iy

B étant un point quelconque de Rj.
DériniTioN 2.1. — L’équation

SD(A, B) u(A) =R(B), A<Ri

est dite, équation approchée associée au point B de Rij.

Puisque les fonctions u' et u, sont définies « localement » a
partir de la suite u, il est naturel de faire intervenir les formes
suivantes

a(u, ¢) = qun(o,m) o de + \/Qn(o u)a"u°a° de
LX) = [ 0.7 42 ()-

ah(u’ V) = éa‘r(u’ V)
Lils) = JL¥(0)

et

I1 est clair que

(2.4)

(ou la sommation a lieu pour les points M tels que le pavé

(1) On aurait pu prendre un autre pavé lié 3 M au lieu de (0, M).
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(0, M) « coupe » Q t.e (0, M) n Q = g) et que a}(u, ¢) et L¥(¢)

peuvent s’écrire
al(u, v) = 2 DM(A, B) u(A) »(B), A, Be R}

25 Lue) — S R¥B) o(B), B <R}

On a donc le résultat suivant
D(A, B) = ¥ D¥(A, B)
M

(2.6) R(B) = 3 RY(B)

(méme ensemble de sommation que dans (2.4)).

DerintTiOoN 2.2. — Les éléments ap'(u, v), Li(v), DM(A, B)
sont appelés respectivement forme sesquilinéaire partielle, forme
linéaire partielle et coefficient partiel.

Au point de vue programmation: Désignons par D(A, B)
et par R(B) les mémoires qui doivent contenir les nombres
D(A, B) et R(B); grace aux relations (2.6) on est conduit au
procédé de formation progressive des equatlons approchées :

Avant le bouclage (la variable étant le pavé (0, M) ou le
point M) on annule les mémoires D(A, B) et R(B).

Pendant le bouclage on ajoute au contenu de ces mémoires
les nombres DY(A, B) et R™(B) définis par (2.5).

En Fin de bouclage (lorsque (0, M) a « couvert » Q) dans les
mémoires D(A, B) et R(B)il y a 3, D¥(A, B) et 3 R¥(B) c’est-a-

M M

dire les nombres D(A, B) et R(B).

3. Forme des équations approchées.

3.1. — Considérons le probléme de Neumann suivant:
étant un ouvert borné dans R" de frontiére réguliére I', déter-
miner u dans H(Q) tel que

(3.1) -glﬁaiiDiu'ﬁ‘—)dx_l—jg‘;u‘adx:‘/g;f-adx

pour tout v € H(Q)
ou

@y 4 < L7(Q),  fel¥Q)
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et on suppose que

(3.2) aiz) >a >0 pp.surQ i=1 ..., n
) ay(z) > o p.p. sur

Il s’agit donc d’un cas particulier ot la forme sesquilinéaire
a(u, ¢) (le premier membre de (3.1)) est hermitienne. Nous allons
étudier la forme des équations approchées pour les 4 types de
problémes approchés décrits dans le n® 2, chapitre 4.

3.2. — Premuer schéma d’approzimation.

On pose pour A, B € R}, (voir la définition de R} au chapitre 4
n® 2).
Q(A,B) = Qn (0, A)n (C, B),
Q(A, Bi) = Qn (0, A) n (A, Bi).

(Voir les définitions des pavés (0, M), (C, M), (A, Mi) dans le
chapitre 3, n° 1.)

a(A, B) = mes. Q(A, B),
a(A, Bi) = me Q(A, Bi),
A, B) = [ a,a)da,

as(A, B) = fa (A, B)ao dz.

Rappelons maintenant que M, désigne I’ensemble des
sommets du pavé (0, M) et que M;, t = [, ..., n, désigne 'en-
semble des points M tels que N, N 4 h; e M,.

On pose

M r'l
a(u, v) 2, f dzr + f U.o¥ dx
w (%) Qnwo,w Zit Qnww 20 U-0%

i=1

Rappelons que les fonctions étagées u,, v, sont constantes
sur tout (C, M) et que u' = V u,, ' = V¢, ; on vérifie alors que,

(3.3)
o) § AEZM.““ M, A). u(A + h;.zl._ u(A) v(A—i—hi.-— 5(A)
+ 3 @M, A).u(A).5A).

Compte tenu de (3.2) les coeflicients ay(M, Ai), ao(M, A)
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sont positifs; on voit alors, sur (3.3) que les coefficients partiels
possédent les 3 propriétés suivantes :

1) seuls les coefficients du type
DM(A, A), D¥(A, A + k), D™(A + A, A)

ne sont pas (automatiquement) nuls.

i) les coefficients du type DY(A, A) (ou D¥(A + h;, A + k) !)
sont positifs.

ut) par contre, les coefficients du type D¥(A, A + h) et
DM(A + h;, A) sont négatifs.
~ Les coefficients D(A, B) des équations approchées possédent
aussi ces propriétés (puisqu’on les obtient par sommation
des coeflicients partiels).

Cherchons maintenant la somme (par rapport & A) des
coefficients D¥(A, B): il suffit pour cela de faire dans (3.3)

u(A) =1 pour tout A eM,
¢y(B) =1
et
9(P) =0 s1P==B pourtout A eM,.

On obtient
2 D™(A, B) = a,(M, B)

AEM,
donc

Y D¥A,B)>0
AEM,
et par suite

D¥(B, B) > XDY(A, B), A eM,, A =£B.
Par une sommation en M, 1l vient
D(B, B) > — XD(A, B), A =£B.

par conséquent, la matrice A est a diagonale dominante stricte.
En résumant les résultats du n° 3 et la proposition 1.7, il vient

le

TutoriME 3.1. — La matrice Ay, du probléme (P,) (1 schéma
d’approximation) posséde les propriétés suivantes:

1) elle est hermitienne définie positive;
2) elle est a diagonale dominante stricte;
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3) les coefficients non (automatiquement) nuls sont de la forme
D(A, A), DA, A4 k), DA+ h,A) i=1, ..., n;

4) les coefficients de la diagonale principale sont posttifs, les
autres sont négatifs ou nuls.

D’apres la propriété 3) énoncée dans ce théoréme, dans une
équation approchée, il y a plus 2n + 1 coeflicients non nuls.

3.3. — Les 3 autres schémas d’approximation (voir chap. 4,
no 24).

Considérons un pavé frontalier (0, M), (i.e [' n (0, M) 5~ 0).
On vérifie que la forme sesquilinéaire partielle a)(u, ¢) peut
s’écrire

a¥(u, o) = 3 DYA, B) u(A).7(B)
A, BeM,
ou les coefficients DM(A, A) sont positifs et o en général

D™(A, B) 0 st A £ B, A,BeM,.

Si A et B sont des sommets d’un méme pavé, le coefficient
D(A, B) est donc non nul en général : par conséquent, dans une
équation approchée il y a au plus 3" coefficients non nuls.
Compte tenu de ces résultats et de la proposition 1.7, il vient

le

TrtortME 3.2. — La matrice A, du probléme (P,) (schémas
d’approximations 2, 3 et &) posséde les propriétés suivantes:

1) elle est hermitienne définie positive;
2) les coefficients non (automatiquement) nuls sont de la forme;
D(A, B) ot A et B sont des sommets d’'un méme pavé;

3) les coefficitents D(A, A) de la diagonale principale sont
posttifs.

Remarque 3.1. — On peut vérifier que A, n’est pas a diagonale
dominante et que les coefficients non situés sur la diagonale
principale sont de signe quelconque.

Remarque 3.2. — Supposons que le systéme des équations
linéaires approchées soit résolu par la méthode (itérative) de
Relaxation (cf. [18]). Pour les matrices A, décrites par le



438 J. CEA

théoréeme 3.1 la recherche du parameétre de relaxation opti-
mum est aisée; par contre, pour les matrices A, décrites par
le théoréme 3.2, nous ignorons comment définir le paramétre
optimum éventuel.

4. Programmation.

4.1. — Considérons le probléeme de type mélé décrit au
chapitre 4, n® 5, c’est-a-dire le probléme suivant: On donne
un ouvert ) borné dans R" de frontiére réguliére [, on désigne
par I'; une partie de [' et par V le sous-espace des u< H™(Q)
tels que

yu=0 surl}.

On cherche u dans V tel que
Z‘/E;aqu”uD"v de = ‘/g;fv dz pour tout ve V.

Nous allons étudier la formation d’un programme sur la réso-
lution approchée de ce probléme par la méthode variationnelle
des différences finies.

Ce programme est formé d’un programme principal qui
assure la liaison entre plusieurs sous-programmes (assemblés
séparément). Il y a:

4.2. — Les sous-programmes qui concernent les données
du probléme, a savoir:
1) les fonctions a,, et f;

2) les représentations locales de [' et de ;. Par exemple
si Q est un cercle dans le plan et si [ a pour équation 2% + y? =1,
le programme principal fera appel aux fonctions

y1=+\/1——w2, 3'31:‘}‘\/1_—;29
o= V=B, o= VI g
4.3. — Les sous-programmes qui concernent I’approzimation,
4 savoir:
1. Le sous-programme position ou (POSIT): il étudie la
position du pavé (0, M) par rapport 4 Q: nous donnons &

POSIT les coordonnées de M et il restitue les éléments néces-
saires au calcul des coeflicients partiels. On pourra associer
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un POSIT a chaque type d’approximation; par exemple

POSIT 1: donne les mesures de (0, M) n (.
POSIT 2: donne les coordonnées du barycentre de

0, M)nQ...

2. Le sous-programme de formation des équations (ou
FORMA). On pourra utiliser la formation progressive des
équations (voir n° 2) et associer un FORMA a chaque type
d’approximation.

3. Le sous-programme Accélération : il s’agit de rechercher
des parameétres d’accélération de la méthode itérative choisie.

4. Le sous-programme Résolution du systéme des équations
linéaires approchées.

5. Le sous-programme Sortie des résultats.

Remarque 4.1. — (Sur la comparaison des différentes
méthodes d’approximations pour un exemple donné). Il est
nécessaire de connaitre la solution exacte u. La solution appro-
chée u;, (ou plus exactement p,u,, voir théorie générale chap. 1)
étant calculée, on demandera alors au sous-programme sortie
de calculer, par exemple, ’erreur relative dans L2(Q), (¢’est-a-
dire Perreur relative en moyenne quadratique).

Remarque 4.2. — Notre étude est limitée a la formation du
systéme approché (c’est a-dire a D’approximation). Pour la
résolution de ce systéme par des méthodes itératives cf. [18].

5. Exemple 1: (Un probléme de Neumann a un milieu).

5.1. — Désignons par (Q le disque (de R2) de centre 1’origine
et de rayon 1 et par [' la frontiére de Q (*). Considérons le

Probléme (P). — Déterminer u dans H(Q) tel que:

(5.1)

iglﬁlDiu.]Tydx+fgu.?dxz_]gf.adx—i—‘/l“gﬁdc (12)

pour tout ¢ € HY(Q)

(1) On n’a nullement tenu compte des symétries du cercle.
(*3) Voir chap. 4 n° 8 les remarques sur la forme linéaire ¢ — v g.v do.
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f et g sont deux fonctions continues données, do désigne 1’é1é-
ment d’aire sur ['. Il est clair que ce probléme admet une solu-
tion unique u et que u vérifie (dans le sens faible)

—Au+ u =f dans Q
(5.2) du

- = sur I'.
on g

On a commencé par se donner u et ensutte on a calculé fet g
a l'aide de (5.2). On a pris

u=a; + z,
5.2. — Approximation: On donne le réseau R, de maille
uniforme A = 0,04. Nous rappelons que u, désigne une suite

définie sur certains points du réseau. Puisque w est connu,
on peut calculer I’erreur relative suivante:

1/2

2 Jup(M) — u(M)?
2 juM)2

ou =

le systéme linéaire est résolu par la méthode itérative de
Gauss-Seidel; le nombre d’itérations est désigné par N.

5.3. — Résultats : Le nombre de points est : 2601.

Deuxiéme schéma (voir 2.4, chap. 4)

N 25 50 75 100

su | 0,254 | 0,074 | 0,029 | 0,019

Troisiéme schéma:

N 25 50 75 100

du | 0,253 | 0,067 | 0,019 | 0,006
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6. Exemple 2: (Un probléme de transmission
ou un probléme de Neumann & deux milieux).

- 6.1. — Le probléme exact.

Désignons par I'; (Resp. [';) la circonférence (dans R2)
de centre I'origine et de rayon 1/2 (Resp. de rayon 1), par Q,
le disque de frontiére [; et par Q, la couronne de frontiére [,
et [',. Désignons par V le sous-espace fermé des u = (uy, uy)
de HY(Q,) X HY(Q,) tels que

Yu; = Yu, sur [}.

Considérons le

Probléme (P). — Déterminer u dans V tel que

| él‘/g;lDi’hD—iV; dx +u/£;‘u151 dr + igl l/g;!SDiuTD?;dx
A+ [ wbade= [ fi5, +ap [ fiFado + [ gords

pour tout ¢ = (¢, v5) eV

(6.1)

fi, f et g sont des fonctions continues données.

Le probléme (P) a une solution unique w et on montre
(en utilisant la formule de Green dans (; et dans Q,) que u
est solution (dans un sens faible) du

Probléme (P'). — Déterminer u, et u, tels que
(6.2) — Au; + u, = f; dans Q,
’ — BAuy, + u, = f; dans (Q,

Yu; = Yu,  sur [

(6.3) W 5% gy T
on, on, 2
ouy __

(6.4) o, g sur [,

ou n;, 1 =1, 2 désigne la normale extérieure a la frontiére
de ;. Ici aussi on a commencé par se donner la solution
u = (u;, up) satisfaisant a (6.3), puis on a ensuite calculé
fis fo» g & Paide de (6.2) et de (6.4). :

21
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On a pris
1
U (21, 2p) = ‘(239: + 327) <5 — m)
ua(®y, x,) = 227 + 3.
6.2. — Approzimation: On prend un réseau R, de maille
uniforme b = 0,05. On désigne par R} ’ensemble des sommets
des pavés qui ont une intersection non vide Q; ;_, ,. La solution

du probléme approché est formée de suites u; , définies sur R},
=1, 2. On pose

2 Jua(M) — w (M)
ou; = A E“ |ui(M)|2 1= 1,2

Ic1 encore le systéme est résolu par la méthode de Gauss-

Seidel.

6.3. — Résultats: Le probléme (P) a été considéré comme
un probléme de Neumann (a 2 milieux). Nous avons utilisé
le 3¢ schéma d’approximation (voir 2.4, chap. 4). Le nombre
des itérations est encore désigné par N.

N | 100 125 150 175 200

oy, | 0,207 | 0,435 | 0,087 | 0,056 | 0,036

du, | 0,484 | 0,128 | 0,089 | 0,063 | 0,045

Essai réalisé sur IMB 704.

Nombre de points 1631.

- Durée (approximative) de 'essai: 19'30".
Durée de la formation du systéme: 212",
Durée de la résolution: 5” par itération.
Durée des calculs d’erreurs: 1'20".



APPROXIMATION VARIATIONNELLE DES PROBLEMES 443

Remarque 6.1. — La décroissance réguliére des erreurs
relatives du; en fonction du nombre des itérations nous laisse
supposer que le systéme linéaire n’est pas encore résolu aprés
200 1itérations. Il faudrait donc soit faire plus d’itérations,
soit prendre une méthode plus rapide; notre choixdela méthode
de Gauss-Seidel s’explique par le fait que cette méthode est
facile & programmer et que nous avons pour but, non pas la
rapidité de la résolution mais Uétude de 'approximation (voir
Remarque 3.2 au sujet de la méthode de Relaxation).
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