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SOUS-ESPACES BIINVARIANTS
POUR CERTAINS SHIFTS PONDÉRÉS

par 0. EL-FALLAH et K. KELLAY

1. Introduction.

Soit L^T) l'espace de Hilbert des fonctions à carré sommable sur le
cercle unité T. Dans ce travail, on étudie les sous-espaces biinvariants pour
le shift à poids S^ : fÇe^) —> e^fÇe^) sur l'espace de Hilbert

f 2 1
Ll = \f e L\T) : Il/Il,, = ̂  | /(n) | ^(nf < +oc L

l nez J

où f(n) est le n161116 coefficient de Fourier et uj est un poids, c'est-à-dire
une application de Z —> [l,+oo[ telle que les suites (logù;(n))n>o et
(\oguj(—n))n>o sont croissantes et concaves. Puisque u est un poids, les
opérateurs S^ et S^1 sont bornés sur L^ et le spectre de S'a; est T.

On dira qu'un sous-espace fermé B de L^ est biinvariant s'il est
invariant par S^ et par *?J1 i.e. S^B = B.

Soit E un ensemble fermé de T; on notera par A4^(E) le sous-espace
fermé biinvariant de L^ défini par

M^E) = {/ e L^(T) : ̂ /=0},

où \E est la fonction indicatrice de E\ de tels sous-espaces seront dits
ensembles de type spectral.

Mots-clés : Sous-espace biinvariant — Hyperfonction — Ensemble de Carleson.
Classification math. : 47B37 - 46E20 -46J20.
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Dans le cas où uj[n) = 1 (n ç Z), le théorème classique de Wiener
donne une caractérisation complète des sous-espaces biinvariants de ^(T);
ils sont de type spectral :

THÉORÈME 1.1 [Wiener]. — Soit B un sous-espace biinvariant non
trivial de L^T). Il existe alors un borélien E de T de mesure strictement
positive tel que

B={fç L\T) : f\E=0 P.?}.

Soit / ç L2,; on désigne par I^(f) l'adhérence de span(S^/)^çz
dans L2, (notons que Iuj(f) est le plus petit sous-espace biinvariant de
S^ contenant /).

Le sous-espace fermé de L2, des fonctions / telles que f(n) = 0 pour
tout n < -1 sera noté {L2^. Soit B un sous-espace biinvariant de L2,;
la trace analytique de B est définie par B H (L^ et elle est dite de
type spectral lorsqu'il existe un Borélien E de T tel que B H (L2)4- =
M^(E)n(L2^.

Lorsque uj(n) = 1 (n > 0), on a (Z^)+ = H2, l'espace de Hardy
usuel. Esterle dans [E4], Théorème 5.7, a montré que la caractérisation de
type Wiener n'est plus vraie pour le shift sur des espaces à poids dès que
uj{—n} —> +00. Plus précisément,

n—>-+oo

THÉORÈME 1.2 [E4]. — Soit u : Z -> [l,+oo[ une application telle
que ^(n) = 1 pour n ^ 0 et uj[-n) —> +00 . Il existe une fonction

n—>-+oo

intérieure singulière U ç H2 telle que I^(U) H H2 = UH2 c H2. En
particulier I^(U) n'est pas de type spectral.

Dans le cas où uj{n) = (1 + |n|)P pour n € Z, où p est un entier, p > 1,
L2, (resp. M^(E)) sera noté L2, (resp. Mp(E)). Khanin dans [Kh] a donné
une caractérisation complète des sous-espaces biinvariants de L2; ils sont
de type spectral :

THÉORÈME 1.3 [Kh]. — Soit B un sous-espace biinvariant fermé de
L2, alors

B = AW, Ei,.... E^) := {f e L2, : f^ = f^ = f^ = 0},

où f^ désigne la dérivée k^^ de la fonction f et Ek = Z(B^) est
l'ensemble des zéros communs de B^ = {f^ : f e B}.
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Notons que ce résultat s'obtient grâce au théorème sur l'approxima-
tion des fonctions de l'espace de Sobolev définies sur l'axe réel (voir [B]). La
même méthode permet d'avoir le théorème 1.3. Mentionnons également que
la suite (Ek)o<k^p-i est ordonnée; certaines conditions sur (Ek)o<k<p-i
ont été obtenues dans [N], elles garantissent la non-trivialité de

Mp(Eo,E^...,Ep^).

Dans ce travail, nous étudions l'effet de la "dissymétrie" du poids
a; sur l'apparition et la disparition des sous-espaces biinvariants générés
par des fonctions intérieures singulières (qui ne sont pas de type spectral).
Nous considérons des poids uj tels que uj(n) = (1 + n)P pour n > 0 et

lim^_mf^ u-w > 0. Donc L2, C C(T), où C(T) désigne l'algèbre des fonc-

tions continues sur T, et (L^ = H2 = {f e H2 : /',/",.... f^ e H2}.
Contrairement à ce qui se passe pour p = 0 (théorème 1.2), nous montrons,
sous certaines conditions de régularité sur la suite (<^(-n))n>o, que dans le

cas où ^ ———.——- diverge, la trace analytique de tout sous-espace biin-
n>l t'iOgLc/^ Tl )

variant B de L2, est de type spectral : BnH2 = M^(EQ, ̂ i,..., Ep^)nH2,
où Ek = Z(B^). Si, de plus, ZÇB) est un ensemble d'interpolation
pour les classes de fonctions de Lipschitz, nous montrons que B =
M^(EQ, I?i,..., ̂ p-i). Par contre, dans le cas où V ————-——- converge,

^>inlog^(-n)
nous mettons en évidence un sous-espace fermé biinvariant B de L^ tel que
B H H2 ^ A^(Z(B), Z(B(1)),.... Z(B(P-1))) n H2. La méthode employée
consiste à ramener le problème en un problème d'unicité pour certaines
classes d'hyperfonctions dont le support est un ensemble de Carleson. Nous
concluons ce travail par une application à la théorie des opérateurs.

2. Interprétation du dual de L2,
et hyperfonctions à spectre de Carleson.

On va maintenant décrire le dual de L^(T). Une hyperfonction est
par définition une fonction analytique sur C\T telle que lim (p(z) = 0.

\z\—>oo
On notera par 7^(T) l'ensemble de toutes les hyperfonctions.
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Soit </? e ^(T), les coefficients de Fourier de (p sont définis par

V^^n)^71"1 pour |^| < 1
n>l

^[z) = <
— ^ , (^(n)^"1 pour |z| > 1.

n<0

On définit (^+ et (p~ sur le disque unité D par

^+ = ^|D

^p~{z) = - ip ( = ) pour 0 < |^| < 1.

Il est clair que (p~ a une fausse singularité en 0.

Le support de (^ e ^(T), noté suppy?, est le plus petit fermé E de
T tel que ^ se prolonge analytiquement sur C\£'. On désignera par HÇE)
l'ensemble de toutes les hyperfonctions dont le support est contenu dans
E. On considère l'ensemble

|y(n)|2

u>(-n}7UT)= <,^(T):|MI= ES <+w •
[ Vnez v ; / J

et on note par

H^{E) = {(p e 7^00 : supp(^ C E}.

On peut identifier le dual de L^ à H^CT) grâce à la dualité donnée par la
formule :

{f,v) == ̂ fW(-n), (f € L2^ y G ̂ (T)).
nez

Un calcul classique permet d'écrire cette dualité sous la forme :

{f^) = lim —— / /(Q (^(r0 - (^(c)) ̂ .
r^l- 2Z7T Jj \ T )

Pour f ç L^ et (p ç 7^(T), on définit l'hyperfonction produit f.(p
par ses coefficients de Fourier donnés par la formule :

f.tp(n) == V^ f(m)f){n — m) pour tout n ç Z.
m£Z

On désigne par A(D) l'algèbre des fonctions analytiques sur le disque
unité ouvert D et continues sur D, et par A°°(B) l'algèbre des fonctions
/ e A(B) telles que /(n) e A(D) pour tout n >. 0.
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Soit E un fermé de T. On dira que E est un ensemble de Carleson
[C] lorsque

/•27r / 2 \
Vo log (dist(e^)J dt < +00-

Taylor et Williams [TW] ont montré que E est un ensemble de Carleson si
et seulement s'il existe une fonction non nulle / ç A°°(D) extérieure plate
sur £', c'est-à-dire f" = 0 pour tout n ç N.

On désigne par Af la classe de Nevanlinna, c'est-à-dire l'ensemble des
fonctions analytiques sur D vérifiant

/•2-n-

sup / log"^ | fÇre'0) \ d0 < +00.
0^r<l JQ

Soit A/^ la classe de Smirnov, c'est-à-dire l'ensemble des fonctions / e Af
telles que f = — avec h^g ç. H°°(^) et g extérieure, cf. [D].

Soit p >, 1 un entier. On dira que le poids uj vérifie la condition (-Rp),
s'il satisfait les conditions suivantes :

0. Les suites (\oguj(n))n>o et (\oguj(—n))n>o sont croissantes et
concaves.

1. ^(n) = (1 + nY pour n ̂  0.

^Hminf'^X).
n-^+oo nP

3. Il existe no > 1 tel que la suite ( ———-—- ) est décroissante
\ np /n^no

pour une certaine constante f3 < -.^
Notons que a; est sous-multiplicative i.e. uj(n-\-m) < uj{n)uj{m} pour

tout n, m G Z.

On a la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1. — Soient E C T un ensemble de Carleson et
f G A°°(P) une fonction extérieure plate sur E, soit (p e H^(E), où uj est
un poids vérifiant la condition (Rp). Alors on a les propriétés suivantes :

(i) f(p- e H°°(B) et y- e ./V+.

(ii) Çf^-f^eA°°W.

(iii) (/^)-e^°°(D).
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Si de plus y ———-——- == +00 alors f.(p = 0.^>i n[ogLj[-n)

Preuve. — Pour la preuve de (i), (ii) et (iii) on va utiliser les même
techniques que dans [E3].

(i) Soit ^ e U{E) telle que sup h^- < +00 et sup ̂ l^1

n<Q (1 + \n\)P n^l VTI

< +00. Il découle de [Al] que

log-^ |^(z)| = 0 (^——} (\z\ - 1-) et sup (M - l)^1]^)! < +00.v - M y i<M<2
D'après des estimations de Domar-Taylor-Williams [TW], Lemma 5.9, il
existe des constantes C\ et C^ telles que

^l^l^dis^)13011"^
1^(^)1 < ^(dist^,^))-2^^ pour 1 < |^| < 2 et ^ ^ £;.

Donc pour - < \z\ < 1 on a (voir [E3], Lemma 4.9)
1 / /l \ \-2(p+i)

\^~{z)\ ^2|^(=)| ^const[dist[=:,^J

^const(dist(^,^))-2(p+l)

et puisque \f{z)\ < ||/^n^|[oo(dist(^,^))n pour tout n alors on a /^- e

7:f°°(D). La fonction / étant extérieure, on a ^~ = —— € A/^. Ces

résultats sont valables en particulier pour (^? € 'H^(E) d'après ce qui
précède.

Notons aussi que si ^ e H^{E), alors (/.^)~ G A/^. En effet,
/.^ G ^(^) car supp /.y? C supp / H supp y? et pour n >_ 1 on a

00 i ^ / .\ i

l7?Ml ̂  E lJ'(')iif-".'+';}"(-" + •>

Ï̂S ÎEIA.IKI+.M-»)
^ constù;(—n).

Pour n < 0, on a

\Tî(n)\<^ \f(i)\(l +i-nY
i=0

<(l+|n|)^f;|/(z)|(l+^
î=0

< const(l + [nl)^
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et par conséquent (/.^)~ e A/'4' d'après ce qui précède.

(il) Soit g = (f^ - f^. Le n^^ coefficient de Fourier de la
fonction g pour n > 1 vérifie pour k > 1

n

\9{n)\=\Tï(n)-Y^f{i}^n-i)\
z=0

00

< E lAî)ll^(»-î)l
î=n+l

iœn..J .̂-<.-««>^Ml_^+..„),,

<constsupl^l f- (̂
m<0 (1 + \m\)P ̂  (î + 71)^+2

< constn"^

donc g = (/.(^)+ - /(^+ e ^^(D).

(iii) Puisque (/.^)+ - /^+ e ^^(D) et suppy? U supp/.(^ C E, les
fonctions (/.^)~, /^-, (/•^)+ et /</?+ ont un prolongement continu sur
W\E. Comme la fonction f(p~ est bornée sur D, les fonctions /(^+ et {f.^
sont bornées sur T\E. Donc la fonction (/.(^)~ est bornée sur T\E, mais
on sait que (/.^)~ e ̂ /'+; il découle alors que (/.^)~ C H°°(]D).

On a (/.(^)- e 7:f°°(D), sup L 7 ^ - < +00 et supp/.^ c E est un
n^i o;(—n)

ensemble de Carleson. Donc d'après [Ke], Théorème 2.2, on a f.^p = 0 si

^>inlogû;(-n) oc'

Remarque 2.2. — Lorsque ^ ———-——- < +00, où uj est un poids
^>i nlogij(-n)

vérifiant la condition (Rp), il est montré dans [Ke] qu'il existe un ensemble
parfait de Carleson E et une mesure positive ^ portée par E telle que
Phyperfonction (p associée à la fonction intérieure singulière 0^ donnée par

^) =0^)-0^ pour z e c^

où O^z) = exp ̂  ̂  ^±^^(^)^ et ^(oo) = exp ̂  y2" ̂ (f)^)
vérifie

|^(n)| = 0(o;(-n))(n -> +00) et ̂  |(^(n)|2 < +00.
n<0
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3. Trace analytique de sous-espaces biinvariants de L2,.

Soit H2, = (L^)4-; il est clair que H2 est l'ensemble des fonctions / de
H2 telles que les dérivées /', /(2^..., f^ sont dans H2. Un ensemble E de
T est dit un K -ensemble si pour une certaine constante c > 0, on a

supdist(^Ê') ^ c|L|,
^L

pour tout arc L fermé de T de longueur |L|. Notons que les K -ensembles
sont des ensembles de Carleson et que par exemple les parfaits symétriques
de rapport constant ^ e (0,1/2) sont des J^-ensembles.

Dynkin dans [Dy] a montré que E est un JC-ensemble si et seulement
si E'est un ensemble d'interpolation pour H2,, c'est-à-dire que pour toute
fonction / e L2, il existe une fonction g ç H2; telle que /w = g^\ pour
0 ^ k ^ p.

On est en mesure maintenant d'énoncer les résultats principaux de ce
travail.

THÉORÈME 3.1. — Soit uj un poids vérifiant la condition ÇRp). Soit
B un sous-espace biinvariant fermé de L^. Si

^ 1 ^
^n\oguj(-n) -+005

alors
Bn^=A<,(Eo^i,..,^-i)n^,

où Ek = Z(BW) == Z({fW : f ç B}).

Si, de plus, Z(B) est un K-ensemble, alors

B=AU^o^i,...,^-i).

Le théorème 3.1 n'est plus valable si V ————-——- < +00. On a en
n^n\oguj(-n)

effet le résultat suivant.

THÉORÈME 3.2. — Soit uj un poids vérifiant la condition (Rp). Si

E l
———-,——- < +00,^n\og^(-n)

alors il existe un ensemble de Carleson E, une mesure [i positive non nulle
concentrée sur E et un sous-espace biinvariant B fermé de L2^ tels que

B n H ^ ^ e ^ n H 2
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où 0^ est la fonction intérieure singulière associée à /^.

Preuve du théorème 3.1. — Soit B un sous-espace biinvariant fermé
de L2, et soit E == EQ = Z(B). Si g e B H ̂ , ^ 7^ 0, on a pour tout
zo ç ZÇg)

1^)1 =\ I' 9'W ^IIP'II^J^-^.
JZQ

Ainsi \g(z)\ = 0((dist(^, Z(^)))^), donc Z(g) est un ensemble de Carleson.
On peut supposer alors que E est un ensemble de Carleson, sinon BC\H^ =
{0} et le résultat est évident. Puisque E est un ensemble de Carleson, il
existe une fonction extérieure / e ̂ (D) telle que Z(f) = E et f^) = 0
pour tout n > 0 [TW]. Soit ^ e ^(T) tel que ^ orthogonal à B, alors
supp^ C E (voir [A2], Lemma 2.2) et d'après la proposition 2.1, on a
f.tp = 0. Donc / e B, Z(B H ̂ ) = E.

D'autre part, B H H2 est un idéal fermé de H^ qui contient une
fonction extérieure /. Il découle alors de la caractérisation des idéaux fermés
de H2 obtenue par Korenblum dans [Ko2] (voir aussi [Kol]) que

Bn^2 = [f e H2, : Î\E = î1^ = • • • = /(P-I)!^-. -0} -

où Ek = Z{(B H H^) pour k < p - 1.

Dans le cas où p = 1, ceci achève la démonstration du théorème.
Supposons p > 2.

Montrons maintenant que Ejç = ZÇB^) pour k < p - 1. Il est clair
que la suite (Ek)i<k<p-i est ordonnée et Ek D Z{B^) pour k <: p - 1.
Soit F l'ensemble des points d'accumulation de E = Z(B) = Z(B H H2,).
Alors F C Z(B^) C Ek.

Soit maintenant $o un point isolé de E tel que $o ^ Z{BW) avec
1 < À: ^ p - 1. Soit îz € ^^(D) telle que u(Ço) = 1 et ^\{^} = 0 pour
n > 0. On pose pour m > 1

^-^(l-të-^tô))),

n^(0 = n^(0 fl - (i-̂ î($o)) .
\ m' }

Soit î; = ZAp-i. Il est facile de voir que z^o) = l? î;|^\{^o} = 0 et ^(^ = ^
pour 1 < n <: p — 1. Notons aussi que si / G L^,, alors fv e L^,. En effet,
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si on désigne par a l'application : e^ —^ e^, on a pour n > 0

K/ll^llEA^)^^^
mçZ

=ElA"î)lM"+^)2

mçZ

^ 1 1 / - H 2 (uj{n^-m)\2< 1 1 / 1 1 ^ sup v /

mez \ ûc;(m) /

donc
^((i+^ll /L)2 ,

IKIk = II ̂ >(n)a"/||,
n>0

^EK^IK/II,

n>0

<ll/LE|î)(n)|(l+n)^<+oo.lia;

n^O

De plus l'application f -^ vf est un endomorphisme continu de L2,.

On considère maintenant

B. = {f e L2, : ̂  e B} ;
il est clair que By est un sous-espace biinvariant fermé de L^ et que
B c By. Par conséquent Z(B^) C E. Posons w = v2 - v. Alors w,^ = 0
pour 0 ^ q < p - 1, donc w e B H H^. On a 1 - v e By, donc
Z(B,) C Z ( l - v ) n E = {^0} et ^(B^) c Z(B^) c M{^o}, donc
^(^^O.

On définit maintenant sur L^/By l'opérateur T : 7r(f) —> 7r(af), où
TT : L^ -^ L^/By est la surjection canonique. Soit g ç A°°(D) une fonction
extérieure plate en ^ et telle que g{ç) ^ 0 pour ^ e T\{^o}. Il résulte
de même que plus haut de la proposition 2.1 que g e By. Soit ^(T) =
^ gÇn)^; l'opérateur ^(T) est bien défini car [[r71]! < (1 + n^ pour

n>_0

n ̂  0. On désigne par Sp(T) le spectre de T. On a g(Sp(T)) c Sp(^(T))
car pour tout ^ e T, il existe ̂  e ^l°°(D) tel que g - g ( ç ) = (a-^)g^, d'où
9(T)-g^)I = (T-^I)g^T). On ac^a")) = TT^^) = 0 pour tout n e Z
donc p(T) = 0 et Sp(T) = {^}. D'autre part HT^I = 0(^)(n ^ +00),
IIT-71!! = 0^{-n)){n - +00) et lim 10^^) ^ ^ y ̂ ^^ ̂

n^+oo ^n
[Al], Corollary 1 que (T - ^o)^ = 0. Donc (a - ^o)1"^1 e By et
puisque ^(fi^5) = 0, (a - ̂  ç B,. D'où (a - ̂ v € B H H^ et
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((Q—^o)^)^^) = A:! ^ 0, ce qui montre que ^o ^ Ek. Donc ̂  = Z(B^))
(CX/c^p-1) .

Supposons maintenant que ̂  est un J^-ensemble. Soient les injections
naturelles suivantes :

e.-.H^Ll et 0,:Ll^L^
et soient les surjections canoniques suivantes :
H^ ^H^/MH^EO,...,E^), Ll ^L^/B

etLp ^L^M^Eo,...,Ep_i).

On a ffp n B = MH^(EO, ...,Êp_i) et 5 c A^^(£'o, ...,£'p-i) C
Mp{Eo,..., £p-i). Il existe alors 0\ et 6-2 tels que le diagramme suivant soit
commutatif :

H2, ^ Li ^ ^
-i 7r! [ 7T2 J, TTs

•^p-i) i- ^/^ ^ L^/M^^.H^/MH^^E^) e^ L ^ / B e^ L^/M^^E^).
Comme E est un JC-ensemble, 0^ o Q\ est un homomorphisme bicontinu.
Donc ^i est injective et d'image fermée.

Remarquons que 0^ est à image dense. En effet, soit l ç (L^/B)*
orthogonal à l'image de (9i, de sorte que Phyperfonction (p(z) = ((^2 [(a -
z)~1}, l) est nulle pour \z\ > 1. D'autre part l'opérateur T de multiplication
par ^2(0:) dans L^/B est annulé par les fonction g e A°°(B) plates sur E
telle que Z(g) D E. De même que plus haut ceci entraîne que Sp(T) C E. La
fonction z -^ ^[(a - z)~1] = (T - z)-17^2(l) s'étend donc analytiquement
à C\E, ce qui prouve que supp (p C E ^ T. Donc (p est nulle , (^(a)71, l) = 0
(n C Z) et l = 0.

Par conséquent 0^ est un isomorphisme. Donc ^ est injective et
M^(Eo,...,Ep^)=Mp(Eo^..,Ep^)nL2, c B et J3 = M^(EQ, ...,Ep_i).

Preuve du théorème 3.2. — Puisque ^ ————— < +00, il existe
fc>iHog^(-/c)

pour q ^ 1 un entier no > 0 tel que pour n > no on a

r _—<1
n>^k^^-k) ~ 9'

or -.——-——- < ,——-—— pour tout k < n. Donc
logo;(-?2) loga;(-Â;) ~

^— y 1 < 1
'jj(—n\ z-^ k ~ nlogo;(-n) Z-^ k q '

no<:k<n
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Comme log(n + 1) - log(no) ^ S -,
no<A;<n K

^(^Ll

logcJFny< gpour n > no-
Donc (n + 1)9 < n^(-n) et (n + 1)9 = 0(o;(-n))(^ -^ +00).

On pose
f (1 + nV pour n > 0

o)(n) = { ^
[ (1 + |n|)(cc;(n))ï pour n ̂  -1.

Il est facile de voir que Cj est un poids vérifiant la propriété 1 et 3 de la
condition (^p+i) et 2 est satisfaite car n2^1) = o(uj(-n)){n -> +00);

de plus, ^ —,—————- < +00. Il découle de la.remarque 2.2 qu'il existe
n^i n[og(j[—n)

un ensemble parfait de Carleson E, une mesure positive non nulle p, de
support E telle que Phyperfonction <^ associée à la fonction singulière On
donnée par

^0) = n~\ ~ ~ù~(—^ P01111 z e C\E
ô^) 0^(00)

vérifie
|^(n)|=0(^(-n))(n^+oo) et ^ |^(n)|2 < +00.

n<0
Donc y? e H^(E). Soit maintenant

B = { g ç L ^ : ̂  = 0}.
Il est évident que B est un sous-espace fermé biinvariant de L^. On a

B n ^ = { ^ e 7^:^=0}.
Comme H^ C H ' 2 , il résulte immédiatement de [E4], Proposition 3.12 que

B^H^=H^e^H\
ce qui achève la démonstration du théorème 3.2.

Remarque 3.3. — En fait H^ H C^H2 C 0^ (voir [Ko2], [Ko3]).
Comme H^ C A(B) et comme supp ̂  = E est un ensemble parfait on en
déduit que

0^c{gçH^.g^=...=g^-l)=0}.
L'inclusion est stricte puisque il existe des fonctions de ^°°(D) non nulles
et plates sur E. D'autre part si / e .4°°(D) est plate sur E, alors

V e ô^H2 n A°°(B) c ̂ ff2 n H2.
Donc £'o(B n ffp2) = ... = £'p_i(B n H2) = E et 6^H2 n H2 = B n Jîp2
n'est pas de type spectral.
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4. Applications aux opérateurs à spectre d'interpolation.

Soit 0 < s < 1, on désigne par A8 l'algèbre définie par

{ | f(pi(t+h)\ __ f(^it\\ }
A^ f ç AW : \\f\Us = 11 /Hoc + sup u^——) J [ e n <+oo^.h^o,teR m8 j
Soit p un entier positif, on désigne par ̂ (D) l'algèbre des fonctions / telles
que f^ G .4(D) pour tout 0 < k < p. On considère l'algèbre

A^8 = {/ e ̂ (D) : f^ e A8},
munie du produit ponctuel et de la norme

\f{p}(p^h)\ _ f{p}(çzt\\
l l /b^-11/11004- SUp u-^————) J [e J I<+OC,

/i/o,teK \ii\
A^8 est une algèbre de Banach commutative unitaire.

On pose

A^={/e^(T):||/||A^=||/||cP(T)

[y(p)(e^+^))-/(p)(e^^
+ sup '-—v—————J-——v—^<+ooL

h^O,t€R W8 >

L'espace A^5 muni du produit ponctuel et de la norme H.HAP+ 5 est une
algèbre de Banach commutative unitaire.

Il est montré dans [Dy] que si E est un J^-ensemble alors E est un
ensemble d'interpolation pour A^3, c'est-à-dire que pour toute fonction
/ e A^5, il existe g <E A^8 telle que /w = g^ pour 0 ^ k <, p .

THÉORÈME 4.1. — Soit u un poids vérifiant la condition (Rp). Soit
T un opérateur borné sur un espace de Banach X tel que le spectre de T
soit un K-ensemble. Si HT71!! = 0((^(n))(|n| —^ +00) avec

E l———-——- = +00,^nlog^(-n)

alors pour tout s > 1/2 on a HT^H = (̂ (̂n -^ +00).

Preuve. — Soient x e X, l ç X*, on pose
(p(z) = ((F - zl^x.l) pour z î Sp(T).

Il est clair que (p est une hyperfonction à support dans Sp(T) et |^(^-)| ==
0(o;(n))(n —> +00). Soit / ç ^4°°(D) une fonction extérieure plate sur
Sp(T). Un calcul classique montre que

g^{z) = ((F - ̂ )-^(r)^, 0 pour z Ï T.
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Puisque V —,——-——- == +00 et supp(^ C Sp(T), il découle de la
^>i nlogcj(-n)

proposition 2.1 que g.^p == 0 et par suite g(T) =- 0.

D'après l'inégalité de Bernstein [K], p. 13 on a l'injection continue
suivante :

A^8 ̂  I1? := {(a,),çN C C^ : ̂  K|(l +nf < +00 ̂  .
l nçN J

Ceci permet de définir un calcul fonctionnel associé à l'opérateur T sur
l'algèbre A^8. En effet soit (f) : A^8 -> C(X) défini par (/)(g) •=
gÇT) = ^ ^(n)Tn. Alors (j) est un homomorphisme continu et Ker^> est

n^o
un idéal fermé de ^p+s. Puisque / e Ker0, Z(Ker^) C Sp(T). D'après la
caractérisation des idéaux fermés de A^8 obtenue par Shamoyan dans [S],
on a

MAp+^(Eo,E^...,Ep) cKer^

où EQ = E^ = ... = Ep = Sp(T).

Soit la surjection canonique
7T : A^8 -^ A^/MAP^E^E^.^E^^

et soit (f) tel que le diagramme suivant soit commutât if :
A^8 ^ C(X)
[ ^ / ï

A^/MAR^^E^^^E^).

On a (f)07r == 0. Comme Sp(T) est un K -ensemble, qui est un ensemble
d'interpolation de A^8, l'application

0 : A^/M^s (E^ £;i,.., Ep) — K^/M^s {E^ E^.., Ep)
est un isomorphisme bicontinu. Donc

4> o 0-1 : K^lM^s {EQ, E^ .., Ep) -> C(X)

est continue, d'où HT^H = 0 (He'^llAp+s). Un calcul simple donne
He-^ll^ = 0(n^)(n ̂  +cx))

et ceci achève la preuve du théorème.

D'autres types de résultat de même nature concernant les contractions
dont le spectre est le Cantor triadique, les ensembles de Carleson et les
ensembles dénombrables ont été obtenus dans [EZR], [El], [E2], [Ke] et [Z].
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