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STRUCTURES AFFINES ET PROJECTIVES
SUR LES SURFACES COMPLEXES

par Bruno KLINGLER

1. INTRODUCTION

Une surface complexe (connexe compacte) est susceptible de porter
de nombreuses structures géométriques compatibles avec sa structure ana-
lytique. La plus simple de ces géométries est la géométrie complexe affine :
on appellera surface complexe affine une surface complexe munie d’un atlas
de cartes & valeur dans C2? et & changements de cartes localement cons-
tants dans le groupe affine A(2,C) = GL(2,C) x C? (c’est-a-dire munie
d’une connexion affine holomorphe plate sans torsion). C’est un cas par-
ticulier de (PGL(3,C), P2C)-variété, c’est-a-dire d’une surface complexe
munie d’un atlas de cartes & valeur dans le plan projectif complexe P2C
et & changements de cartes localement constants dans le groupe projectif
PGL(3,C).

Intéressons-nous d’abord aux surfaces complexes affines. Dans [13],
Inoue, Kobayashi et Ochiai montrent qu’une surface complexe admettant
une connexion holomorphe (non nécessairement plate) est biholomorphe (&
revétement fini prés) & un tore complexe, une surface de Kodaira primaire,
une surface de Hopf affine, une surface d’Inoue ou & un fibré principal
holomorphe en courbe elliptique sur une surface de Riemann de genre g > 2,
de premier nombre de Betti impair. Ils montrent qu’une telle surface admet

Mots-clés : Surface complexe — Structure affine — Structure projective — Connexion
holomorphe plate — Espace localement homogeéne.
Classification math. : 32J15 — 57TM50.
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toujours une structure complexe affine. Nous décrivons géométriquement
toutes les surfaces complexes affines et calculons, & surface complexe S
fixée, ’ensemble des structures complexes affines sur S compatibles avec sa
structure analytique.

Commengons par donner des exemples de surfaces complexes affines.
Le premier exemple est celui du tore complexe, quotient du groupe additif
C? par un réseau Z*. C’est un cas particulier de la construction suivante :
soit G un groupe de Lie réel connexe simplement connexe de dimension
4, muni d’une structure complexe affine invariante & gauche (i.e pour tout
élément g du groupe G la multiplication & gauche Ly est un morphisme
de la structure complexe affine sur G). Si I' est un réseau cocompact du
groupe G, la variété quotient S = I'\G est alors naturellement une surface
complexe affine. Nous verrons que le groupe G est nécessairement résoluble,
on appellera solvsurface affine le quotient S = I'\G.

Un deuxiéme exemple est celui des surfaces de Hopf affines : soit (g)
le sous-groupe cyclique de GL(2,C) engendré par une application linéaire
contractante g, on appellera surface de Hopf affine la surface quotient

S =C*\{0}/(g).

Pour le troisieme exemple, supposons donné un quadruplet (T', A, ¢, p)
ou I' désigne un réseau cocompact sans torsion du groupe PSL(2,R),
le groupe A ~ Z est un réseau de C*, l'application ¢ : H — PIC
est la développante holomorphe d’une structure projective d’holonomie
p: T — PSL(2,C) sur la surface de Riemann ¥ = I'\H, et le morphisme
p: ' — GL(2,C) a pour image le morphisme p par composition avec
la projection canonique de GL(2,C) dans PSL(2,C) (un tel morphisme
existe toujours ([8], p. 180). Notons W = C2\{0} le C*-fibré tautologique
sur la droite projective P'C, le diagramme

ow) oW

1 1

H 2 plC
munit le C*-fibré ¢* (W) ~ C* x H sur H d’une structure complexe affine.
Cette structure complexe affine est A x I'—invariante, le groupe A agissant
par multiplication dans les fibres, ’action du groupe I' étant induite de
son action naturelle sur H et de sa p-action sur W. La variété quotient
A x T'\¢*(W) est un fibré holomorphe en courbe elliptique A\C* de base
Y, portant naturellement une structure complexe affine. Une telle surface
complexe affine sera appelée fibré elliptique affine.

Ces trois exemples sont essentiellement les seuls : nous montrons le
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THEOREME 1.1. — A revétement et quotient finis prés, toute
surface complexe affine est affinement isomorphe a une solvsurface affine,
une surface de Hopf affine ou un fibré elliptique affine.

Remarque. — Contrairement aux surfaces complexes affines con-
nues de Inoue, Kobayashi et Ochiai ([13], p. 263), toute surface complexe
affine ne s’obtient pas comme quotient d’un ouvert de C? par un groupe de
transformations affines : il suffit de considérer un fibré elliptique affine cons-
truit & partir d’une structure projective de développante non injective sur
une surface de Riemann ¥ de genre g > 2 (I'existence de telles structures
projectives sur ¥ est bien connue, cf. [10], [14]).

Etant donné une surface complexe S admettant une structure com-
plexe affine, i.e appartenant & la liste de Inoue, Kobayashi et Ochiai, on
peut alors décrire l’espace de déformation 7°(S) des structures complexes
affines sur S (défini & la section 2.2) :

THEOREME 1.2. —  Soit S une surface complexe et T (S) I'espace
de déformation des structures complexes affines sur S.

— Si S est un tore complexe, T (S) est biholomorphe a la variété ana-
Iytique des classes d’isomorphismes des C-algébres associatives et commu-
tatives de dimension 2.

— Si S est une surface de Kodaira primaire, T(S) est biholomorphe
acC.

— Si S est une surface de Hopf affine ou une surface d’Inoue, T (S) est
réduit & un point.

— Si S est un fibré principal holomorphe en courbe elliptique sur
une surface de Riemann de genre g > 2, de premier nombre de Betti by(S)
impair, T (S) est biholomorphe & un espace vectoriel complexe de dimension
4g — 3.

Remarque. — Dans [21], Vitter calcule P'espace 7(S) dans les
cas ou S est un tore complexe, une surface de Hopf affine, ou une
surface de Kodaira primaire. Des deux cas restants, le cas géométriquement
intéressant est celui des fibrés principaux holomorphes en courbe elliptique
sur une surface de Riemann de genre g > 2, de premier nombre de Betti
impair.

On peut alors s’intéresser aux (PGL(3, C), P2C)-variétés. Dans [15],



444 BRUNO KLINGLER

Kobayashi et Ochiai montrent qu’une surface complexe admettant une
structure projective est biholomorphe au plan projectif P2C, & une sur-
face complexe admettant une structure complexe affine, ou & une surface
hyperbolique complexe HZ /T, ou HZ désigne la boule hyperbolique com-
plexe réalisée canoniquement dans P2C par
HZ = {2 =[21: 22 : 23) € P?C, |21|* + |22/? < |23]?}

et I' désigne un réseau cocompact du groupe PU(2,1) des isométries
directes de HZ. Le théoréme suivant précise ce résultat en montrant que les
structures projectives sur une surface complexe admettant une structure
complexe affine sont, & revétement fini prés, ses structures complexes
affines. La question demeure de savoir si une surface hyperbolique complexe

H2/T admet d’autres structures projectives que sa structure projective
canonique.

THEOREME 1.3. —  Hormis les (PGL(3,C), P?C)-variétés biholo-
morphes & une surface hyperbolique complexe HZ /T, toute (PGL(3,C),
P?2C)-variété compacte connexe est projectivement isomorphe au plan pro-
jectif P2C ou, & revétement fini prés, 4 I'une des surfaces complexes affines
classifiées précédemment.

Le plan de ce papier est le suivant : a la section 2, nous rappelons
des généralités (application développante, groupe d’holonomie) concernant
les (G, X)-structures au sens d’Ehresmann [5]. La complexité d’une (G, X)-
variété dépend essentiellement de la complexité de son groupe d’holonomie.
Ainsi les (PGL(3,C),P2C)-variétés les plus simples sont celles & groupe
d’holonomie nilpotent : & partir d’un argument géométrique di & Benoist [2]
nous montrons & la section 3 qu'une (PGL(3,C), P?C)-variété & holonomie
nilpotente est, & l’exception de P2C, projectivement isomorphe & une
nilsurface affine ou & une surface de Hopf affine. Malheureusement cet
argument ne s’étend pas aux structures a holonomies seulement résolubles,
encore moins & celles comportant un facteur semi-simple. Pour traiter ces
deux cas, nous usons du fait qu’en dehors des surfaces complexes & groupe
fondamental nilpotent, seules trois classes de surfaces complexes dans la
classification d’Enriques-Kodaira ([16], I), sont susceptibles d’admettre une
(PGL(3,C), P2C)-structure : les surfaces hyperboliques complexes HZ /T,
les surfaces dites d’Inoue, & groupe fondamental résoluble non nilpotent, et
une certaine classe de surfaces elliptiques qui & revétement fini prés sont
des fibrés principaux holomorphes en courbe elliptique sur une surface de
Riemann de genre g > 2, & premier nombre de Betti impair. Ce résultat de
Inoue, Kobayashi et Ochiai est rappelé a la section 2. A la section 4 nous
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traitons le cas des surfaces d’Inoue, qui possédent une (PGL(3,C), P%C)-
structure canonique : cette structure est en fait unique, de type solvsurface
affine. A la section 5 nous étudions le cas des fibrés en courbe elliptique
sur une surface de Riemann de genre g > 2 : nous montrons qu’un tel fibré
muni d’une (PGL(3,C),P2C)-structure est & revétement et quotient finis
pres projectivement isomorphe & un fibré elliptique affine. Ceci conclut la
démonstration des théorémes 1.1 et 1.3. A la section 6, nous démontrons
le théoréme 1.2.

Remerciements. — Je remercie vivement Y. Benoist de ses conseils,
ainsi que le referee pour ses remarques.

2. GENERALITES
2.1. (G, X)-variétés.

Rappelons le formalisme général des (G, X)-variétés ([5], [20]) :

DEFINITION. — Soit X une variété analytique réelle connexe, G un
groupe de Lie agissant analytiquement sur X a gauche et M une variété C*.
Une (G, X)-structure sur M est un atlas maximal de cartes ¢; : U; — X
telles que :

— les ouverts U; recouvrent M ;
— ¢; est un difféomorphisme sur son image;

— les changements de cartes ¢;; = ¢io¢j—1 : ¢;(UsNU;) — ¢:(U;NU;)
sont localement des éléments de G.

Une (G, X)-variété est une variété C>° munie d’une (G, X)-structure.

Etant donné deux (G,X)-variétés M et N, une application f :
M —— N sera dite un (G, X)-morphisme si pour toutes (G, X)-cartes
¢ :Ug — X et y; : V; — X de M et N respectivement, et toute
composante connexe C de I'intersection U; N f~1(V;), il existe un élément g
du groupe G tel que la restriction de I’application f & ’ouvert C s’identifie
a la composée 1/;j_1 o g o ¢;. Remarquons qu’étant donné une variété M,
une (G, X)-variété N et un difféomorphisme local f : M — N, il existe
une unique (G, X)-structure sur M faisant de f un (G, X)-morphisme.
En particulier tout revétement d’une (G, X)-variété posséde une (G, X)-
structure canonique.
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Soit alors (M, mg) une variété C* pointée, notons I" le groupe fon-
damental 7, (M, mo) et M le revétement universel de M associé. Les re-
marques précédentes et le principe de monodromie impliquent la définition
équivalente suivante :

DEFINITION. — La variété M est une (G, X)-variété si on se donne
un difféomorphisme local I'-équivariant D : M — X, c’est-a-dire qu’il
existe un morphisme de groupe h: T' — G tel que :

VyeTl, Do~vy=h(y)oD.

L’application D est appelée développante, le groupe H = h(I') groupe
d’holonomie. :

Une (G, X)-structure sur M est entiérement déterminée par la donnée
de la développante D & multiplication & gauche par un élément de G preés.
Les (G, X)-variétés les plus simples sont les (G, X)-variétés dites complétes,
pour lesquelles la développante est un revétement sur le modele X. En
particulier si la variété X est simplement connexe et si M est une (G, X)-
variété complete, le groupe fondamental I s’identifie au groupe d’holonomie
H et la (G, X)-variété M au quotient I'\ X.

Remarque. — Une surface complexe affine est par définition une
(A(2,C),C?)-variété compacte. Une telle structure n’est pas nécessaire-
ment compléte : ainsi la développante D : C2 — C? qui au couple (z,w)
associe le couple (exp z,expw) définit une structure affine incompléte sur
un tore complexe de dimension 2.

2.2. Espace de déformation.

Dorénavant X est une variété analytique complexe et G un groupe de
Lie sous-groupe du groupe des biholomorphismes de X. Une (G, X)-variété
posséde alors une structure analytique complexe naturelle, induite par sa
(G, X)-structure.

Etant donné une variété analytique complexe S, on souhaite définir
un “espace des (G, X )-structures sur .S compatibles avec sa structure analy-
tique”, c’est-a-dire paramétrer de maniére convenable les couples (¢, M), oit
M est une (G, X)-variété et ¢ : S — M un biholomorphisme. Pour ce faire
choisissons so un point de S, notons I" le groupe fondamental 71 (S, so) et S
le revétement universel associé muni de sa structure analytique complexe
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canonique. Définissons A{s y,(S) comme I’ensemble des couples (D, k) ot

h:T — G est un morphisme de groupe et D : § — X est un biholomor-
phisme local h-équivariant. L’ensemble A’(G, X)(S) est muni de sa topologie
naturelle induite de la topologie de la convergence uniforme sur tout com-
pact pour les applications développantes D. Remarquons que Az G, X) (S) ne
dépend du choix du point sy qu’a homéomorphisme pres. Le groupe G agit
sur A(g x,(S) selon :

VQEGa g"(Dvh)=(goD1g°h'g_1)'

Appelons A x)(S) le quotient Azc,x)(s)/G' Le groupe Hol’(S), com-
posante connexe de l'identité du groupe des biholomorphismes de S agit
naturellement sur A, x)(S)-

DEFINITION. On appelle espace de déformation des (G, X)-
structures sur la variété analytique S I’espace

T(c,x)(S) = Hol’(S)\ A(g,x)(S).

Dans le cas ol le groupe G est le groupe affine A(n,C) = GL(n,C) x
C™ et le modele X est l'espace vectoriel C, I’espace A(S) = A(g,x)(S)
n’est autre que ’espace des connexions holomorphes plates sans torsion sur
S : on identifie la classe dans A(S) d’une développante D : § — C" & la
connexion sur S induite de la connexion D*(d) sur le revétement universel
S, ot d désigne la connexion triviale sur C*. L’espace des connexions
holomorphes sur S est un espace affine A modelé sur ’espace vectoriel
complexe H°(S,T*S®T*S®TS) des 1-formes holomorphes sur S & valeur
dans les endomorphismes du fibré tangent holomorphe T'S. Comme la
torsion et la courbure sont des applications analytiques sur A, espace .A(S)
de leurs zéros communs est une sous-variété analytique (éventuellement
singuliere) de A.

En dimension n = 2, nous verrons que le groupe Hol’(S) agit
trivialement sur A(S) si S est un tore complexe, une surface de Kodaira
primaire, une surface d’Inoue ou un fibré elliptique principal de premier
nombre de Betti impair sur une surface de Riemann de genre g > 2, et
transitivement si S est une surface de Hopf affine. Dans tous les cas, I’espace
de déformation 7(S) = Hol°(S)\\A(S) est muni d’une structure analytique
naturelle induite de celle de A(S), ce qui donne un sens au théoréme 1.2.
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2.3. (PGL(3,C), P?C)-variétés.

En remarquant que les fibres singulieres d’une surface elliptique de
nombres de Chern nuls sont nécessairement de type ,,Io et qu’elle admet
donc, si sa base est de genre > 0, un fibré principal holomorphe en courbe
elliptique comme revétement fini ([22], p. 137), on peut reformuler les
résultats de Inoue, Kobayashi, et Ochiai ([13], [15]) de la fagon suivante :

THEOREME 2.1. —  Soit S une (PGL(3,C),P2C)-variété (com-
pacte connexe) n’admettant pas de revétement fini & groupe fondamental
nilpotent. Si S n’admet aucune structure complexe affine, S est biholomor-
phe a une surface hyperbolique complexe HZ /T'. Sinon S est biholomorphe
a une surface d’Inoue, ou a un quotient fini d’un fibré principal holomorphe
en courbe elliptique sur une surface de Riemann de genre g > 2, de premier
nombre de Betti impair.

Le lemme suivant ([22], Sec. 7) nous sera également utile :

LEMME 2.1. — Soit S un fibré holomorphe principal en courbe el-
liptique sur une surface de Riemann de genre g > 2, de premier nombre
de Betti by (S) impair. Alors le revétement universel S s’identifie holomor-
phiquement au produit C x H et le groupe fondamental 71 (S) admet une
présentation

g
(a1,b1,---,aq4,bg,¢,d | ¢,d centraux, H[ai,bi] =c")
=1
ol r désigne un entier naturel strictement positif.

Pour démontrer les théorémes 1.1 et 1.3, nous étudierons successive-
ment aux sections 3, 4, 5 les structures projectives & holonomie nilpotente,
les structures projectives sur les surfaces d’Inoue, et les structures projec-
tives sur les fibrés elliptiques principaux de premier nombre de Betti impair
sur une surface de Riemann de genre g > 2.

3. (PGL(3,C), P2C)-VARIETES A HOLONOMIE
NILPOTENTE

Nous décrivons les (PGL(3,C), P2C)-variétés a priori les plus sim-
ples : celles a holonomie nilpotente. Commengons par des lemmes généraux
sur les (PGL(n+1,C), P"C)-variétés a holonomie nilpotente.
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3.1. (PGL(n+1,C),P"C)-variétés a holonomie nilpotente.

Dans [2], Benoist décrit la structure des (PSL(m+1,R),P™R)-
variétés & holonomie nilpotente. Certains de ses résultats se généralisent

au cas complexe. Dans la suite de ce paragraphe, on notera G le groupe
PGL(n+1,C) et X la variété complexe P"C.

Soit donc (M, mp) une (G, X)-variété pointée compacte connexe de
groupe fondamental I' = 71(M, mg), de revétement universel associé M,
et D: M — X une développante de morphisme d’holonomie h. Notons
I s(I\;I ) le groupe de Lie des transformations affines de M : par définition
une transformation ¢ de M est dans Is(M) s'il existe un élément de G,
encore noté h(¢) tel que Do¢ = h(¢ )oD. Soit K le sous-groupe de Is(M)
noyau de h et I la composante connexe de lidentité de Is(M), notons Ko
Vintersection K N I et I 'image h(I) ~ I/Kpy. Si L est un sous-groupe
connexe de I, on notera Isy (M) sa h-préimage dans le groupe Is(M) et L
la composante connexe de 'identité de Isy (M).

Supposons le groupe d’holonomie H = h(T") nilpotent. Choisissons
N un sous-groupe nilpotent connexe maximal de G tel que le sous-groupe
HN N de H soit d’indice fini dans H. Un tel groupe existe, il suffit que N
contienne la composante connexe de I'identité de ’adhérence de Zariski de
H dans G. Benoist ([2], p. 450) démontre le :

LEMME 3.1. — Supposons M compacte a holonomie nilpotente.
Alors on a l'inclusion N C I.

Ainsi le revétement universel M est réunion d’orbites du groupe
N. Pour décrire ces orbites, intéressons-nous d’abord a celles du groupe
N dans X. Notons E Despace vectoriel C"*1, la projection canonique
GL(E) — PGL(E) définit une bijection de ’ensemble des sous-groupes
nilpotents connexes maximaux de GL(FE) dans ’ensemble des sous-groupes
nilpotents connexes maximaux de PGL(E).

Pour tout sous-groupe N de GL(E) on dit que N est décomposable
si on peut trouver une décomposition non-triviale £ = FE; @ FEy telle
que le groupe N est inclus dans le produit GL(E;) x GL(E2). Le groupe
N s’identifie alors au produit N = N; x Ny, ou N; désigne le groupe
GL(E;)N N, i = 1,2. De plus N est nilpotent connexe maximal si et
seulement si N; et N, le sont. Sinon on dit que N est indécomposable.
Définissons, pour un entier d > 1 :

Ng={g € GL(C%, 3A € C*, g— \-Id est triangulaire supérieure}.
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Le groupe Ny est bien siir un sous-groupe nilpotent connexe maximal
indécomposable de GL(C4?).

Le lemme suivant ([2], p. 451) décrit les sous-groupes nilpotents
connexes maximaux de GL(E) :

LEMMA 3.2. — Soit N un sous-groupe nilpotent connexe maximal
de GL(E), il existe une unique décomposition E = @ E; telle que
1<i<k

N=N;---Nx ou N; = GL(E;) N N est un sous-groupe nilpotent connexe
maximal indécomposable de GL(E;) semblable & Ny, (d; = dim E;).

Evidemment les orbites de N dans E sont les produits des orbites de

N; dans E;. Mais N, a exactement d orbites dans C% — {0} :
Q; ={(21,---,24) €C%2; #0 et zj_1=---=2 =0}.

En particulier N a exactement une orbite ouverte dans E, de la forme
CP x (C*)» P+l ou p désigne un entier naturel strictement inférieur &
n + 1. Le sous-groupe nilpotent connexe maximal N image de N dans
PGL(E) a alors une unique orbite ouverte dans X = P(F), de la forme
P(CP x (C*)»Pt1).

Nous pouvons maintenant décrire le revétement universel M. Comme
la développante D est un difféomorphisme local, le groupe N admet une
unique orbite ouverte Q) dans M. Le revétement universel M s’identifie
donc & 'adhérence Q2 de  dans M. D’apres ([2], p. 459), la restriction
de la développante D & l'adhérence dans M de toute orbite de N est
un revétement sur son image. La proposition suivante résume alors la
géométrie des (PGL(n+1,C), P"C)-variétés & holonomie nilpotente :

PROPOSITION 3.1. —  Soit M une (PGL(n+1,C),P"C)-variété
compacte de développante D, de groupe d’holonomie H nilpotent. Soit
N un sous-groupe nilpotent connexe maximal de PGL(n+1,C) tel que
Pintersection H N N soit un sous- groupe d’indice fini de H. Alors la
composante connexe de lidentité N du groupe IsN(M) agit quasi-
transitivement sur M (i.e posséde une unique orbite ouverte Q) dans M ) et
la développante D est un revétement sur son image.

3.2. Réduction au cas affine.

PROPOSITION 3.2. — A I'exception de P2C, toute (PGL(3, C), P2C)-
variété compacte a4 holonomie nilpotente est projectivement isomorphe, a
revétement fini prés, a4 une surface complexe affine.
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Preuve. — Soit S une (PGL(3,C),P2C)-variété compacte connexe
& holonomie H nilpotente et N un sous-groupe nilpotent connexe maximal
de PGL(3,C) tel que lintersection H N N soit un sous-groupe d’indice
fini de H. L’orbite ouverte D(£2) de la proposition 3.1 s’identifie & P(C*3),
P(C*2xC) ou P(C* xC?). On vérifie par énumération qu’il n’y a que quatre
cas pour lesquels S différe a priori de P2C ou d’une surface complexe affine :

1¢T cas. Le revétement universel S s’identifie par D au plan projectif
P2C privé de trois points z, y et z de coordonnées homogenes respectives [1:
0:0], [0:1:0], et [0:0:1] et le groupe N s’identifie au projectivisé du groupe
des matrices diagonales de GL(3,C). La surface complexe S s’identifie au
quotient I'\(P2C\{z;y;2}). En particulier le groupe fondamental " agit
fidelement cocompactement sur la N-orbite P(C* x C* x {0}) ~ C*. A
revétement fini prés, on peut supposer que le groupe I' est isomorphe au
sous-groupe cyclique infini < g > de N engendré par I’élément diagonal
g = diag(a, a’, 1), ol i désigne un nombre entier. Mais alors la variété S
n’est pas compacte : on vérifie par exemple que si i differe de 0 ou 1, la
suite ([n:n'*!:1]),en n’a pas de valeur d’adhérence dans S (idem avec la
suite ([0:7m:1])nen si @ = 0, avec la suite ([n:1:0])nen si i = 1). D’ol la
contradiction.

28me cas. Le revétement universel S s’identifie par D au plan projectif
P2C privé de deux points = et y de coordonnées homogenes respectives
[1:0:0] et [0:0:1] et le groupe N s’identifie au projectivisé du sous-groupe

de GL(3,C)
v={(§1 Y eamo}

La surface complexe S s’identifie au quotient I'\(P2C\{z;y}). En parti-
culier le groupe fondamental I" agit fidélement cocompactement sur les
N-orbites P(C x C* x {0}) =~ C et P(C* x {0} x C*) ~ C*, le groupe I' est
donc & la fois isomorphe & Z? et au produit de Z par un groupe fini, d’ott
la contradiction.

38me cas. Le revétement universel S s’identifie par D au plan projectif
P2C privé du point z de coordonnées homogenes [1:0:0], le groupe N est
encore le projectivisé du groupe de GL(3,C)

(31 Yo}
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Mais le groupe fondamental I" fixe alors le point [0:0: 1] de S, d’ot la
contradiction.

4°me ;a5 Le revétement universel S s’identifie par D & louvert
simplement connexe P(C x C2\{0}) et le groupe N au projectivisé du
sous-groupe de GL(3,C)

o{(3 79 eomnc)

La surface complexe S s’identifie au quotient I'\P(C x C2\{0}). En par-
ticulier le groupe fondamental I' agit fidelement cocompactement sur la
N-orbite P(C x C* x {0}) ~ C, il est donc isomorphe & Z2. Soit I' est
isomorphe au sous-groupe de N des matrices de la forme
1 o o?/2
(0 1 0 ), aeZ?
0 0 1

soit T' est isomorphe au sous-groupe de N des matrices de la forme

1 a a?/2
01 a |, acZ?
0 0 1

Dans les deux cas la surface complexe S n’est pas compacte (par exemple
la suite ([n : 1 : 1])pen n’a pas de valeur d’adhérence dans S) d’ou la
contradiction. 0

3.3. Surfaces complexes affines 4 holonomie nilpotente.

PROPOSITION 3.3. —  Soit S une surface complexe affine 4 holono-
mie nilpotente. A revétement fini preés, S est affinement isomorphe & une
surface de Hopf affine ou & une nilsurface affine, qui est biholomorphe soit
a un tore soit 4 une surface de Kodaira primaire.

Preuve. — Soit S une surface complexe affine & holonomie nilpo-
tente. D’apres la proposition 3.1 'orbite ouverte D(Q) est nécessairement
C* x C*, C x C* ou C2. L’image D(S) = D(Q) s’identifie donc en tant que
variété affine & C2\{0}, C* x C*, C x C* ou C%

1 cas : D(S) = C?\{0}. Comme la développante D est un
revétement sur son image et C2\{0} est simplement connexe, le revétement
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universel affine S s’identifie & C?\{0}. La surface complexe affine S est donc
le quotient I'\(C2?\{0}) ot I" est un sous-groupe discret du groupe GL(2, C)
des transformations affines de C2\{0} agissant proprement sans point fixe
sur C2\{0}. En particulier le groupe I' contient une contraction linéaire g :

a revétement fini pres, la surface complexe affine S est donc une surface de
Hopf affine.

2¢me cas : D(S) = C* x C*. Le groupe N s’identifie au groupe
C*xC*, le groupe N = C2 agit simplement transitivement sur le revétement
universel affine S. Ainsi S comme (A(2, C), C?)-variété s’identifie au groupe
complexe N = C? muni d’une structure complexe affine invariante 3
gauche, le groupe I' est un réseau de C? et la surface complexe affine S
est la nilsurface affine I'\C2. En tant que surface complexe, S est un tore.

3¢me ca5 : D(S) = C x C*. Le groupe d’holonomie H est un sous-

groupe du groupe des transformations affines de C x C*, qui s’identifie
a b ¢

au groupe des matrices de GL(3,C) de la forme (0 d 0). Le groupe
0 01

N, sous-groupe nilpotent connexe maximal de ce groupe de matrices, est

nécessairement 'un des trois groupes suivants :
b
0].
1

0
0.
1

1 a b
3. N = C?, groupe des matrices de GL(3,C) de la forme (0 1 O).
0 0 1

1
1. N = CxC*, groupe des matrices de GL(3,C) de la forme (0
0

a
2. N = C*xC, groupe des matrices de GL(3,C) de la forme (0
0

o ¢ O8O

Dans les cas 1 et 2 le groupe N s’identifie encore au groupe C? et
agit simplement transitivement sur le revétement universel S : comme
(A(2,C), C?)-variété S s’identifie au groupe complexe N = C2 muni d’une
structure complexe affine invariante & gauche, la surface complexe affine S
est la nilsurface affine I'\NV, ot I" est un réseau de C2. En tant que surface
complexe, S est encore un tore.

Le cas 3 est impossible : la développante D étant un revétement sur
son image, et la variété S étant compacte, le quotient H\D(S) est un
espace topologique quasi-compact (pour sa topologie naturelle qui n’est
pas nécessairement séparée). A fortiori N\D(S) doit étre quasi-compact.
Or dans le cas 3 le groupe N n’agit pas sur le deuxieme facteur de C x C*.



454 BRUNO KLINGLER

48me cas : D(S) = C2. La surface complexe affine S est alors
compléte & holonomie nilpotente. D’aprés un résultat de Fried, Goldman
et Hirsch ([6], Theorem A), le groupe d’holonomie H est en fait unipotent,
en particulier le fibré canonique de S est trivial. D’apres la classification
d’Enriques-Kodaira ([1], p. 188), la surface S, de revétement universel
isomorphe & C? et & fibré canonique trivial, est un tore complexe ou une
surface de Kodaira primaire.

Le groupe N s’identifie au sous-groupe de GL(3,C) des matrices
unipotentes supérieures, il agit transitivement sur C2 avec comme groupe
d’isotropie a l'origine le groupe

{3 ) ).

Soit L la composante connexe de l’adhérence de Zariski de I' dans NV
vu comme groupe algébrique réel. Le groupe L est encore unipotent,
Vintersection I'N L est un réseau (nécessairement cocompact) de L. Comme
I'N L est un sous-groupe d’indice fini de T', il agit proprement avec quotient
compact sur C? = N/Ny, donc L également. En particulier si on note n, n,
et I les algebres de Lie réelles respectives des groupes de Lie N, Ny et L,
I’intersection [Nn, est triviale. Remarquons alors que I', qui agit proprement
avec quotient compact sur C2, est de dimension cohomologique 4, donc L
aussi. Comme Ny et N ont pour dimensions cohomologiques respectives 2
et 6, on en déduit I’égalité d’algebres de Lie réelles :

n=I[1®dn,.

Mais alors le groupe de Lie réel nilpotent connexe L agit simplement tran-
sitivement sur C? par transformations affines complexes : il est ainsi muni
d’une (A(2,C),C?)-structure invariante & gauche et la surface complexe
affine S admet pour revétement fini la nilsurface affine (I' N L)\ L.

Le cas ou S est un tore correspond au cas ou le groupe L est
commutatif. On vérifie aisément que le groupe L s’identifie alors au groupe
C? réalisé comme sous-groupe de GL(3,C) des matrices de la forme

1 0 w 1 2z w
(0 1 2z > oudelaforme {0 1 =z ).
0 0 1 0 0 1

Le cas out S est une surface de Kodaira primaire correspond au cas
ol L n’est pas commutatif. On vérifie que le groupe L est conjugué a I'un
des sous-groupes de A(2,C) de la forme

1 Z4+az w
Ga={<0 1 z)GGL(3,(C)}, a€C.
1

0 0
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En tant que groupe de Lie réel, le groupe L est isomorphe au groupe
R x Heis(3), ot Heis(3) dénote le groupe d’Heisenberg classique des matrices
de GL(3,R) unipotentes supérieures. O

4. STRUCTURES PROJECTIVES SUR LES
SURFACES D’INOUE

Dans cette section nous montrons la

PROPOSITION 4.1. —  Toute surface d’Inoue admet une unique
(PGL(3,C), P2C)-structure, qui (4 revétement fini prés) en fait une solv-
surface affine.

4.1. Description des surfaces d’Inoue.

Considérons les sous-groupes réels résolubles suivants du groupe

A(2,C) :
A 0 a
Sol4={<o IA|72 b) ,\eC*,aeC,beR}.
o 0 1

€

Sol? = {(0
0

, 1

0

Comme ces groupes agissent transitivement avec groupes d’isotropies com-
pacts (respectivement S, {£1} et {1}) sur le produit C x H, leurs réseaux
agissent proprement avec quotients compacts sur cet espace et les surfaces
complexes quotients sont canoniquement munies d’une structure complexe
affine.

b
c) (a,a,b,c) €R?, a >0, e=:|:1}.
1

b+iloga
c ) (a,a,b,c)€R4,a>0}.
1

oR e OR e

DEFINITION. — On appelle surfaces d’Inoue les surfaces complexes
de la forme I'\C x H, ou I" désigne un réseau sans torsion d’un des groupes
Solg, Solf ou Sol*.

On montre alors facilement le

LEMME 4.1 ([22], p. 146). — A revétement fini prés, les surfaces
d’Inoue munies de leur structure complexe affine canonique sont des
solvsurfaces affines.
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4.2. Structures projectives sur les surfaces d’Inoue.

Soit G I'un des groupes Solg, Sol‘l1 ou Sol’14, I" un réseau de G et S la
surface d’Inoue I'\C x H. Au vu du lemme 4.1, la proposition 4.1 est une
conséquence immédiate des deux lemmes suivants :

LEMME 4.2. — Les seules (PGL(3,C),P?C)-structures sur une
surface d’Inoue sont ses structures complexes affines.

Preuve. — Soit D : C x H — P2C la développante d’une structure
projective sur S, de morphisme d’holonomie h. Comme le groupe fonda-
mental I' de S est résoluble, le groupe d’holonomie H = h(I') ’est donc
également. A sous-groupe d’indice fini prés on peut supposer que H est un
sous-groupe du sous-groupe de Borel canonique B de PGL(3,C). L’action
de B sur P2C induit une décomposition H-invariante

P2C =C?2UP!C
qui se releve en une décomposition I'-invariante de S
S =D"YC*»uD(PC).

Supposons D~1(P!C) non-vide, la projection de D~!(P!C) dans S est
alors une sous-variété holomorphe compacte de dimension 1 de S, c’est-a-
dire une réunion de courbes de S. Comme une surface d’Inoue ne contient
aucune courbe (cf. [12], p. 269), le fermé D~ (P1C) est vide, I'image de la
développante D(S’) est contenue dans C2 et la structure projective définie
par la développante D est bien complexe affine. ]

LEMME 4.3. — Toute surface d’Inoue admet une unique structure
complexe affine.

Preuve. — Soit D la développante
CxH— C2
(Z, g) | (fl(za E)a fg(Z, &))

d’une structure complexe affine sur S, pour montrer le lemme 4.3 montrons
que la développante D est un difféomorphisme affine de CxH sur son image.

A sous-groupe d’indice fini prés on peut supposer que le groupe
d’holonomie H est formé de matrices triangulaires supérieures. Pour un

s Ay By Cy ay by ¢y
élément y=( 0 D, E, ) del,onnoteraalorsh(y)={( 0 d, e, | son
0 0 1 0 0 1

holonomie.
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Notons A le commutateur [I',I'], remarquons que I'action du groupe
A sur C x H préserve les hyperplans réels H, d’équation S(£) = & dans les
coordonnées (z,¢) de CxH, ol £ désigne un nombre réel strictement positif.
Si f est une fonction holomorphe A-invariante sur C x H, la restriction de f
a chacun de ces hyperplans est bornée. En particulier f n’est fonction que
de la seule variable £, puis constante sur les hyperplans H,, donc constante.
D’ou le lemme crucial ([12], Lemma 3, Lemma 4) :

LEMME 4.4. — Les seules fonctions holomorphes A-invariantes sur
C x H sont les fonctions constantes.

Remarque. — Si « est un élément du commutateur A, les coefficients
A,, Dy, a, et d, sont égaux 3 1.
La h-équivariance de la développante D se traduit par les deux

équations suivantes, vérifiées pour tout élément v du groupe I' et tout
point (2,£) de C x H :

(1) filAyz+ By + Cy, DyE + Ey) = ayf1(2,€) + by f2(2,6) + ¢y
(2)  fa(Ayz+ By&+ Cy, Dy + Ey) = dy fo(2,6) + ey

Dérivons 1’équation (2) par rapport & la variable z, on trouve :

0
vyer, 4220 () =480,

On déduit alors du lemme 4.4 et de la remarque que la fonction Q%
est constante : il existe un nombre complexe a et une fonction holomorphe
f:H — Ctels que: fao(2,€) = az+ f(£). Dérivons deux fois 1’équation (2)
par rapport & la variable £ et utilisons le lemme 4.4, il vient immédiatement
que la fonction f est quadratique, il existe donc des nombres complexes b,
cet d tels que fa(z,&) = az+ b&% + c£ + d. Rééerivons alors équation (2) :

(3)  aA,z+bD,%¢?+ (aB, +2bD,E, +cD. )¢ + (aCyy +bE,* + ce, +d)
= adyz + d, €% + cd & + (dd, + ;).

1°T cas : G = Soli ou Sol'14. La nullité du coefficient de £ dans
Iéquation (3) impose : Vy € A, aB, + 2bE, = 0. Le groupe A étant un
réseau du groupe dérivé (G, G] on déduit de ’équation précédente I’égalité
a = b =0, et la fonction fy s'écrit : fo(2,£) = c£ + d. Dérivons alors
l’équation (1) par rapport & la variable z, d’aprés le lemme 4.4 la fonction
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9
% est constante. Il existe donc un nombre complexe ¢ et une fonction

holomorphe g : H — C tels que : fi(2,£) = ¢z + g(£§). En dérivant deux
fois ’équation (1) par rapport & la variable £ on voit encore que la fonction
g est quadratique. Il existe donc des nombres complexes r, s et t tels que :
f1(2,6) = gz + 1€ + 8¢ + t.

Réécrivons alors 1’équation (1) :

Vy €T, qA,z+(rD2)&*+(¢By+2rDyEy+5D,)E+(¢Cy+7E, 2 +sE, +1)
= qa,z + 1a,E% + (say + cby )€ + (tay + dby + ).

La nullité des coefficients de z et £? dans ’équation précédente impose les
deux équations q(A, —a,) = 0 et 7(D,*—a,) = 0. Comme la développante
D est un difféomorphisme local, le produit cqg est non nul. En particulier le
nombre complexe q est non nul, et on déduit des deux équations précédentes
I’équation :

VyeTl, r(D, -A,)=0

qui implique 1’égalité r = 0. Mais alors la fonction f; s’écrit fi1(z,€) =
qz + s€ + t, et la développante D est un difféomorphisme affine sur son
image.

28me cas : G = Solg. Dans ce cas le coefficient B., est nul pour tout
élément v du groupe T'. La nullité du coefficient de & dans 1’équation (3)
implique alors : Vy € A, 2bE, = 0 et donc b est nul. Ecrivons ensuite
’égalité des coefficients de z d’une part, de £ d’autre part : a(Ay —d,) =0
et ¢(Dy —d,) = 0. Comme on peut trouver un élément v du groupe I' tel
que les coeflicients A, et D, soient distincts, on en déduit que le produit ac
est nul. Si le nombre a est nul la situation est la méme qu’au premier cas.
Si le nombre c est nul la fonction fp s’écrit maintenant f2(2,€) = az+d et
Péquation (1) se réécrit :

Vyel, fi(Ayz+Cy, D6+ Ey) =ayfi1(2,€) +by(cz +d) + cy

et la situation est analogue a celle du premier cas, les variables z et £
échangeant leurs roles.

Finalement la développante D est un difffomorphisme affine sur
son image, ce qui conclut la démonstration du lemme 4.3 et donc de la
proposition 4.1. O
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5. (PGL(3,C), P2C)-STRUCTURES SUR LES
SURFACES ELLIPTIQUES

5.1. Réduction au cas affine.

Dans cette section nous concluons la démonstration du théoréme 1.3
en montrant la

PROPOSITION 5.1. —  Toute (PGL(3,C),P2C)-surface elliptique
est, a revétement fini prés, projectivement isomorphe & une surface ellip-
tique complexe affine.

Preuve. — Soit S une (PGL(3,C),P2C)-surface elliptique et D :
S — P2C la développante d’une structure projective sur S, de morphisme
d’holonomie h : m1(S) — PGL(3,C). Le cas & holonomie nilpotente ayant
été traité a la section 3, on peut supposer d’apres le théoréme 2.1 que S est
un fibré principal en courbe elliptique £ de base une surface de Riemann
¥ =T'\H de genre g > 2, de premier nombre de Betti b1 (S) impair. D’aprés
le lemme 2.1, le revétement universel S s’identifie au produit C x H et le

groupe fondamental 71(S) a une présentation de la forme
g

(a1,b1,...,aq,bq,c,d | c,d centraux, H[ai,bi] =c")

i=1
ol le nombre de Chern r désigne un entier naturel positif. Le sous-groupe
de m1(S) engendré par c¢ et d s’identifie au groupe fondamental A de la
courbe elliptique E.

Notons A 1’adhérence de Zariski du groupe h(A) dans le groupe
algébrique complexe PGL(3,C). Le groupe A étant commutatif et central
dans m;(S), le groupe A est commutatif et le groupe d’holonomie H =
h(m1(S)) est un sous-groupe du commutant C(A) de A dans PGL(3,C).
Comme le groupe H n’est pas nilpotent, a fortiori C(A) non plus. Les seuls
cas possibles sont :

1. A={e}, C(R)=PGL(3,C).
2. A:cz{(é : 3>ePGL(3,C)},

c(A) = {(éo §0 {) € PGL(3, C)} .
3 [X=_<C* = {e<§f %O §) ePGL(3,(C)},
C(A)={<g A ?) ePGL(s,«:)}.
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Cas 1. Dans ce cas, la développante D : C x H — P2C se factorise
en une immersion holomorphe du produit £ x H dans P?C, encore notée
D. Montrons qu’il n’existe pas de telle immersion.

Notons ¢ l’application holomorphe de E x H dans P2C x H qui
au point (e,£) de E x H associe le point (D(e,£),£) de P2C x H. Cette
application est évidemment propre, son image est donc d’aprés un théoréme
de Remmert ([1], p. 26) une sous-variété analytique de dimension 2 de
P2C x H.

Pour tout point £ de H, 'image X, de la courbe E x {£} par ¢ est
une courbe analytique irréductible de P2C x {£}. D’apres le théoréme de
Chow, la courbe X¢ est algébrique dans P2C x {¢} ([7], p. 167). Fixons
&o un point de H, on peut donc choisir un polynéme complexe homogene
a trois variables Fg, dont le diviseur dans P?C x {&} est X,. Ce choix
s’étend en une application holomorphe F' : & — F(-,€) d’un voisinage
de & dans H dans les polyndémes complexes homogenes a trois variables,
qui au point & associe un polyndéme F(-,£) dont le diviseur [F(-,£)] dans
P2C x {£} est X.

Choisissons 29 = D(eg,&) un point d’intersection de X, avec le
diviseur [0¢F(-,&)] du polynéme ¢F(-,&) dans P2C x {&}. Sur un
voisinage affine du point (29,&y) dans P?C x H, réécrivons F(-,£) comme
polynéme f(-,€) & deux variables complexes z = (21, 22). Il existe alors un
voisinage V' du point (e, &) de E x H et un voisinage U du point (zq, &)
de P2C x H tels que ¢ identifie V' & son image

Xp= {(Z,f) evy, f(z,{) = O}‘

Par dérivation, tout point (e, £) de V' vérifie donc le systéme d’équations

(4) azf(¢(67§)) ' 63D(8, §) =0
(5) 9. f(¢(e,€)) - 0 D(e, &) + O f(9(e,€)) = 0.
Notons

Xaef ={(z,§) €U, 85f(z,§) =0}.

Comme D est une immersion, les vecteurs 9.D(e, &) et 0¢D(e,§) forment
une base de 1’espace tangent holomorphe & P2C x {¢} au point (D(e, £),£).
On déduit alors des équations (4) et (5) que la différentielle 9, f, et donc
la différentielle df, s’annulent en tout point de l’intersection

I=XfﬂX3€f

qui est une sous-variété analytique de P2C x H de dimension au moins 1 :
ceci contredit I’existence de points lisses dans I.
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Cas 2 et 3. Dans ces deux cas, ’action du groupe C(A) sur P2C
induit une décomposition H-invariante

P2C = C?2uUP!C.

L’action de l’algebre de Lie de A sur P2C induit un champ de vecteurs
holomorphe Xp2c sur P2C, nul le long de P!C. Comme le groupe A
centralise le groupe d’holonomie H, ce champ est naturellement H-invariant
et induit donc un champ de vecteurs holomorphe X non-nul sur la surface
complexe S. D’aprés un théoréme de Blanchard [3], le champ de vecteurs
holomorphe X est tangent aux fibres de S. Mais le fibré elliptique S est
principal sur ¥, il admet donc un champ de vecteurs holomorphe Y tangent
aux fibres et ne s’annulant pas. Il existe alors une fonction holomorphe f sur
S telle que X = f-Y. Comme S est compacte, la fonction f est constante,
non-nulle car le champ X n’est pas identiquement nul. En particulier X ne
s’annule pas sur S, I'image de la développante ne rencontre pas P!C et S
est une surface complexe affine. O

5.2. Fibrés elliptiques affines.

Soit ¥ = I'\H une surface de Riemann de genre g > 2, I" désignant un
réseau cocompact sans torsion du groupe PSL(2,R). Notons Ky son fibré
canonique des 1-formes holomorphes. Soit ¥ : S — ¥ un fibré principal
en courbe elliptique E = A\C de base I, de premier nombre de Betti b;(S)
impair. Dans cette section nous concluons la démonstration du théoreme 1.1
en montrant la

PROPOSITION 5.2. —  Toutes les structures complexes affines sur le
fibré elliptique principal S le réalisent, a revétement et quotient finis pres,
comme fibré elliptique affine.

D’apreés le lemme 2.1, le groupe fondamental du fibré elliptique
principal S admet une présentation de la forme

g
(a1,b1,...,a4,bg,¢,d | c,d centraux, H[ai,bi] =c")
i=1
ou le nombre de Chern r désigne un entier naturel strictement positif.
Remarquons que le nombre de Chern d’un fibré elliptique affine de base
¥ est égal & g — 1 : le C*-fibré tautologique W = C2\{0} sur la droite
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projective P1C a pour carré le fibré des formes volumes sur P1C, le C*-
fibré T'\¢* (W) est donc de degré g — 1.

Associons alors au fibré elliptique principal S un fibré elliptique
principal S’ de nombre de Chern g — 1, obtenu en prenant un revétement
fini de S puis un quotient fini de la fagon suivante : d’aprés le lemme 2.1, S
s’identifie & la surface complexe quotient §(m1(S))\C x H, ou § désigne
une représentation fidéle du groupe fondamental 71(S) dans le groupe
Aut(C x H) des biholomorphismes de C x H. Notons I'; le sous-groupe
de m(S) engendré par les a;, b;, 1 <i < g et Zy_; C S le groupe fini &
g — 1 éléments agissant naturellement sur C*. Définissons le fibré elliptique
principal S” comme le quotient §(T';)\(C x H) et le fibré elliptique principal
S’ comme le quotient Zy_1\S”, les fibrés elliptiques principaux S” et S’
sont de nombres de Chern respectifs 1 et g—1. Le diagramme de revétement
galoisiens finis

S/I

v N
S S’

induit des applications naturelles holomorphes de A(S) dans A(S”) et
A(S’) dans A(S"), on dira que les espaces A(S) et A(S’) sont naturellement
biholomorphes si ces deux applications sont des biholomorphismes.

La proposition 5.2 est alors une conséquence des propositions sui-
vantes :

PROPOSITION 5.3. —  L’espace A(S) des structures complexes
affines sur S est naturellement biholomorphe & ’espace A(S’) des struc-
tures complexes affines sur S’.

PROPOSITION 5.4. —  Toutes les structures complexes affines sur
un fibré elliptique principal de nombre de Chern g — 1 le réalisent comme
fibré elliptique affine.

5.2.1. Existence d’une structure complexe affine sur S.

L’existence d’une structure complexe affine sur un fibré elliptique
principal de premier nombre de Betti impair est un résultat di & Maehara
[18]. Dans ce paragraphe nous construisons explicitement une telle structure
sur S, et la structure de fibré elliptique affine correspondante sur S’ : elles
nous serviront de références dans la démonstration des propositions 5.3
et 5.4.
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Commencons par construire une structure complexe affine canonique
sur le revétement universel C x H de S. Considérons I’application

C"xH—U
(w,§) — (w€,w)

ou U désigne l'ouvert {(u,v) € C*2, I(u/v) > 0} de C2 C’est un
diffomorphisme qui munit le produit C* x H d’une structure complexe
affine, dont le groupe des automorphismes est le groupe SL(2,R) x C*.
Le facteur C* agit par multiplication sur le premier facteur de C* x H, le
facteur SL(2,R) selon :

vr= (2 77) € SLO.R), Y 9eC X HL - (0,6) = (6w, r-9)
8 Y

Si SL(2,R) désigne le revétement universel du groupe SL(2,R) et 7 un
générateur dans SLf(\2/,1R) du groupe fondamental 7, (SL(2,R)), notons Z
le sous-groupe central du produit SL,(ER) x C des éléments de la forme
(n1,—2min), n € Z, et SL/(ZR) x z C le groupe quotient SL’(ZR) x C/Z.
L’application de revétement
CxH—C*xH
(2,€) — (exp2,£)

munit alors le revétement universel C x H du produit C* x H d’une
structure complexe affine canonique, notée C x Hea,, dont le groupe des
automorphismes A(C X Hcay,) est le groupe SL’(ZR) xz C. Le groupe C

agit par addition sur le premier facteur de C x H, un élément 4 de SL(2,R)
d’image v = (Z: gz) dans SL(2,R) agit selon :

V(z,§) e CxH, ¥-(2,§) = (2 +log(cy§ +dy),7-§)

ou log désigne une détermination du logarithme. En particulier 7 agit par
addition de 27i sur le premier facteur du produit C x H.

LEMME 5.1. —  Le fibré elliptique principal S admet une structure
complexe affine T'\(C X H)can, ot I" est un sous-groupe de SL(2,R) x z C
extension centrale de I" par A.

Preuve. — Un élément g du groupe Aut(C x H) des biholomor-
phismes de C x H associe au point (2,£) de C x H le point g - (2,£) =
(rg(€)z+54(&), vg-&) ot ry : H — C* et sg : H — C sont deux fonctions
holomorphes et 4 est un élément de PSL(2,R). Comme les éléments 6(c)
et 6(d) agissent par translation constante sur le premier facteur de C x H
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et sont centraux dans le groupe 6(71(S)), les fonctions r4, g € §(m1(S)),
sont constantes égales a 1.

Notons a;, B;, 1 < @ < g respectivement les éléments Vs(a,), Vs5(b;)s
g

1 <4 < g du groupe PSL(2,R). Ils vérifient la relation [][a;, 8] =1 et
i=1

engendrent le groupe I'. Choisissons alors &;, ,éi, 1 < i < g des éléments
de SL(2,R) x z C d’images respectives o; et §; dans PSL(2,R), le produit
g - .
des commutateurs [][d;, 8] s’identifie & ’élément (g — 1)7. Notons I'; le
i=1

sous-groupe de SL(2,R) x zC engendré par les éléments &;, Bi,1<i< g, le
quotient I'1\C x H est un C*-fibré de degré 1 sur la surface de Riemann X.
Quitte & choisir judicieusement ~les composantes sur le deuxieme facteur de
SL(2,R) x zC des éléments d;, 8;,1 < i < g, les deux C*-fibrés §(I'1)\CxH
et I';\C x H de degré 1 sur ¥ sont alors isomorphes.

Posons ¢ = (g — 1)7/r dans SLZ?]R) x z C, choisissons le nombre
complexe d de sorte que la courbe elliptique E s’identifie au quotient
C/Z&®Zd, et notons I’ (respectivement ') le sous-groupe de SL(2,R) xzC
engendré par le groupe Iy et les élément & et d (respectivement le groupe
T'; et les élément 7 et J), le fibré elliptique principal S s’identifie & la surface
complexe affine f‘\C x Hgan, le fibré elliptique principal S’ & IV \C x Hcan-

Sip: SL’(E,/R) — SL(2,R) désigne la projection canonique, soit
7 : SL(2,R) xz C — GL(2,C)
(%, 2) = p(7) exp(2).
Notons pg : I' — GL(2,C) la représentation définie par po(c;) = m(&:),
po(Bi) = 7(B;) et A le réseau de C* engendré par exp d. La surface complexe
affine I'"\C x Hcay s’identifie au fibré elliptique affine A x ['\¢*(W), ot

laction du groupe I' sur ¢*(W) est induite de son action naturelle sur H
et de sa po-action sur W = C?\{0}. 0

5.2.2. Démonstration de la proposition 5.3.

Notations. — Nous identifions désormais le groupe fondamental A
de la courbe elliptique E au groupe Z&® Zd, le groupe fondamental 7, ()
au sous-groupe I de SL(2 R) x z C de présentation

~ ~ ~ ~ g ~
<d17/317 e 7a~g1/89’ 5»d | évd Centra‘ux’ H[dia ﬁz] = ’I'E)

=1
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et le fibré elliptique principal S au quotient f‘\(C x H. Rappelons que
Pélément é n’est autre que (g — 1)7/r. De méme nous identifions le fibré
elliptique principal S’ au fibré elliptique affine IV\C x Hcay-

Soit D la développante
CxH-— C?
(Z,f) L (fl(z’§)7 f2(za 5))

d’une structure complexe affine sur le fibré elliptique principal S, de
morphisme d’holonomie h. Pour montrer la proposition 5.3, il suffit de
montrer que les translations sur le premier facteur de C x H sont des
transformations affines pour D. C’est une conséquence du

LEMME 5.2. — La développante D : C x H — C? est de la forme
D(z,€) = (A(§)e"*, B(§)e"*)

ou u désigne un nombre complexe non nul, A et B deux fonctions holomor-
phes sur H.

Preuve. — Commencons par traduire le fait que D est un difféomor-
phisme local :
0f1 0fs O0f1 Ofa
(6) V(2,§) e Cx H, (Ea—é—a—ég (2,€) #0.

Notons encore A ’adhérence de Zariski du groupe h(A) dans le groupe
algébrique complexe A(2,C). Le groupe A étant commutatif et central dans
I, le groupe A est commutatif et le groupe d’holonomie H = h(T") est
un sous-groupe du commutant C(A) de A dans A(2,C). On a vu dans la
démonstration de la proposition 5.1 que les seuls cas possibles pour A sont :

_ 1 0 z
1. Azcz{(o 1 0>eA(2,C)},
0 0 1

ow={(1 1 §ere)
 ame={(3 1§ enco).

ow={(3 } Herec)
 ree{(i oo}

ow={(3 4 )enac).
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Etudions les contraintes imposées par la h-équivariance de la dévelop-
pante D.

1€T cas.

fl(z+77§) = fl(zvg) +x’7
VVEA’A{h@+7£)=b&£)

-~ .0 o .
En particulier les fonctions izl et fo induisent des fonctions holomorphes
sur E x H, elles sont donc indépendantes de la variable z. Ainsi :

f2(2,€) = A(§)

ou A et B sont deux fonctions holomorphes sur le demi-plan de Poincaré
H et C est une constante complexe. Soit alors 4 un élément du groupe T,
notons

1 ey f5 -

h¥)={0 g5 hy | €C(A)

0 0 1

son holonomie. La h-équivariance de la développante D implique :

A(7-€) = g7A(E) + hs.

Par dérivation on en déduit :
(8) Al(y-€) d(y-€) = g5 A'(€) dE.

Le nombre complexe g; dépend donc seulement de I'image v de I’élément
4 dans I'. Définissons x : ' — C* le caractére de I' qui & ~ associe
g5, notons P, le fibré plat en droite complexe de base ¥ défini par ¥.
D’aprés I’équation (7) la dérivée A’ définit une section holomorphe globale
du fibré P, ® Kx. D’apres I’équation (6) cette section ne s’annule pas,
le fibré en droite P, ® Ky est donc trivial. Ceci contredit ’inégalité
deg(P ® Ky) = deg(Kx) =29 -2 > 0.

Dans les cas 2 et 3, le groupe A est constitué de matrices diagonales et
les composantes de la développante f; et f, vérifient un systéme d’équations
de la forme :

) {ﬂz+§0=aﬂ%0

f(z+d, &) = Bf(2,¢)
ol «a et 8 sont deux nombres complexes non nuls. Fixons un élément &
de H et considérons la restriction fe de f & la fibre C x {£}. Soit P, le
fibré holomorphe plat en droite complexe de base E x {£} défini par le
caractére x : A — C* qui & né+ md associe o ™. D’aprés 'équation (9)
la fonction f¢ définit une section holomorphe globale de P,. Comme le fibré
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P, est plat cette section ne s’annule pas, ou est identiquement nulle sur C.
Si f¢ ne s’annule pas, le quotient fé / fe induit une fonction holomorphe sur
E donc est constante. Dans tous les cas f(z,£) = A(€) exp(B(£)z), ou A
et B désignent deux fonctions holomorphes sur le demi-plan de Poincaré
H. En reportant dans ’équation (9) on en déduit que la fonction B est
constante. Finalement les solutions de ’équation (9) sont les fonctions de
la forme f(z,£) = A(£) exp(pz) ou A désigne une fonction holomorphe sur
H et p un nombre complexe.

28me cas. La développante est alors donnée par :
{ fl(zv 6) = A(&)
fa(2,€) = B(€)eM*
ou A et B sont deux fonctions holomorphes sur H et g un nombre

complexe non nul. Soit alors 4 un élément du groupe I' d’image v dans
ez 0 fs

Y - . 4 . .
I, notons k(%) = ( 0 g7 O ) € C(A) son holonomie. La h-équivariance de
0O 0 1

la développante D implique :
Ay -§) = e3A(6) + f5-
Par dérivation on en déduit :
A'(y-€) d(y - §) = e5A'(§) dé.
Le nombre complexe e5 ne dépend que de I'image vy de 1’élément v dans I,

on définit encore le caractere x : I' — C* qui &  associe ey et on conclut
comme dans le premier cas.

3éme ca5 La développante est donnée par :

{ f(z,8) = A(§)er*
f2(2,€) = B(§)et*
ol A et B sont deux fonctions holomorphes sur H et y un nombre complexe
non nul : ceci démontre le lemme 5.2. 0

5.2.3. Démonstration de la proposition 5.4.

Nous pouvons désormais supposer 1 = g — 1, ¢ = 7, ' = I ,
S =8 =T\C x Hgan- Soit D la développante
CxH — C2

(2,€) — (A(§)e"*, B(£)e"?)

d’une structure complexe affine sur S.
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LEMME 5.3. — Le nombre complexe p est de la forme k/2g — 2, ot
k désigne un entier relatif.

Preuve. — Remarquons que ’holonomie de I’élément (g—1)7 s’iden-

tifie d’une part a (e‘gc eﬁ?fé ), d’autre part au produit des commutateurs

g <
IT[R(c:), h(B;)] dans A(2,C), donc de déterminant 1. D’oti le résultat. O
=1

LEMME 5.4. — Le nombre complexe i est égal a 1.
Preuve. — La h-équivariance de la développante D s’écrit :
_— Ay 5)) - (A%)
10 vy eI, V(2,6 e CxH, F—§-( = h(¥

ay b

ol pour 7 élément de T'; d’image v = (C'v a

sur C, on définit la fonction
Fs,-H—C
§ — exp p(l5 + log(cy€ + dy)).

Dérivons cette équation par rapport a la variable £ et prenons le détermi-
nant :

") dans T et de composante I

A A

) O | 5|00 =@ A g

5w

Remarquons que d’apres le lemme 5.3 la fonction FA% ne dépend de 4 que
par l'intermédiaire de son image y dans I : deux éléments de I'; de méme
image v dans I' different d’un multiple de (g — 1)7, et exp(2u(g —1)7) = 1.
En particulier ’application 7 — FA% définit un 1-cocycle a valeur dans le
I'-module Hol(H, C*) des applications holomorphes de H dans C* (pour
Paction canonique de I" sur H et ’action triviale sur C*). On déduit alors
de I’équation (10) que le déterminant |h(¥)| ne dépend de 1’élément 7 de
I'; que par lintermédiaire de son image v dans T'. Notons E le fibré en
droite de base ¥ associé & ce cocycle, il est de degré 2u(g — 1) = k. Notons
X : I' — C* le caractere qui & vy associe |h(7)| et Py le fibré plat en droite

B B
définit une section du fibré P, ® E~! ® Ky. D’apres 1'équation (6) cette
section ne s’annule pas, le fibré P, ® E~! ® Kx est donc trivial. En
particulier k = deg F = deg K5, = 2g — 2 et donc p = 1. O

sur ¥ associé. L’équation (11) signifie que la fonction ‘A 41.H—cC

Démonstration de la proposition 5.4. — D’apres le lemme 5.4, pour
tout élément 4 de I';y la fonction Fy : H — C* ne dépend de 4 que par
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I'intermédiaire de son image v dans I'. Notons F, : H — C* le 1-cocycle
4 valeur dans le I'-module Hol(H, C*) ainsi défini et F le fibré en droite de
base X de degré g — 1 associé. D’aprés I’équation (10) I'holonomie h(¥) ne
dépend elle-aussi que de «, notons p : I' — GL(2,C) la représentation de
T ainsi induite. L’équation (10) se réécrit alors :

o mer e no (1) ().

Notons ¢ : H — PIC l’application holomorphe qui & un point
& de H associe le point [A(£) : B(€)] de la droite projective complexe,
d’apres les équations (6) et (12) 'application ¢ définit la développante d’une
(PSL(2,C), P!C)-structure sur la surface de Riemann ¥, d’holonomie
p:T'— PSL(2,C) la projection dans PSL(2,C) de la représentation p.

Soit I : W = C?\{0} — P!C le C*-fibré canonique sur P!C,
I’application (A4, B) : H — CZ?\{0} définit alors une section du C*-fibré
¢*(W) sur la surface de Riemann ¥ et donc une trivialisation ¢*(W) ~
C* x H. Dans cette trivialisation 'application ¢ : ¢*(W) — W = C2\{0}
s'écrit : _

¢:C* x H — C?\{0}
(w,§) — (A(§)w, B(§)w)
et définit une structure complexe affine sur ¢*(W), I'-invariante pour

Paction de I' sur ¢*(W) induite par son action naturelle sur H et sa p-
action sur C2\{0}.

Notons e : C x H — C* x H l'application de revétement associée &
Paction de 7 :

e(2,€) = (expz,§).

Rappelons que A désigne le réseau de C* engendré par exp d.Le diagramme
I'-équivariant suivant est alors commutatif :

CxH

el \,\D
gw)

il i

H 2. pcC
et la structure complexe affine définie par la développante D réalise bien S
comme fibré elliptique affine A x I'\¢* (W), ce qui conclut la démonstration
de la proposition 5.4. O
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6. DEFORMATIONS DE STRUCTURES
COMPLEXES AFFINES

Dans cette section, nous démontrons le théoréme 1.2.

6.1. Cas des fibrés elliptiques principaux.

Dans cette section nous montrons la

PROPOSITION 6.1. —  Soit S un fibré principal holomorphe en
courbe elliptique sur une surface de Riemann ¥ de genre g > 2, de
premier nombre de Betti by(S) impair. Soit T (X) I’espace de déformation
des (PSL(2,C),P1C)-structures sur ¥ et Kx le fibré canonique de X.
L’espace de déformation T (S) des structures complexes affines sur S est
biholomorphe au produit

T(S) =T(Z) x H'(Z,Kx) ~ C3973 x C9 = C*¥3.

6.1.1. Rappels sur les (PSL(2,C),P1C)-structures ([8], [10],
[14)]).

Soit ¥ = I'\H une surface de Riemann de genre g > 2, de fibré
canonique Ky et Of le faisceau sur ¥ des germes de fonctions holomor-
phes inversibles. Notons 7 (X) I’espace de déformation T(psL(2,c)pic)(X)
des (PSL(2,C),P1C)-structures sur ¥ (compatibles avec sa structure ana-
lytique). Le groupe des biholomorphismes de ¥ étant fini, 'espace 7 (X) est
égal a l’espace Apsr(2,c)pic)(X). Il est muni d’une structure analytique
gréce au

LEMME 6.1 ([8], p. 170). — L’espace T (X) s’identifie & ’espace
vectoriel complexe HO(X, K§?) ~ C39-3 des différentielles quadratiques
sur ¥.

Preuve. — On définit 'opérateur différentiel schwarzien © sur les
fonctions méromorphes de C par :

o0=(5) - 35

O(¢o f) = f?-6(¢)o f+6(f)

On montre que :
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et ©(¢) = 0 si et seulement si ¢ est une transformation projective, c’est-a-
dire un élément du groupe PSL(2,C). En particulier un difféomorphisme
local ¢ : H — P1C est la développante d’une (PSL(2, C), P1C)-structure
sur ¥ si et seulement si :

VYET, O($)(7-€)-(d(78))* = ©(#)(€) - (d¢)®

c’est-a-dire si ©(¢) définit une section globale du fibré KS? des différen-
tielles quadratiques sur ¥. Réciproquement toute différentielle quadratique
sur ¥ peut s’écrire sous la forme ©(¢) - (d€)? pour une développante ¢, les
autres solutions étant toutes les composées o o ¢, o € PSL(2,C). O

6.1.2. Démonstration de la proposition 6.1.

Soit S un fibré elliptique principal sur ¥, de premier nombre de
Betti impair. Rappelons que ’espace A(S) s’identifie & une sous-variété
analytique de l’espace vectoriel H?(S,T*S ® T*S ® T'S) des 1-formes
holomorphes sur S & valeur dans les endomorphismes du fibré tangent
holomorphe T'S (cf. section 2.2). L’espace 7(S) est alors muni d’une
structure analytique grace au

LEMME 6.2. — L’espace T (S) s’identifie & l'espace A(S).

Preuve. — Supposons donnés une développante D : C x H — C?
définissant un élément de A(S) et g un élément du groupe Hol’(S),
composante connexe de ’identité du groupe des biholomorphismes de S.
Comme le groupe des biholomorphismes de ¥ est fini, sa composante
connexe est réduite a ’identité. Il découle alors du théoreme de Blanchard
[3] que le biholomorphisme g s'identifie 4 un élément du groupe Aut’S,
composante connexe de l'identité du groupe des automorphismes du fibré
elliptique principal S. Mais le groupe Aut’S s’identifie au groupe E
agissant fibre & fibre, en particulier les développantes D et D o g sont
affinement équivalentes, d’ou le résultat. O

Notations. — D’aprés le lemme précédent et la proposition 5.3, on
peut supposer que le nombre de Chern de S est égal & g — 1. Avec les
notations de la section 5.2.1, on appellera A le réseau de C* engendré par
exp d. Etant donné un couple (¢, p), ot ¢ : H — PIC est la développante
d’une (PSL(2,C), P1C)-structure sur £ d’holonomie 5 : I' — PSL(2,C)
et le morphisme p : I' — GL(2,C) a pour image p par composition avec
la projection canonique de GL(2,C) dans PSL(2,C), on notera F(¢, p) le
C*-fibré T'\¢* (W) de degré g — 1 sur X, ou l'action de I' sur ¢*(W) est
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donnée par son action naturelle sur H et sa p-action sur W = C?\{0}.

Démonstration de la proposition 6.1. — A la section 5.2.1, on a
muni le fibré elliptique principal S d’une structure complexe affine de
référence f‘\C X Hcan. En termes géométriques, cette structure complexe
affine réalise S comme fibré elliptique affine A\ F(¢o, po), olt ¢o désigne le
plongement canonique de H dans P'C et py la représentation construite
a la section 5.2.1. En termes analytiques, la développante associée est
I’application :

Dy : C x H — C?\{0}

(2,€) — (€%, €%).

A la section 5.2.3, on a montré que toute structure complexe affine
sur le fibré elliptique principal S le réalise comme fibré elliptique affine
A\F(¢, p). Réciproquement, un tel fibré elliptique affine définit une struc-
ture complexe affine sur S si et seulement si les C*-fibrés F(¢o,p0) et
F(¢,p) de degré g—1 de base ¥ définissent la méme classe dans H!(%, O%).
En termes analytiques, on a montré que les développantes de structures

complexes affines sur S sont toutes de la forme
D:C xH — C?\{0}
(2,6) — (A(§)e?, B(§)e®)
ou les fonctions A et B holomorphes sur H vérifient une condition de I'-
équivariance précisée par I’équation (12). La structure projective sur X
associée & cette structure complexe affine sur S a alors pour développante

I’application holomorphe
¢:H — PIC
£ — [A(¢) : B()]-
On notera w : 7(S) — T (X) lapplication qui & la structure complexe
affine sur S de développante D associe la (PSL(2,C), P1C)-structure sur
3 de développante ¢.

Identifions l’espace affine A des connexions holomorphes sur S
& lespace affine de dimension finie des connections holomorphes I-
équivariantes sur le revétement universel S = C x H. On calcule aisément
la connexion Vq associée & la développante Dy :
dz 0
Vo=d+ ( de dz)
ou d désigne la connexion triviale sur C x H. Tout élément V de A s’écrit
alors de fagon unique sous la forme V = Vj + ay, ol ay désigne une 1-
forme sur C x H & valeur dans les endomorphismes de C2, invariante sous
I’action de T
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Soit V un point de la sous-variété analytique 7 (S) de A, associé & la

développante
Dy : C x H — C?\{0}

(Z, €) L (AV(é)ez, By (g)ez)

On vérifie que la 1-forme de connexion ay s’écrit :

oo — (0 ~uy (¢) d{)

0 wv(f)d¢
ol uy et vy sont les fonctions holomorphes sur H définies par
A"B' — B" A’ A"B - B"A
w()=—g—z1 & wl)=—%5—51©

L’image w(V) du point V de 7(S) dans 7(X) est la différentielle quadra-
tique wy (£)(d€)? = O(¢v)(€)(d€)?, ot © désigne I'opérateur différentiel
schwarzien et ¢y est la développante
¢v : H— PIC
§— [Av(£) : Bv(§)]

de la (PSL(2,C),P1C)-structure sur ¥ associée & la structure complexe
affine V sur S. Un calcul aisé montre que la fonction wy holomorphe sur H

est définie par wy = vg — %vzv +2uy. Finalement la 1-forme de connection
ay s’écrit :
A L)
0 vy (§) d€

Réciproquement, remarquons que pour toute 1-forme sur C x H &
valeur dans les endomorphismes de C? de la forme
o (o 3w -+ 37)(9) ds)
0 v(§) d€ ’
ol w et v désignent deux fonctions holomorphes sur H, la connexion
V = Vo+ay sur CxH est sans torsion et plate. Elle définit donc un élément

de T(S) si et seulement si elle est I-invariante. On vérifie facilement que
la condition de I'-invariance s’écrit :

Vy€eT, w(y-€)(d(y-€))? = w(€)(de)?
v(y-€)d(v-§) = v(§) d€
dont les solutions sont les éléments (w, v) = (w(€)(d€)?, v(€) d€) du produit
H(Z,K$?) x H'(Z, Ky).

Finalement le produit 7 (X) x H°(Z, Kx) est biholomorphe 4 ’espace
T(S), par l'application qui au couple (w,v) = (w(£)(d€)?,v(€) d€) de
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T(X) x H°(Z, Kx) associe la connexion holomorphe plate sans torsion de
7(5)
o (@ —hw v+ 2R)E) dE)
d¢ dz +v(§) d¢

En termes géométriques, si la connexion V de coordonnées (w,0) dans
T(S) correspond au fibré elliptique affine A\F(¢,p), on vérifie que la
connexion de coordonnées (w,v) dans T (S) correspond au fibré elliptique
affine A\F(¢,6(Vv) - p), ou § : H*(Z, Kz) — H!(X,C*) est le morphisme
injectif (identifiant le groupe H°(X, K) au groupe des classes de C*-fibrés
plats holomorphiquement triviaux de base ¥) induit par la suite exacte de
faisceaux ;
00— C"— 05 4, Ky —0

ou d' désigne la différentielle logarithmique d'f = 2df/f. O

6.2. Cas des surfaces de Hopf.

LEMME 6.3. — Si S est une surface de Hopf affine C?\{0}/(g),
lespace de déformation des structures complexes affines T (S) est réduit &
un point.

Preuve. — On a vu a la section 3.3 que la développante d’une
structure complexe affine sur la surface de Hopf S est un biholomorphisme
de C2\{0} qui induit un biholomorphisme de S. L’espace 7 (S) est donc
réduit & un point (on notera toutefois que 1’espace A(S) n’est pas toujours
réduit & un point : c’est le cas sauf si la contraction affine g est de la forme

(Bon g), n entier, auquel cas A(S) = C ([13], Theorem 7.5). 0

6.3. Cas des solvariétés affines.

LEMME 6.4. — Soit S une surface complexe admettant une struc-
ture de solvsurface affine et T(S) ’espace de déformation des structures
complexes affines sur S.

- Si S est un tore complexe, T (S) est biholomorphe & la variété ana-
lytique des classes d’isomorphismes des C-algébres associatives et commu-
tatives de dimension 2.
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- Si S est une surface de Kodaira primaire, T(S) est biholomorphe
aC.
— Si S est une surface d’Inoue, T(S) est réduit & un point.

Preuve. — D’apres le lemme 4.2, nous savons déja que les surfaces
d’Inoue ont une unique structure complexe affine. Dans les cas restants,
nous avons montré que la surface complexe S s’identifie & un quotient I'\G,
ol le groupe G s’identifie :

— au groupe complexe C2 si S est un tore (dans ce cas la structure
complexe est aussi invariante & droite);

— au groupe R x Heis(3) muni de sa structure complexe invariante

a gauche canonique induite par sa réalisation comme sous-groupe réel de
1 z w

GL(3,C) des matrices de la forme (0 1 z), si S est une surface de
0 0 1

Kodaira primaire.

La donnée d’une structure complexe affine sur S équivaut alors a
la donnée d’une structure complexe affine invariante & gauche sur G,
compatible avec la structure complexe invariante a gauche de G :

— d’apres la section 3 le groupe R x Heis(3) muni de sa structure
complexe invariante & gauche canonique possede un espace de déformation
des structures complexes affines invariantes & gauche (compatibles) en
bijection avec C : ces structures sont données par les réalisations de
1 Z4az w

R x Heis(3) comme groupe des matrices de la forme (0 1z ) , oll
0 0 1

a décrit C. On vérifie facilement que le paramétrage par le nombre a

de 'espace A(S) est en fait holomorphe, et que le groupe Hol%(S) agit
trivialement sur A(S) ([21]).

— enfin I’espace des structures complexes affines invariantes & gauche
sur le groupe C? est bien connu : il est biholomorphe & la variété analytique
des classes d’isomorphismes de C-algébres associatives et commutatives de
dimension 2 ([13], [21]).

Ceci achéve la démonstration du lemme 6.4. 0O

Le théoréme 1.2 découle immédiatement de la proposition 6.1 et des
lemmes 6.3 et 6.4.
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