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GROUPES DU PING-PONG
ET GEODESIQUES FERMEES EN COURBURE -1

par F. DAL’BO et M. PEIGNE

INTRODUCTION

Munissons la boule unité ouverte B? de la métrique de Poincaré
% et choisissons N isométries aq,---ay de BY satisfaisant les
conditions suivantes :

1. Le groupe I engendré par o, - - - oy contient des transformations

paraboliques.
2. Il existe 2N demi-boules fermées euclidiennes

BaysByot, s Bay, By

dans B¢, orthogonales 4 S*~1, deux & deux tangentes ou disjointes et telles
que pour tout 1 < ¢ < N on ait

ai(IBai) = ]Bd —Bafl.

La condition 1 entraine que les boules BauBal—l"",BamBa;l ne sont
pas toutes deux a deux disjointes. De la condition 2 et du lemme du Ping-
Pong de Klein [9] on déduit que I' est discret, libre et géométriquement
fini; nous dirons que I' est un groupe du Ping-Pong. La présence de
transformations paraboliques dans I' revient & supposer que l’ensemble

Mots-clés : Isométrie parabolique — Point cuspidal — Opérateur de transfert — Théoreme
du renouvellement harmonique.
Classification math. : 53C22 — 60K05.
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des géodésiques fermées de la variété M = B¢/T n’est pas inclus dans un
compact. Le groupe I' étant géométriquement fini, le nombre de géodésiques
primitives fermées de M de longueur inférieure & a est fini. Notons dy la
distance hyperbolique sur B? et § ’exposant critique de la série de Poincaré

3 e~ (070) a550ciée & T'; nous démontrons le
vyerl

THEOREME A. — Le nombre de géodésiques primitives orientées et
ad

P \ . . €
fermées de M dont la longueur est inférieure a a est équivalent & 3 quand
a
a tend vers +o00.

De nombreux résultats dans ce sens ont déja été publiés; citons par
exemple [5], [10], [13], [15]. Si d = 2, le théoréme A est une conséquence
d’un résultat de L. Guillopé sur les surfaces géométriquement finies de
courbure —1 ([6]). En revanche, lorsque d > 2, ce résultat est nouveau
et généralise celui de S. Lalley [12] établi pour les groupes I' purement
loxodromiques; la méthode qu’il utilise pour établir ce théoreme consiste a
traduire le probléme géométrique initial en un probléme de dénombrement
d’orbites périodiques pour un flot spécial sur un sous-décalage de type fini,
puis & relier ce probléme de dénombrement & la théorie du renouvellement
pour une marche de Markov transiente sur R. Deux propriétés essentielles
permettent dans ce contexte d’appliquer la théorie des opérateurs de
transfert de Ruelle : le caractere dilatant du décalage assuré par ’absence
de transformation parabolique dans le groupe et la régularité hoéldérienne
de la fonction plafond définissant le flot spécial. Nous adaptons ici cette
méthode pour démontrer le théoréme A; la présence de transformations
paraboliques dans I' nous améne pour coder les géodésiques de M a
introduire un alphabet infini et donc & sortir du cadre du formalisme
thermodynamique de Ruelle. Pour pallier a cette difficulté, nous utilisons
fortement la géométrie du probléme en nous appuyant sur une étude précise
de la dynamique des éléments de I'.

Nous remercions Y. Guivarc’h pour nous avoir souligné [lintérét
d’établir asymptotique du mombre de géodésiques fermées en présence
de transformations paraboliques dans le groupe I'. Nous avons également
bénéficié d’une lecture détaillée de notre premiére rédaction par M. Babillot
et des remarques de E. Le Page; nous les remercions tous les deuz.
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I. TRANSFORMATIONS PARABOLIQUES
DE I ET A-DEVELOPPEMENT.

Fixons un entier N > 2 et choisissons N isométries orientées

ai,- -, ay de B? satisfaisant les conditions 1 et 2 citées dans I’introduction.
NOTATIONS. — Pour tout 1 < i < N, on note B,, la trace de B,,
sur S%°1, S, le bord de B, et I'on pose A = {af!,--- o).
On note A I’ensemble limite de T', D I’ensemble B¢ — |J (B, — B,)
a€A

et OA = A N D I’ensemble des points limites cuspidaux [15].

L’ensemble D est un domaine fondamental pour I’action du groupe I'
engendré par A. Nous supposons désormais que l’origine 0 appartient & D;
ainsi, pour toute suite aj,---,a; d’éléments de A tels que a;11 # afl on
aa;---aq0)eB a7t On déduit de cette propriété que A est un systéme
libre de générateurs de I'.

I.a. Transformations paraboliques de I
et points limites cuspidaux.

L’ensemble A formant un systéme libre de générateurs de I', & tout
élément ~y de I on associe de fagon unique une suite finie w4 () = a1, -, a
de A définie par ajag---a; =y et a;41 # ai_1 pour tout 1 <i<1[—1.

NOTATION. — On note P ’ensemble des éléments p paraboliques et
primitifs (i.e. p # ™ pour tout vy € I' — {Id} et pour tout n > 1) de I tels
que

wa(p) =a1,---,0; avec l > 2, a; %alﬂ et aip1 #af pour1<i<l—1.

Nous avons le

LEMME I.1. — Si = est une transformation parabolique primitive
de T, elle est conjuguée & un élément de AU P.

Démonstration. — Supposons que < ne soit pas conjugué & un
élément de A; ainsi wa(y) = a1,---,a; avec | > 2. S’il existe 1 < i < |
tel que a; = a;4+1, on peut, quitte & conjuguer ~, supposer que a; = as et
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a # aF!. Soit ., le point fixe de y; ona z, = lim 4"(0) = lim 4~ "(0)
n-—+00 n—+00
d'ou z, € §,-1NS,,. En appliquant le méme raisonnement a al_lval et en
1
utilisant I’égalité a; = ag, on obtient al_l(zv) € Se, ﬂSal_l. Par conséquent,

Ty € Sq, N Sal—l N Sq, ce qui est impossible car a; # afl. a

L’ensemble limite de I' contient les points fixes de tous les éléments
de T'; comme I' contient des transformations paraboliques, on a OA # 0
d’apres le lemme précédent.

LEMME 1.2. — Siz € A il existe exactement deux transformations
paraboliques (y et y~!) de AU P fixant z. De plus si wa(y) = a1, -+,
(avecl > 1 et a; # aitl) alors x € Sal-l N Sg,-

Démonstration. — Ce lemme découle de I’étude des points cuspidaux
d’un groupe discret ([17] théoréme 12.3.4) et du fait que A forme un systéme
libre de générateurs de I'. O

COROLLAIRE 1.3. — L’ensemble P est non vide si et seulement si il
existe a; et a; dans A, a; # afl, tels que Sa1-1 NSa, NA#D.

I.b. A-développement des points de A°.

NOTATION. — On note A° I'ensemble A privé des orbites sous I' des
points fixes des éléments de AU P.

L’ensemble A formant un systéme libre de générateurs de I', nous
avons la

PROPOSITION 1.4. — Soit z € A°. Il existe une unique suite (a;)i>1
de A, notée w4(x) et appelée A — développement de x telle que

(i) la suite (a1 ---an(0))n>1 converge vers x en distance euclidienne;

(ii) ai+1 # a;! pour tout i > 1.

NOTATION. — On note Zj Pensemble {(a;);>1 : a; € A,a;41 #
-1
a; }.

La proposition précédente établit une injection w4 de A® dans E;; wA
n’est pas surjective car A° ne contient pas les points fixes des éléments de
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AUP. Munissons X7 de la métrique D définie par V(a;)i>1, ¥(ci)i>1 € T4
1
D((ai)i>1, (ci)i>1) = N ave N =inf{n > 1:a, # c,}. L’application w4

de A° muni de la distance euclidienne sur (w4(A°), D) est bicontinue d’ott
le

LEMME 1.5. — Soient x € OA et v I'un des deux éléments de AUP
fixant x. Posons wA(y) = ai,--+,a;. Si (Tn)n>1 est une suite de A°N Ba;‘
convergeant vers & alors la suite (w(z,))n>1 converge vers la suite w de
période a4, - - - a.

Démonstration. — Posons w4(z,) = (ani)i>1 avec a,1 = a; pour
tout n > 1. Raisonnons par ’absurde et supposons que la suite (w4 (Zr))n>1
ne converge pas vers w; il existe donc un entier k¥ > 2 et une sous-suite
(Tn,)p>1 tels que an,; = a; pour tout 1 < 4 < k et an,x # ax. La
suite (apl, - a]'Tn,)p>1 converge vers y = a;’, ---aj 'z, point fixe de

la transformation ay---aja;---ax—1. Onay € Sa;1 N Saq,_, et pour tout

p > 1 la suite wA(a,:_ll . --al_lxnp) commence par an, # ay; ainsi, pour
. R | .

p assez grand on obtient a,,x = a;_; ce qui est absurde, car a,,(x-1)

= Qk—1. 0

II. CODAGE DES GEODESIQUES FERMEES DE M
LORSQUE P =0

II. a. Codage des points de A° et des géodésiques fermées de M.

NOTATIONS. — On note A* I'ensemble {a"/a € A,n > 1} et ©%.
I’ensemble des suites (a;'*);>1 de A* telles que a;+1 # afl.

Soit x € A°; on note w4~ () la suite (osz” )p>1 construite & partir de
wa(z) = (a;)i>1 de la fagon suivante :
o, =a1 et ng =max{n>1/a; =--- =a,}
Qi, =0n, 41 etny=max{n>1/an, 41 =0n, 42 ="""=0Cn,_,4n}
La suite w4~ () est appelée A* — développement de x.

On obtient ainsi une bijection de A® sur %, . Notons T4« 'application
sur A° induite par le décalage sur X7, et définie par Ty (z) = ay ™z ol

af? est le premier terme de w4« ().
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Soient z un point T4+-périodique de A® et p4«(z) la plus petite

puissance strictement positive de T4« fixant z. Si z est T 4--périodique
nP_A* ()

alors w4+ (z) est périodique, de période a7*,a3?,-- -, a, gy » et P’on note
— M1 N2 Tp g ()
wg-(x) = a7, ay 2y gy

Dans ce qui suit, Per 4« (A°) désigne I’ensemble des points T 4~-périodiques
de A°.

Soit v une transformation loxodromique de I'; la projection sur M de
son axe, orienté du point répulsif vers le point attractif, est une géodésique
fermée et orientée de M notée &,. Notons Gy I’ensemble des géodésiques
fermées primitives orientées de M privé des géodésiques &, avec a € A; la
démonstration du lemme suivant est laissée au lecteur.

LeEMME II.1. — Soit &4+ I'application de Per 4+ (A°) sur Gas qui &
x associe la géodésique {4+ (z) = §a?1_,,a:p ol p = pa(x) et wa«(z) =
a;‘l,agz,---,agp. Cette application est surjective; de plus, si E4x(z1) =
Ear(z2), alors pas(x1) = pa~(z2) et il existe 1 < k < pa~(z1) tel que
Ty = sz* (z1)-

Si v est une transformation loxodromique primitive de I', la lon-
gueur [(&,) de la géodésique &, est donnée par I(§,) = —Logl|vy/'(z,)| =
Log |Y'(z4-1)] (¥) ouz,= lirf ~"(0).

n—-+00

NOTATIONS. — Notons f4- I’ application de A° dans R définie par
Ve € A fa-(z) = —Log|(a7") (a; ™ 2)|

ou a7’ est le premier terme de w 4+ (z) et posons Sp fa« = fa«+ far0T4-+
coo 4 fae o T2Y pour tout n > 1.

—n1

Remarquons que fa-(z) = Log|(a;™)(z)| = Log|T%.(z)| et donc
Spfas(x) = Log |(T%.)'(x)]. On déduit de () que si £ € Gy et & €
Per 4+ (A°) sont tels que & = £4+(x) alors [(§) = Sp . (z) fa~ (2).

COROLLAIRE I1.2. — Pour tout a > 0, le nombre mps(a) de géodési-
+o0 1
ques de Gy de longueur inférieure & a est donné par mpr(a) = > Eﬁ{x €
n=1

Per 4+ (A°)/pa-(z) = n et Spfa-(z) < a}.

Le groupe I' étant géométriquement fini, mps(a) est fini.
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IL.b. Propriétés de T 4.

NOTATIONS. — On note ¥ 4+ I’ensemble des suites bilatéres (a}*);cz
de A* telles que a;4+1 # a,-_1 pour tout i € Z.

Pour tous z_ et © € A® avec wa+(z) = alYap? - et was(z_) =

-1

0% a 7" -+, on notew+(z_, z) la suite bilatére - - - a™ ', ag®, a}*, ah?- - -.

)

Posons A® x 4+ A° = {(z_,z) € A x A°/w(z_,x) € T4+}; pour
tout a® € A* notons (A® x 4+ A®),n (resp. A%.) I'ensemble des points
(x_,x) € A° x 4+ A (resp. z € A°) tels que le premier terme de w4~ (x)
soit a™.

Remarquons que wy+(z_,x) € T 4+ si et seulement si a; # a(fl. Le
lemme qui suit est essentiel pour montrer que T4+ est dilatante et construire
sur A® une mesure de probabilité T 4.-invariante.

LEMME I1.3. — L’ensemble A° x 4~ A° est relativement compact
dans A° x A® privé de la diagonale.

Démonstration. — Supposons que A% x 4+ A9 contienne un couple de
la forme (z, ) ol z € A° et considérons une suite (Y, Zn)n>1 de A% x 4+ A°
convergeant vers (z,z). Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer
qu'il existe deux éléments a; et ag de A, a; # afl, tels que pour tout n > 1
on ait z, € A) et yn € AJ,. Le point z appartient donc & Sg, N Sa, NA ce
qui est absurde car OA ne contient que les points fixes des transformations
paraboliques de A. O

COROLLAIRE I1.4. — Il existe N €N* tel que inf, (TR ()] > 1;
€

en d’autres termes, I'application T4+ est dilatante sur A°.

Démonstration. — Raisonnons par ’absurde et considérons un réel
B > 1 et une suite (z,)n>1 de A° tels que |(T%.) (z»)| < B pour tout
n > 1; posons w4« (z,) = (a7 )i>1 et v, = abi' -+ - aPrn. Quitte & extraire
une sous-suite on peut supposer que pour tout n» > 1 on a a,; = a; et
Appn = A9.

Si a1 # af' la transformation v, est loxodromique. Notons T,
le point répulsif de v, et posons y, = T}.(zs); on a |z, — T, =

V@) Ia@a)llas, — val- Puisque ay # a3 le couple (23,,ys) ap-
partient & A® x 4+ A? si bien que d’apreés le lemme I1.3 il existe A > 0
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A
tel que pour tout 7 > 1 on ait 2 > |2, — on| > —1/[7,(25,)|- Les axes

des transformations v, se projettent sur M en des géodésiques fermées

dont la longueur est Log |y, (2 )|; comme le nombre mps(a) est fini pour

tout @ > 0 on a nécessairement IiIJrrl I (2,)] = +00 ce qui contredit
n—-+0o

I’inégalité précédente.
Si a; = af! choisissons a € A — {aF'} et posons X1 = ax,; on a
|(T%.)(X»)| < CB avec C = sup |(a™')'(z)|. Le raisonnement précédent
z€A°

s’applique en remplagant z, par X,. O

Le décalage sur ¥ 4+ induit sur A? x 4« A ’application T 4~ définie
par T z-(z_,z) = (a7™z_,a]™2) ou a}* désigne le premier terme de
wax (). La famille ((A® x 4« A%)gn)anea~ forme une partition de A® x 4
A% et laction sur (A® x4+ A%),» correspond & la multiplication par
a~™ de chaque (coordo?née. La mesure de Patterson-Sullivan ([16], [19])

o(dz_)o(dz)
m(dz_ dzr) = o~ o
T 4«-invariante. Comme P’ensemble A® x 4+ A® est relativement compact
dans A° x A privé de la diagonale, la mesure m(dz_ dz) est finie. Notons
alors ¢ 'application de A x 4« A? dans A° définie par q(z_,z) = z; la
mesure q(m) est finie et T 4+-invariante sur A°. On pose alors q(m)(A%) =
1 / C et

sur A% x 4« A? étant I'-invariante, elle est aussi

o(dz_)

e =a TSN
{z_€A/(z_,z)eN0x 4u A0} [T — T[?

COROLLAIRE I1.5. — La mesure v4s(dz) = hax(z)o(dx) est une
mesure de probabilité T 4«-invariante sur A°. De plus

|has (x) — hax(y)]

sup  sup < 400 avec & = inf(1,6).

5
an€A* m,yGAgn |z - yl 0
z#Y
Démonstration. — La premiere assertion découle des propriétés de

m et du choix de la constante C;. Fixons un élément a” € A* et deux
points distincts z et y de A%.; on a
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|has(x) — hax(y)|

1 1
< Cl/ - o(dz_)
{o_ €A%/ (o m)eh0x 4w A0} | [T — 2|2 |y —2z_|?
<26+101 ||x_x—|6_ ly_m—léla(dx_)
- {o- €A/ (o )eNOx 4 A0} 1T — T [Py —z_[28
26+1C
<2 e = 2_I? — Iy _Plo(dz_)
€ {z_€A®/(x_,z)EA®X 4 A0}

avec €9 = inf{|z_ — z|/(2_,2) € A° x 4+ A°} > 0 d’apres le lemme I1.3. Si
§<l,onallz—z_|®—|y—2_[° < |z —yl|° sinon, il existe A > 0 tel que
llz —2z-|° = |y —z_|°] < Alz — y. o

III. UN NOUVEAU SYSTEME DE GENERATEURS

Dans ce paragraphe, nous supposons que I' contient des transfor-
mations paraboliques primitives n’appartenant pas a .A. On rappelle que
les transformations paraboliques primitives de T' sont conjuguées a des
éléments de A U P. Fixons un sous-ensemble Py de P satisfaisant les pro-
priétés suivantes :

(1) sip € Py alors p~t € Py,
(2) sip; et pp appartiennent & Py alors p; et p2 ne sont pas conjugués.

En d’autres termes, Py est un systéme symétrique de représentants
des classes de conjugaison d’éléments paraboliques primitifs de I' n’appar-

) -1
tenant pas & A. Posons Py = {m_1,m1, -+, m_1, 7L} avec m_; =T, .

La présence dans I' de transformations paraboliques non conjuguées
aux générateurs entraine que T4« n’est plus dilatante; pour retrouver
cette propriété de dilatation, il faut prendre en compte les puissances des
éléments de P.

IIl.a. Les chaines.

NOTATION. — Soient y; et o deux éléments de I'. On suppose que
le dernier terme, noté a, de la suite w (1) coincide avec le premier terme
de la suite w4(72). On note y; V4 Y2 I'élément y1a~ 17, de T.
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DEFINITION III.1. — Soient p1,pa,---,p; des éléments de Py; on
pose wa(p;) = as1,- -+, G4, €t on sUppose a;, = ai41)1 pour tout 1 <4 < [.
La transformation p; V 4p2V.4- - -V ap est appelée chaine d’éléments de Py
(ou plus simplement chaine).

Puisque a;1 # ai,, si p1 Va p2 V4 --- V4 P est une chaine alors
Pi+1 # pi pour 1 < ¢ <[ —1. De méme, comme a; # ai_l1 on a p;y1 #pi’l
Remarquons enfin que si v = p; V4 p2 V4 -+ V4 p est une chaine, il en est
de méme pour 7! et 'on a y~! =pl~1 Vg VApl_l.

NOTATION. — On note C I’ensemble des chaines de T'.

PROPRIETE II1.2. — Soit v une chaine. Il existe une unique suite
p1,--,p1 de Py telle que y =p1 VapaVa---Vap.

Démonstration. — Cette propriété découle du fait que I'" est un
groupe libre et du lemme suivant

LemMME II1.3. — Soient p; et ps deux éléments de P. Posons

wa(p1) = a11,- -+, 01k et wa(p2) = ag1, -+, a2. Si (a11,a12) = (a21,az2)
alors p1 = po.

Démonstration du lemme. — Supposons ai; = ag; = a1 et ajp =
a2 = ap. Notons respectivement x; et xo les points fixes de p; et po.
Les points a;*(z;) et a]'(z2) sont fixés respectivement par aj'pia; et
a; 1paaq; ces deux points appartiennent donc & S, 1 N S,, ce qui entraine
T1 = x3. Les points fixes des transformations parabohques de I' étant de
rang 1, on a p; = ps. ]

III.b. Décomposition canonique des éléments de T'.

Choisissons un ordre sur Py = {w_1,71, -+, 7_L, 7L} en posant par
exemple
m; <m; sietseulementsi [i|<|j|] ou i=—j et i<O.

On adonc 7y < m < g < My < --- < m—p, < 7. Remarquons que si
m; < m; avec [i| # |j], alors m_; < m_;.

DEFINITION II1.4. — Soit v = p1 V4 -+-- V4 p; avec | > 2. On dit
que 7y est une chaine élémentaire si et seulement si
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i) p1 <p2 <---<p; (i.e. vy est croissante),
i) p1 > p2 > -+ > p (i.e. v est décroissante),

iii) ilexistel <s<ltelquepy >ps > -+ >pset ps < Psp1 < -+ <
i (i.e. 7y est brisée).

NOTATION. — On note Cy ’ensemble des chaines élémentaires de T'.
De par le choix de I’ordre sur Py, on a :

PROPRIETE II1.5. — Si v est une chaine croissante (resp. décrois-
sante), alors v~ est une chaine décroissante (resp. croissante). Si y est une

chaine brisée, il en est de méme pour vy~ 1.

DEFINITION II1.6. — Soient v € T' et wa~(7y) = (aj"*)1<i<i- Suppo-
sons qu'il existe 1 < k < r <l telsquengy = ngy1 = =n, = 1 et
ak - -ar € C (resp. Cy). La chaine ay, - - - a, est une chaine maximale de vy
(resp. chaine élémentaire maximale de ) si pour tous entiers k' et r’ tels
que (k',7") # (k,7) et 1 <k <k <r <’ <, la transformation a - - as
n’appartient pas a C (resp. Cp).

Nous allons associer & chaque transformation v € I' deux suites,
l'une D(v) = (D;i(7))1<i<s & valeurs dans A* U Py U Cy et l'autre e(y) =
(€:(7))1<i<s—1 & valeurs dans I’ensemble de symboles {V, V} (la suite e(y)
prendra toute sa signification dans la proposition II1.8).

Posons w4+ (7) = (a7 )1<i<t-

Construction de D; (7).

On considére le plus grand entier 1 < s < [ tel que a7*---a? €
A* UPyUCy et on pose D1(7y) = al* ---ale.

Construction de Dy(7) et €1(7).

Si D;(vy) = v, autrement dit si y € A*UP,UCy, alors D(v) = (D1(7))
et €(y) est la suite vide. Sinon, on pose y; = D1(7y) et on distingue trois
cas.

e 71 & Co : on pose alors Dy(y) = D1(v7 ) et e1(y) = V.

e v; € Cy et v, est une chaine maximale de 7 : on pose de méme
Dy(7) = Di(viy) et ex(y) = V.

e 1 € Cy et y1 n’est pas une chaine maximale de -y : dans ce cas, 7y; est
soit une chaine croissante, soit une chaine brisée : v3 = p; V4 -+ V4 pk. On
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pose alors Dy(vy) = D1(pky7 ) et €1(7) = V. Remarquons que Dy (7) est
alors une chaine élémentaire décroissante ou brisée : Dy(y) = g1V -V AQr
avec q1 = pk.

En réitérant ce procédé, on construit deux suites D(7y) et e(y)
associées a 7y; ces deux suites constituent la décomposition canonique de +.

Exemples. — 1. Si wa-(y) = (a]*)1<i<i avec n; > 2 pour tout

1<i<lalors D(y) =wu«(y) et =V pour 1 <j<I-1
2. Si vy = py V4 -+ V4 pr est une chaine, on considére la suite
d’entiers k1 = 1 < ko < -+ < k; = k telle que pour tout 1 < i <1[l-1
la chaine px;, V4 -+ VA Pk, soit élémentaire et maximale dans 7. On
obtient alors D(y) = (D;(7))i1<i<t avec Di(y) = pr, Va - VA Pripy
et e(7) = (ei(7))1<i<i-1 avec €;(y) = V. Remarquons que D(y~!) =
71, D) et () = @1 (9), e@-2(7) -+ e (7).

ProposITION III.7. — Soit v € T'; posons D(y) = (7:)1<i<i €t
€(7) = (e)icici-1- On a D(Y™!) = yhmly--t et e(v) =
€1—1,€1—2," ", €1.

Démonstration. — Si v € A* U Py U C, la proposition est facile a
vérifier. Sinon, notons w4+ () = (a}*)1<i<: et considérons la suite g1, - -, gp
des chaines maximales de v ou des éléments de Py (n’appartenant pas &
une chaine de 7y) apparaissant dans la décomposition de oA et classés dans
leur ordre d’apparition. Pour tout 1 < j < p, on a g; = akk asjj avec
1<k <81 <ky<s83< < k < Sp < I. Notons D(g]) (D (g]))1<z<l
et €(g;) = (ei(gj))lgslj_l la décomposition canonique de chaque g;. Les
suites D(v) et €(y) sont construites & partir de la décomposition canonique
D(g;),€(g;) de chaque g;,1 < j < p de la fagon suivante :

D(’Y) = a;u, akfl ll’Dl(gl),DQ(gl)i e 7D11 (gl)’a::i"ila R
@27, D1(g2) -+

et

61(7) == 6k1'1(7) = Va6k1 (7) = El(gl),fkﬁ—l(')/)
= €2(91), "+ €ky+1,—2(7) = €1,-1(91)
€k +-1(7) =V -+

Si on considére maintenant y~!, la suite des chaines maximales de y~
d’éléments de Py (n’appartenant pas a une chaine de y~!) apparaissant
dans la décomposition de 77!, et classés dans leur ordre d’apparition est

1 ou
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9p o, 91 !, La proposition ITI.7 résulte alors du fait que pour tout 1 < J

<
b, ona D(g_y—l) = Dlzl(gj)f"aDl_l(gj) et 6(gj—l) = 6lj—l(gj)7'"761(gj)":|

On se propose a présent de retrouver v a partir de sa décomposition
canonique.

NOTATION. — Soient v; = p1 Va4 --VaDr et ya=q Va---Vags
deux chaines telles que p, = ¢q;. On note y; Vp 2 la chaine py V.4 --- V4
DrVAag2VAa-VAags.

La proposition suivante découle directement de la construction des
suites D(7) et €(7).

PROPOSITION III.8. — Soit v € T'; on pose D(y) = (vi)i<i<i €t
6(7) = (fi)lsigl—l- Onay=r1%xyg%-: %7, avec :
Vi ¥ Yit1 = ViYit1 Si €, =V,

Vi *Yi+1 = Yi VP Yit1 Si €, = V (dans ce cas vy; est une chaine élémen-
taire croissante ou brisée et ;41 est une chaine élémentaire décroissante
ou brisée).

IIl.c. B-développement des éléments de I'.

NOTATION. — On pose B = A* U Py.

Nous construisons ici un algorithme, basé sur la décomposition cano-
nique des éléments de I', associant & chaque élément v € T" une suite finie de
B, notée wp(y) = by,bs,---,b; et appelée B-développement de +y, vérifiant
les propriétés suivantes :

) y=bi---b 2) we(y™)=bl b0 3) wlbyly) =bs,oe b
Par convention wg(Id) est la suite vide.

Commengons par construire le B-développement d’un élément v €
A* U Py U Co.

Cas ot v € A* U Py : on pose wi(y) = 7.

Cas ot v € Cy : il existe alors py,---,px € Py et k > 2 tels que
¥ =p1Va---Vapx; pour tout 1 <i < k, notons wax(p:) = (as)1<j<i;-






