
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

FRANÇOISE DAL’BO

MARC PEIGNÉ
Groupes du ping-pong et géodésiques
fermées en courbure -1
Annales de l’institut Fourier, tome 46, no 3 (1996), p. 755-799
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1996__46_3_755_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1996, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1996__46_3_755_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. Inst. Fourier, Grenoble
46, 3 (1996), 755-799

GROUPES DU PING-PONG
ET GÉODÉSIQUES FERMÉES EN COURBURE -1

par F. DAI/BO et M. PEIGNÉ

INTRODUCTION

Munissons la boule unité ouverte B^ de la métrique de Poincaré
4|dd2

- — , ' - et choisissons N isométries a \ . ' - ' a N de B^ satisfaisant les(1 - |.r|2)2

conditions suivantes :

1. Le groupe F engendré par ai, • • • ON contient des transformations
paraboliques.

2. Il existe 2N demi-boules fermées euclidiennes

îai, •^1 ' ' " ̂ ^N ^a^1

dans B^, orthogonales a S^""1, deux à deux tangentes ou disjointes et telles
que pour tout 1 < i <, N on ait

az(B^) =^•i\^o.i) — ^ ~a~

La condition 1 entraîne que les boules B^^B^-i, • • • ,Bc^,B^-i ne sont
pas toutes deux à deux disjointes. De la condition 2 et du lemme du Ping-
Pong de Klein [9] on déduit que F est discret, libre et géométriquement
fini; nous dirons que F est un groupe du Ping-Pong. La présence de
transformations paraboliques dans F revient à supposer que l'ensemble

Mots-clés : Isométrie parabolique — Point cuspidal — Opérateur de transfert — Théorème
du renouvellement harmonique.
Classification math. : 53C22 - 60K05.
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des géodésiques fermées de la variété M = B^/F n'est pas inclus dans un
compact. Le groupe F étant géométriquement fini, le nombre de géodésiques
primitives fermées de M de longueur inférieure à a est fini. Notons du la
distance hyperbolique sur B^ et 6 l'exposant critique de la série de Poincaré
^ e-sdjj(o,-y0) associée à F; nous démontrons le
7er

THÉORÈME A. — Le nombre de géodésiques primitives orientées et
çdb

fermées de M dont là longueur est inférieure à a est équivalent à —- quand
ao

a tend vers +00.

De nombreux résultats dans ce sens ont déjà été publiés; citons par
exemple [5], [10], [13], [15]. Si d = 2, le théorème A est une conséquence
d'un résultat de L. Guillopé sur les surfaces géométriquement finies de
courbure —1 ([6]). En revanche, lorsque d > 2, ce résultat est nouveau
et généralise celui de S. Lalley [12] établi pour les groupes F purement
loxodromiques; la méthode qu'il utilise pour établir ce théorème consiste à
traduire le problème géométrique initial en un problème de dénombrement
d'orbites périodiques pour un flot spécial sur un sous-décalage de type fini,
puis à relier ce problème de dénombrement à la théorie du renouvellement
pour une marche de Markov transiente sur M. Deux propriétés essentielles
permettent dans ce contexte d'appliquer la théorie des opérateurs de
transfert de Ruelle : le caractère dilatant du décalage assuré par l'absence
de transformation parabolique dans le groupe et la régularité hôldérienne
de la fonction plafond définissant le flot spécial. Nous adaptons ici cette
méthode pour démontrer le théorème A; la présence de transformations
paraboliques dans T nous amène pour coder les géodésiques de M à
introduire un alphabet infini et donc à sortir du cadre du formalisme
thermodynamique de Ruelle. Pour pallier à cette difficulté, nous utilisons
fortement la géométrie du problème en nous appuyant sur une étude précise
de la dynamique des éléments de F.

Nous remercions Y. Guivarc'h pour nous avoir souligné l'intérêt
d'établir l'asymptotique du nombre de géodésiques fermées en présence
de transformations paraboliques dans le groupe F. Nous avons également
bénéficié d'une lecture détaillée de notre première rédaction par M. Babillot
et des remarques de E. Le Page; nous les remercions tous les deux.
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I. TRANSFORMATIONS PARABOLIQUES
DE F ET A-DÉVELOPPEMENT.

Fixons un entier N > 2 et choisissons N isométries orientées
^i^" • •> C^N de B^ satisfaisant les conditions 1 et 2 citées dans l'introduction.

NOTATIONS. — Pour tout 1 < i < N , on note B^ la trace de BQ,
sur S^"1, S^ le bord de B^ et Von pose A = {û^1, • • • , û^1}.

On note A l'ensemble limite de F, D l'ensemble B^ - |j (Ba - Bo)
açA

et 9 A = A n D l'ensemble des points limites cuspidaux [15].

L'ensemble D est un domaine fondamental pour l'action du groupe F
engendré par A. Nous supposons désormais que l'origine 0 appartient à D\
ainsi, pour toute suite ai, • • • ,ai d'éléments de A tels que a^+i ^ af1 on
a ai • • • a^(0) e ^a-1' O11 déduit de cette propriété que A est un système
libre de générateurs de F.

I.a. Transformations paraboliques de F
et points limites cuspidaux.

L'ensemble A formant un système libre de générateurs de F, à tout
élément 7 de F on associe de façon unique une suite finie 0:^(7) = a\, • • • , ai
de A définie par 0102 • • ' ai = 7 et a^+i -^ a^1 pour tout 1 < i < l — 1.

NOTATION. — On note P Pensemble des éléments p paraboliques et
primitifs (i.e. p -^ 7^ pour tout 7 e F — {Id} et pour tout n > 1) de F tels
que

uj^(p) = ai, • • • , ai avec l^ 2, ai 7^ a^1 et o^+i -^ a^1 pour 1 < i <, l - 1.

Nous avons le

LEMME 1.1. — Si 7 est une transformation parabolique primitive
de F, elle est conjuguée à un élément de A U V.

Démonstration. — Supposons que 7 ne soit pas conjugué à un
élément de A\ ainsi 0^(7) = ai, • • • ,ai avec l > 2. S'il existe 1 < i < l
tel que û^ == o^+i, on peut, quitte à conjuguer 7, supposer que ai = 03 et
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ai -^- a^1. Soit x^ le point fixe de 7; on a x^ = lim 7n(0) = lim ^"""(O)
n—>+oo n—»'+oo

d'où ̂  6 ^a~1 ̂ ^ar En appliquant le même raisonnement à ûÇ^ai et en
utilisant l'égalité a\ =02? on obtient a^1^^) ç Soi ̂ S^-i. Par conséquent,
a^ ç Soi n S^-i n S'a; ce qui est impossible car ai ^ a^1. D

L'ensemble limite de F contient les points fixes de tous les éléments
de F; comme r contient des transformations paraboliques, on a 9 A ^ 0
d'après le lemme précédent.

LEMME 1.2. — Si x ç. 9 A il existe exactement deux transformations
paraboliques (7 et ̂ -1) de A U P fixant x. De plus si L^A^) = a!? • • • 5 o'i
(avec l >1 et ai ^ a^1) alors x ç. S^-i D S'a;.

Démonstration. — Ce lemme découle de l'étude des points cuspidaux
d'un groupe discret ([17] théorème 12.3.4) et du fait que A forme un système
libre de générateurs de r. D

COROLLAIRE 1.3. — L'ensemble V est non vide si et seulement si il
existe ai et ai dans A, ai ^ a^1, tels que S^-i n Sa; H A 7^ 0.

I.b. ^4-développement des points de A°.

NOTATION. — On note A° l'ensemble A privé des orbites sous F des
points fixes des éléments de A U P.

L'ensemble A formant un système libre de générateurs de F, nous
avons la

PROPOSITION 1.4. — Soit x G A°. Il existe une unique suite (a^>i
de A, notée ^^(rr) et appelée A — développement de x telle que

(i) la suite (ai • • • an(0))n>i converge vers x en distance euclidienne;

(11) a^+i 7^ a^~1 pour tout i > 1.

NOTATION. — On note S^ l'ensemble {(a^>i : a^ G A, a^+i ^
^}.

La proposition précédente établit une injection ujj^ de A° dans SJ^; cc^
n'est pas surjective car A° ne contient pas les points fixes des éléments de
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AUP. Munissons S^ de la métrique D définie par V(0î)^i, V(c^>i 6 S^

-D((<^),>i, (^)^i) = -„: avec N = mî{n > 1 : dn ^ Cn}. L'application UJA
de A° muni de la distance euclidienne sur (o;^(A°),D) est bicontinue d'où
le

LEMME 1.5. — Soient x G 9A et 7 Pun des deux éléments de A U V
fixant x. Posons ^.4(7) = ai, • • • , ai. Si (xn)n>i Gst une suite de A° H B^-i
convergeant vers x alors la suite (^(xn))n>i converge vers la suite uj de
période ai, • • -a;.

Démonstration. — Posons u^A^n) = (ûm)z>i avec dni = ai pour
tout n > 1. Raisonnons par l'absurde et supposons que la suite (cj^(xn))n>i
ne converge pas vers cj; il existe donc un entier k > 2 et une sous-suite
(xnp)p>i tels que a^i = o'i pour tout 1 <_ i < k et ânpk ¥- a k ' La
suite (a^i •••ar^np^i converge vers y = ûÇ_^ • • -a^x, point fixe de
la transformation d k " ' a^i • • • ûfe-i- On a y ç. S^-i D Sak-i et pour tout
p ^ 1 la suite ̂ (a^ • • • a^Xnp) commence par anpk ¥- ûfc; ainsi, pour
p assez grand on obtient dnpk = o'k^-i ce (lul es^ absurde, car anpÇk-i)
=ak-i. a

II. CODAGE DES GÉODÉSIQUES FERMÉES DE M
LORSQUE P = 0

II. a. Codage des points de A° et des géodésiques fermées de M.

NOTATIONS. — On note A* Pensemble {an/a € A^n > 1} et SJ^
l'ensemble des suites (a^)î>i de A* telles que a^+i -^ af1.

Soit x e A°; on note uj^ {x} la suite (o^ tp )p>i construite à partir de
uj^(x) = (ûî)î^i de la façon suivante :
a^ = ai et n\ = max{n> 1/ai = • • • = an}
^p = Ûrip-i+l et ^P = max{?2>l/anp_i+i = Onp.i+2 = • • • = Û^.i+n}-

La suite uj^ (x) est appelée A* — développement de x.

On obtient ainsi une bijection de A° sur S^. Notons T^ l'application
sur A° induite par le décalage sur SJ^ et définie par T^{x} = a^^x où
a1^1 est le premier terme de uj^(x).
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Soient x un point TA* -périodique de A° et pA*{x} l3- P^ petite
puissance strictement positive de TA* fixant x. Si a; est T^* -périodique
alors UJA* (a;) est périodique, de période a^1, a^2, • • • , a PA^X), et l'on note

.̂(̂ oM2,...̂ ;̂ .
Dans ce qui suit, Per^4*(A°) désigne l'ensemble des points TA* -périodiques
de A°.

Soit 7 une transformation loxodromique de r; la projection sur M de
son axe, orienté du point répulsif vers le point attractif, est une géodésique
fermée et orientée de M notée ̂ . Notons G M l'ensemble des géodésiques
fermées primitives orientées de M privé des géodésiques ̂  avec a € A; la
démonstration du lemme suivant est laissée au lecteur.

LEMME 11.1. — Soit ^4* l'application de Per^(A°) sur G M qui a
x associe la géodésique ^A*^) = ^a71!...̂  où p = pA*(x} e^ ^A^W =

a^1,^2, • • • ,0^. Cette application est surjective; de plus, si ^A^^i) =

^^(0:2)? alors pA^^i) = PA*(X2) Qt il existe 1 < k < pA^^i) ̂  q^
x^=T^{x^).

Si 7 est une transformation loxodromique primitive de F, la lon-
gueur l(ç^) de la géodésique ^y est donnée par l(ç^) = —Log\Y(x^)\ =
Log^a^-i)! (*) où x^ = lim 7n(0).

n—^+00

NOTATIONS. — Notons /A* 1' application de A° dans R définie par
\/xçA° fA^x)=-Log\W^nlx)\

où a^1 est le premier terme de UJA* (x) et posons Sn/A* = /A* +fA^ °'^4* +
• • • + ÎA- ° T^1 pour tout n > 1.

Remarquons que /^(a*) = Log\(a~[nl)f(x)\ = Log\T^(x)\ et donc
SnfA^x) = Log \(T^V(x)\. On déduit de (*) que si ^ € GM et x ç
Per^*(A°) sont tels que ^ = ̂ (.r) alors l(ç) = Sp^ç^fA-(x).

COROLLAIRE 11.2. — Pour tout a > 0, le nombre TTM(û) de géodési-
+00 ]_

ques de G M de longueur inférieure à a est donné par TTMW = S ~^{x ç=-
n=l n

Per^(A°)/p^(^) = n et SnfA-(x) <: a}.

Le groupe F étant géométriquement fini, Tr^û) est fini.
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II.b. Propriétés de T^.

NOTATIONS. — On note S^ rensemble des suites bilatères (a^)^z
de A" telles que o^+i 7^ a^1 pour tout i ç. Z.

Pour tous x- et x e A° avec uj^{x) = o^o^2 • • • e t uj^(x-) ==
ûo'77'0, ol^"1 • • -, on note cj^*(a;_, x) la suite bilatère ' ' - a77^15a?0 ?a?1 ?a^2 " ••

Posons A° x^. A° = {(x-,x) e A° x A%;(a;_,:r) e S^}; pour
tout a71 e A* notons (A° x^. A°)a^ (resp. A^n^ l'ensemble des points
{x-,x) e A° x^ A° fresp. x ç. A°) tels que le premier terme de UJA^W
soit a71.

Remarquons que uj^{x-^x) € S^* si et seulement si ai 7^ ûg • Le
lemme qui suit est essentiel pour montrer que T^ est dilatante et construire
sur A° une mesure de probabilité Tj^ -invariante.

LEMME 11.3. — L'ensemble A° x^ A° est relativement compact
dans A° x A° privé de la diagonale.

Démonstration. — Supposons que A° x^* A° contienne un couple de
la forme {x, x) où x e A° et considérons une suite (^, Xn)n>i de A° x^ A°
convergeant vers (x^x). Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer
qu'il existe deux éléments ai et 02 de A, ai ^ a^1, tels que pour tout n > 1
on ait Xn e A^ et yn G A^. Le point x appartient donc à 5ai H 6^2 n A ce
qui est absurde car 9A ne contient que les points fixes des transformations
paraboliques de A. D

COROLLAIRE 11.4. — II existe Tvi eN* tei que inf Kr^)'^)! > 1;
xç:A°

en d'autres termes, l'application Tj^ est dilatante sur A°.

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde et considérons un réel
f3 > 1 et une suite (xn)n^i de A° tels que \(T^y(xn)\ < 0 pour tout
n > 1; posons UJA- (^n) = (^r)^>i et 7n = û^1 • • • <^. Quitte à extraire
une sous-suite on peut supposer que pour tout n > 1 on a dni = ûi et
Ûrm = Û2.

Si ai 7^ a^1 la transformation 7^ est loxodromique. Notons x^
le point répulsif de 7^ et posons ^/n = T^{xn}\ on a a*^ — Xn\ =

VT^(^)ll^(^)11^7n - ̂ 1- risque ai ^ a^1 le couple {x^yn) ap-
partient à A° x^* A° si bien que d'après le lemme 11.3 il existe A > 0
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_ A I—————tel que pour tout n > 1 on ait 2 ^ \x^ - Xn\ > -^^Yn^Ji' L^ axes
des transformations 7^ se projettent sur M en des géodésiques fermées
dont la longueur est Log|7^(;zÇj|; comme le nombre TTM(a) est fini pour
tout a > 0 on a nécessairement lim |7^(:zÇ^)| = +00 ce qui contredit
l'inégalité précédente.

Si ai = a^1 choisissons a ç A - {a^1} et posons Xn^i == axn\ on a
\(T^Y(Xn)\ < Cfî avec C = sup Ka"1)'^)]. Le raisonnement précédent

xçA°
s'applique en remplaçant Xn par Xn. D

Le décalage sur S^ induit sur A° x^ A° l'application T^ définie
par TA* (x-, x) = (a^x-.a^x) où a^1 désigne le premier terme de
ujA-(x). La famille ((A° XA- A°)an)anç^ forme une partition de A° x^.
A° et l'action sur (A° x^* A°)an correspond à la multiplication par
a~71 de chaque coordonnée. La mesure de Patterson-Sullivan ([16], [19])

/ i , x a(dx-)a(dx) , n nm(da;_ dx) = — — — . ^ sur A0 x^ A0 étant r-invariante, elle est aussi
\x— — x\

T^ -invariante. Comme l'ensemble A° x^ A° est relativement compact
dans A° x A° privé de la diagonale, la mesure m(cb_ dx) est finie. Notons
alors q l'application de A° x^ A° dans A° définie par q(x-,x) = x', la
mesure q(m) est finie et Tj^ -invariante sur A°. On pose alors ç(m)(A°) =
1/Ci et

h^x)=cJ ^——.
./{a;-eAO/(a;-,a;)(=AOx.4*AO} \X- - X^0

COROLLAIRE 11.5. — La mesure y^{dx) = h^ (x)a(dx) est une
mesure de probabilité T^-invariante sur A°. De plus

\^A*(x) — h A * ( y ) \sup sup ' •A \ /———^-21 < +00 avec 60 = inf(l,^).
a^çA- .,yçA^ \X-y\60 v ' /

x^

Démonstration. — La première assertion découle des propriétés de
m et du choix de la constante Ci. Fixons un élément a71 e A* et deux
points distincts x et y de A^n ; on a
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|/u*(^) -hA-{y)\
<^ ̂ i / 1————r^7 ~ 1———TÎÂ"

J{x,çAO/(x-,x)çA^x^AO} \X-X-\26 \y-X-\26
a(dx-)

r \\rr ^ I0 \ii ^r \°\^+i^ / \\x — x-\ — \ y — x - \
< 2 ' Ci / —————F.-F]————-7-^-<j[dx-.)

J{x-çAO/{x-,x}^x^A^} \X - ̂ -r|?/ - a-l20

+1/^ r
-^— \ \\x - x-\6 -\y- x-^aÇdx-)

26+lCl
< ——46—

^ ^{x- çA°/{x- ,x)eA° x.4* A0}^ Jix-çAO/(x-,x}(-Aox A*A°}

avec eo = inf{|z- - ̂ |/(^-,^) e A0 x^ A0} > 0 d'après le lemme 11.3. Si
6 < 1, on a \\x — x-\6 — \y — x-\6 < \x — y\6'^ sinon, il existe A > 0 tel que
||a; - x-\6 - \y - a;-]6! < A\x - y\. D

III. UN NOUVEAU SYSTÈME DE GÉNÉRATEURS

Dans ce paragraphe, nous supposons que F contient des transfor-
mations paraboliques primitives n'appartenant pas à A. On rappelle que
les transformations paraboliques primitives de F sont conjuguées à des
éléments de A U V. Fixons un sous-ensemble PQ de P satisfaisant les pro-
priétés suivantes :

(1) si p e Pô alors p~1 C PQ,

(2) si pi et j?2 appartiennent à Pô alors pi et p^ ne sont pas conjugués.

En d'autres termes, PQ est un système symétrique de représentants
des classes de conjugaison d'éléments paraboliques primitifs de F n'appar-
tenant pas à A Posons PQ = {TT-I.TI-I, • > • -,^-L^L} avec TT-^ = Tr^"1.

La présence dans Y de transformations paraboliques non conjuguées
aux générateurs entraîne que Tj^ n'est plus dilatante; pour retrouver
cette propriété de dilatation, il faut prendre en compte les puissances des
éléments de P.

III.a. Les chaînes.

NOTATION. — Soient 71 et 72 deux éléments de T. On suppose que
le dernier terme, noté a, de là suite €(^4(71) coïncide avec le premier terme
de la suite (^^(^2)' On note 71 V^4 72 Pélément 71 a"3^ de F.
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DÉFINITION III.1. — Soient pi ,p2," ' ,Pz des éléments de Pô; on
pose ^A{pi) == o^i, • • • , o^ et on suppose a^ = a'çi-\-i)i pour tout 1 <i < l.
Là transformation pi ̂ AP2 VA ' ' ' ̂ APi es^ appelée chaîne d'éléments de Pp
(ou plus simplement chaîne).

Puisque 0^1 -^ a^, si pi \/A P2 ^A ' • • ^A Pi es^ une chaîne alors
Pw ¥" Pi pour 1 < i < l — 1. De même, comme au -^ o^1 on a p^+i 7^ p^1.
Remarquons enfin que si 7 = pi VA P2 VA ' ' ' VA Pi es^ une chaîne, il en est
de même pour 7~1 et l'on a 7"1 = p^1 \/A • • • V^PF1'

NOTATION. — On note C l'ensemble des chaînes de F.

PROPRIÉTÉ III.2. — Soit 7 une chaîne. Il existe une unique suite
pi, • • • ,pi de Pô telle que ^ = pi \/AP2 V A ' " \ / A Pi-

Démonstration. — Cette propriété découle du fait que F est un
groupe libre et du lemme suivant

LEMME III. 3. — Soient pi et p^ deux éléments de P. Posons
^A(pi) = ai i ,"^ûiA; et ujA(p2) = û 2 i , - " , û 2 z . Si (011,012) = (021,022)
alors pi ==p2-

Démonstration du lemme. — Supposons on = 021 = 01 et 012 =
022 = 02. Notons respectivement x\ et x^ les points fixes de pi et p2.
Les points O]"1^!) et O]"1^) sont fixés respectivement par o^piai et
o^^oi; ces deux points appartiennent donc à S^-i D Sa^ ce qui entraîne
x\ = x ' z . Les points fixes des transformations paraboliques de F étant de
rang 1, on a pi = p2. û

III.b. Décomposition canonique des éléments de F.

Choisissons un ordre sur PQ = {TT-I, 71-1, • • • , TT-L, ̂ L} en posant par
exemple

7Ti < TTj si et seulement si \i\ < \j\ où i == —j et i < 0.
On a donc TT-I < TTi < Tr-2 < TT^ < ' ' • < TT_^ < TT^. Remarquons que si
ni < 7Tj avec \i\ ̂  \j\, alors TT-^ < TT-J.

DÉFINITION III.4. — S'oit 7 = pi \/A • ' ' V.4 pi avec l > 2. On dit
que 7 est une chaîne élémentaire si et seulement si
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i) pi <p2 < ' " <Pi (i-e' 7 est croissante),

ii) pi > p'z > ' ' ' > Pi (i'G- 7 est décroissante),
iii) ii existe 1 < s < l tel que pi > p2 > " ' > Ps et ps < ps+i < • - • <

pi (Ï.e. 7 est brisée).

NOTATION. — On note CQ Pensemble des chaînes élémentaires de T.

De par le choix de l'ordre sur T^o? on a :

PROPRIÉTÉ III. 5. — Si 7 est une chaîne croissante (resp. décrois-
sante), alors 7~1 est une chaîne décroissante (resp. croissante). Si 7 est une
chaîne brisée, il en est de même pour 7~1.

DÉFINITION III.6. — Soient 7 e F et c<;^(7) = W^KKI' Suppo-
sons qu'il existe 1 < k < r < l tels que rik = n/c+i = • • • = rir == 1 et
Ofc • • • dr € C (resp. Co). La chaîne dk ' ' • o'r est une chaîne maximale de 7
(resp. chaîne élémentaire maximale de 7^ si pour tous entiers k ' et r ' tels
que ( k ' , r ' ) -^ (k,r) eil <k1 <k <r <r' <l, la transformation a^ • • • dr'
n'appartient pas à C (resp. Co).

Nous allons associer à chaque transformation 7 G F deux suites,
l'une D(7) = (A(7))i<^ à valeurs dans A* U Pô U Co et l'autre €(7) =
(ez(7))i<z<s-i à valeurs dans l'ensemble de symboles {V,V} (la suite 6(7)
prendra toute sa signification dans la proposition III.8).

Posons 01:^(7) = W^Ki^i'
Construction de 2)1(7).
On considère le plus grand entier 1 < s < l tel que a7^1 " • a^3 e

A* U Pô U Co et l'on pose Di (7) = a ^ l " ' a ^ s .

Construction de 2^2(7) et €1(7).

Si ^1(7) = 7, autrement dit si 7 € A*U'PoUCo, alors ^(7) = (^1(7))
et 0(7) est la suite vide. Sinon, on pose 71 = ^1(7) et on distingue trois
cas.

• 7i t Co : on pose alors 2)2(7) = ̂ ^FS) et el(7) = V-
• 7i ^ Co et 71 est une chaîne maximale de 7 : on pose de même

2)2(7) ̂ I^rS) et 61(7) =V.
• 7i ^ Co et 71 n^est pas une chaîne maximale de 7 : dans ce cas, 71 est

soit une chaîne croissante, soit une chaîne brisée : 71 = pi V^ • • • \/APk' On
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pose alors ^2(7) = D\(pk^1^) et 61(7) = V. Remarquons que 2^2(7) est
alors une chaîne élémentaire décroissante ou brisée : -^2(7) = çi^^- • '^AQr
avec q i = p k '

En réitérant ce procédé, on construit deux suites ^(7) et 0(7)
associées à 7; ces deux suites constituent la décomposition canonique de 7.

Exemples.— 1. Si 01^(7) = (a^Kî^ avec rii >_ 2 pour tout
1 < î < Z alors ^(7) = c^^* (7) et ej = V pour 1 <, j < l — 1.

2. Si 7 == j?i V.4 - • • V.A pfc est une chaîne, on considère la suite
d'entiers k\ = 1 < k^ < • • • < ki == k telle que pour tout 1 ̂  i < l — 1
la chaîne p^ v^ • • • V^ Pki+i soit élémentaire et maximale dans 7. On
obtient alors ^(7) = (A(7))i^<z avec A(7) = Pki V^ • • • V^ p^+i
et 6(7) = (ei(7))i^î<^-i avec 6^(7) = V. Remarquons que P(7~1) =
D,-^^, • • . , D-,\^ et e(7-1) = 0-1(7), 0-2(7), • • • , €1(7).

PROPOSITION III.7. — Soit 7 e F; posons D[^) = (7z)i<î<; et
^(7) == (^)i<z<z-i. On a D(7-1) = 7^1^̂ --ll • • ' ^ 1 et e^-1) =
e^-i,e^-2, • • • ,ei.

Démonstration. — Si 7 G A* U T^o U C, la proposition est facile à
vérifier. Sinon, notons uj^ (7) = (û^K^ et considérons la suite ̂ i, • • • , g?
des chaînes maximales de 7 ou des éléments de Pô (n'appartenant pas à
une chaîne de 7) apparaissant dans la décomposition de 7 et classés dans
leur ordre d'apparition. Pour tout 1 ̂  j < p, on a gj = o^.3 • • • ds]3 avec
1 < A;i < 5i < k-z < 52 < • • • < kp < Sp < l. Notons D(gj) = (Ate))i<^^,
et e(gj) = (^i(9j))i<i<,ij-i la décomposition canonique de chaque gj. Les
suites D(^) et 0(7) sont construites à partir de la décomposition canonique
D(gj), e(gj) de chaque g^ 1 < j < p de la façon suivante :

D(7)=a?^•..,a^^Dl(^),P2(^),•••,^^l),<siï^•••,

^ri1^!^)--
et

€1(7) =•••=^1-1(7) =V^i(7) =ei(^i),e^+i(7)
= €2(^1), • • • , Cfci+Zi-2(7) == Oi-i(^i)

6fei+Zi-i(7) = V ' - - .

Si on considère maintenant 7~1, la suite des chaînes maximales de 7~1 ou
d'éléments de PQ (n'appartenant pas à une chaîne de 7~1) apparaissant
dans la décomposition de 7~1, et classés dans leur ordre d'apparition est
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^o1?'' '?^!'1 '^'3 ' proposition III.7 résulte alors du fait que pour tout 1 < j<
p, onaj9(^~1) = D ^ l { g j ) , " ' , D ^ l ( g j ) et e(^~1) = Q,-ite), • • • ,6i(^-).D

On se propose à présent de retrouver 7 à partir de sa décomposition
canonique.

NOTATION. — Soient 71 = pi V^ • • • V^ py. et 72 = 9l V^ • • • V^ Çg
deux chaînes telles que pr = qi' On note 71 V-p 72 là chaîne pi V^ • • • V^
Pr^AQ2 V A - - - V ^ ^ .

La proposition suivante découle directement de la construction des
suites D(^) et 6(7).

PROPOSITION III.8. — Soit 7 e F; on pose ^(7) = (7î)i^<z et
6(7) = (e^)i<^-i. OB a 7 = 71 * 72 * • • • * 7r, avec :

7z * 7î+i = 7î7z+i si e, = V,

7î * 7î-i-i = 7^ V-p 7î-(-i si €î = V (dans ce cas 7% est une chaîne élémen-
taire croissante ou brisée et 7^+1 est une chaîne élémentaire décroissante
ou brisée).

III.c. jB-développement des éléments de F.

NOTATION. — On pose B = A* UPo.

Nous construisons ici un algorithme, basé sur la décomposition cano-
nique des éléments de F, associant à chaque élément 7 e F une suite finie de
6, notée ^0(7) = 6i, 62? • " 5 bi et appelée B-développement de 7, vérifiant
les propriétés suivantes :

i) 7=&i. . .^ 2) ^(7- l)=^•••^^ l 3) c^rS)^,-^.
Par convention ù;^(Id) est la suite vide.

Commençons par construire le ^-développement d'un élément 7 G
^*UPoUCo.

Cas ou 7 e A" U T^o : on pose 0:̂ (7) = 7.

Cas où 7 ç CQ : il existe alors pi, • • • , pk e Pô e^ k > 2 tels que
7 = Pi VA • • • V^pfc; pour tout 1 < i < k, notons c^(p^) = (a^)i^^^.
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Si 7 est une chaîne décroissante, on pose

^6(7) =Pl^22,-", ^2(^2-1)^3, Û 4 2 , - - - , a 4 ( ^ _ i ) , p 5 • • • .

Si 7 est une chaîne croissante, 7~1 est une chaîne décroissante; on
note ^(7~1) = 61, • • • , bi et on pose 0^(7) = ^-1, • • • , 6]~1.

Si 7 est une chaîne brisée, il existe 1 < s < k tel que pi V^ • • • V^ ps
soit décroissante et ps \/A ' • • V^ Pfc soit croissante. Notons Ci = pi V^
•• •VAPs- i ,C2 ^s+iY.A'- 'V.APfc et g = a^-'-a^.i); on a 7 = C^gC^.
Remarquons que si s = 2 (resp. s = k - 1) la transformation C\ (resp. 62)
est un élément de Pô et sinon Ci (resp. 62) est une chaîne décroissante
(resp. croissante). Les ^-développements de C\ et de 62 ont donc déjà été
définis : notons-les respectivement (&n)i<^i et (&2z)i<z<r2- Deux cas se
présentent selon la parité de s et de k.

1) Si s et k sont impairs, les décompositions canoniques des chaînes
Ci et 62 font intervenir un nombre pair d'éléments de Pô. On a donc
^in = a(s-i)is-i = asl et ^21 = CLsi, = û(s+i)i; on pose alors

(^(7) = 6 i i , ' - ' ,& i (^_ i ) , p5 ,622 , - " , ^2 r2 -

2) Sinon, on a b^ = Ps-i ou ^21 = Ps+i et l'on pose

^0(7) = ̂ ll? • • • ^lri,Ûs2, • • • ,as(Z^-l),^21, • • • ^2r2-

Remarque. — Soit 7 e A* U Pô U Co; notons 0:^(7) = 6i, • • • , bi. Par
construction de 0^(7), on a 7 = 6i • • • ̂  et o;̂ ""1) = ^-1, • • • , b~[1.

Avant d'expliciter le B-développement d'un élément quelconque 7 de
F, introduisons la

NOTATIONS. — Soient 0:1 = (bu)i<i<i^ et 0:2 = (^Kz^ deux

suites d'éléments de B.

On jiotea;iVa;2 la suite ^11,^12, • • • ^iZi,^2i^22, • • • ,^2-
Si &ni = 621, on note o;^ Vo;2 la suite 611,612, • • • ,bu^b^, ' " ,^2-

DÉFINITION III.9. — Soient 7 e F et ^(7) = (7z)i^z<r,e(7) ==
(^î)i<î<r-i sa décomposition canonique. Pour 1 < i < r la transformation
^appartient à A* UPoUCo et 0^(7^) a déjà été définie; on pose alors

^(7) = ^^(7l)^1^0(72)e2 • • • Cr-l^(7r).

Nous avons le


