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TOPOLOGIE D’UN POLYNOME DE
DEUX VARIABLES COMPLEXES AU
VOISINAGE DE LI’INFINI

par Laurence FOURRIER (*)

0. Introduction.

Ce travail s’inscrit dans la recherche de systémes complets d’invariants
topologiques, algébriquement calculables, associés & un polynéme f de
deux variables complexes. Les invariants que nous obtenons permettent de
décrire complétement la topologie de f au voisinage de l'infini, c’est-a-dire
en dehors d’un compact arbitrairement grand de C2.

Nous distinguons deux types de relation d’équivalence :

1) La conjugaison usuelle : deux polynémes f et g de C? dans C sont
dits topologiquement conjugués a l’infini s 11 existe deux compacts K, K’
de C? et deux homéomorphismes H : C? \ K —C? \ K' et h:C — C tels
que hof=goH.

2) La conjugaison des feuilletages : il existe un homéomorphisme

H:C?\ K — C? \ K’ transformant toute composante connexe d'une
fibre de la restriction f|c2\x en une composante connexe d'une fibre de
la restriction g|c2\g’. Nous dirons alors que f et g sont topologiquement
F-conjugués a l'infini.

La classification topologique des germes de fonctions holomorphes est
bien connue : un arbre pondéré est associé a tout germe f. Il se construit a
partir de la donnée de la résolution de f ou bien & partir de ’entrelacs défini

(*) Une partie de ce travail a été effectuée & 1'Université Complutense de Madrid et &
I’Université de Valladodid. Ce séjour était financé par la DGICYT.

Mots-clés : Singularités — Résolution des singularités — Courbes algébriques planes —
Noeuds et entrelacs.

Classification math. : 14B05 — 14E15 — 14Q05 — 57M25.
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par la trace de f~1(0) sur une petite sphere. Cet arbre est un invariant
topologique complet (voir [8], [21], [36]). En considérant C? comme une
carte de P2C, un voisinage de l'infini devient un voisinage d’une droite P,
et la fonction holomorphe f, au voisinage de l'infini, devient une fonction
méromorphe f & poles PL.. Comme pour les germes de fonctions, il sera
possible de se ramener par une succession d’éclatements a une situation
localement simple mais des difficultés nouvelles apparaissent :

(a) on doit étudier une fonction holomorphe au voisinage d’un diviseur D
qui n’est plus exceptionnel;

(b) on ne peut localiser la situation au but car au voisinage de D,
la fonction prend toutes ses valeurs et certaines composantes de D sont
transverses aux fibres de la fonction.

Plus précisément, on peut séparer les poles des zéros de f par une
succession d’éclatements. Nous effectuons alors une série d’éclatements
supplémentaires afin d’obtenir une situation «& croisements normauxy :
on a une fonction F d’une surface compacte & valeurs dans P!C dont
nous explicitons les modeles locaux et que nous étudions au voisinage d’un
diviseur & croisements normaux. En restriction & certaines composantes
du diviseur, appelées classiquement dicritiques, F' prend toutes ses valeurs.
Ces composantes ne se coupent pas. Sur les autres F' prend des valeurs
constantes ¢; dont oo.

Nous prouvons ici que ces valeurs ¢; différentes de oo, auxquelles on
ajoute les valeurs correspondant aux fibres multiples sont exactement
celles ol f n’est pas une fibration topologique «& linfini» (dites
valeurs irréguliéres & l’infini). Des critéres topologiques d’irrégularité
(voir [14], [30]) ou analytiques (voir [12]) sont bien connus; notre cons-
truction donne un algorithme algébrique permettant de calculer ces valeurs
irrégulieres. Pour ce faire, nous décrivons la topologie & l'infini des fibres
régulieres voisines des fibres f~!(c;). En particulier, on compare leur
caractéristique d’Euler & celle de f~!(c;). On obtient un résultat qui
complete (et redémontre) celui de Ha et Lé [14] et permet de déterminer,
& partir de la résolution, méme si f~!(c;) est multiple, s’'il y a ou non
saut de caractéristique d’Euler. Lorsqu’on classifie par la conjugaison des
feuilletages, on distingue les différentes branches a ’infini d’'une méme fibre
de f. On a ainsi une notion de branche (feuille) irréguliére & ’infini et des
résultats similaires.

Il est alors naturel de considérer comme invariant topologique
possible :
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(1) la donnée des paires de Puiseux & l'infini (voir [13]) des branches &
Pinfini de la courbe Z constituée de toutes les fibres irréguliéres a l'infini
et d’'une fibre réguliere quelconque et la donnée de leurs exposants de
coincidence (voir [13], [21]);

(2) ’entrelacs L formé de la trace de Z sur une grande sphere de C2.
Pour la classification par conjugaison des feuilletages, Z sera constituée
uniquement des branches irréguliéres & I'infini et d’une branche réguliére.

D’aprés Neumann et Rudolph [24], [26], [27], 'extérieur de L est une
variété graphée. On est ainsi amené & comparer ’arbre de satellisation de L
avec larbre A (pondéré et fléché) «dualy de la résolution & linfini de f.
Cet arbre n’est pas canonique; il dépend de la compactification choisie
de C2. Considérons sa classe d’équivalence (deux arbres sont équivalents si
I’'on peut passer de I'un & P’autre par une suite finie «d’éclatements et de
contractions »). On obtient :

THEOREME 1. — Soient f et g deux polynémes de C? dans C. Les
affirmations suivantes sont équivalentes :

(1) f et g sont topologiquement F-conjugués a I'infini;

(2) f et g ont mémes paires de Puiseux & I'infini et mémes exposants de
coincidence;

(3) Ies entrelacs associés & f et g sont conjugués;
(4) les arbres duaux des résolutions & I'infini de f et g sont équivalents.

Remarquons que 'implication (2) = (3) s’interpréte comme un théo-
réme de type « Zariski-Lejeune » & P’infini.

Par contre, ce systéme d’invariants n’est pas complet pour la
classification topologique des fonctions : il est nécessaire d’enrichir
Pentrelacs L ainsi que ’arbre A par un «coloriage» rendant compte des
valeurs des fibres. D’autre part, la monodromie du revétement non ramifié
de l’espace des bouts des fibres régulieres de f sur P!C induit par f
est visiblement un invariant topologique. Nous ’appelons 0-monodromie
a linfini de f. Il rend compte de la restriction de F' aux composantes
dicritiques.

THEOREME 2. — Deux polynémes primitifs (i.e. dont la fibre générique
est connexe) f et g de C? dans C sont topologiquement conjugués & I'infini
si et seulement si leurs arbres colorés respectifs sont équivalents et leurs
0-monodromies a I'infini sont conjuguées.
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La classification globale des polynémes semble nécessiter des invari-
ants plus riches. En effet, par les mémes méthodes, nous obtenons dans (9]
la description topologique de f sur un ouvert constitué d’un voisinage
de linfini et de voisinages de chaque fibre irréguliére (y compris dans
le fini). L’obtention d’un systéme complet d’invariants se raméne donc &
la compréhension de la monodromie géométrique de la fibration constituée
de toutes les fibres réguliéres a partir des monodromies locales autour de
chaque valeur irréguliere.

Remerciements. — Je tiens & remercier le Professeur M. Boileau
qui m’a intéressée a ce sujet et les Professeurs J.-F. Mattei, F. Michel,
L. Rudolph et C. Weber pour d’enrichissantes discussions. Leurs remarques
et leurs critiques m’ont toujours été profitables.

1. Résolution a I’infini d’un polynéme.

Soit f un polynéme de deux variables complexes de degré d,
fle,y)= Y aiz'y.
i+j<d
Considérons le plongement ouvert p de C? dans P2C donné en
coordonnées homogenes [z, y,t] par :
p:C? — P2C,
(z,y) — [z,y,1].
Il décompose P2C en CZ U PL ol PL est la droite «a linfini» d’équa-
tion ¢t = 0.
Le polynoéme f induit une application méromorphe sur P2C dont le
lieu des poles est P . Notons :
f:PC\=° — PIC,
I'application holomorphe induite, £° C P. désignant 1'ensemble (fini) des
points d’indétermination de f (I'intersection des poles et des zéros de f).
On voit que :
20 = {[z,,0] € PL; fa(z,y) =0} avec fa(z,y)= Y aiz'y’.
it+j=d
Rappelons, pour préciser les notations, quelques résultats bien connus
sur la réduction des fonctions méromorphes.

DEFINITION 1. — Soit G un germe de fonction méromorphe en un
point m d’une variété V de dimension 2 et E C V un germe de courbe en m
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a croisement normal. Nous disons que le couple (G, E) est réduit en m s’il
existe en ce point des coordonnées analytiques (u,v), et des entiers p,q € N,
a=0oul tels que:

1
(1) G — G(m) = uPv? ou bien el uPv;

(2) E = (wv® =0).

ProprosiTiON 1. — Soit G une fonction méromorphe au voisinage d’un
diviseur compact E & croisements normaux d’une variété V de dimension 2.
Il existe une application IT d’une variété holomorphe V dans V', obtenue par
composition d’éclatements de points, telle que le couple (G o I, II7}(E))
soit réduit en chaque point m de I71(E).

Idée de la démonstration. — Elle peut se faire en deux étapes.

« Etape 1 : on va construire une application n’ : V/ — V par
composition d’éclatements telle qu’en chaque point de ©'~!(E), G o 7’
ou (G o 7’)~! soit holomorphe. Pour cela, on considére la suite d’éclate-
ments (m;), m; : V; — V;_;, définie de la maniére suivante : Vo =V, m;
est l’application d’éclatement (simultané) de I’ensemble fini £~1 C V;_;
constitué des points ott ni Gomy0---om;_y ni (Gom o---om_;)~! ne sont
holomorphes. Ce procédé s’arréte car la multiplicité d’intersection du lieu
des poles et des zéros de G diminue strictement apres chaque éclatement.
Notons 7’ le composé des ;.

« Etape 2 : en chaque point m de 7’ _I(E), on considére le germe de
courbe I',,, formé de 7'~ (E) et de la courbe d’équation Gor’ —Gon’(m) = 0
ou1/Gox’ = 0. On fait alors en chaque point m ot le couple (G, 7'~ (E))
n’est pas réduit la succession d’éclatements minimale nécessaire a la
réduction de Iy, (voir [3]). o

En appliquant cette proposition, on «résout» le couple (f, PL, ). Ce
procédé de réduction est unique et bien défini.

DEFiNITION 2. — Nous appelons élimination des indéterminations de
f associée a la compactification p de C? la donnée du couple (7', F = fon')
ou ' : X' — P2C est exactement obtenu par la construction de la premiére
étape de la démonstration ci-dessus.

Nous appelons résolution & 'infini de f associée a la compactification p
de C? la donnée du couple (II, F = foTI) ot IT : X — P2C est le composé
des éclatements utilisés dans les deux étapes de la proposition 1.
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Nous allons donner maintenant une autre construction de n’ par
«création de chaines », inspirée de [6], qui nous sera utile par la suite. Cette
construction se fait par récurrence.

Pas 0 :
(i), on éclate simultanément tous les points de £° : n : XJ — P2C;

(i), on effectue la suite d’éclatements de points 79 : X? — XD |
pour 1 < i < 7o, définie par : 7Y est le morphisme d’éclatement de
centre ©9_, en prenant pour X_; C X? ; ’ensemble des points singuliers
du diviseur (7§ o ---om?_;)71(PL)) qui sont des points d’indétermination

Fom0 0
de fomgo---om_;.

Ainsi tous les points d’indétermination de fonJo---onl = foII°
sont des points réguliers de (I1°)~1(PL.).
Pask :
(i), on éclate simultanément tous les points d’indétermination de
follo---ol* ! sur (II%c--- o ¥ 1)~}(PL)) ot, pour j = 1,...,k — 1,
I’ désigne le composé des morphismes d’éclatement de points du pas j. Ce

sont nécessairement des points réguliers de (IT° o - - - o ITF=1)~1(PL );

(ii), cette étape est identique & I’étape (ii)o du pas 0 : on effectue la
suite d’éclatements des points singuliers des diviseurs qui sont aussi points
d’indétermination.

Remarque 1. — A chaque pas k, le diviseur exceptionnel de II* est
une union de chaines : chaque composante irréductible intersecte au plus en
deux points les autres composantes du diviseur exceptionnel de IT%o- - - oIT*.

Remarque 2. — En tout point m du diviseur D = I7}(PL) C X, la
fonction Fy,, = F—F(m) ou 1/F si F(m) = oo s’écrit, dans des coordonnées
appropriées (u,v) centrées en m, sous I'une des cinq formes de la figure 1.

Considérons maintenant la fonction holomorphe F' en restriction &
une composante irréductible F; de D. Deux cas de figure se présentent :

(i) soit F(E;) = P!C et on dit alors que E; est une composante dicritique
de D (modeles 1 et 2),

(ii) soit F| g, prend une valeur constante finie ou infinie (modéles 3, 4, 5).

Ainsi le diviseur D se décompose naturellement en :

(a) Doo = F~*(00),
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u

RN LI
v v

|||||’|||l| Hll|||||||
1) D a pour équation u =0 2) D a pour équation uv =0
et Frp(u,v) =9, ¢ € N, et Frn(u,v) =v9, ¢ € N*,

/N
~ N

3) D a pour équation u =0 4) D a pour équation uv =0
et Fm(uy U) = upvq’ p,q € N*) et Fm(u,'u) = upvq’ P, q € N*)
u=0

5) D a pour équation u =0
et Fn(u,v) =uP, p € N*.

Figure 1 : les cinq formes de la fonction F,,, de la remarque 2.

(b) Dajc, 'union (disjointe) des composantes dicritiques de F,

(¢) Derit, I'union des composantes de D sur lesquelles la fonction F
prend des valeurs finies ¢y, ..., cp.

DErFINITION 3. — Nous appelons valeur irréguliére a [l’infini du
polynéme f les «valeurs critiques finies» (ci,...,cp) de la restriction
deFaD:D — PL, c’est-a-dire (d’aprés la remarque 2) :

(i) les éléments cy,. .., ¢, de F(Deit);
(ii) les valeurs critiques de la restriction de F & Dgic \ Doo-

Une valeur qui n’est pas irréguliére a I’infini est dite réguliere a I'infini.

Les fibres f=Y(c1),..., f~(cp) sont dites fibres irréguliéres a I'infini.
Les autres fibres sont appelées fibres régulieres a I’infini.
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Nous noterons dans la suite A7° I’ensemble (fini) des valeurs irré-
gulieres a l'infini de f.

DeriNniTION 4. — Nous appelons transformées strictes a I'infini
associée & une fibre f~1()\) de f toute composante irréductible du germe de
courbe le long de D défini par F~1(\) \ D. Nous dirons qu’une composante
irréductible E du diviseur D porte une transformée stricte s’il existe A € C
tel que F~1(A\)\ DN E # 0.

LEMME 1.

(i) les composantes E de D ne portant pas de transformée stricte a
linfini d’une fibre de f ont toutes des autointersections (E, E) inférieures
ou égales a —2,

(ii) les composantes de Do, ont toutes des autointersections inférieures
ou égales & —2 sauf peut-étre PL_ qui peut avoir une autointersection égale
aloua-—1.

Démonstration. — Si une composante E de D autre que P. a
une autointersection —1, alors lors de sa «créationy» (dans le processus
de réduction que l'on s’est fixé), en chacun de ses points, le couple
fonction méromorphe-diviseur est réduit. En effet, I’autointersection d’une
composante du diviseur baisse de 1 chaque fois qu’'on éclate I'un de ses
points. Ainsi si la composante E n’est pas dicritique elle correspond 2
un éclatement de la deuxiéme étape. Par minimalité de la réduction des
courbes, elle porte une transformée stricte. O

La forme particuliére de la fonction méromorphe f de P2C dans P!C
due au fait qu’elle est définie & partir d’un polynéme de C? va induire des
restrictions sur la forme du diviseur D.

LEMME 2.

(a') Doo N Deyiy = 0;

(b) toute composante de Dg;i. intersecte D., et toute composante
connexe de D, intersecte Dg;c;

(¢) Do est connexe.
Démonstration. — Les affirmations (a) et (b) sont immédiates.
Démontrons le point (c).

Soit N (D) le voisinage tubulaire du diviseur D construit par plombage
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(voir [23]) des fibrés normaux en disques au-dessus de chaque composante
du diviseur. Notons W, le plombage des fibrés en disques induit au-dessus
des composantes de D. Le bord de N (D) s’identifie & une sphere Sg C C?
de centre 0 et de rayon R suffisamment grand. De méme W, s’identifie &
F~1(D(00,¢)) ot D(00,¢) est un disque centré en co € P'C et de rayon &
assez petit. La variété S = ON (D) N 0W, a pour bords des tores et OWo,
s’obtient & partir de S en recollant des tores solides le long de 8S. Ainsi la
connexité de OW,, (et donc de Do) équivaut & celle de S. D’autre part,
S est connexe d’apres affirmation suivante de L. Rudolph citée dans la
démonstration du théoréme 4 de [24] :

AFFIRMATION. — La variété Sg \ F~'(D(o0,¢€)) est une réunion de
tores solides dans N (D).

CoROLLAIRE 1. — Soit D’ le diviseur obtenu lors de I’élimination des
indéterminations de f et D. ., I'union des composantes de D’ sur lesquelles
F (= fon') est constante et différente de Iinfini. Alors les composantes
connexes de D, sont des chaines. De plus I'autointersection (E,E) de

chaque composante irréductible E de D. ;, est inférieure ou égale & —2.

Démonstration. — La connexité de Do, implique que chaque compo-
santes de D/ ., lors de sa «créationy, porte exactement un point d’indé-

termination situé en son point d’intersection avec une composante de D,. O

DErINITION 5. — Soit I' une composante connexe de la partie lisse
de 'union de D et des transformées strictes des fibres irréguliéres a I'infini
de f et soit ¢ un point de T'. On appelle multiplicité de T en c¢ et on note
m(T) € Z I'ordre de la série de Laurent de la restriction & une petite courbe
lisse transverse AT encde F siT' C Do, de F — F(c) siT' ¢ (Dgic U Do)
et m,(T) =0si ' C Dgjc.

1l est clair que m.(T) est constante le long de I, nous la noterons mg

ou encore m; si I' désigne une composante E; de D.

Nous allons montrer que les autointersections e; des composantes FE;
du diviseur D et les multiplicités m; peuvent se déduire les unes des autres
& partir des données de la résolution a l’infini de f.

Considérons la matrice d’intersection A = ((a;;)) indexée par les
composantes irréductibles E; ... E, de D :

e; sii=j,
a;; =4 1 si E; intersecte Ej,
0 dans tous les autres cas.
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Remarque 3. — On voit facilement par récurrence sur le nombre
d’éclatements de la résolution que det A = +1. La raison topologique de
cette égalité est que le bord du plombage de fibrés en disques associé & D
est une sphere (cf. [16]).

Pour ¢ = 1,...,n, associons & chaque composante E; de D ’entier ¢;
défini par :

(i) € =0si E; C Doo;

(ii) £; est égal & la somme des multiplicités des transformées strictes des
fibres irréguliéres a I'infini de f portées par F; si E; C Deyit ;

(iii) si E; C Dagjc, ¢; est égal & (1 — p)r; + v; ou p est le nombre de valeurs
irrégulieres a U'infini de f, v; la somme des multiplicités des transformées
strictes des fibres irrégulieres & 'infini de f portées par E; et r; le degré de
la restriction F; : E; — P!C de F 4 E;.

ProposITION 2. — Notons :

(a) ™ le vecteur colonne ((m;))i=1...n,

(b) 7 le vecteur colonne ((£:))i=1...n-

—

On a Am+7= 0.

Démonstration. — Remarquons que le diviseur D se construit & partir
de P! et n’admet donc pas d’équation globale. On ne peut donc reprendre
Pargument du corollaire 9.2, p. 78, de [16] qui est en défaut dans notre
cas : 'autointersection (F*()\), D), pour A générique appartenant & C, est
la somme des degrés des restrictions de F' aux composantes dicritiques et
est donc non nul. Par contre Do, ainsi que chaque composante connexe C
de Dgi; admet une équation globale dans un voisinage de C (la restriction
de F'!) et donc (F*()\), Do) =0 et (F*(X),C) = 0.

(i) Considérons tout d’abord D, comme le diviseur :

—F*(OO) = Z szz

E;CD

Soit A € PIC une valeur réguli¢re finie suffisamment proche du point co
de P'C; alors :

Vk=1,...n, (—F*(c0),Ex) = (F*()\),E)
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ou (.,.) représente la multiplicité d’intersection. On obtient :

{ 0 si Ex ¢ Dgic,
Z AikM; =

EiCDos -1, si Ex C Dygjc.

(i) Considérons une valeur c; irréguliere & l'infini pour f. Notons I;
'union des composantes irréductibles de D incluses dans F~!(c;). Formel-

lement on a :
F*(cj)zzmiEi+Z Tz] + Z ‘/gj
E;ClI; E;ClI; E¢CDagic

olt T/ (resp. V;) représente la somme formelle des transformées strictes &
Iinfini de f~!(c;) comptées avec leurs multiplicités qui sont portées par la
composante E; (resp. Ej).

Soit 4 € P'C une valeur régulitre finie suffisamment proche de c;. Du
systeme d’équations :

Vk=1,...n, (F*(c;),Ex) = (F*(u),Ex)

nous tirons :

Z a;xm; =0 si By ¢ Ij U Dygjc,
EiCIj

Z airm; +8 =0 si EkCIj,
E;CI;

Z aigm; + (v — %) =0 si B C Daic,
EiCIj

N

olt v] est la somme des multiplicités des transformées strictes & Pinfini
de f~!(c;) portées par Ej. On a 2 vl = .

Les équations de ce type pour toutes les valeurs irréguliéres & 'infini
de f ajoutées aux équations du (i) nous donnent la formule désirée. (m]

2. Fibres réguliéres a I’infini d’un polyndme.

Nous avons vu que le diviseur D, + D de la résolution a I’infini
d’un polynéme f se décompose de maniére naturelle en «blocs» : Do, et les
différentes composantes connexes D1, ..., Ds de Dys. Pouri =1,...,s,00,
considérons le voisinage formé de la composante connexe W; de

F~1(B;) nII-1(P2C \ Bg)

qui contient D; , oit B; C P!C est un disque centré en F(D;) de rayon ; assez
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petit et Bg la boule fermée de rayon R de C2. Pour R suffisamment grand, le
rayon ¢; de B; peut étre choisi assez petit de sorte que les fibres de F' soient
transverses & I171(0Bg). La restriction de F & W} = W, \ F~}(F(D;))
a valeurs dans B} = B; \ F(D;) est propre et transverse & OW;, ainsi
qu’a W; N Dgic. On en déduit classiquement que la restriction de F' & W
est une fibration C*° localement triviale et qu’il existe au voisinage de tout
2o € B} une trivialisation C*° de F' qui préserve OW; ainsi que W; N Dyjc.
En effet, on peut construire deux champs de vecteurs C*° X; et X» tangents
a OW; et & W;N Dy au voisinage du compact F~1(29) NW; qui se projettent
par TF sur deux champs de vecteurs C* réguliers Z; et Z5 linéairement
indépendants au voisinage de zy (on le fait localement, puis on recolle par
partition de I'unité). La composée du flot de X; et du flot de X» avec
conditions initiales sur F~1(2q) est reliée par F & la composée du flot de Z;
et du flot de Z; avec conditions initiales zgp, ce qui donne I’application de
trivialisation.

DerFINITION 6. — Pouri = 1,..., s, 00, notons F; la fibre type de cette
fibration épointée de son intersection avec Dgic,

F; = (F~*(Xo) \ Daic) "\W;,  Xo € B},

nous appelons Fi, .. ., Fs, F, composantes génériques a I'infini de f.

Si E est une composante irréductible du diviseur D, nous noterons 6
la valence de Ej, c’est-a-dire le nombre de points d’intersection de Ey avec
D\ Ey et avec les transformées strictes de f~1(F(Ey)).

ProrosiTioNn 3. — Désignons encore par my la multiplicité de la
composante Ey du diviseur D. Pouri=1...,s,00,0n a:
(i) x(Fi) = > mx(2—6k);
ExCD;

(ii) les composantes connexes de F; sont deux & deux homéomorphes et
leur nombre est égal au pged des multiplicités des composantes de D; et
des transformées strictes a I'infini de f~(F(D;)) qui se branchent sur D;.

Démonstration.

(i) Notons N(D;) un voisinage tubulaire de D; construit par plombage.
On est ramené & calculer la caractéristique d’Euler de 'intersection de F;
avec chaque composante élémentaire U du plombage de N(D;). Lorsque U
est un fibré en disques de base une spheére privée de 6y disques, F; N U est
un revétement & my feuillets. Sa caractéristique d’Euler est mg(2 — 6k).






