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CYCLES PROCHES, SPÉCIALISATION ET P-MODULES

par Y. LAURENT et B. MALGRANGE

1. Introduction.

Cet article se propose de reprendre systématiquement la théorie des
cycles proches pour les P-modules holonomes. Rappelons d'abord que, dans
le cas régulier, cette théorie est la contre-partie dans la "correspondance de
Riemann-Hilbert" de la théorie de Grothendieck-Deligne-Verdier des cycles
proches et de la spécialisation pour les faisceaux constructibles [SGA],
[Vel]; voir à ce propos [Be], [Kal], et pour un cas particulier [Mal].

Cette théorie garde un sens pour les modules holonomes quelconques,
et même pour les modules "spécialisables", en un sens qui sera rappelé plus
bas ; des exposés systématiques de cette question se trouvent dans [Sal] et
[Mel]; voir aussi [Sail]. Pour les cycles évanescents, une analyse voisine,
utilisant les opérateurs microdifférentiels et la "seconde microlocalisation"
se trouve dans [KK1], [Lai], [La2], [La3]; ce point de vue ne sera abordé
ici qu'incidemment.

Les cycles proches, et, plus généralement, la "spécialisation" des V-
modules s'obtiennent en passant au gradué associé à une certaine filtration,
connue sous le nom de "y-filtration". L'inconvénient de cette méthode
est qu'elle ne s'applique pas aux complexes ayant de la cohomologie en
plusieurs degrés; pourtant le passage aux complexes est indispensable si
l'on veut obtenir des énoncés satisfaisants de commutation aux opérations
usuelles (dualité, image inverse, image directe).

Mots-clés : P-modules - Cycles évanescents - Spécialisation.
Classification math. : 35A27.
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Notre but initial était de combler cette lacune; en fait le résultat
principal (théorème 8.5) va plus loin : soit Y une sous-variété lisse d'une
variété analytique complexe X ; alors la spécialisation est une équivalence
entre "complexes 'DX\Y spécialisables" et "complexes monodromiques sur
TyX" (voir les définitions plus loin). A noter que, même dans le cas où la
cohomologie est concentrée en un seul degré, le résultat est significativement
plus fort que le résultat habituel.

Pour établir ce résultat, on commence par traiter le cas où X est
un fibre vectoriel sur Y; on a alors une flèche évidente de complétion
formelle (pour la V-filtration) le long de Y, dont on montre qu'elle est
une équivalence; la flèche de spécialisation est alors simplement l'inverse
de la précédente.

Dans le cas général, la définition de la flèche de spécialisation est plus
délicate; elle utilise le résultat précédent et l'idée, due à Verdier, de se
ramener aux cycles proches par déformation au cône normal : quant à la
définition des cycles proches, elle repose sur une étude de l'opération "image
inverse" dans les P-modules qui évite la bidualité et permet d'étendre cette
opération aux cas non cohérents (voir au §2). Une fois la flèche définie, le
fait qu'elle donne une équivalence se voit localement : on est alors ramené
à utiliser encore une fois le cas des fibres vectoriels.

C. Sabbah [Sa2] a obtenu indépendamment une méthode de spécia-
lisation qui s'étend aux complexes; elle est fondée sur un procédé assez
différent du nôtre (Sabbah utilise une complétion formelle par rapport à
la monodromie, et non pas, comme nous, une complétion formelle de long
de Y). Par ailleurs, il n'obtient pas les équivalences dont il est question
ci-dessus.

Nous nous placerons dans le contexte des variétés analytiques com-
plexes lisses; une théorie analogue, et même un peu plus simple, peut être
faite pour les variétés algébriques lisses sur C ; nous laissons le lecteur s'en
assurer. Les définitions que nous prenons sont les définitions habituelles;
voir par exemple les ouvrages de référence [Bo] et [Mel] ; toutefois comme
certaines notations diffèrent légèrement d'un ouvrage à l'autre, nous allons
les rappeler brièvement.

1.1. — Soit X une variété analytique complexe (lisse) de dimension
m; on note Ox le faisceau des fonctions holomorphes sur X, et Î"Ç le
faisceau des p-îormes holomorphes; on pose aussi u^x = ̂ - On note encore
T>x le faisceau des opérateurs différentiels linéaires à coefficients dans Ox.
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Si M est un Py-module à gauche (resp. à droite) l'ensemble ujx ^>0x ^
(resp. M(^0x^x1) est mum canoniquement d'une structure de Py-module à
droite (resp. à gauche) : on le note M'0 (resp. VM). Soit D(T>x) la catégorie
dérivée dont les objets sont les complexes de Py-modules à gauche. On
écrira D~^(T>x) resp. D-(%), resp. Db(Vx) pour la sous-catégorie pleine
des complexes à cohomologie bornée à gauche, resp. à droite, resp. à gauche
et à droite (il revient au même de se limiter aux complexes bornés à gauche,
resp. à droite, resp. à gauche et à droite).

On note encore Dcoh(^x) la sous-catégorie pleine de T>x formée
des complexes à cohomologie cohérente, et on définit de même D^(Vx)
etc. Il nous arrivera aussi quelquefois de considérer les sous-catégories
pleines Dg-coh(%), ^-coh(%) etc- de D(Vx) formées des complexes
à cohomologie quasi-cohérente, c'est-à-dire localement limite inductive
filtrante de faisceaux Py-cohérents.

Si l'on travaille avec les modules à droite au lieu des modules à gauche,
on écrira D(Vx)^ D+(Vx)^ ^coh(W, etc.

1.2. Dualité. — Pour M e obD^Vx), M' = Rîîom^(M.Vy}[m}
est naturellement un objet de D^(VxY, bien défini à isomorphisme unique
près; on pose alors DM = "M' e obD^ÇVx)', si M est à cohomologie
cohérente, on a M' e obD^(Vx)-

1.3. Image directe. — Soit Y une autre variété analytique com-
plexe, de dimension n, et soit / : Y —> X un morphisme. Les mo-
dules de transfert VY-.X et VX^Y sont définis de la manière usuelle
(voir les références citées). Alors, pour M e obI^ÎV), on pose f^M =

Rf^(Px^Y <3) M), où Rf^ désigne l'image directe dérivée faisceautique
T>y

usuelle; ceci a un sens, et définit un objet de Db(px) à cause des pro-
L

priétés d'amplitude finie de VX^Y ^ et de Rf^. Rappelons le résultat
Vy

suivant :

THÉORÈME 1.3.1. — Supposons f propre, et supposons qu'on ait
M e obP^(2V); supposons de plus que les ITM soient munies d'une
bonne filtration, globalement sur Y (ou au moins, "localement sur X " , i.e.
sur une famille d'ouverts f^ÇUi), les Ui formant un recouvrement ouvert
de X). Alors, on a f+M ç obD^(Py).

Notons encore le résultat suivant : soit Z une troisième variété
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analytique complexe, et soit g un morphisme Z —> Y \ alors, si g est
propre, on a (/^)+ = /+^+ (ceci se voit à partir du fait qu'on a, sous
la même hypothèse R(fg)^ = Rf^Rg^). En particulier, en décomposant /
en Y -^ Y x X -^ X où i est l'injection (id, /) et p la projection, on a
/+ = P+î+. En décrivant "explicitement" p+ et z+, on obtient alors une
description plus explicite de /+ ; nous renvoyons pour cela à la littérature.

Encore une notation pour terminer : pour M ç. ob Db(T>y), on posera
L

quelquefois f\M = Rf\(T>x^Y ^ M)^ Rf' désignant le fondeur dérivé de
T>y

l'image directe faisceautique à support propre (on fera toutefois attention
à la confusion possible entre l'image directe faisceautique et l'image directe
au sens des P-modules). On a ici, sans hypothèse de propreté {fg)\ = f\g\'
Dans le cas où / est propre, on a évidemment f\M = /+M.

1.4. Image inverse. — Soit encore / : Y —> X un morphisme
avec dimX = m, dimV = n. Pour M € obDb(/Dx)^ on pose f'M =

VY-^X ^ f~lM[n—m} (/-1 désigne, ici et dans la suite, l'image inverse
f-^x

faisceautique) ; c'est un objet de Db(py) défini à isomorphisme unique près.
On a les propriétés suivantes :

1.4.1. — Si M est à cohomologie quasi-cohérente, f'M est à coho-
mologie quasi-cohérente; mais la même assertion avec "quasi-cohérent"
remplacé par "cohérent" est fausse en général. Pour M ç. obD^(px)^
on posera néanmoins f^~M = Df'DM. Une étude plus détaillée de cette
opération, et une extension de la définition aux M à cohomologie non néces-
sairement cohérente seront vues en 2.5-2.7.

1.4.2. — Soit g : Z —^ Y un autre morphisme; on a un isomorphisme
fonctoriel (/^)' = ^'/'; en particulier, en factorisant / par le graphe, on
est ramené aux deux cas d'une immersion fermée et d'une projection.

Le cas d'une projection se traite facilement : supposons qu'on ait
Y = X x T, dim T = d = n — m, et soit p la projection canonique Y —> X ;
on vérifie facilement qu'on a p ' M = M ̂  Or[^]? ^ le produit tensoriel
total; si M est à cohomologie cohérente, on en déduit aussitôt que p ' M
est à cohomologie cohérente et qu'on a p^M == M Kl Or[—(^]; d'où un
isomorphisme p ' M = j^Mpd].

Remarque. — Supposons plus généralement que f : Y —> X soit
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une submersion; comme c'est localement un produit, le résultat précédent
montre que /' envoie D^(?x) dans D^(Vy).

On a encore ici un isomorphisme /'M = /"^Mpd]; esquissons la
démonstration. Soit M e obD^CPy); on a un isomorphisme

fDM=T>Y^x _|) f^DM^} ̂ ^Hom^-i^(M^Py^x)^-m].

(Cette flèche se définit facilement pour tout complexe de Db(T>x) ; pour voir
qu'elle est un isomorphisme si M est à cohomologie cohérente, se ramener
à M= un module, puis à M = %.)

Le même type de raisonnement donne un isomorphisme

f+MV = Df•DMV = ^Hom^(J?Hom^-i^(M^Py^x),ÎV)

^-f-lMV 0 ^Hom^(Py^x,ÎV).
/"^x

Pour terminer, on utilise un argument de passage gauche <-> droite et
le fait qu'on a Rîîom^. (Vv-. y. TV) = T)x^-Y[-d}.

Dans le cas d'un produit, on vérifie facilement que la flèche ainsi
obtenue coïncide, au signe près, avec celle définie plus haut (nous laissons
les questions de signe au lecteur intéressé).

1.4.3. — Supposons maintenant que Y soit une sous-variété fermée
de X, et notons i l'injection canonique Y —> X. On a le résultat suivant :

THÉORÈME 1.4.4 (Kashiwara). — Le fondeur i\ est une équivalence
de ̂ -coh(^) avec ^a sous-catégorie de ^-coh(%:) formée des complexes
dont la cohomologie est à support dans Y. Un quasi-inverse est î'. Même
chose avec "quasi-cohérent" remplacé par "cohérent" ; de plus, dans ce
dernier cas on ai1 = i~^~.

1.5. Dualité relative. — Soit / : Y —^ X un morphisme; on définit
un morphisme-trace f\f'T>x —^ %• (Nous renvoyons à la littérature pour
la définition générale [Mel], [Sai2], [Se]) ; pour N e obD^PY) on en déduit
le morphisme de dualité

1.5.1. — /./'7V c± /!/'% ê N —> N. (L'égalité se déduit de
'DX

la formule de projection.) Notons aussi que le morphisme de dualité est
compatible avec la composition Z -9-»- Y —> X.
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Prenons maintenant M e obDb(py)', on définit un morphisme

1.5.2.— Rf^Rîîom^(M,fN) -^ ^Hom^(/.M,AO comme le
composé du morphisme naturel

^/*^Hom^(M,/'AO -^ Jmom^.ff.M././'An

et de 1.5.1. Rappelons le théorème de dualité

THÉORÈME 1.5.3. — Supposons que f soit propre, et que M satis-
fasse les hypothèses de 1.3.1. Alors 1.5.2 est un isomorphisme.

Sous les mêmes hypothèses, en prenant les sections globales, on en
déduit un isomorphisme.

1.5.4. — Rîiomvy(M,fN) -^4 Rîlom^(f,M,N).

Pour les démonstrations, voir les références citées. Dans certaines
d'entre elles, le théorème n'est énoncé que pour M = T>x (auquel cas il
peut s'énoncer f\DM = Df\M). Pour passer de là au cas général, il suffit
de tensoriser avec une résolution plate de N.

1.6. Localisation. — Soit Y un sous-ensemble analytique fermé
(non nécessairement lisse) de X, et soit Ty l'idéal de définition de Y
dans Ox' Si M est un Py-module, on note F [y] M le sous-module des
sections annulées par une puissance de Ty, c'est naturellement un T>x-
module. Le foncteur F [y] est exact à gauche, et on désignera par RT[Y] le
foncteur dérivé. On posera aussi F[X-Y}M = M/F[Y}M et on désignera
par RT[X-Y} le foncteur dérivé à droite (calculé à partir d'une résolution
injective) ; faire attention que ^[X-Y] n'étant pas exact à gauche, la flèche
T[X-Y]M —> R°r[x-Y}M n'est pas bijective en général. On écrira aussi
souvent M[*V] pour RT[X-Y}M', dans le cas où Y est une hypersurface,
le foncteur M \—> M[*V] est exact, et coïncide avec la localisation M i-̂
Ox[f~1} 0 M, / une équation locale de Y.

Ox
Supposons maintenant que Y soit une sous-variété lisse de X, et soit

comme en 1.4.3, i : Y —^ X l'injection. On a le résultat (facile) suivant :

1.6.1. — Pour M ç obD^Vx), on a rM[^Y] = 0.

En utilisant le triangle distingué RY^M —> M -^ M[*V] ^, on en
déduit un isomorphisme fRY^M -^ î'M. Ceci, joint à 1.4.4, montre le
résultat suivant :
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1.6.2.

i) Pour M e o\)Db ç^(Vx\ on a un isomorphisme RF^y]^ -^
m'M.

ii) Pour M ç obD^(Py), î'M est à cohomologie ÎV-cohérente
si et seulement si JÎFryjM, ou M[*V], est à cohomologie T>x -cohérente
(en général, ces derniers complexes sont seulement à cohomologie quasi-
cohérente).

Dans les hypothèses de i), on vérifie que la flèche canonique -RrryjM
—>• M coïncide avec le morphisme de dualité i\vM —>• M défini en 1.4.

2. Fibres vectoriels et P-modules.

Soit X une variété analytique complexe de dimension n, et soit E un
fibre vectoriel complexe de rang d sur Y; on note E le complété projectif
de E et on pose S = E — E (S est donc isomorphe à P(E), le projectif des
droites de E). On note p la projection de E, ou E, ou 5, sur Y et on note
i l'injection "section nulle" Y —> E (ou Y —> E) ; on identifiera Y à son
image i(Y).

Soit 0(E) le faisceau sur Y des fonctions holomorphes sur £", à
coefficients polynomiaux dans la fibre; soit de même T>{E) le faisceau des
opérateurs différentiels linéaires à coefficients dans 0(E). C'est un faisceau
d'anneaux à fibres nœthériennes, et cohérent à droite et à gauche; ceci
se voit par le même procédé que pour ÎV, en filtrant par l'ordre des
opérateurs différentiels et en étudiant le gradué associé; voir par exemple
[Ma4]. On peut donc parler de faisceaux de P(2?)-modules, par exemple à
gauche, cohérents (= localement de présentation finie), ou quasi-cohérent
(localement limites inductives filtrantes de faisceaux cohérents).

Pour éviter la lourde manipulation des variétés algébriques relatives
sur une base analytique, nous nous ramènerons, quand il y aura lieu, au cas
analytique par le théorème de projection de Grauert-Remmert [GR]. On a
évidemment V{E) == p^D-^S}. Soit alors M un 'P(.E)-module, et posons
M^ = V-^\^S} 0 p ^ M . Posons aussi la définition suivante :E[ p-^w

DÉFINITION 2.1. — Un 7>^[*5]-moduie est dit "algébrisable" s'il est
quasi-cohérent et si localement sur Y (pour la projection p ) , il est limite
inductîve filtrante de faisceaux 0-j^-cohérents.
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PROPOSITION 2.2. — Le fondeur M i-> M^ est exact. C'est une
équivalence entre la catégorie des 'D(E} -modules quasi-cohérents (resp.
cohérents) et la catégorie des T>-^[^S}-modules algébrisables (resp. cohérents
et algébrisables).

Esquissons la démonstration; une démonstration plus détaillée se
trouve dans [Ab]. Tout d'abord, l'exactitude est immédiate; d'autre part,
si M est quasi-cohérent sur V{E)^ il est clair que M^ est algébrisable.
Réciproquement, soit N un î>g[*6']-module algébrisable, et posons N =
p^N\ N est un T>{E) -module, et il résulte du théorème de Grauert-
Remmert que N est quasi-cohérent, que la flèche naturelle N^ —> N est un
isomorphisme, et qu'on a R^p^N = 0, i > 1. Le résultat se déduit aisément
delà.

Remarque 2.3. — Avec les mêmes notations, le raisonnement pré-
cédent montre que le fondeur N »—>• p^N = Rp^N est un inverse de
M »—> M^; on en déduit que la proposition précédente s'étend aux
complexes; plus précisément avec des notations évidentes, on a le résultat
suivant : le foncteur M i—^ M^ est une équivalence de D^(p{E}) avec
le sous-complexe de D^(V-g[^S]) formé des complexes à cohomologie
algébrisable ; même chose avec "ç — coh" au lieu de "coh".

2.4. — Pour M e obD^(V{E}), on définit DM, M[*V], et RT[Y}M
en adaptant de manière évidente les définitions du §1; le premier complexe
appartient à D^(V{E)), les deux derniers à Dbq_^(p{E)). Pour définir
f'M et ^M, on pose f'M = Î'M^ et naturellement i^M = DÎ'DM. On

i L
vérifie facilement qu'on a aussi i'M = DY-^E ^ M\—d\ (la structure

V{E}
de T>{E)-modu\e à droite de 'DY-.E est bien sûr celle qu'on obtient par
restriction des scalaires de ^~1T>E ^ ^{E)).

Pour définir p+M, on peut soit poser p-^-M = p^M^ (M^ est
considéré comme un complexe de P^-module), soit procéder de la manière
suivante : on note P^y l'équivalent "algébrique relatif de VE-^Y'I
c'est un faisceau sur Y de (P(£'),'Dy)-bimodules, égal à l'image directe
faisceautique p^(P-g[^S} 0 2^_,y); on définit de même P^^; alors,

pour M ç obD^(V{E}), on pose p+M = V^^.^ ^) M' L'équivalence
V{E}

des deux définitions de p-\-M se fait comme en 2.2 et 2.3, en utilisant le
théorème d'annulation de Grauert-Remmert ; nous laissons les détails au
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lecteur.

2.5. — Soient maintenant OE\Y et VE-^Y les complétés formels de
0(E} et î^^y (ou de OE et P^;_,y, cela revient au même) le long de Y ; par
définition, on a ÔE\Y = lim 0(^)/^ Î>E^Y = lim^E)/:^ (g) P|Ly],

< ( ^ 0 { E }

1 l'idéal de définition de Y dans E (attention : VE-^Y n'est pas égal à
ÔE\Y ^ ^iLy); on définit de même VY^E' Pour M ç obDb(/D(E)),

0{E}
^ L

on pose p+M = VY^-E ^ M.
V{E}

Sous l'hypothèse M e obD^(V(E)), on définit une flèche p+M -^
^M de la manière suivante : soit N == DM-, Pisomorphisme M -^ DN
donne

p+M = p^.DN = VY^E ^ DN = ̂ Hom^,^ (7V, P£;_^y)[-n - d]
V{E}

(ce sont des isomorphismes de complexes de Py-modules) ; comme on a
évidemment ^VE-^Y ~^4 î'^^y? on en déduit une flèche

p+M -^ ̂ Hom^ (î'TV, î'P£;^y)[-n - d].
Mais on a VE-^Y = P'ÎV[d]; d'où Ï-VE^Y == î'p'2V[d] = ÎV[d]; on
vérifie que cet isomorphisme est un isomorphisme de Py-bimodules ; d'où
finalement la flèche cherchée

p+M —^^Hom^(î'7V,ÎV)[-n] = Di'N = î+M.

THÉORÈME 2.6. — Sous l'hypothèse précédente: MçobD^(V{E)),
cette flèche est un isomorphisme.

Avec les notations précédentes, il revient au même de démontrer que
la flèche 7?Homp^jA/',î)^^y)[-d] —^ IPHom^yfz'A^Py) est un isomor-
phisme.

On se ramène au cas où N est un module; comme le théorème est
local sur Y, en prenant une résolution locale de JV, on se ramène finalement
au cas où N = 'D{E}. La flèche à regarder est alors la suivante :

VE-.Y ——^Hom^CPy^.'Dy) =Hom^(Py^£;,Py).

On vérifie que cette flèche coïncide avec l'isomorphisme défini ainsi : soit 0^
le sous-faisceau de OE formé des fonctions polynomiales de degré <: k par
rapport aux variables de la fibre ; on a DY—^E = % ^ ^Y = nnl Ok 0 2V 5

Oy —' OY
d'où un isomorphisme

Hom^(Py^.Py) =HmHom^(OJ (g) Py,ÎV) =Î>E^Y
Oy
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ceci établit le résultat cherché.

2.7. — Le théorème précédent, joint à 1.4.2, permet une description
de l'opération /+ de la manière suivante : tout d'abord, soit i : Y —^ X une
immersion fermée et supposons qu'il existe une rétraction p : X —>• Y avec
poi = ïày. Définissons Vy^-x comme ci-dessus par complétion formelle de
r>Y4-x; pour M ç obD^(T>x)^ on a comme ci-dessus un isomorphisme
fonctoriel p+M —^ î^M, avec par définition j9+M = T>Y^-X ^ i^M.

i-^x
Dans le cas d'un morphisme quelconque : / : Y —> X, on le factorise alors
par le graphe Y -^ X x Y -^ X; pour M ç obD^(Pjc)? on a alors
f+M = i^'q+M\ q^~ se décrit comme en 1.4.2; et pour la description de ^+,
on est dans la situation précédente, avec p = la projection sur le graphe.

Maintenant, pour M € obP^'Dy), M n'étant pas forcément à
cohomologie cohérente, nous définirons f^M par les formules précédentes.
Il revient au même de faire ceci : notons V^ le faisceau Pjc? considéré comme
Py-module à gauche; alors f^^D^ est muni naturellement d'une structure
de /^Py-module à droite [on l'obtient à partir des formules ci-dessus, ou
bien par fonctorialité à partir de l'action à droite de T>x qui donne une

flèche Vx -^ Hom^ (P^, î^)] ; on pose alors f^M = f^x ^ /-1M-
./'-1Î5X

Dans le cas où / est une immersion fermée, notée î, ce qui précède
donne aussi une description locale de i^V^ : en effet, on a alors une
situation de produit, en particulier une rétraction p : X —f Y, et l'on
a i^^D^ ^ ^Y^-X (le second membre étant à définir à partir de cette
rétraction).

Dans le cas d'une immersion fermée quelconque, il n'existe pas en
général de telle rétraction; néanmoins, nous écrirons encore quelquefois
abusivement i^V^ = Py<-x; ceci pour rappeler cette description locale
qu'on peut considérer comme le substitut dans le cas général d'une rétrac-
tion, ou du "morphisme d'effondrement".

3. Complexes monodromiques.

Comme au numéro précédent, E est un fibre vectoriel de rang d sur
Y, avec dimV = n\ nous gardons les mêmes notations.

Soit 6 le champ de vecteurs d'Euler de E ; en coordonnées locales, on
a 6 = TitiQti, les ti étant des coordonnées de la fibre. On pose la définition
suivante :
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DÉFINITION 3.1.

i) Un T>(E)-module cohérent M est dit monodromique si Faction
de 0 est localement finie dans M, c'est-à-dire si, pour tout a ç. X et tout
m ç. Ma, il existe b G C[s\ tel qu'on ait b(0)m = 0.

ii) Un complexe M ç. obD^(V(E)) est dit monodromîque si ses
faisceaux de cohomologie le sont.

On note D^^(V{E)) la sous-catégorie pleine de la précédente formée
des complexes monodromiques.

Exemple 3.2. — Soit M un complexe de D^(V{E}) dont la coho-
mologie est à support dans Y ; un tel complexe est monodromique. Il suffit
d'établir le résultat lorsque M est un module. La question étant locale, on
peut supposer E = Y x Cd^ soient t = ( t i , . . . , td) les coordonnées de C^,
et soit a e Y; pour m ç. Ma, il existe k tel qu'on ait tam = 0 pour |a| > k.
Pour |/3| = k — 1, on a

r\

t^(0 + d + k - l)m = (6 + d^m = S—t^m = 0
CfL^

par récurrence sur fc, on en déduit qu'on a {0 + d) ' ' ' (0 + d + k — l)m = 0 ;
d'où le résultat.

Remarquons accessoirement que l'analogue de 1.4.4 est vrai ici :
on a une équivalence de D^(?y) avec la sous-catégorie de D^(V{E))
formée des complexes dont la cohomologie est à support dans Y, et cette
équivalence est donnée par les flèches i\ et î' analogues à celles définies au §1.
Ceci se voit immédiatement à partir de 2.3; une manière plus élémentaire
de faire consisterait à reprendre les raisonnements qui conduisent à 1.4.4;
nous laissons la question au lecteur.

3.3. — La propriété suivante est immédiate : soit 0 —>• M' —>
M —> M" —> 0 une suite exacte de P(£1)-modules cohérents; alors "M
monodromique" équivaut à "M7 et M" monodromiques".

On en déduit ceci : si l'on a un triangle distingué dans D^(V{E}),
et si deux termes sont monodromiques, le troisième l'est aussi.

Une autre conséquence est la suivante : appelons élémentaire un
P(E)-module de la forme 'D{E}/V(E}b(e), b e C[s]. Alors tout Dé-
module monodromique admet localement (sur Y) des résolutions de lon-
gueur arbitrairement grande par des sommes directes finies de modules
élémentaires.
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PROPOSITION 3.4. — Soit M ç obD^(V(E)); alors DM est
monodromique.

On se ramène au cas d'un module; alors le résultat qui précède nous
ramène au cas d'un module élémentaire. Dans ce dernier cas, le résultat est
immédiat.

Le résultat suivant jouera un rôle essentiel dans la suite.

PROPOSITION 3.5. — Soit MçobD^(V(E)). Alors M[*V] et
RT[Y]M sont monodromiques; sous la même hypothèse, î'M et i^M sont
à cohomologie cohérente.

Il suffit d'établir que f'M est à cohomologie cohérente; en effet ce
résultat, joint à 3.4, montre que i^~M est à cohomologie cohérente. D'autre
part 1.6.2 montre alors que RT\y^M est à cohomologie cohérente; par 3.2,
il est donc monodromique. Enfin, le résultat pour M[*V] s'en déduit en
utilisant le triangle distingué RT[Y} — ^ M — > M[*V] —>.

Pour démontrer que / ' M est cohérent, on se ramène d'abord au
cas où M est un module; le résultat étant local sur X, on se ramène
au cas où M est élémentaire; par récurrence, il suffit de traiter le cas
M = V{E)/T>{E}{6 - A), A e C. On peut aussi supposer E = Y x C^;
alors, Y ne joue qu'un rôle de paramètre; on peut donc se ramener au cas
où Y = j/ (ensuite, il suffira de prendre le "produit tensoriel total" KJP^)-
Finalement, il reste à examiner le noyau et le conoyau de l'applicationff\__ \\
(^^(C^/Z -> ^(C^/Z, Z l'idéal à droite engendré par les coordonnées
( t i , . . . , td ) de C< Un élément de V^}/! = Ppt^^ est de la forme
e = (^(Sa^), da e C, avec <%, = 0, donc 60 = 0. On a donc

e(<9 - A) = S^daÇô - A)^ + è^\a\a^o0' = (Œ(|a| - A)^^.

On en déduit immédiatement que (*) est bijectif si A ^ N. Pour A G N, le
noyau de (*) est engendré par les monômes 69°'^ \a\ = A, et le conoyau a
la même dimension. Donc ces deux espaces sont de dimension finie. D'où
le résultat.

Remarque 3.6. — Un raisonnement analogue à celui qui précède
permet de démontrer le résultat suivant : pour M e obDÎ^Q^(/D(E)),
M^ est à cohomologie cohérente sur 2>g, et pas seulement sur T^[^S\ :
pour le voir, on se ramène comme plus haut au cas où Y = p*, M =
V(E)/V(E)(e - A). Alors M^ = ̂ [*5']/P^[*5]((9 - A), et le résultat se
vérifie par un calcul direct en coordonnées locales à l'infini.


