ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

ANNE BERTRAND-MATHIS
Nombres normaux dans diverses bases

Annales de institut Fourier, tome 45, 1n°5 (1995), p. 1205-1222
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1995_ 45 5 1205_0>

© Annales de I’institut Fourier, 1995, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de l'institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NumbpaMm
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1995__45_5_1205_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
45, 5 (1995), 1205-1222

NOMBRES NORMAUX DANS DIVERSES BASES

par Anne BERTRAND-MATHIS

1. Qu’est-ce qu’un nombre normal?

Etant donné un nombre [ strictement supérieur & 1, nous appellerons
B(B) l'ensemble des nombres réels z tels que la suite (x3"),>0 soit
équirépartie modulo un; notons que presque tout = (au sens de la mesure
de Lebesgue) se trouve dans B(S3) ([C]). Lorsque g est un entier naturel il
est bien connu que pour tout entier p non nul ([M]) :

B(g”) = B(g)-

Mendés-France [MF] a posé la question suivante : les propositions “4
est un nombre de Pisot” et “pour tout p # 0, B(6P) = B(#)” sont-elles
équivalentes?

Nous dirons que les nombres réels u et v sont multiplicativement
équivalents s’il existe m et p appartenant a N* tels que u™ = vP. Wolfang
Schmidt [Sc] a montré que si les deux entiers naturels g et h ne sont pas
équivalents alors

B(g) # B(h).
Pearce et Keane [PK] ont donné une autre preuve de ce résultat,
preuve qui se généralise un peu, par exemple au cas ou g = 10 et
1 5
h= + \/_ Feldman et Smorodinsky [FS] donnent également une preuve

2

Mots-clés : Nombres normaux — Systémes de numérotation.
Classification math. : 11K16 — 58F11.
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du résultat de Schmidt, preuve que nous désirons étendre ici & des cas ou g
et h ne sont plus entiers naturels et relier & d’autres notions de normalité. La
plupart des preuves de cet article s’inspirent de Feldman et Smorodinsky.

Brown, Moran et Pollington ([BMP], [MP]) ont montré qu’étant
donné un réel § > 1 la propriété Vp € N*, B(8) = B(fGP) est toujours
fausse sauf si B est un entier et que B(6) = B(f) si et seulement s’il

n
existe 7 € N tel que 0" et 3" appartiennent tous deux a N, Inb soit
rationnel et Q(0) égal & Q(3). Leur preuve utilise des produits de Riess

et ils n’hésitent pas & considérer des mesures non invariantes. Nous ne
détaillerons pas ici leurs résultats mais il faut remarquer que, confrontés
a ceux que nous prouvons ici, ils permettent d’établir aisément un certain
nombre de résultats nouveaux qui seront publiés ultérieurement.

Lorsque g est un entier il est équivalent de dire que :
— la suite (zg™)n>0 est équirépartie modulo 1;

— étant donné la transformation 7' de [0,1] dans lui-méme : Tz =
{gz}, la suite (T™x),>¢ est équirépartie modulo un (étant donné un nombre
réel y, {y} désignera la partie fractionnaire de g et [y] sa partie entiere);

— pour tout entier k, tout bloc de k chiffres compris entre 0 et g — 1
apparait dans le développement en base g de z avec la fréquence 1/g*.

Tout ceci se vérifie aisément. Un nombre de B(g) est dit “normal en
base g”. La normalité est donc liée & trois notions :

o la répartition modulo un de la suite (£g™)n>0;
o litération de la transformation T : z — {gz};
o la répartition des chiffres dans le g-développement de z.

Ces trois notions correspondent au méme phénomene; mais lorsque (3
n’est plus un entier naturel, ces trois notions s’étendent dans trois directions
différentes : on peut s’intéresser a :

1) La répartition modulo un de la suite (z3™)n>0; nous appellerons
encore B([3) 'ensemble des nombres réels z tels que la suite (25")n>0 soit
équirépartie modulo un. Mais si T est la transformation de [0, 1{ dans lui-
méme qui & z associe {8z} alors (T3)"z n’est plus du tout égal & {z3"}
bien que ce soit le cas si 3 est un entier naturel.

2) La répartition modulo un de la suite du tore de dimension
k, ([0,1)%, (zB8",zB""L, ...,z *"1),50, pour diverses valeurs de k;
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lorsque g est entier, déja pour k = 2 la suite (zg™, zg"*!),>0 n’est jamais
équirépartie modulo un; mais lorsque 3 est algébrique de degré r, pour
presque tout z la suite (z8",...,z6" " 1),>0 est équirépartie modulo un
(il y a alors équirépartition de (zG",...,z0" *71),5¢ pour tout k < r
mais jamais pour k > r car alors £3"t*~1 est combinaison linéaire de
zB™,..., 20" *=2; nous appellerons T((3) I’ensemble de ces nombres et
nous dirons qu'ils sont normaux au sens géométrique.

Lorsque [ est entier algébrique de degré r, la suite ({z8"},
{zB™* 1}, ..., {261} )n>0 est litérée de ({z},{zB},...,{zB""1}) par
une transformation ergodique Cg du tore ([0,1[)” muni de la mesure de
Lebesgue, de matrice

01 0 e 0
00 1 0 -+ 0
a’l DY ar

ott 'on suppose que 8" = a1~} + - - + a, est I’équation minimale de (3
sur Z. Si (8 est algébrique mais pas entier algébrique, nous ne voyons pas
apparaitre de transformation du tore associée & 3 de fagon naturelle.

Lorsque 3 est transcendant, pour presque tout x, pour tout k£ € N*
les suites (zB",zf"*!,...,zB"* *"1), 50 sont équiréparties modulo un;
on dit alors que la suite (z6",z8™1,...,zB8"*, .. )u>0 du tore ([0, 1[N
est équirépartie modulo un; ({zG8"},{zB"*'},...) est l'itéré du point
({z},{B=},...) par la transformation C de ([0,1[)y dans lui-méme :
(Y1,92,Y3,---) = (Y2, Y3, Y45 - - -)-

3) Une troisiéme voie est celle des développements en base 3 et de
la dynamique symbolique. Tout nombre réel z s’écrit de fagon unique sous
la forme

— €s4+2 | €s+3 € Ei+1
T=e1f =+ tegp + sﬂ + ;2 +ﬁ"—z‘1 + ﬂzi_s + .-
ou ¢; € N avec la condition suivante : pour tout i > 1
g1 T T F 2T+ < B

et la suite (¢;);>1 est assujettie & certaines conditions ([P],(B]); (on pourrait

écrire z = [z] + El + % + --- mais c’est 1’écriture précédente que nous
utiliserons).

Remarquons que = € [3%,3°+1[; par ailleurs la suite (¢;);>1 appar-
tient & ([0,1,2,...,[8))Nsi 8 ¢ N, (3 [0,...,8 — 1])N sinon) et si nous
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munissons ([0,1,...,[8])N de la topologie produit de la topologie discréte
sur (0,1,...,[8]) alors la fermeture X de I’ensemble X des 3-développe-
ments (g;);>1 forme un systéme dynamique symbolique (i.e. un fermé de
(0,...,[8])N invariant par la transformation T : giga--+ — g2q3---). Ce

1+\/_ os -

développements (e1£2 - - -) sont les suites sur [0, 1] vérifiant pour tout ¢ > 1,
€i€i+1 = 0. Les blocs de chiffres figurant dans au moins un (-développe-

1+\/_

ment sont dits S-admissibles (si 8 = , 00 et 1001 sont admissibles,
11 et 01101 ne le sont pas).

systéme dynamique est appelé (-shift. Si par exemple g =

Si l'on se restreint au cas ou z € [0,1] on peut définir une transfor-
mation Tg de [0, 1] dans lui-méme :

Tp = {Bz}
[ € En+1
etlorsquez = 2 + 22 4.4 5% 4 lors TR = 22 4 S 4L
a 3t B T T
Mais {ﬂ"w}={elﬁ"'l+£2ﬁ"‘2+---+en+s’gl+-~) et n’est pas

égal & Ty, sauf si § € N.

La transformation T conserve une unique mesure ug absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue ([R], [P]); on en déduit
aisément que pour presque tout z de [0,1[, puis pour presque tout = de
R, chaque bloc @-admissible de L chiffres b, ---by apparait dans le (-
développement de z avec une fréquence pp,...4,] indépendante de z, égale
a la mesure pg(I) ot I est l'intervalle :

€2

I= {zE[O 1[; z = ﬂ+ﬁ2 .-+ avec 81-~-5L=b1---bL}.

9 4 9 5
Lorsque 3 = 10 par exemple, pjoq = NIO([ 0T 100' 0 + 100 D =

1
. La mesure ppp, ..., est de l'ordre de — 5T
Les réels x dans le B-développement desquels tous les blocs figurent
avec la bonne fréquence sont dits “a (-développement normal” et nous
appellerons N () I’ensemble de ces nombres.

100°

De fagon évidente, on a toujours T(3) C B(0) mais I’inclusion inverse
n’est pas nécessairement vraie. Les rapports entre N(3), T'(3) et 3(3) sont
en général assez flous sauf dans le cas ot B € N : alors B(8) = N(B) (T'(B)
n’est pas pertinent dans ce cas puisque r = 1). Dans ce cas ou § est un
nombre de Pisot N(3) = T(8) C B(8) ([Be3]).
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Lorsque la suite (8"),>0 est équirépartie modulo un (ce qui arrive &
presque tout 8!) l'inclusion B(8) C N(f) est fausse (1 € B(8) et 1 ¢ N(B))
[Bel].

L’inclusion T'(#) C N(6) est de méme presque partout fausse.

Les résultats que nous prouvons ici — au moyen d’ensembles de Cantor
— comparent N(6) et B(3) lorsque 6 est un nombre de Pisot et 8 un réel
entier algébrique, et N(0) et N(83) lorsque 6 et 3 sont tous deux des nombres
de Pisot.

2. Enoncé des résultats.

Soit 4 un nombre réel strictement supérieur & 1, soit [0, 1] muni de la
transformation T : z — {Bz}. Une mesure f invariante par Tg définit une
mesure p invariante sur le S-shift muni de la transformation T (5152 N

(e2€3 - ), image de f par lapplication f qui & ¢ = ﬂ Ly -ﬂ-§ + - .- associe
(182 -+ +). Etant donné une mesure £ Ts-invariante sur [0, 1], nous dirons
que £ est une mesure de Bernoulli pour T si pour tout bloc S-admissible
by by

p([by - - - b2]) = p([ba])- p([b2]) - - - u([bL]),

ol [b1-~-bL] désigne I’ensemble des suites (162 --) du [-shift vérifiant
€1-rep="by---bpetoupu= f 1(u) ie. u([bl -br]) = iu(I) ot I désigne
Pintervalle B-adique {z T=2+- €1 e =by--bg } Nous dirons

que 1 est “faiblement de Bernoulli pour Tg
S T [u(T by -bi] N o+~ ak]) = oy -+ bil)- e -+ k)] < oo

ol la somme est prise sur I’ensemble des couples (by - -bg,a;---ak) de
blocs de k chiffres admissibles. Les mesures markoviennes en particulier
sont faiblement de Bernoulli.

Dans la suite nous identifierons y et [ (la correspondance est bi-
univoque et nous qualifierons indifféremment u ou [ de “Bernoulli” ou
“faiblement Bernoulli”.

THEOREME. — Soient 38 et @ deux nombres réels strictement supé-
rieurs a 1 non équivalents multiplicativement; on suppose de plus que (3 est
un entier naturel ou un nombre de Pisot et que 0 est entier algébrique.
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1. Soit {1 une mesure de Bernoulli (ou plus généralement faiblement de
Bernoulli) pour Ty, non dégénérée (i.e. aucun chiffre n’admet la probabili-
té 1). Alors fi-presque tout z de [0, 1] appartient & T'(6) (et donc a B(6)).
Autrement dit, lorsque les chiffres de x sont répartis dans la base 8 selon
une mesure y suffisamment réguliére, alors avec la probabilité 1 la suite
(x6™)n>0 est équirépartie modulo un.

Plus généralement, étant donné v € R* et la méme mesure fi, pour
p-presque tout x la suite (yz™)n>o est équirépartie modulo un.

Remarque. — 1l est par contre clair que, si u n’est pas la mesure
maximale de Parry pg, fi-presque aucun x n’appartient & N((3); de plus un
ensemble de p-mesure 1 contient un ensemble Tg-invariant de y-mesure 1.

2. B(#) n’est pas inclus dans B((); la dimension de Hausdorff de
B(0) \ B(B) est strictement positive et B(0) \ B() contient un ensemble
Tp-invariant.

3. T'(8) n’est pas inclus dans N (f) et la différence T'(6) ~ N(8) a pour
dimension de Hausdorff 1 et contient un ensemble T-invariant. Il s’ensuit
que B(0) n’est pas inclus dans N(8), que B(6) \ N(3) a pour dimension
de Hausdorff 1 et contient un ensemble Tg-invariant de [i-mesure 1.

Il existe donc z € B(3) tel que pour tout n, é’(m) ne soit jamais
dans B(6).

Brown, Moran et Pollington [BMP] montrent que si 3 et 6 ne sont
pas équivalents multiplicativement, alors B(3) n’est pas inclus dans B(6).

Comme lorsque 3 est entier naturel T(8) = B(8) = N(8) lassertion
3 du théoreéme implique les résultats de W. Schmidt et A. Pollington :

COROLLAIRE 1. — Soient g et h deux entiers naturels non équiva-
lents. Alors B(g) # B(h) et la dimension de Hausdorff de B(g) ~ B(h) est
égale a 1.

Comme lorsque (3 est un nombre de Pisot, N(8) = T(8) on déduit
immédiatement de l’assertion 3 du théoréme, le résultat suivant qui
concerne les développements en base 3 et 6 :

COROLLAIRE 2. — Soient 8 et § deux nombres de Pisot non multi-
plicativement équivalents.

1) Soit p une mesure de Bernoulli non dégénérée pour T (ou encore
une mesure faiblement de Bernoulli).
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Alors p-presque tout x est dans N(6). Plus généralement pour tout
réel o non nul, p-presque tout x vérifie ax € N(6). Autrement dit si les
chiffres de x en base 3 sont répartis selon une mesure j convenable, ils
sont répartis dans la base 0 selon la mesure maximale de Parry g avec la
probabilité 1.

2) N(0) n’est pas inclus dans N(fB) et la différence N(6) ~ N(3)
est de dimension de Hausdorff 1 et contient un ensemble Tg-invariant de
[-mesure 1.

De plus
T(6) £ T(B), B(9) Z B(B)
avec la méme remarque pour les dimensions de Hausdorff.

Autrement dit, si 3 et 6 sont deux nombres de Pisot non équivalents,
il y a des nombres dont le développement est normal en base 6 et pas en
base 3 et des nombres x tels que la suite (z6",...,z0"980~1) <, est
équirépartie modulo un mais pas la suite (z3",...,z@"+98A~1) ;.

Il est certain que la distinction faite entre les trois notions de normalité
présentées ici rend assez confuse la description des phénomeénes — autrement
dit les énoncés des résultats — et concourt & introduire dans ’esprit du
lecteur un regrettable mélange. Le mélange est excellent pour les mesures
mais pas pour la digestion. Néanmoins ces distinctions sont tout a fait
pertinentes. En résumé, N(3) est lié aux chiffres des développements, B(()
a la répartition modulo un de la suite (z6"),>0, c’est la notion la plus
aisée & définir mais la moins maniable et la plus instable, T'(3) concerne la
répartition dans le tore de dimension deg 3 et est plus facile & étudier (voir
[C] et [S2]) et il est remarquable que dans le cas ot § est un nombre de
Pisot, alors N(0) = T(6) C B(6) ([Bel]), mais cependant pour la plupart
des Pisot N(6) # B(6) ([Be4)).

Le développement de v6™ en base 3.

Dans ce paragraphe nous supposerons 6 et [ réels strictement

- R Lno . . - .
supérieurs & 1 et @ = —— irrationnel; 7y désignera un réel non nul.

Lng
Développons 0™ en base (3 :

C
¢y W = e1f e 4 e + S

. 1
avec a chaque étape Y ¢; B+ < —.
i>5 pI
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Lné

PROPOSITION 1. — Soient 8 et 8 des réels > 1 vérifiant Inj ¢ Q,
soit v € R*. Soit b = by - - - by, une suite de chiffres B-admissibles avec b; # 0
pour un i au moins appartenant & (1,...,L).

Pour tout € > 0 il existe un entier My tel que pour M > My,
Pensemble 3 des entiers naturels n pour lesquels b apparait parmi les M
premiers chiffres ¢, - - - capr du -développement de v8™ (n =1,2,...) est un
ensemble D dont la densité inférieure est supérieure 4 1 — €.

COROLLAIRE 3. — Soient 3 et 6 deux nombres réels strictement
supérieurs 4 1, non multiplicativement équivalents, b; ---by un mot (-
admissible, vy un réel non nul; alors ’ensemble des entiers n tels que by - - - by,
apparaisse au moins une fois avant la virgule dans le ($-développement de
v¥0™ a pour densité 1.

Convergence faible vers la mesure de Lebesgue.

PROPOSITION 2. — Soit 8 un nombre de Pisot, 4 une mesure de

Bernoulli (ou encore faiblement de Bernoulli) pour T3 ; soit r un entier, soit
Ln

6 > 1 un nombre transcendant ou algébrique de degré r, vérifiant Kg ¢ Q,

et soit A une réunion finie d’intervalles du tore (resp. de parallélépipédes
du tore [0,1["). Alors, pour tout €1 > 0, tout e > 0 et tout réel d non nul
il existe un ensemble N’ d’entiers de densité au moins 1 — e tel que

VneN', |u({z €[0,1]; {dz 6"} € A}) — MA)| < &1
(resp. |u({z € [0,1]; (dz 6™,...,dz """"1) € Amod1}) — A(A)| < €1), A
désignant la mesure de Lebesgue.

La proposition 3 est conséquence du :

LEMME 1. — Soit 8 un nombre de Pisot de degré r; soit p une
mesure de Bernoulli pour le shift Tz (ou encore une mesure faiblement de
Bernoulli) : soit s un entier strictement positif et d un nombre réel non nul
de la forme a; + azB+---+a,f "L otta; € Z pouri=1,...,r.

Pour tout € > 0 il existe Kg tel que pour tout K > K il existe Jy tel
queVJ > Jo, sib= B + 5% +---+ BXJ et sim admet un développement
en base (3 de la forme

m=cBNTEADI L pgN 4 ¢ avec a < BN
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ou N est un entier quelconque alors :

1
l / ezi"’dm’dr(x) <e.
0

La condition sur m signifie que le mot b =10---010---01---10---1
apparait dans le développement de m (avant la virgule).

Enfin voici une remarque sur la Tz-invariance :

LEMME 2. — Soit (E,T) un systéme dynamique, y une mesure T-
invariante, S un ensemble mesurable vérifiant u(S) = 1. Alors S contient
un ensemble S, T-invariant vérifiant u(S;) = 1.

En effet, pour tout n pu(T~"S) = 1 d'ou u( N T‘"S) =1cet
n>0
S; =(T~™S convient.

3. Démonstrations.

Preuve de la proposition 1 (cf. [FS]). — Soit C le complémentaire de
D ; montrons que la densité supérieure de C est inférieure a € si M est assez
grand. Fixons M et fixons un entier N = hM multiple de M ; considérons
’'ensemble C(N) des entiers n de C tels que v™ > B ; il existe un entier
i € N tel que 78" € {8, BE+1N][ et donc tel que ¥8™ s’écrive :
YO = c1fNTE 4 BN 1 B Cag 2B T+ agsBN TR
et y0™ s’écrit :
'70n =K' + K//ﬂz'N

avec , ) .

K = Ca+2ﬂzN—1 + ca+3ﬁzN—2 +...¢€ [0’ ﬂzN[

K" =c18%+ ¢t + -+ +caq1 € [1,8Y].
Les nombres K’ et K" ainsi définis sont déterminés de fagon unique.

Si b n’apparait pas dans les M premiers chiffres by ---bys de v6™
c’est qu’il n'apparait pas dans les M premiers chiffres de K”. Soit E =
E(N) I’ensemble des nombres réels de [1,...,3"[ tels que b n’apparait
pas parmi les M premiers chiffres de leur 3-développement; soit F; =
EN[pM+i, gM+i+1[ pour j =0,1,..., N—-M—1.

Montrons que, A désignant la mesure de Lebesgue sur R :
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LEMME 2. — 1l existe une constante 6 < (3 telle que
MEFy) < B76M.

Montrons pour cela que

LEMME 3. — Soit b,---by, un mot (-admissible. Il existe une
constante § < (3 telle que le nombre w, de mots c; ---c, de longueur r
admissibles pour le 3-shift et ne contenant pas le mot b, - - - by, vérifie pour
tout r assez grand

wr < 8.

Preuve du lemme 3. — Fixons le mot ¢; - - - ¢,. L’ensemble des suites
(di)i>1 B-admissibles dans lesquelles ¢; - - - ¢, n’apparait jamais forme un
fermé T-invariant, et donc un sous-shift A du (3-shift; celui-ci étant in-
trinséquement ergodique ([H]), et d’entropie Ln/, A est d’entropie Lnu

nw
" et donc pour un certain § €]u, [ il
T—00 T

avec u < (. Or Lnu = lim
existe 7o tel que
Vr >rg, wr<6.

Nous supposerons dans la suite by, ...,br fixé, 6 fixé et M > ro.

Preuve du lemme 2. — Fj est réunion d’intervalles “B-adique” de la

forme
rc c c rd d
[ﬂM-H(El_*_’_Ezz_.*,..._g._ﬂ%); 13M+J(_ﬂl_+...+_ﬂ%)[

ou ¢ ---cpy est un mot B-admissible de longueur M et d; ---das le plus
petit mot admissible de méme longueur qui lui est strictement supérieur
pour l'ordre lexicographique; la longueur de cet intervalle est donc majorée
par fM+i—M — 3i le nombre de mots c; - - - cps est majoré par 6™ d’apres
le lemme 1, et ainsi

A(Fj) < pisM.

Preuve de la proposition 1. — Un entier n est dans C si nLné +
E ILnFE
Lny € ; I[lm 7 ou Nin 3 désigne I’ensemble {ﬁnﬂ’ T € E} Quelle

est la proportion de [0, N] occupée par Ln E? D’aprés le théoréme des

accroissements finis, étant donné que Lnx admet pour dérivée — :
T

1 M §\M
MNEnE) < g M) < Z_M—ﬁ < (5) .
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Réunissant les F; pour j =0,1,...,N—M—1, comme
N-M-1
E= ( U F,) U(EN[o, M])
j=0
)M

/\( LnE ) 1M+ (N-M)(5
NLng Lng

Fixons ¢; comme é§ ne dépend pas de M, il existe M tel que

VM > My, VN tel que

M \(E) <.
NLng "2’ "\NLng

. . P . LnE
La suite na+ Ln v étant équirépartie modulo un et ——— étant une

NLnpg

réunion finie d’intervalles dont la somme des longueurs est majorée par ¢,

la suite na + Ln~y tombe dans avec une fréquence inférieure ou

LnFE
NLng
égale 3 € et K" tombe dans E avec une fréquence inférieure ou égale a ¢,
d’ot la proposition.

Preuve du lemme 1. — Nous ferons la démonstration dans le cas ol
1 est Bernoulli et d = 1. Le cas général se traite de méme. Nous montrerons
tout d’abord le lemme suivant : pour tout nombre réel y, ||y|| désignera la
distance & ’entier le plus proche. La preuve du lemme 1 découle du lem-
me 4 :

LEMMA 4. — Soit 8 un nombre de Pisot de degré r et soit d =
a; + a8+ -+ a0 ot a; € Z. Il existe une constante H = H(d)
dépendant de d et un nombre { €]0,1[ tel que si z €]0,1] a pour
développement
=GRt
alors pour tout entier q et tout entier h

“dx 89— d(sq_hﬁh gt 8"51 Foot 6"“)” < HCP,

C’est-a-dire qu’on peut approcher dx 8" en tronquant

£
2f" =107+ +eqnr1BM Fegnft 4+ i

ﬁh+ 1

Eqth
Bh
la précision dépendant du nombre 2h + 1 de termes considérés. En réalité
il s’agit de la continuité de Holder d’une certaine application. Nous ferons

la démonstration dans le cas ou d = 1.

+
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Soient 31, ..., B les conjugués de B différents de 8; ils sont de module
1
strictement supérieur & 1; soit { = sup (‘—ﬂ—‘ + 161, -- -, |ﬁr|). Nous avons
0<(<1. Soit heN:

Q"= 81ﬂq_1 + 82ﬂq_2 +---+ Eq_h+1ﬁh+1 + Eq_hﬁh-f‘
..+5q+...+5q+h +M

I@h ﬁh+1

+ e
Comme ||y + z|| < [lyll + ||z,

13
o s+ 52

- €g+h+1 | Eqt+ht2
< |lerB? 1||+...+||€q_h+1ﬁh+1“+H 2h+1 + ;hﬂ +||

D’apres les formules de Newton, pour e € N, 8¢+ 5 +-- -+ 8¢ € Z et donc
1Bl < 11831 + -+ - + 1671 < (r — 1)¢°.

. 1 . o
Ainsi, comme { > — et comme ¢; est majoré par 3, il existe H tel que

B
R | RSP BT My
e>h e>h
< IBI"C Ch = H Ch'

S1-¢

Montrons maintenant le lemme 1 (toujours avec d = 1). Soient b et
m comme dans 1’énoncé et s un entier fixé.

. . (N+(K+1)J)z : N ;
e211rsmz — e?urs(cﬂ ). e2z7rbﬁ T, e21,7ra:c
et
K
. , N+iJ
e21,1r.sbm — I l e2z7rsﬁ z
=1

D’une facon générale |e2™" — 1| < 27y et pour tout y

|e2i1r(y+'q) _ e2z'7ry| < 2m.

Nous en déduisons aisément que

K K
| H e2im(yitmi) _ H e2imyi
=1 i=1

et que pour tout h € N :

<2mim +m2+ -+ i

IH 2imszfN T H 2i1rs(eN+“+hﬁh+~~+i%ihﬂ)

=1

< KH-2rn- (P
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Supposons J > 2h. Les fonctions f; définies ainsi :
21 P hy..yEN+iJ—h
fi(z) = fil(en)n>1) =€ ’"3(5N+ J+nB _%h_)

sont, pour ¢ = 1,..., K, des fonctions indépendantes et donc
1 K
| £@n@- fxta) du@) = T] [ o) duta).
i=1

Comme p conserve T qui induit le shift sur (e,)n>1 les intégrales fol fidu
: hy .. €q+h

sont égales & fol f1 dp ou encore & fol e (ca-npt 4t ah )d,u; or y est non

atomique (& cause de la non dégénérescence et de 'invariance) et donc il

existe 7 avec Ifol e*ms2qu(z)| < n < 1 et comme )z g — (eq_hﬂh +-

=) | < H-2m- ¢ il vient

| /O 1 fi(z) du(z) — fo 1 g2imne d,u(a:)l < /O 1 H-2r-¢" dy < H-27-CP

1
./0 fi(z) du(z) < n+ H-2m-¢M.

Fixons 71 < 1 et ho tel que n+ H- 27 ¢ho =n; < 1. Alors VA > hg

1 K
‘/0 fi(z) du(z)’ <m<1 et ]Efi(x) dp(:c)‘ < K.
D’autre part

/e2i1rs(c,BN+(K+1)J+bﬁN+a)zdu — /eZiwsb(ﬂN+J)z‘B

ot B est I'intégrale conditionnelle de e2im(c8™ ***97+a)z gachant e2imsbh™z,
Cette intégrale est majorée par 1 et donc

1 1
‘/ e2i1rs(cﬂN+(K+1)J+bﬁN+a)z dﬂ' S/ e2i7rsbﬁN:z: dp < n{( + KH- 27 Ch
0 0
oll hg est fixé tel que n+ H-2m- (Mo = < 1 et J > 2hg. Soit € > 0; fixons
Ky tel que n{{" < €/2 et fixons K > K. Fisons hq(K) supérieur & hq tel
que
K-H- 214" < ¢/2.

Alors si J > 2h1(K), on a

1
0
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Preuve de la proposition 2. — Soit A comme dans ’énoncé et € > 0;
6 est supposé algébrique de degré r. Soit s = hy + hoB+ -+ + h,.5""! avec
h, €Z et |h;| < H pour i =1,...,n.

Fixons d, € et €2; le lemme 1 nous dit qu’étant donné € > 0 et H € N*,
il existe J et K et un nombre b tels que

’/eZirsdmz du(z)‘ <e
deés que m est de la forme a + b3N + cBVNTEHDT oy o < BV, clest-a-dire
\ /ezmdm(hlx+h2ze+---+h,z9”—1) dﬂ(w)t <e.

La fonction caractéristique x de A étant approchée convenablement
par des combinaisons linéaires de caractéres du tore T"(zy,...,z2) —
eZim(hzit-+hezr) §] vient si € est assez petit que
|(u{z; (z, 20, ...,26""') € Amodun}) — A\(4)| < ;.

Prenant pour bloc de chiffres le bloc obtenu a partir de b, la proposition
1 nous dit qu’il existe un ensemble N’ de densité inférieure supérieure 3
1 — &5 tel que tous les mots m de la forme {d8"; n € N’} sont aussi de la
forme a + bBN + cANHEFDI Qo4 le résultat.

LEMME 5. — Soit 6 un nombre réel strictement supérieur a 1; étant
donné un intervalle I du tore, un réel € > 0 et un entier K, x la fonction
caractéristique de I, désignons par Ak 1. I’ensemble des z € [0, 1] tels que

x(x) + x({6z}) +--- x({6%z})
Iz -MI)| <e.

Alors VI, ¥n > 0, Ve > 0, 3Ky, VK > Ko, M(Ak,1,e) > 1—n.

De méme, lorsque 0 est algébrique de degré r et que I est un
parallélogramme du tore T" : soit Ak . l’ensemble des x € [0,1[ tels
que, x désignant encore la fonction caractéristique de I

{z} {6} {65}
z6 z6? zoK+1
@) ) [ e
{mgvl—l} {:te"} {zok-'f—r—l} _
74 () [<e.

Alors VI, Vn > 0, Ve, 3Ky, VK > Ko, A(Ak,1) > 1—1.

Montrons-le dans le cas d’un intervalle du tore : presque tout x est
normal en base 6 et vérifie donc

Jim S (x({) + -+ x({0V2)) = A(D)
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et Pensemble B est nombres de [0, 1[ normaux en base 6 vérifie
Bc Im ([ Axre):
Kimeo X ok
Comme A(B) = 1, il vient I}Enw MAk,1,e) = 1. Il en va de méme si I est
un parallélogramme du tore T" dans le cas ou 0 est algébrique de degré r,
car pour presque tout z la suite

T {zo"}
+1
al _|
xor—l n>0 {x0n+r—1} n>0

est répartie selon la mesure de Lebesgue dans le tore T".

Preuve du théoréme 1. — Montrons que I’ensemble W des nombres
z de [0,1] tels que la suite (z6™),>o ne soit pas équirépartie modulo un
dans le tore T" est de p-mesure nulle.

Si z € W c’est qu'’il existe un parallélogramme I et un nombre € > 0
tels que, x désignant la fonction caractéristique de I
{z} {z6™}
VNy, AN>Ny %/,— X : +-+x : =A(D)| > e.
{z071} {zoN+r-1}
Soit Bk, 1,e,4 'ensemble des z tels que pour un ensemble N'(x) de densité
inférieure au moins égale a d on ait :
{c}
{=6}
Vn € NI, Tgl . € AK,I,e
{z67'}
et soit EK, I,e,d le complémentaire de Bk ¢ 4.

Notons que si € < €1, Bk, 1,e,a C Bi,I,e,,a €t quesid < diBk 1.4, C

{z} B
{w’é’}

Bk, 1,6,4- Lorsque z € Bg,1 ¢ 4, Si on note Z le vecteur .
{oo71}

T |(5 (@) + -+ XTI @) - M)

K X(E)+"‘+X(T9K~’E) x - TS 'z + -+ T3 (z))

'N( 74 K +

X(T) 5 (z) + - + x(T] (2))
K

= lim

N—oo

)-Aaﬂ58+d
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(on a supposé N multiple de K ce qui ne restreint pas la généralité de la
preuve).

En effet sur les N/ K facteurs tous sont majorés par ¢ sauf dN au plus
aui sont majorés par 1 en valeur absolue, et en fait Z € Ak 1c4+q (notons
que c'est ic1 qu'intervient ’hypothése : 6 entier algébrique : si on étudie

{xgHN} {onN+K}

1
I lX : ot X : ]
{xaHN+r—1} {xaHN+K+r-—1}

on N

{zoHN+1} . .
I'appartenance de . & Ak, nous renseigne sur
{xaHI\i+r— 1}
( {z6HN}- {6} {zoHN+i}

) qui n’a rien a voir avec ( ) alors que

(c6HN+7-1}. {01} (2" NFr-144)
si 0 est entier algébrique de degré r
{z0+} {z6°}
: =c : (cf. §1).
{m0t+s+r—-1} {$03+r_1}
Donc si z n’est pas dans T'(6) c’est que 31, Je > 0, 3Ky, VK > Ky, 3d et
g1 avec €1 + d < € tels que = € By k¢, 4; ainsi

[0,1[\T(9)§U(U U ( lim m EI,K,zs,at))-

€ d,eq Ko—?OO
d+ey<e

Les réunions et intersections ci-dessus peuvent étre ramenées & une
quantité dénombrable de réunions et intersections.

Or d’apres la proposition 2 et le lemme 5
VI,Ve > 0,Vn > 0,3Ko,VK > Ko, AMAk,1e)>1—17

et Ve; > 0 et d > 0, AN’ de densité supérieure & 1 — d tels que

Vn € N, |p({z,T§(z) € Ak,1.}) — MAk,16)| < €1
et en réunissant ces deux inégalités VI, Ve > 0, Ve, Vd, AN’ C N de densité
supérieure & 1 — d tel que

vne N, |u({z,T3() € Ak,1e}) — 1| <n+er

et donc VI, Ve > 0, Vn, Ve, Vd, 3K = Ko(n), VK > Ko, |w(Bk 16,4) <

n+el dobp(lm () Brre,a) =0 et u(0,15T(0)) =0.
>Ko
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Nous avons donc prouvé que p-presque tout x est dans 7'(6), donc
dans B(6) et plus généralement que si d # 0 est un nombre réel fixé
d’avance, pour u-presque tout z, dx est dans T'(f), et donc dans B(6).
Ceci prouve ’assertion 1 du théoréme.

L’assertion 2 se déduit de ’assertion 1. En effet, si 3 est un nombre
de Pisot de § développement en base 3: 8 = ag + a + 92 +---etsip

est la mesure de Bernoulli telle que p(0) = u(1) = 1/2 alors p-presque
partout = est dans T'(§) mais presque aucun z n’est dans B(3), ([BE1],
théoréme 14) et presque aucun dans N(8): B(6) n’est pas inclus dans B(8)
ni dans N(B3) et T(0) ¢ B(B), T(6) ¢ N(B) = T(8). Un raisonnement un
peu plus général permet d’obtenir ’assertion concernant les dimensions de
Hausdorff.

Soit § le nombre réel strictement supérieur a 1 tel que 6 = ag + % +

o+ ;—Ilg; 6 est un entier algébrique et lorsque K tend vers I'infini § tend
vers (3; soit us la mesure de Parry-Rényi sur le é-shift : elle induit sur les
chiffres des [3-développements une mesure de masse 1, d’entropie Lné, et
qui est faiblement de Bernoulli (elle est la mesure associée & un systéme
sofique [BE1], th. I). Elle induit sur le 3-shift une mesure p possédant les
mémes propriétés; cette mesure p vérifie d’aprés l'assertion 1 “p-presque
tout z est dans T'(6)”.

Comme les 6-développements sont des (-développements non nor-
maux en base 8 (pour mille et une raison, par exemple parce que l’entropie
Lné est trop petite, ou alors parce que certains mots (3-admissibles man-
quent & l’appel) “p-presque aucun z n’est dans N(3)” et la dimension de

Lno [BM1]. La dimension de

Hausdorff d rt d t ins ——
ausdorff du support de p est au moins —— 3

Hausdorff de T'(8) ~ N(B) est donc 1.

Preuve du corollaire. — Preuve de ’assertion 1 : lorsque 8 est un
nombre de Pisot N(6) = T(0) et donc si p-presque partout x est dans T'(6)
alors p-presque partout est dans N(6) et il vient

T(6) < N(B) =N(6) £ N(B)
N(6) £ T(B)
N(6) ¢ B(B)-

Les questions de dimensions de Hausdorff se traitent de méme.
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