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PSEUDOGROUPES COMPLEXES QUASI
PARALLELISES DE DIMENSION UN

par
Vincent CAVALIER

0. Introduction et notations.

La structure des feuilletages transversalement parallélisables est
bien connue griace aux travaux de L. Conlon, E. Fedida et P. Molino
(voir [Conl], [Fe] [Moll], [Mol2], [Mol3], [Mol4]). P. Molino en particulier
a montré le lien existant entre cette structure et celle des feuilletages
riemanniens introduits par Reinhardt (cf. [Rei]). De leur coté A. Haefliger
et E. Salem, par des techniques de pseudogroupes sensiblement différentes,
ont complété I’étude des feuilletages riemanniens (cf. [Hael], [Hae2], [Hae3]
[HaeSal]). Il était donc naturel d’affaiblir les hypothéses de régularité de la
structure transverse en lui permettant de présenter des singularités. Dans
ce travail nous étudions les pseudogroupes de transformations holomorphes
de génération compacte au sens de A. Haefliger qui laissent invariant un
champ de vecteurs méromorphe, en dimension complexe 1; c¢’est notamment
le cas des pseudogroupes d’holonomie des feuilletages transversalement
holomorphes munis d’un champ feuilleté méromorphe sur des variétés
compactes.

DEriNiTION 0.1. — Un pseudogroupe H de transformations d’une
variété T — noté (H,T) — est une famille de difféomorphismes locaux de T
qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) Si h et b’ sont deux éléments de H leur composé (partout ou cela a
un sens) appartient & H; de méme h~! et I'identité appartiennent a H.

(ii) La restriction d’un élément de H & un ouvert de T' appartient & H.

Mots-clés : Pseudogroupes complexes — Génération compacte — Parallélisme invariant.
Classification A.M.S. : 58H05.
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(iii) Sih est un difféomorphisme d’un ouvert U de T sur un ouvert V et
si h coincide avec un élément de H au voisinage de chaque point = de U,
alors h appartient a H.

La source d’un élément h de H est I’ouvert de T sur lequel h est défini;
son but est 'image de la source. L’orbite d’un point = de T (notée [z]) est
I’ensemble des points de y tels qu’il existe h € H avec h(z) = y. Le groupe
de stabilité d’un point z de T (noté St,) est ensemble des germes en z
d’éléments de H tels que h(z) = z.

Si M est une variété pourvue d’un feuilletage F, et si T est une
sous-variété transverse en tout point & F rencontrant toutes les feuilles
de F (on dit alors que T est une transversale au feuilletage), on définit
par glissement le long des feuilles de F (cf. [Hae2]) un pseudogroupe
d’holonomie transverse du feuilletage.

D&rFINITION 0.2. — Une équivalence de deux pseudogroupes (H1,T1)
et (Ho,T3) est une famille (¢;);cr de diffomorphismes locaux de H;
dans Ho stable par composition avec les éléments de H, et Hs et telle que
les ;! o p; (resp. les p; o gaj—l) engendrent H; (resp. Ha).

Si Ty et Ty sont des transversales d’un méme feuilletage, les
pseudogroupes d’holonomie (Hi,T1) et (Hz,T2) correspondants sont équi-
valents.

DeriniTioN 0.3. — Un pseudogroupe (H,T) est de génération
compacte si :

(i) il existe un ouvert U relativement compact dans T qui rencontre
toutes les orbites de 'H ;

(ii) le pseudogroupe H restreint & U (qui est équivalent a (H,T')) est
engendré par un nombre fini d’éléments que 'on peut prolonger en des
éléments de H sur les adhérences de leurs sources.

La propriété de génération compacte est stable par équivalence de
pseudogroupes. Les pseudogroupes d’holonomie des feuilletages sur des
variétés compactes sont de génération compacte. Il est & noter que si (H,T)
est de génération compacte, la propriété (ii) est vraie pour tout ouvert U
relativement compact de T rencontrant toutes les orbites. On peut par
exemple formuler le théoréme de stabilité de Reeb de la facon suivante.

TutoriME 0.4. — Soient (H,T) un pseudogroupe de génération
compacte, £ un point de T dont l'orbite est discréte et le groupe de
stabilité fini; il existe un voisinage de [z] (dans D’espace des orbites)
isomorphe au quotient d’un disque par un groupe fini isomorphe au groupe
de stabilité de z.
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DEFINITION 0.5. — Un ‘H chemin dans (H,T) est la donnée d’une
famille de chemins (C;);e(1,... n}, Paramétrés par [0, 1], tracés dans T et des
éléments (hj)jeq1,...n—1} de H tels que hi(Ci(1)) = Ci11(0).

On peut définir le groupe fondamental 71 (H) de (H, T) comme groupe
d’homotopie des H lacets dans (H,T). Si (H,T) est équivalent & Paction
quasi-analytique d’un groupe G sur une variété simplement connexe, 71 (H)
est isomorphe & G (voir [HaeSal]).

DgriNiTION 0.6. Un pseudogroupe quasi parallélisé (H,T,Z) est
la donnée d’une variété T analytique complexe de dimension 1, d’un
pseudogroupe connexe ‘H de transformations holomorphes locales de T, et
d’un champ méromorphe Z sur T invariant par ‘H.

Si Z admet un zéro ou un pdle en un point z de T, alors Z possede
un zéro ou un pdle en tout point de [z]. Appelons T la variété T privée
des zéros et des poles de Z, et ‘H' la restriction de H & T”. Nous dirons que
(H',T', Z) est la partie réguliére de (H, T, Z).

DgrinITION 0.7. — Une équivalence de (H1,T1, Z1) et (Ha, T, Z3) est
une équivalence de (H1,T1) et (Ha,T2) qui échange Z; et Zs.

Le plan de larticle. — L’objet de ce travail est de classifier a
équivalence pres les pseudogroupes (H, T, Z) de génération compacte.

Dans le paragraphe 1, on définit le groupe d un paramétre d’un
champ de vecteurs H invariant complet (qui est une action de R ou C sur
l’espace des orbites de H). On montre qu'un pseudogroupe pourvu d'un
parallélisme de Lie invariant complet est équivalent & une action de groupe
(Théoréme 1.6). Dans le paragraphe 2, on étudie la dynamique locale d’un
champ méromorphe au voisinage d’une singularité. Dans le paragraphe 3,
on remarque que si Z admet un pole, (H, T, Z) est une orbifold, c’est-a-dire
un pseudogroupe dont ’espace des orbites est localement quotient d’un
disque par un groupe fini, on peut classifier ces orbifolds (Théoreme 3.2).
Cela nous conduit & I’étude du cas ou Z est holomorphe; dans ce
cas (H,T,Z) est un pseudogroupe normal (Définition 4.1). On classifie
les pseudogroupes normaux (Théoréme 4.2). Dans le paragraphe 4,
on détermine les pseudogroupes normaux de génération compacte et
’on obtient la classification voulue (Théoréme 4.11). Dans le paragraphe 5,
on donne des exemples de feuilletages sur des variétés compactes dont le
pseudogroupe d’holonomie est du type (H, T, Z).
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1. Champs de vecteurs invariants complets. Pseudogroupes
pouvus d’un parallélisme de Lie invariant complet.

Ici (H,T) désigne un pseudogroupe connexe, éventuellement analy-
tique complexe, et Z un champ de vecteurs sur T invariant par H, éven-
tuellement holomorphe. On appelle ¢; le groupe local & un parametre de Z.

Groupe & un paramétre d’un champ de vecteurs ‘H invariant.

DeFINITION 1.1. — Une suite pour Z en un point r de paramétre t
(t € R ou C) est la donnée de n scalaires ti,...,t, et de (n — 1) éléments
hi,...,hn_1 deH, telsquet; +to+---+t, =t et ohp_10p;, ,0---0py,
est une transformation locale de T' définie au voisinage de x.

DEFINITION 1.2. — Le champ Z est dit complet s’il vérifie les propriétés
suivantes :

(i) Pour tout z de T et tout scalaire t, il existe une suite pour Z en x
de parameétre t.

(ii) Siz et z' sont deux points de la méme orbite et si p;, Ohy_10--0py,
(resp. Py, 0 hy_y 0+ 0y ) sont des suites pour Z en = et =’ de méme
parametre t, alors ¢y, 0 hp_10 -0y, () €t @y, 0 hpy_y 0+ -0y (2') sont
dans la méme orbite.

La donnée sur 7" d’un champ Z, H-invariant complet permet de définir
sur ’espace des orbites de H une action du corps des scalaires que nous
appellerons le groupe d¢ un paramétre de Z et que nous noterons ;. On
remarque aisément que la notion de complétude d’un champ H invariant
est stable par équivalence de pseudogroupes.

ProrosiTioN 1.3. — Soient (H,T) un pseudogroupe de génération
compacte et Z un champ de vecteurs ‘H invariant; alors Z est complet.

Preuve. — Soit U un ouvert relativement compact de T' rencontrant
toutes les orbites de H. La restriction de H a U est engendrée par un systeme
fini 7; ..., de générateurs que ’on peut prolonger sur les adhérences de
leurs sources en des éléments ¥;...7%, de H. Soit ¢; le groupe & un
parametre local de Z. Par compacité de U, il existe un réel strictement
positif € tel que () est défini pour tout z de U et tout ¢ (avec [t| < ). On
peut en outre, quitte & diminuer &, supposer que pour tout x de U et tout ¢
(avec |t| < €) on a : si z appartient & la souce de +;, alors ¢;(z) appartient
a la source de 7; ; cela implique les relations de commutation

@t (7i(2)) =7, (pe()).
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Prouvons alors (i). Soit ¢ un parameétre (réel ou complexe); il existe
un entier p tel que |t/p| < e. Pour tout = de U, on peut définir ¢,/,();
on «rameney ¢;/,(x) dans U par un élément de H, et on itére p fois le
procédé, ce qui définit une suite pour Z en z de parametre t.

Prouvons maintenant (ii). Appelons longueur d’une suite pour Z en z,
@y, ohro---0hp_1 0y, le réel positif |t1] + - - - + |tn]- Si deux suites
pour Z en z et =’ (avec [z] = [2']) ont le méme parametre et des longueurs
inférieures & ¢, Paffirmation (ii) est vraie pour ces deux suites en vertu des
relations de commutation : on peut en effet écrire localement les éléments
du pseudogroupe comme de mots en les 7; et commuter.

Si g, 0hy...p, €t @y 0k10-- 0@,  sont deux suites pour Z en z et z’,
(avec [z] = [¢']), de méme paramétre ¢, on peut, en composant une famille
finie de suites de longueurs inférieure & €, montrer que ¢z, ohjo---0p; (z)

et pr, 0kjo---0p, (z') sont dans la méme orbite. a
Remarque 1.4. — A une suite pour Z en z, on peut associer un
‘H-chemin de la fagon suivante : & ¢ € {1,...,n} on associe le chemin ¢;

tracé dans T défini par

¢i(T) = @ry; 0hi—1 004, () ;
on a alors h; o¢;(1) = ¢;4+1(0). Les ¢; et les h; définissent alors un H chemin.

Plus généralement, si Zi,...,Z, sont des champs H invariants
complets, on peut obtenir des H chemins reliant z & un point de 'orbite
gofp o---o¢; ([z]) en composant des H chemins obtenus & partir des suites
pour les Z;.

Pseudogroupes pourvus d’un parallélisme de Lie invariant complet.

On suppose ici qu’il existe sur le pseudogroupe connexe (H,7T) une
algebre de Lie A de champ de vecteurs H invariants complets; on suppose
en outre que A est un parallélisme de T'. Soit G le groupe de Lie simplement
connexe dont I’algébre de Lie des champs invariants & gauche est A. Tout
point x de T admet un voisinage U, sur lequel est définie une structure
locale de groupe de Lie modelée sur celle de G, c’est-a-dire qu'’il existe
un difféomorphisme v, de U, sur un voisinage de l'identité de G tel
que ¥ (z) = 1, et Papplication tangente & 1, est I’isomorphisme naturel
de A sur algébre des champs invariants & gauche sur G.

LeMME 1.5. — Soit f un difféomorphisme d’un ouvert connexe U de T
sur un ouvert de T tel que f.(X) = X pour tout X de A. S’il existe un
point = tel que z et f(x) sont dans la méme orbite, alors f appartient a4 H.
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Preuve. — On peut relier un point y de U & = par un chemin constitué
de morceaux de trajectoires de champs X;...X,, € A; il vient alors

=i 0opr(lz]) et [fW)] =i 0 oer (f(@)]) =]

car f commute avec les ¢* et [f(z)] = [y]. Comme f coincide au voisinage
de y avec un élément de H, on en déduit que f appartient & H. O

Dans la suite, si X est un élément de .4, nous conviendrons de noter X
le champ invariant a gauche sur G correspondant.

THEOREME 1.6. — Si (H,T) est connexe et pourvu d’un parallélisme
de Lie invariant complet A, alors (H,T) est équivalent & I’action par
translations a gauche d’un sous-groupe H de G sur G. L’équivalence envoie
tout X de A sur X.

Démonstration. — Choisissons un point base zq de T. Pour tout x
de T, il existe X3, ..., X, dans A et des scalaires ty,...,t, tels que :

1, 00 pp, ([wo]) = [2].
On définit un difféomorphisme local d’un voisinage de  de T' dans G par
0 =Lexptp,Xn,o0---oexpti X1 0 Yy,

ou L, désigne la translation & gauche par a.
Par construction, on a 6,(X) = X pour tout X de A.

Montrons que la famille © constituée des 6 ainsi définis est une
équivalence. Cette famille est stable par composition avec les éléments
de H. Appelons O, le sous-ensemble de © constitué des éléments dont la
source contient z. Si ; et 62 sont dans ©,, I'application 6; o 65 ! coincide
au voisinage de 63(z) avec la translation & gauche La ol a = 6, (z) - 65 ().
Soit H, le sous-ensemble de G constitué de tous les 6;(z) - 0;1(:10) ou 0; et
0; parcourent O ; alors H est un sous-groupe de G car H, est I’ensemble
des expt1X1,...,expt, Xy tels que o o--- o ¢j ([2]) = [z], donc il est
stable par composition et passage a 'inverse. En fait, H, ne dépend pas du
point z : en effet, soient 01 et 65 des éléments de O, et y un point de T';
on peut trouver des X; dans A et des t; tels que [y] = ¢} o--- 0} ([z]).
Posons ¢ = expt; X10---oexpt,X,. Ona:

{91 =Lajot,, 0=Lagot, avec aja;’ € Hy,

p1=LajoLcopy, et pz=LazoLcop, appartiennenta ©O,.
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Donc aja, ! appartient & H, et H, est inclus dans H;. Par symétrie des
roles joués par x et y, les sous-ensembles H, et Hy sont égaux.

Notons H le groupe H, et (H.G) le pseudogroupe engendré sur G
par les translations & gauche de H; les 6; o 0]._1 engendrent sur G le
pseudogroupe (H.G).

Reste 4 montrer que les 6" o §; engendrent H sur T. Les 6; ' o 6,
engendrent sur 7' un pseudogroupe qui laisse invariante A et qui contient H.
Soient o un H chemin dans T et ¢ un chemin dans G; nous dirons que o
est un relévement de c si, pour tout ¢ de [0, 1], il existe un élément 6 de ©
tel que 6 o o et ¢ coincident au voisinage de t.

Si 01 et o2 sont des relévements de c et si [01(0)] = [02(0)], alors pour
tout t, on a [o1(t)] = [o2(t)], car Pensemble des ¢t de [0,1] pour lesquels
I’égalité est vraie est ouvert et fermé en vertu du lemme 1.5.

Soient maintenant deux points z et y de T et 6; et O3 des éléments
de O tels que 61(z) = 02(y). On a :

{01 = Lexpt1 X1 exptyXp 0y,

02 = Lexptpr1Xpt1- - €XPtprgXpiq O Yy-
Désignons par o7 et oy les H chemins définis comme dans la
remarque 1.4 par :

1 45... P p+1 p+q
Pt, © ° @i, et Ptpi1 © O Ptprg

Les chemins ¢; et ¢o sur G sont définis par :
expt; X10---0exptyXp, et exptpr1Xpt10---0exPlprqXptq-

Les chemins o, et oy sont des relevements de c¢; et cp. Comme c¢; et co
ont les mémes extrémités (1 et 61(z) = 62(y)), ils sont homotopes; nous
allons relever cette homotopie : soit ¢ un chemin dans G voisin de ¢; ayant
les mémes extrémités; par compacité de [0,1] il existe une famille finie
t1,...,tn de points de [0, 1] telle que c(t) est tracé dans |J o, () (Us, (1))

K3
et o1(t) est tracé dans |J Uy, (). On peut alors relever ¢ dans (JU,, () en

(2 K3
un H chemin o. Il est clair alors que o(1) et 01(1) coincident. A 'aide d’un
nombre fini de petites déformations, on peut construire un relévement o}
de c2 qui vérifie les propriétés suivantes :

{Gé(l) = 01(1),
74(0) = 02(0) = 01(0) = zo.

On a alors [0(1)] = [02(1)] = [01(1)] et par conséquent 87! o 8, vérifie les
conditions du lemme 1.5 et appartient & H. O
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Soit (H,T,Z) un pseudogroupe quasi parallélisé ou Z est sans
singularité. L’algébre engendrée par Z est alors un parallélisme de Lie
invariant complet de (H,T'). Appelons w la forme holomorphe sur T' duale
de Z (i.e. w(Z) = 1). Les H-périodes de w sont les intégrales de w sur les
‘H-lacets. Le théoreme 11.6 a pour corollaire :

CoROLLAIRE 1.7. — (H,T) est équivalent au pseudogroupe engendré
sur C par les translations par les H périodes de w. L’équivalence échange
les champs Z sur T et 8/0z sur C.

2. La dynamique d’un champ de vecteurs méromorphe
au voisinage d’une singularité.

Le probleme étant local, on supposera dans ce paragraphe que le
champ méromorphe Z admet une singularité en le point 0 de C.

Si Z admet une singularité, on sait [Mar| qu’il admet ’une des formes
normales suivantes :

. R 190

e si0est un pole,ona: Z = prie

e si0est un zérode Z,on a :
z 0 . (i g

Z === (zéro non dégénéré),
r 0z
2" 0
=—— n>2 zéro dégénéré

1+rzv19z - ( & )

ol r désigne le résidu de la forme méromorphe w duale de Z (i.e. w(Z) = 1).

Appelons Diff(Z,0) le groupe des germes en 0 de transformations
holomorphes qui laissent invariant le champ Z.

e Si Z a un podle d’ordre n, Diff(Z,0) est égal au groupe fini de
rotations engendré par la rotation d’angle 2ir/(n — 1).

e Si Z s’annule en 0, Diff(Z, 0) contient le groupe & un parameétre ¢¢
de Z.

ProposiTioN 2.1. — Soit Z un champ holomorphe nul en 0. Si 0
est une singularité non dégénérée, Diff (Z,0) est égal & pc. Si 0 est une
singularité dégénérée, alors Diff (Z,0) est le produit de ¢¢ et du groupe de
rotations engendré par z — e27/(n=1) 4,
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Preuve. — Si la singularité est non dégénérée le résultat est clair.
Z’n
Supposons alors Z = ——— —. En faisant correspondre & un élément
PP 1+7rzn—1 0z P 9

de Diff(Z, 0) son jet d’ordre 1 en 0 il vient la suite exacte scindée
1 — Diff'(Z,0) — Diff(Z,0) — Rp,_; — 0

ot R,_1 est engendré par z — €™/ (1) et Diff!(Z,0) est le sous-groupe
constitué des éléments g tels que g’(0) = 1. Montrons que Diff*(Z, 0) = oc.
Si g appartient & Diff* (Z,0), on peut lécrire :

g9(z) =z+apzF +---.

En écrivant que g conserve Z, un calcul élémentaire sur les séries
entiéres montre que k = n; si a, = 0, on a g(z) = z. De la méme fagon on
voit que 1’élément ¢; de ¢¢ s’écrit :

pr(z)=z+t2"+---.

En posant t = a,, on voit que ¢; est I'unique élément de Diff 1(Z, 0)
dont le développement en série commence par z + a,z". Le sous-groupe
Diff(Z, 0) est égal & pc, donc Diff(Z, 0) est abélien et le produit semi-direct
est en fait direct. O

Les sous-groupes de Diff(Z, 0).

Le champ holomorphe Z est supposé ici nul en 0, la forme w est la
forme duale de Z (i.e. w(Z) = 1) et r désigne le résidu de w en 0. Si H est
un sous-groupe de C, nous noterons ¢y le sous-groupe du flot ¢ de Z tel
que le parametre appartient & H.

Considérons un voisinage ouvert simplement connexe U de 0, dans
lequel la seule singularité de Z est 0. Soit § un réprésentant d’un élément de
Diff(Z,0) défini sur un voisinage connexe de 0 contenu ainsi que son image
dans U. Soient alors z alors un point de U — {0} et ¢ un chemin tracé dans
U — {0} reliant z & g(z). Le complexe [, w ne dépend pas du point z et du
chemin ¢ & 2imr pres; la classe modulo 2inr de fcw ne dépend donc que
du germe en 0 de §. On définit ainsi une application naturelle de Diff(Z, 0)
dans C/2inrZ qui est manifestement un homomorphisme de groupes que
nous noterons A :

Alg) = /w mod 2inrZ.
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DEFINITION 2.2. — On utilise les notations définies ci-dessus. Soit G
un sous-groupe de Diff (Z, 0). Le sous-groupe de C préimage par la surjection
canonique de C sur C/2inrZ de I'image par A de G est appelé le groupe
des G-périodes de w.

Nous désignerons par Hg le sous-groupe des G-périodes de w constitué
des complexes't tels que ’élément y; du flot de Z appartient 4 G, c’est-a-dire
tels que pp, = pc N G.

Si H est un sous-groupe de C contenant 2imr, nous désignerons par
Diff#(Z,0) la préimage par A de H/2irrZ.

Notons que si Z a un zéro simple en 0, ’élément ¢y, est égal & G.
Si Z s’annule & ordre n > 3 en 0, ’application dérivation au point 0 d’un
élément de G donne la suite exacte

0—-9ge —G—K—=0

ou K est un sous-groupe de R,_1; en particulier si G = Diff (Z,0), le
sous-groupe K est égal & R, _; mais I’extension n’est en général pas triviale.

DEFiNtTION 2.3. — Soit G un sous-groupe de germes en 0 de difféo-
morphismes analytiques qui fixent le point 0. L’orbite d’un point z par G
est 'ensemble des points g(z), ol g est un représentant de g défini sur un
ouvert connexe contenant z. L’orbite d’un point z par G est dite compléte
si, pour tout g de G, il existe au moins un représentant § de g défini sur un
voisinage connexe contenant z, et si deux quelconques de ces représentants
peuvent se prolonger en sorte que I'intersection de leurs sources contienne
un ouvert connexe contenant p et z.

0
ProposiTioN 2.4. — Soient Z = Ea— et G un sous-groupe

de Diff(Z,0). Si Hg est contenu dans la droiter2i7irR, pour tout voisinage V
de 0, il existe un voisinage W de 0 inclus dans V' dont I'image par G est
incluse dans V. Si Hg n’est pas contenu dans la droite 2inrR, pour tout
voisinage V de 0 et tout point z # 0 de V', lorbite de z par G n’est pas
contenue dans V.

Preuve. — Elle est évidente, car dans le premier cas G est un groupe
de rotations; dans le second, G est un groupe de similitudes de rapports
différents de 1. O

zn

ProPOSITION 2.5. — Soient Z = ————— (avecn > 2) et G un

14 rzn—1092
sous-groupe de Diff (Z,0).
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(i) Si Hg n’est pas réduit & 0, 'orbite de tout point z par G s’accumule
en 0.

(ii) Si Hg est contenu dans une droite passant par lorigine de C, pour
tout voisinage V de 0 il existe un point z de V' dont ’orbite est contenue
dans V.

(iii) Si Hg n’est pas contenu dans un droite, il existe un voisinage V
borné de 0 tel que l'orbite de tout point de V — {0} n’est pas contenue
dansV.

Preuve. — Supposons d’abord r = 0. Les éléments du flot de Z
s’écrivent
? .
"Y1—(n—-1)tzn1

wi(2) =

La propriété (i) en découle immédiatement. Si Hg est contenu
dans la droite e®R, 'orbite d’un point z est contenue dans l’union
des courbes déduites par les rotations d’angles 2ikw/(n—1) de la
courbe t € R — g, (2). Cette courbe est soit une demi-droite
issue de lorigine, soit une courbe tracée dans le secteur angulaire
1-60/(n—1) + 2kn/(n—1),7 — 8/(n — 1) + 2kn/(n — 1) comme dans la
figure ci-dessous (le sens des fleches indique le sens de parcours lorsque
t croit).

En particulier si z = pei(%”‘e), I'orbite de z est contenue dans le
cercle de centre 0 et de rayon p, ce qui entraine (ii).

On suppose maintenant r # 0. A une demi-droite A issue de ’origine,
on associe I’application holomorphe ha de C\A dans C

z

ha(z) =
a(?) "3/1—(n—1)z""1rLogz

ol la détermination du logarithme est définie par A. On a :

hA,,( 8) 2t 9

2 —) = -
0z 14721 9z

0
Si pc et Pc sont les groupes & un parameétre respectif de 2" — et

0z
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Zn
e —_—_—
1+ 727192’
courbe t € R — 1,i6(2) est 'image par ha de la courbe t € R — ¢,qi0(2).
Les propriétés (i) et (ii) en résultent immédiatement.

on peut choisir A en fonction de z et de 8 en sorte que la

Reste & prouver (iii). Comme Hg n’est pas contenu dans une droite, il
existe un voisinage relativement compact U de O tel que U + Hg = C.
Il existe un voisinage borné V' de 0 tel que @;(z) est défini pour tout ¢
dans U et tout z dans V. L’ensemble oy (V) = {p(2); t € U,z € V}
est alors borné. S’il existe un point zo de V' (29 # 0) dont l'orbite par G
est continue dans V, 'application holomorphe de C dans C définie par
t — ©1(2p) est non constante et bornée, ce qui est impossible. 0

ProposiTION 2.6. — Soient G un sous-groupe de Diff(Z,0), et F' un
sous-groupe de G. Si un point z # 0 a une orbite compléte par G qui est
aussi une orbite de F', alors F' est égal a G.

Preuve. — Si g est un représentant d’un élément g de G, il existe
par hypothése un représentant h d’un élément de F tel que h(z) = g(z).
Les applications & et § coincident au voisinage de z car elles préservent Z ;
on peut alors supposer que h et § sont définis sur un ouvert connexe
contenant 0 et z; le résultat est alors une conséquence du principe du
prolongement analytique. O

3. Pseudogroupes quasi parallélisés de génération compacte
ayant une orbite pdle.

ProrosiTiON 3.1. — Soit (H,T,Z) un pseudogroupe quasi parallé-
lisé de génération compacte; si Z admet un péle, (H,T) est une orbifold
analytique compacte.

Preuve. — Les orbites poles sont discrétes et leurs groupes de stabilité
sont finis. Par le théoréme de stabilité de Reeb, on peut trouver pour
tout point z régulier une fonction différentiable ¢ sur T invariante par H,
égale & 1 au point 2z et nulle au voisinage des péles de Z. Quel que soit
le vecteur réel X tangent en z a T, il existe un champ de vecteurs diffé-
rentiable H invariant Y dont la valeur en z est X, car pReZ et pImZ
engendrent ’espace tangent & T" en z. Les groupes & un parametre de ces
champs définissent une famille d’automorphismes transitive sur les orbites
réguliéres; comme les orbites voisines d’un péle sont discrétes, toutes les
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orbites régulieres sont discretes et ont un groupe de stabilité trivial. En
vertu du «lemme des orbites» (voir [Cavl], [MatMou], [Kau]), toutes les
orbites ont un groupe de stabilité fini. L’espace des orbites de H est

alors localement le quotient d’un disque par un groupe fini, ¢’est-a-dire un
orbifold. O

Soit (H,T, Z) un orbifold compact quasi parallélisable. Le champ Z
a p orbites poles [Py],...,[Pp] et g orbites zéro [O4],...,[Oq]. Les formes
normales de Z au voisinage d’une orbite singuliere — ainsi que les ordres
des groupes de stabilité des points de ces orbites singulieres — sont
invariantes par équivalence de pseudogroupe. Au péle [P;] on associe un
couple d’entiers (n;, a;), ou n; est 'ordre de Z en P; et a; 'ordre du groupe
de stabilité de p;. Au zéro [O;], on associe le triplet (m;,r;, 3;) ou m; est
l'ordre de Z, o ; est le résidu de la forme duale de Z et ou 3; est I’ordre
du groupe de stabilité de O;. Les groupes de stabilité des P; et O; laissent
invariantes les germes de Z, P; et O;; on en déduit que o; divise n; 4+ 1 et
que g; divise (m; — 1). On peut donc associer & la classe de (H,T, Z) une
liste d’invariants

[(nl’al)v [} (npiap)’ (mlarlvﬁl) e (mq’rq’ IBQ)]
ol a; divise n;41 et G; divise (m; — 1).

L’espace topologique des orbites de H est une surface compacte T, que
I’on peut munir d’une structure holomorphe naturelle de la fagon suivante :
soient f une application d’un ouvert de T, dans C et [ | I’application orbitale
de T (qui & 2 fait correspondre [2]); nous dirons que f est holomorphe si f
est holomorphe. En particulier, si z est un point de T, et si vy est 'ordre
du groupe de stabilité de z, 'application | ] peut s’écrire [2] = 27 dans des
coordonnées holomorphes sur 7.

L’image de Z par [ ] est un champ méromorphe Z. Si z est un point
régulier de Z, alors [2] est un point régulier de Z. Si P; est un pole de Z
d’ordre n;, le champ Z admet un péle d’ordre (n; + 1)/a; — 1 en [P;]. Si O;
est un zéro d’ordre m; avec résidu r;, le champ Z admet en [O;] un zéro
d’ordre (m; — 1)/B; + 1 avec résidu r;/3;.

On associe alors & un tel pseudogroupe une surface de Riemann T
marquée par les points [P;] et [O;] qui est de plus équipée du champ
méromorphe Z, image de Z par I’application orbitale. Le diviseur D de Z
s’écrit :

D=3 w051 =Y NlPI,
1 1

ol pj = (m; —1)/B8; + 1 et \; = (n; + 1)/a; — 1; le résidu de la forme @
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en [O;] étant alors r;/8;. Une équivalence entre deux tels pseudogroupes
induit de fagon naturelle un biholomorphisme des surfaces de Riemann
marquées qui échange les champs de vecteurs.

THEOREME 3.2. — Une classe d’équivalence de pseudogroupes quasi
parallélisés (H,T, Z) ayant une orbite discréte dont le groupe de stabilité
est fini — c’est en particulier le cas si Z admet un péle — est la donnée des
objets suivants :

e Une surface de Riemann compacte T, pourvue d’un diviseur
D =3 alP] + £15(0;

o Un champ de vecteurs méromorphe Z sur T, dont le diviseur s’écrit
Ej:uj [0;] - i)\i[ﬂ-] (ot les A; et les p; sont positifs ot nuls). Le champ Z

a alors p orbites poles [P;] et q orbites zéros [O;]. Les invariants de Z en [F;)
et [O;] sont reliés 4 Ty, D et Z par les relations suivantes :

— P’ordre de Z en [P;] est a;(\; +1) — 1; 'ordre du groupe de stabilité
de [P;] est a;

— [O;] est un zéro d’ordre B;(p; — 1) + 1 de Z; 'ordre du groupe de
stabilité de [O;] est B3;; le résidu de w (forme duale de Z) en [O;] est (3;7;
ot 7; est le résidu de la forme w duale de Z en [O;].

Démonstration. — 1l reste seulement a reconstruire un pseudogroupe
(H,T,Z) de génération compacte & partir Ty, D et Z. Construisons T :
on considére un voisinage ouvert connexe U; de [O;] dans T, et un
revétement ramifié (~]j & j feuillets de U; ; on considére un voisinage ouvert
connexe V; de [P;] et un revétement ramifié & ¢; feuillets V; de V;; on pose
enfin W =T, \ {[01] - [Oq), [P1],.- ., [Pp]}- On définit T comme 1'union
d1s301nte de W, des U et des V On deﬁnlt le champ Z par Z = Z sur W ;
sur V et UJ, Z est 'unique champ méromorphe qui se projette sur Z par
P’application de revétement. Le pseudogroupe H est alors le pseudogroupe
engendre par ’identité sur W, les automorphlsmes de revétement sur les U
et les V- et les projections de U P] et V O dans W, ou les P et
les O; sont les préimages des points de ramification par les projections
de revétement. Alors (H,T, Z) est clairement de génération compacte et
totalement défini & équivalence pres. O

Il est & noter que la donnée des invariants locaux de Z (ordre des
poles, des zéros des groupes de stabilité, des résidus) permet de calculer
le genre g de (T,) et les invariants locaux de Z, mais ne permet pas de
classifier & équivalence prés (H, T, Z).
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4. Pseudogroupes normaux et pseudogroupes normaux de
générations compacte.

DeriniTION 4.1. — Un pseudogroupe quasi parallélisé (H, T, Z) sera
dit normal si Z est holomorphe complet et n’a qu’un nombre fini d’orbites
singuliéres.

Les pseudogroupes (H,T, Z) de génération compacte tels que Z est
holomorphe apparaissent comme des pseudogroupes normaux particuliers.
Nous allons classifier ces derniers dans ce paragraphe.

Au pseudogroupe normal (H,T, Z), on peut associer le nombre ¢ de
ses orbites singuliéres [zx]. Pour chacune de ces orbites singulieres, on a
une forme normale Z; de Z définie par ’ordre d’annulation ny de Zj et le
résidu r; de la forme w duale de Z. Le groupe de stabilité de zx s’identifie
alors & un sous-groupe Gi de Diff(Z,0). Le pseudogroupe (H',T",Z),
restriction de (H,T, Z) & sa partie réguliére, est équivalent (théoréme 1.6)
a un pseudogroupe engendré sur C par les translations par les éléments
d’un sous-groupe H de C.

Les triplets (ng, 7k, Gi) et le sous-groupe H de C sont manifestement
invariants par équivalence. De plus, H apparait comme le groupe des H
périodes de w (i.e. des intégrales de w sur les H lacets), ce qui implique les
deux conditions :

o pour tout k € {1,...,q}, les nombres 2i7ry appartiennent & H ;
o pour tout k € {1,...,q}, on a G} C Diff(Z,0) (cf. définition 2.2).

THEOREME 4.2. — A tout pseudogroupe normal (H,T, Z) (cf. défini-
tion 4.1), on peut associer une liste d’invariants

[(nlarlvcl)y LR} (nqarq’Gq)»H]~

L’entier positif ou nul q est le nombre des orbites zéros {[O4],...,[Oq]}
de Z; nj; est l'ordre de Z en (Oj]; r; est le résidu en [O;] de la forme
méromorphe w duale de Z (i.e w(Z) = 1); G; est le groupe de stabilité
de [O,]; H est le groupe de H période de w. La liste d’invariants vérifie les
propriétés suivantes :

e pour tout j € {1,...,q}, les nombres 2inr; appartiennent & H ;
o le groupe des G; périodes de w (cf. définition 2.2) est inclus dans H.

A toute liste d’invariants, on peut associer un pseudogroupe (H,T, Z)
normal unique & équivalence pres.
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Démonstration. — Pour chaque k € {1,...,q}, on considére un
disque Dy de centre 0 et de rayon strictement positif tel que le champ Z
(forme normale associée & (ng,rx)) a pour seule singularité 0. On pose
Dy =Cet Zy =0/0=.

La variété T est 'union disjointe des D;j € {0,...,q} et le champ Z
est égal & 2 sur Dy. La variété T' est obtenue en enlevant & T les centres
dans chaque Dy pour k € {1,...,q}. Soit ¥ le pseudogroupe sur T’ de
toutes les transformations locales holomorphes qui laissent invariant Z. Le
pseudogroupe ¥ agit de fagon simplement transitive sur 7”. Définissons H
en restriction & T”. Dans chaque D,, pour j € {0,...,q}, on choisit un
point p; tel que po = 0 et p; # 0 si j > 1. Soient alors z et 2’ des points
de D; et Dy respectivement; ’élément h de ¥ (dont le germe en z est
unique) tel que h(z) = 2’ appartient & H si et seulement si pour tous
chemins c; et ci tracés dans D; et Dy tels que

¢j(0) =2, ¢j(1)=pj, ¢i(0)=pi, cx(l)=2,

/w+/w€H.
Cj Ck

(En fait, il suffit que cela soit vrai pour un chemin ¢; et un chemin c;.) Cela
implique en particulier que les p; sont dans le méme orbite.

on a:

Pour définir ‘H sur T il suffit de poser que le groupe de stabilité du
centre de chaque Dg pour k € {1,...,q} est Gg.

Par construction le groupe des H périodes de w est H; réciproquement
si I'intégrale de w sur un H chemin tracé dans T” appartient & H les deux
extrémités du chemin sont dans la méme orbite.

11 faut montrer que le champ Z est complet, c’est-a-dire que Z vérifie
les propriétés (i) et (ii) de la définition 1.2. La propriété (i) est clairement
vraie; vérifions (ii). Soient z et &’ dans la méme orbite, ¢, o hp_10-- 0y,
et y o h;,_ Lo oy des suites pour Z en = et z’ respectivement de
parametre t. Soient o un H chemin reliant = & 2/, ¢ et ¢’ les H chemins
définis par les suites pour Z en z et z’ (cf. remarque 1.4) et A un H
chemin reliant ¢, 0 hp_10--- 0@y, (z) et @y 0 h;,_1 -0y (z'). Nous
devons montrer que [ aw est dans H. Les chemins c - o et A~lc relient z
apy, o h;"_l’ -+ (2). On a donc I'égalité

/w=/ w mod H
co 6—1l.c
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qui est équivalente &

/w+/w=—/w+/w mod H.
c o é c

Par conséquent, [,w et [ w sont égales & ¢ mod H; il en résulte
J, w=0mod H, ce qui implique le résultat. Le pseudogroupe (H, T, Z) est
donc normal et la liste de ses invariants est la liste voulue.

Montrons que deux pseudogroupes normaux (H, 11, Z1) et (Ha, T2, Z3)
qui ont la méme liste d’invariants sont équivalents. Nous pouvons supposer
sans perte de généralité que les orbites singulieres des deux pseudogroupes
sont réduites & un point. Soient T7 et T les ensembles des points réguliers
de Ty et Ts. Si 21 et 25 sont des points de T7 et T3, il existe une transforma-
tion locale holomorphe ®,, ., de T] dans Ty dont le germe en 2; est unique
telle que :

Qzlzz(zl) = 223 (I>z1Z2*(Z1) = Z2'

Choisissons p; et pp des points bases dans Tj et T respectivement.
Construisons une équivalence ®' de H et H) de la fagon suivante : soient
21 et 2z des points de T} et T4; on suppose qu’il existe un H} chemin ¢;
reliant p; & z; et un H, chemin ¢y reliant pe & 27 tels que f w1 et | ws
appartiennent & H, alors ®,,,, appartient & ®'. La famille ® est alors
clairement une équivalence de H} et H4 qui échange Z; et Zs.

Prolongeons ’équivalence ®’ en une équivalence ® de H; et Hs de la
fagon suivante : soient a; et b; les points de T et T, appartenant a I'orbite
singuliére correspondant au triplet (n;,;, G;); il existe une transformation
holomorphe ®; d’un voisinage U; de a; en un voisinage V; de b; telle que
®;(a;) = b; et ®;.(Z1) = Z3. On peut de plus en composant au besoin avec
le flot de I'un des champs supposer que la restriction de ®; & U; — {a;}
appartient & @'

La famille de transformations locales ® = ®' U {®,...,®,} est alors
une équivalence de (H1,T1,Z1) et {;H,, T2, Z2}. O

Grace a ce théoréme, nous pouvons désigner dans la suite un
pseudogroupe normal (H,T,Z) par sa liste d’invariants, et travailler au
besoin sur les pseudogroupes « modeles », c’est-a-dire ceux construits pour
montrer 'existence d’un pseudogroupe normal correspondant & une liste
d’invariants.
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La classification des pseudogroupes normaux de génération compacte.
Une condition nécessaire pour que le pseudogroupe

[(nl,Tl,Gl) e ("qﬂ"q’Gq)»H]

soit de génération compacte est que le sous-groupe H soit de type fini, car H
est de génération finie en restriction & un ouvert relativement compact
rencontrant toutes les orbites. Désormais, nous supposerons toujours que H

est de type fini.

LeMME 4.3. — Soient (H, T, Z) un pseudogroupe normal de génération
compacte, zx un point singulier seul dans on orbite, et Gy son groupe
stabilité. Si hg, (cf. définition 2.2) n’est pas cocompact dans C, dans tout
voisinage W de zy, il existe un point z différent de z;, dont l’orbite par Gy
est compléte, incluse dans W, et en prenant au besoin un pseudogroupe
équivalent, coincide avec son orbite par H.

Preuve. — L’existence dans tout voisinage W de 2z d’un point z dont
I'orbite par G, est invluse dans W est une conséquence des propositions 2.4
et 2.5 : en effet, si 2z est une singularité dégénérée c’est clair; si elle n’est
pas dégénérée, Gy, est conjugué a un groupe de rotations, car Hg, est inclus
dans la droite 2imry, (ol 7 est le résidu de la forme duale de Z en zy).

Par hypothése de génération compacte, on peut se ramener au cas
ou H est engendré par un nombre fini de générateurs ;. ..~y,. Toujours
par hypothese de génération compacte, il existe un voisinage U de zx tel
que la source des p premiers contient U, et la source des autres ne rencontre
pas U ; en effet, si z est adhérent 3 la source de +y;, on peut prolonger «; en
un élément de H défini sur un voisinage U; de zj ; I'intersection finie des U;
est alors le voisinage recherché.

Les germes en 2z des p premiers générateurs de H constituent un
systéme de générateurs de Gi. Il existe alors dans U un point z # z; dont
lorbite par Gy, est compléete et incluse dans U. L’orbite de ce point par ‘H
est alors son orbite par Gi. |

ProrosiTiON 4.4. — Soit (H,T,Z) un pseudogroupe normal de
génération compacte tel que H n’est pas compact dans C. Si zj est un
point singulier, son groupe de stabilité est conjugué a Diff¥ (Z, 0).

Preuve. — A conjugaison pres, le groupe de stabilité de zx est inclus
dans Diff (Z,0). Comme H est complet, orbite d’un point de z de T
par H contient son orbite par Diff”(Z,0). Par le lemme 4.3, l'orbite
de z par H est son orbite par le groupe de stabilité de Gy ; il suffit alors
d’appliquer la proposition 2.6. O



PSEUDOGROUPES COMPLEXES QUASI PARALLELISABLES 1557

ProposiTioN 4.5. — Si (H,T,Z) est normal et si une orbite
réguliére s’accumule sur une orbite singuliére, toutes les orbites réguliéres
s’accumulent sur cette orbite singuliére.

Preuve. — Soit z un point de 'orbite singuliére et (z,) une suite de
points de la méme orbite [z] qui tend vers z. Si [y] est une orbite réguliere
il existe un scalaire t tel que ¢;([z]) = [y]. La suite pi(z,) de points de T'
(définie au moins pour n assez grand) est incluse dans [y] et tend vers z. O

ProrosiTiON 4.6. — Si (H,T,Z) est de génération compacte et si
une orbite réguliére s’accumule sur une orbite singuliére, toutes les orbites
réguliéres s’accumulent sur toutes les orbites singuliéres.

Preuve. — Soit z; un point d’une orbite singuliere — que ’on peut
supposer réduite a ce point — sur laquelle ne s’accumule aucune orbite
réguliere. Soit G; le groupe de stabilité de z;. Les propositions 2.4 et 2.5
impliquent que Hg, ne peut pas étre cocompacte dans C (sinon les orbites
des points voisins de z; s’accumuleraient sur z;). Le lemme 4.3 nous permet
d’affirmer qu’il existe des points réguliers, voisins de z1, dont les orbites ne
peuvent s’accumuler sur une autre orbite singuliere. O

De ces deux propositions nous pouvons déduire que les pseudogroupes
(H,T, Z) normaux de génération compacte sont de l'un des trois types
suivants :

e type 1 : Z n’a pas de singularités, (H,T, Z) est alors équivalent
a Paction par translation de H sur C. Le pseudogroupe (H,T, Z) est de
génération compacte si et seulement si H est de type fini et si le quotient
de C par I’adhérence de H est compact.

o type 2 : Z a des singularités et toutes les orbites régulieres
s’accumulent sur toutes les orbites singulieres.

o type 3: Z a des singularités et aucune orbite réguliére ne s’accumule
sur aucune orbite singuliere.

Les pseudogroupes du type 2.

Si (H,T,Z) est du type 2, H est nécessairement infini. Deux cas sont
alors possibles : ou bien H est contenu dans une droite, ce qui revient a dire
que ’adhérence H de H dans C n’est pas cocompacte, ou bien H n’est pas
contenu dans une droite, c’est-a-dire que H est cocompact dans C. Nous
allons étudier séparément ces deux cas.
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ProposITION 4.7. — Si H est inclus dans une droite, une condition
nécessaire et suffisante pour que (H,T, Z) soit du type 2 est que sa liste
d’invariants soit de la forme [(n, r, Diff# (Z,0)),H ] avecn > 2 et H infini.

Preuve. — Comme H n’est pas cocompacte dans C, la proposition 4.4
implique que le groupe de stabilité Gy, de tout point singulier zx est conjugué
a Diff# (Zy,0).

Le point 2z est un point critique dégénéré, car s’il était non dégénéré,
le groupe Gy serait conjugué a un groupe de rotations, et en vertu de la
proposition 2.4. et du lemme 4.3, aucune orbite ne pourrait s’accumuler
sur zx. On remarque également que zj est la seule singularité, car, d’apres
le lemme 4.3, les points d’un voisinage V' assez petit de 2z, ont des orbites
par Gy (donc par H) qui sont incluses dans V, et ne peuvent donc
s’accumuler que sur l'orbite de 2. La liste d’invariants est donc du type
voulu.

Réciproquement le pseudogroupe [(n, r, Diff# (Z, 0)),H] avec n > 2
et H infini est de génération compacte. En effet considérons des générateurs
g1, -, g de Diff?(Z,0) et un voisinage V' de 0 sur lequel on peut définir
des représentants de g1,...,gx (notés gi,...,gx). Soit W un voisinage
de 0 relativement compact dans V'; alors W rencontre toutes les orbites
et g1,...,0kx peuvent étre prolongés sur les adhérences de leurs sources.
Le pseudogroupe engendré par §i, . .., g est donc de génération compacte
et sa liste d’invariant est bien celle voulue. ]

Etudions maintenant le cas ot H est cocompact dans C.

ProposITION 4.8. — Si H est cocompact dans C une condition
nécessaire et suffisante pour que (H,T,Z) soit du type 2 et que sa liste
d’invariants soit de la forme [(n1,71,G1),...,(nq,7q,Gq), H| ot ¢ > 1 et
Hg, est cocompact dans C pour tout k € {1,...,q}.

Preuve. — Considérons le pseudogroupe modele correspondant &
la liste d’invariants. Si H, G, D'est pas cocompact dans C, ’hypothése de
génération compacte implique comme nous ’avons vu qu’il existe des points
z # 0, z € Dy dont l'orbite par ‘H serait réduite a leurs orbites par Gy,
ce qui est impossible. Supposons alors que chaque Hg, soit cocompact
dans C; on peut supposer que pour k > 1, les Dy rencontrent toutes les
orbites et que leur union est un ouvert relativement compact de T. Pour
chaque k € {1,...,q}, il existe un voisinage V; du centre de Dy tel que
le groupe G a un systéme fini de générateurs dont des représentants sont
définis sur un voisinage de V. Soit (gy, )icr, ce systéme de générateurs.
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Le pseudogroupe (H',T’,Z) (H restreint & sa partie réguliere) est
lui-méme de génération compacte car H est cocompact dans C. Il existe des
couronnes Ay relativement compactes dans 7" incluses dans Dy — {0} telles

q
que |J Ay rencontre toutes les orbites de H' et telles que Vi, U Ag = Dy. 11

k=1
existe alors une famille finie ~v1,...,~, de générateurs de H' que 'on peut
prolonger sur un voisinage de I’adhérence de leurs sources. La famille

q

U (gki)iEIk U {71» kK a7n}

k=1
engendre un pseudogroupe H; de génération compacte inclus a priori
dans H. En fait H; est égal & H. Pour cela, il suffit de s’assurer que ’orbite
de chaque point régulier de I'union des V), rencontre 'union des Ag. Or cela
est vrai en vertu des propositions 2.4 et 2.5. O

Les pseudogroupes du type 3.

Si (H,T,Z) est du type 3, H ne peut pas étre cocompact dans C.
De plus, si H est infiniy Z ne peut avoir de singularité dégénérée
(cf. propositions 2.3 et 2.4). Nous allons étudier les deux cas H infini
et H = {0}.

ProposiTiON 4.9. — Les pseudogroupes du type 3 tels que H est
infini sont ceux dont la liste d’invariants s’écrit

[(l,rl,DiffH(Zl,O)), (l,rg,DiffH(Zg,O)),H],
ol 1 /T est un réel négatif.

Preuve. — Si H est infini, le champ Z ne peut avoir que des singularités
non dégénérées; de plus, les résidus rq,...,74 de w sont portés par une
droite; quitte & multiplier Z par un scalaire, on peut les supposer réels.
L’hypothese de génération compacte implique que chaque Gi est égal a
Diff! (Z,0) ; en effet tout représentant d’un élément de Diff (Z, 0) restreint
4 T' appartient & H ; or Hg, n’est pas cocompact dans C donc, dans tout
voisinage V' du 0 de Dy, il existe un point z # 0 dont 'orbite par Gj, est
incluse dans V'; ’hypothese de génération compacte implique que pour V
assez petit, l’orbite du point 2z est en fait son orbite par Gi. Considérons
alors le pseudogroupe modeéle correspondant a la liste d’invariants. Il doit
exister un ouvert U relativement compact dans | Dg qui rencontre toutes
les orbites. Donc U N Dy, est relativement compact dans Dy. Posons :

Ek={/zw; zeUﬂDk—{O}}.

k
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q Dire que U rencontre toutes les orbites est équivalent a dire que
U Ex=C.
k=0
Si k = 0, Ey est un ouvert borné de C; si k # 0, Ey, est contenu dans

un ouvert de la forme [—oco, e[ X R ou Ja, 00] X R, selon que 7 est positif
ou négatif. Cela implique que Z a au moins deux singularités; I’'une ou le
résidu de w est positif, 'autre ou il est négatif. Supposons alors que les
résidus de w au centre de Dy et D, soient de méme signe; cela implique que
pour tout voisinage Vi du centre de Dy et tout voisinage V; du 0 de Dy, il
existe un point 2 de Vi et un point z; de V; qui sont dans la méme orbite;
cela est incompatible avec la propriété de génération compacte car, pour zi
suffisamment proche du centre de Dy, 'orbite de 2z, par H est lorbite de
zr, par G qui est un groupe de rotations. Le pseudogroupe H a donc deux
orbites singuliéres et sa liste d’invariant est bien du type voulu.

Réciproquement, un pseudogroupe dont la liste d’invariants est de
ce type est de génération compacte : sur les disques D; et Dy, H est
engendré par les groupes Diff? (Z;,0) et Diff (Z,,0) qui sont des groupes
de rotations. On recolle les deux disques par ’application (multiforme) ¢
de D, dans Dy telle que p(z) = C2z™/™, ou C est choisi en sorte que
©(p1) = p2. Au voisinage de chaque point, ¢ coincide avec un élément du
pseudogroupe. Les éléments de Diff? (Z1,0), Diff (Z2,0) et ¢ constituent
un systeme de générateurs que l’on peut prolonger sur les adhérences de
leurs sources. O

PropPOSITION 4.10. — Les pseudogroupes du type 3 tels que H = {0}
sont ceux dont la liste d’invariants est de la forme [(n,0, Diff 0}z, 0)), {0}]
oun > 2.

Preuve. — Les résidus des w sont nécessairement tous nuls; donc
toutes les singularités de Z sont dégénérées. Les groupes de stabilité des
orbites singuliéres sont des groupes finis de rotations; la proposition 4.4
implique que Gy = Diff{o}(Zk,O). De plus, par un raisonnement analogue
a celui de la proposition 4.9, on voit que Gy = Diff {0 (Zk,0) et qu'il ne
peut y avoir plus d'une orbite singuliere. Il doit y avoir au moins une orbite
singuliére, sinon H serait le pseudogroupe engendré par ’identité sur C qui
n’est pas de génération compacte.

Réciproquement, le pseudogroupe modele dont la liste d’invariants
est [(n,0,Diff{%}(Z,0)),{0}] a une orbite singuliere dont le"groupe de
stabilité est fini. Il est équivalent au pseudogroupe correspondant dans la
classification du théoreme 3.2 & :
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« la sphere S? munie du diviseur (n — 1) \ { pole Sud };
o le champ Z s’écrit 220/, dans la carte pole Nord. O

On peut rassembler les résultats obtenus dans le paragraphe 4 en un
théoreme de classification.

THEOREME 4.11. — On utilise dans la formulation de ce théoréme les
notations de la définition 2.2 du théoréme 4.2 et la définition 4.1.

Soit (H,T,Z) un pseudogroupe quasi parallélisé de génération
compacte ot le champ Z n’admet pas de péle. Le pseudogroupe (H, T, Z) est
alors un pseudogroupe normal (cf. définition 4.1). Il est défini & équivalence
prés par une liste d’invariants

[(n1,7‘1,G1), Sy ("q»’"q’Gq)’H]

(cf. théoréme 4.2), ou pour tout j € {i,...,q}, les nombres 2inr;
appartiennent & H et les groupes des G;, périodes de la forme w duale
de Z (i.e. w(Z) = 1), sont inclus dans H.

Une telle liste d’invariants correspond & un pseudogroupe de
génération compacte si et seulement si :

o H est de génération finie;

e si H = {0}, il n’y a qu’une singularité et la liste d’invariants est
[(n,0,Diff(*}(Z,0)), {0}] avecn > 2;

e si H est infini et si son adhérence H n’est pas cocompacte dans C,
la liste d’invariants est de ’'une des formes suivantes :

[(1,r1,Diff{°}(z, 0)), (1,72, Diff % (2,0)), H]
oli r1 /7o est un réel négatif, ou bien

[(n, T, Diff{o}(Z, O)),H] avecn > 2;

o si H est cocompact dans C, le nombre q des orbites singuliéres est
un entier positif ou nul arbitraire et la liste d’invariants est de la forme
[(n1,71,G1), ..., (ng,rq,Gq), H], ot Hg, (cf. définition 2.2) est cocompact
dans C pour tout j € {1,...,q}.

Il est & noter que les pseudogroupes correspondant & H = {O} ont
une orbite discrete dont le groupe de stabilité est fini et peuvent donc étre
classifiés également a l’aide du théoreme 3.2.
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Le groupe fondamental d’un pseudogroupe normal.

Soient (H, T, Z) un pseudogroupe normal et (H',T', Z) sa restriction
a sa partie réguliere. Il existe un homomorphisme surjectif normal du
groupe fondamental 71 (H’) sur 71 (H) induit par l'injection de H’ dans H.
On sait (cf. [HaeSal]) que m1(H') s’identifie au groupe H de la liste
d’invariant de (H,T, Z), car H’' est équivalent au pseudogroupe défini par
Paction de H sur C par translations. On peut décrire de fagon plus précise
I’homomorphisme de 71 (H') dans 71 (H) : si ¢ est un H' lacet de base P
dans T”, il lui correspond par 1’équivalence un chemin o tracé dans C tel
que o(1) — o(0) est un élément de H. La classe d’homotopie de ce chemin
est déterminée par le complexe (1) — o(0). Deux H' lacets ¢ et y de méme
base sont donc des homotopes si et seulement si [ w = f,yw (ol w est la
forme duale de Z). Soit [2i7ry, . .., 2imr,] le sous-groupe de H engendré par
les résidus de w. Si un H' lacet c est tel que fcw = 2imr;, il est homotope
dans ‘H' & un lacet tracé dans T” qui fait le tour d’une singularité de Z;
il est donc homotope dans H & un lacet trivial. On a donc le diagramme
commutatif suivant

™ (H/) » H
81 Vl/ 1 83
m1(H) RN H/[2imry, ..., 2iwrg]

ol s1, Sz et s3 sont surjectives et b bijective. L’homomorphisme s, est alors
bijectif et I’on a la proposition suivante :

TutorEME 4.12. — Soient (H,T, Z) un pseudogroupe normal, H le
groupe des H périodes de la forme w duale de Z et [2inry,...,2inry| le
sous-groupe de H engendré par les résidus de w. Les groupes 11(H) et
H/[2irry, ..., 2iwr] sont isomorphes.

5. Quelques exemples de feuilletages dont le pseudogroupe
d’holonomie transverse est du type (H,T, Z).

Considérons un champ X holomorphe au voisinage du 0 de C? qui
appartient au domaine de Poincaré Dulac, c’est-a-dire

0

1s)
X = /\121(1 + - )_ + /\222(1 + - )éz—zv

8z1
ol A\1/A2 n’est pas un réel négatif.
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On sait (cf. [Mar]) que X a l'une des formes normales suivantes :

1o} 0 .
(*) X =Mz1— o + Azzza o~ ou bien
(9 1o}
kk _ P N
(**) X = )\(21 EP + (pz2 + zl)_azg) oupeN.

Dans les deux cas X est transverse & la sphere de centre 0 et de rayon 1,
et par conséquent induit sur elle un flot transversalement holomorphe. Dans
les deux cas il existe un champ feuilleté Z non colinéaire a X :

0 0
i * Z =21 — —
e si X est du type (*), alors 215 o + 22 7
9
o si X est du type (**), alors Z = 20 — o7

Le pseudogroupe d’holonomie transverse du feuilletage est alors du
type (H,T, Z) et il est de génération compacte. La liste d’invariants de ce
pseudogroupe est alors dans le cas (*) :

Ao A1
s G (L3 Ty 6a) )
[( DYDY AN VIS Ve
oll H est le sous-groupe engendré par 2imAg /(A2 — A1) et 2wy /(A1 — A2),
et G, pour j =1 ou 2, est égal & DiffH(Z, 0).

Dans le cas (**), la liste d’invariants est :

[(p+1,-1,G),H],

ot H est engendré par 2im et G = Diff(Z,0).

Dans le cas (*), on obtient un pseudogroupe du type 2 si A\;/\z n’est
pas réel, et un pseudogroupe du type 3 si A\;/Az est réel. Dans le cas (**) le
pseudogroupe est toujours du type 2.
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