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SYSTEME D^EULER INCOMPRESSIBLE
ET RÉGULARITÉ MICROLOCALE ANALYTIQUE

par Pascal GAMBLIN

0. Introduction.

On modélise le mouvement des particules d'un fluide parfait incom-
pressible remplissant l'espace physique R/^rf >, 2) à l'aide du système d'Eu-
ler incompressible. Si on désigne par v(t,x) et p(t,x) respectivement la
vitesse et la pression au point x == (a:1, • • • ,3^), à l'instant t, ce système
s'écrit

( 9tV + v.V'y = —Vp

(Einc) div v = 0

V\t=Q = VQ-

On s'empresse alors de calculer la pression. On dérive pour cela l'équation
d'évolution et on conserve sa partie symétrique. Il vient

d
(0.1) -Ap= ̂  QiQj^v3)

î,j'=i

si v1^ " ,vd désignent les composantes du champ des vitesses v. En im-
posant des conditions de décroissance à l'infini à la solution v du système
(-Ê'mc)î on peut donc exprimer la pression en fonction de v. Le système d'Eu-
ler incompressible peut alors être regardé comme un système quasi-linéaire
à partie principale diagonale. Illustrant ce fait, J.-Y. Chemin montre dans
[2] que toute solution ^(r > 1) du système (E^c) sur [0,T] x R^ possède
des lignes de courant C°°. Récemment, en remettant à l'honneur des tech-
niques introduites par L. Lichtenstein (voir [11]), Ph. Serfati montre (voir

Mots-clés : Système d'Euler incompressible - Champ de vecteurs - Flot - Intégrales
singulières — Front d'onde.
Classification A.M.S. : 35L60 - 76C05.
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[12]) que, dans le cadre d'une approche lagrangienne, le système d'Euler
peut s'écrire comme une équation différentielle ordinaire du second ordre
analytique en temps et en déduit ainsi l'analyticité des lignes de courant,
d'abord dans un cadre restreint (Chap. IV A), puis pour toute solution
C^r > 1) (Chap. III).

En vue de s'intéresser à la régularité des lignes de courant d'une
solution pas forcément lipschitzienne de (-E'mc)? on a préféré le cadre eulérien
et repris l'idée développée par J.-Y. Chemin dans le cadre C°° (voir [2]).
Elle consiste en la remarque suivante : on suppose que le facteur pseudo-
différentiel VA"1 ̂ QiQj^v3) est simplement f(v) où / est une fonction

i j
analytique. Le système (£'mc) s'écrit alors : 9tV + v.^7v = f(v) et l'action
répétée du champ c^+^.V sur cette équation fournit une estimation, de type
analytique, de (9t-^v.V)kv. En fait, il faudra étudier et estimer précisément
la commutation répétée du champ Qt -h î^.V avec l'opérateur de pression.

Ce point de vue permet de retrouver directement l'analyticité des
lignes de courant de toute solution (^(r > 1) de (£mc) sur [0,r] x R^, et
d'obtenir une régularité Gevrey pour les lignes de courant d'une solution à
tourbillon borné, non nécessairement lipschitzienne.

De plus, afin d'illustrer le fait que le système d'Euler incompressible
(^inc) possède un comportement très proche de celui d'une équation linéaire
dans le domaine de l'ellipticité microlocale, on montre que le front d'onde
analytique d'une solution (^(r > 1) de (-E'inc) sur [0,T] x R^ est localisé
dans la variété caractéristique {(^, a*, r, Ç ) / T + v(t^ x) ' ç = 0}.

Plus précisément, on note -0 le flot d'une solution "suffisamment
régulière" de (-E'inc) i ce flot étant défini par

(0.2) 9^(t, x) = v(t, ̂ (t, x)) , ^(0, x) = x.

On étudie alors la régularité en temps du flot ^ dans deux situations
"modèles".

• Dans un premier temps, la dimension d ne joue aucun rôle et on
considère des solutions régulières du système d'Euler (voir par exemple
[10], [11]). Plus exactement, soit VQ € C7' D Lq une condition initiale,
avec r > l e t l < ç < +00. On sait (voir par exemple [2]) qu'il existe
un temps T*, maximal, et une unique solution v de (^inc) appartenant à
^([o.r^.^nLip^do.r^,^).

Pour une telle solution, on a le résultat d'analyticité des lignes de
courant.



SYSTÈME D'EULER INCOMPRESSIBLE 1451

THÉORÈME A. — Soie VQ C C7' r\ Lq avec r > l e t l < q < +00. Si v
est la solution ̂ (^T*^7') H Lipioc([0,r*[,L9) de (£'inc), il existe une
constante C\ positive telle que, pour tout T < T*,

(i) pour tout k € N, \\(9t + v . V)^||Loo([o,r],c-) ^ Ci^ill^llî/t^o^],^)^

(ii) Je flot -0 est analytique sur [0,T] à valeurs C^R^R^).

• Dans un second temps, on se place en dimension 2 et on considère
les solutions non lipschitziennes du système d'Euler introduites par V. Yu-
dovich (voir [13]). On rappelle pour cela les notions suivantes.

DÉFINITION 0.1. — On appelle tourbillon du champ de vecteurs
v = (-y1, -y2) la quantité uj = 9\v2 - 9^v1.

DÉFINITION 0.2. — On appelle champ de vecteurs tourbillonnaire
stable, et on note a, tout champ de vecteurs de la forme

= [-^-ï \ P9{p)dp,x1^ \ pg(p)dp]
\ i Jo i Jo /

a = [ -x2-^ \ pg(p)dp ,x1- 3 ,
\ 1 Jo ' Jo

où g e G^(R\0) et r = ^/(x1)2 + (a;2)2.

Ce champ a est alors une solution stationnaire régulière de (i?inc) et
VaenJï5.

s

Si VQ C a 4- L2 tel que 0:0 e L00 H Lq(q < +00), on sait (voir
[3] ou [13]) qu'il existe une unique solution v de (i^nc) appartenant à
L^(R, <7+L2) telle que ̂  e LOO(R3)nLOO(R, L^). De plus v e L^(R, C,1)
et il existe un flot ^ et une constante a positive tels que pour tout
r > o , ^ e Lipao.r^c^-^RW)).

Pour une telle solution, on obtient une régularité Gevrey 3 des lignes
de courant.

THÉORÈME B. — Soit VQ e a + L2 tei que UJQ ç L°° H L^ç < +00).
Si v est la solution de (J^nc) appartenant à L^(R , a + L2) H L^CR, C^),
il existe une constante positive C\ telle que, pour tout T > 0,

(i) pour tout k € N, pour tout e > 0,
^ ^fc+i

\\(9t + ̂  • V)^boo([o,T],Ci-) ^ ̂ J (Â;')311î;ll^l([0,Tl,Ci).

(ii) Je fiot ^ est Gevrey 3 sur [0,T] à valeurs C^-^^-^R^R2).

En conclusion, on déduit des théorèmes A et B le



1452 PASCAL GAMBLIN

THÉORÈME C. — Soit v solution ^([O,!1],^) avec r > l(resp :
-^(I^C*1)) de (Einc). Alors le front d'onde analytique (resp : Ge-
vrey 3) des composantes de v est inclus dans la variété caractéristique
{(t,X,T,ç)/T+v(t,x)-Ç=0}.

Notations et rappels

• Si r est un réel positif non entier, on désigne par C7' l'espace des
fonctions hôldériennes d'ordre r et par ||.||^ la norme naturelle dans cet
espace.

• On désigne par (7,1 la classe de Zygmund, c'est-à-dire l'ensemble
des fonctions sur R^ bornées, telles qu'il existe une constante C telle que
pour tout (x, y) e Rrf x R^ \u(x + y) + u(x -y)- 2u(x) \ ̂  C\y\. On notera
II • ||i la norme naturelle dans cet espace. De plus (voir [4] chap.II), il existe

une constante C telle que. pour tout e e]0, iLsup^^-^^l < ^Hu»,
x^y la;-!/)1-6 - £ " "1"

• On note ||.||r,r la norme dans l'espace L00^,^,^).

• On utilise — = ̂  + u.V = 9t + ̂  v^i.
lji i=l

. Si a = (ai, • . . , aa) G N'1 et x == (x^, • • • ,x^) € R^, on note

x01 = x°^ x • • • x x^ et Q" =9^ ... Q0^

• On note F^z) = Cd^-^Çresp : F^z) = czlogl^l), la solution
fondamentale du laplacien en dimension d > 2(resp : d = 2).

• Soit $ une partition dyadique de l'unité, i.e. une fonction de
(^(R^O) telle que x = 1 - E <t>(2-9.) € ^(R^). On note A_i = ̂ (D)

g>0

et pour q > 0 , A, = <î>(2-^) et S, = ^ A^. On a la caractérisation
P<q-l

suivante des espaces de Hôlder telle qu'on peut la trouver par exemple dans
[1] (les estimations sont précisées dans [4] chap. II) :

Caractérisation (0.3).

(i) Si u e C^ avec r réel positif non entier, il existe une constante C
telle que ||Açn||^oo < C^u^-^.

(ii) Réciproquement, soit (^)ç>-i une suite de fonctions telle que le
support de Uq soit inclus dans la boule \Bq où A > 1 et Bq = {^ ç R/V^j <
2^}. On suppose que \\Uq\\^ < €2-^ pour un certain r réel positif non
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entier. Alors u = ^ Uq appartient à C^ et il existe une constante K
q>-l

indépendante de r et À telle que ||u||r <: K [ ——— + ————— ) C)^.\r-[r] [ r ]+ l - r /
(iii) Ceci est encore vrai si r vaut 1 et si on remplace C7' par C^. Alors

il existe une constante K telle que ||^|[i < KCX.

(iv) Plus généralement, si r est un réel, on note encore C^ l'espace des
distributions tempérées qui vérifient sup29r'||Ag^A||^oo < +00. Munis de la

9
norme sup2gr||Ag^A||^oo, ces espaces constituent une chaîne décroissante

q
d'espaces de Banach, l'inclusion étant continue.

1. Démonstration du théorème A.

On considère ici la solution v appartenant à L^([0,r*[,(77') H
Llp^([0,T*[,Lq) du système d'Euler incompressible (^mc) dont la condi-
tion initiale est VQ € G7' D Lq avec r > l e t l < ç < + o o .

Il s'agit dans un premier temps d'exprimer convenablement le gra-
dient de la pression en fonction de v, de manière à ne faire intervenir au-
cune troncature dans cette expression. Ceci nous permettra de définir les
opérateurs qui décrivent la commutation des itérés du champ de transport
— avec l'opérateur de pression sans l'intervention intempestive de tron-
L/b

catures (voir définition 1.3). Pour cela, on dispose du lemme suivant où le
temps, fixé, n'apparaît pas :

LEMME 1.1. — Soit u ç. C0 H Lq{o• > j et q < +00) un champ de
vecteurs à divergence nulle. Alors l'équation

d

(1.1) -Ap= ̂ WuV)
îJ=l

admet une solution p{u^ u) bornée, unique à constante près. De plus,
(1.2)

d

-Vp(u,u)(x) = ̂  (a^F^x-z^u^x^-u^zWW-u^z^dz.
^•=i J

Preuve. — On va tout d'abord obtenir l'expression (1.2) pour des
champs u très réguliers. A cet effet, on désigne par p une fonction radiale,
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positive, de classe C^CR^, valant 1 près de 0 et telle que ||p||j,i = 1. On
note

Un = Pn * U

où pn = n^n.) et n ç N*. Il est alors clair que

||^7i||<T < |M|<r , lim | | zAn-u | | s=0 pour tout s < a,
(1.3) 7^^+00

||^n||L<2 ^ IH|L9 et lim \\Un - U\\L<I = 0.
n—»-+oo

La fonction p(un,Un), définie par

P(u^un)(x) =-Y^((pFd}{x - z)Q,Q^u{){z)dz
i j

- E I^W - PW)^ - ̂ «){z)dz
iJ J

est une solution de

-Ap=^^.(«).
i j

On remarque que

Y^Q^ [«(^) - <(^))«Cr) - <(^))] = E .̂(<<)(z)
^J î j

car la divergence de u est nulle. On est maintenant en mesure d'utiliser le
fait que Un appartient à G0'(a > ^) pour faire converger les intégrales qui
suivent. En intégrant par parties, il vient

p(Un,Un)(x)=- ̂  AWpFd)) (a;-^)«(^)-<(^)«(^)-<(^))^

i j J

- E I^W - PW)^ - z){«)(z)dz.
i j J

On déduit facilement de (1.3) que p(un,Un) converge uniformément vers
p(u,u). D'autre part, en dérivant la première expression de p(un,Un), on a
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-Vp{Un,Un)(x)

== E t^W{x - z)9^ [(<Cr) - <(^))«0r) - <(z))] ̂
^ </

+ E /^wa - /wx^ - ̂ )(«)(^)^
i j J

= E !{QiQ^(pFd)){x - z)Wx) - <(^)«(^) - u{{z))dz
i j J

+ E /^wa - P)^))(^ - ̂ )(«)(z)^
i j J

=Ii(x)^I^x).

Pour ce qui concerne le second terme, on a

w = E ̂ ^^^((^P)^))^-^^^)-^^))^^)-^^))^
î j

 t/

+ 2 ̂  A^^V((1 - P)^))(^ - ̂ K(^)<(^
^J t/

- E A^MO - p)^))M^ x («)(^).
i j J

Le troisième terme est nul. Le deuxième l'est aussi pour la raison suivante :
si <Ï> est une fonction (7^(1^),

^ 1^(c^-Vai - p)Fd))(^ - ̂ )<(z)<(rr)dz&
îJ J

= ̂  l W(Q^((1 - p)Fd)){x - z)diyun(z)uî,(x)dzdx
3 J

=0.

On en déduit que

-Vp(^,^)(:r) =^ A^V^)(^-^)(<(^)-<^))(<(.r)-<(^))^.
zj J

Toujours à l'aide de (1.3), on voit que -Vp(un,Un) converge uniformément
vers -Vp(n,n). Et on conclut grâce à la remarque suivante :
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Remarque 1.2. — SiV est borné et tel que son laplacien est nul, alors
V est constant. D

Afin de décrire la commutation de l'opérateur d'intégrale singulière

-Vp(v,v)(t,x)

= E kôiQ^F^x - z^^x) - v^t^W^x) - v^t^))dz
i j J

avec les itérés du champ -=r-(== Qt + v ' V), on définit les opérateurs
multilinéaires suivants :

DÉFINITION 1.3. — Soit Kp ç C^R/^O) où p e N\{0,1} tel que

(lA)p ^KpÇz)} < A^uM-^-^l

où (Aj) est une suite croissante de réels positifs. Soit (î^)i<z<p une suite
P ~ ~

de fonctions de classe Ci~Ei avec Ci > 0 tels que ̂  Ci < 1. On définit alors
i=l

V opérateur :

/ P
Op(Kp,Ui,-",Up)(x) = Kp(x - z)]^(ui(x) -Ui(z))dz.

i=l

On remarque que l'opérateur de pression s'écrit comme somme de tels
opérateurs :

d
-Vp(v,v) = ̂  Op(9i9j^Fd,v\vj).

îj=i

II s'agit d'étudier tout d'abord l'opérance de ces opérateurs sur les classes
de Hôlder. C'est l'objet de la proposition suivante :

PROPOSITION 1.4. — On considère les noyaux de la définition 1.3 et
on suppose en outre que

( Kp est homogène de degré — d + 1 — p et
( / p ( Kp(z)z(3da(z) = 0 pour |/3| < p - 1.

Js11-1
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Si (ui)i<i<p est une suite de fonctions ̂ (r > 1) et si e > 0, il existe une
constante C^ > 1 telle que
(1.6)p

P ( \\\op(Kp^u^^up)\\r<c^Ap^^i n ikiiLzp ii^iii+.n^ii..
3=^W \i^W} )

Preuve. — Soit ^-i e ^(R^) radiale, (p-i(x) = 1 pour |a-| > 1,
(p-i(x) = 0 pour \x\ < j. On pose (p(x) = y?-i(2a;) - ^p-i(x) : la
fonction y? est supportée dans la couronne ^ <, \x\ <, 1 et, pour tout a-,
si ^n(x) = ^(271^),

1 = ^ ^(rr).
n>-l

On décompose alors l'opérateur Op de la manière suivante :

Op(Kp,uz,'",Up)(x)
r p

= E E • • • E (^Kp)(x - z)'[[(^Ui(x) - ̂ u,{z))dz.
^-igi>-i gp>-i î=i

Si on pose

jn^2:)= n^^^^) -5^^)) ̂ (59+l^(a;) - ̂ +i^(^))-
9 î<J i>j

on a

p r j
Op(x)=^J^ ^ /(^n^)(^-^)^(^z)(A^(:^)-A^•(^)^

j^ln^-lg^-l17 g

-ÉE^,^^
j=l n,g

= E E(l '̂l(a;)+ ̂ 2(a;) + w^çx)),
3=1 9
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avec

W3'1 = V^ w3
" q 7 . "n,qi

n>q

W3,2 = A^) y^-i(2^ - z))Kp(x - z) f[(x^z)dz^
q

/ 3

W^ = - ^-i(2^\x-z))Kp(x-z)Y[(x,z)^u,(z)dz.
q

Ces trois termes ont leur spectre localisé dans la boule (p + l)Bq où
Bq = {$ e R^/IÇI ^ 29}. Nous allons le constater pour TV^1, le cas des
deux autres étant plus aisé. On rappelle que Kp est homogène et d'intégrale
nulle sur la sphère S^1 et que y?_i est radiale. On note

W^\N)= ^ W^
n=g+l

= E (-l)cardJ {^-l(2N+l•) - ̂ -l(29+l.))^ * n ̂ } nw^
juj={i,...,p} l v / fcez J fcej

1^0

où les Wfe désignent Sq n^ Sq^Ui ou AgZtj et ont donc leur spectre dans la
boule Bç. Les spectres des termes Wq^ÇN) étant tous inclus dans la boule
(p + l)Bg, il en est de même pour celui de Wq71 en passant à la limite en
N. On utilisera donc la caractérisation (0.3) des espaces de Hôlder pour
étudier la régularité de Op. En vue d'estimer la norme L°° de W^^.W3^
et W^3, on démontre le lemme technique suivant.

LEMME 1.5. — Soit k e N. Il existe d fonctions y?^ e C§° supportées
dans la couronne CQ D supp <I> (i = 1, • • • , d) telles que, pour tout q e N,
(1.7)

d .

\u = 2-^ E^A^n, A^(o;) = 2^ / ^-l(^,,)(2^^ - z))u{z)dz^
i=l J

en particulier,

(1.8) \\u{x) - \u(y)\ < C^-^x - y^u^e pour 0 < e < 1.

Preuve. — On définit une partition de l'unité (^) subordonnée au
recouvrement de la sphère S^1 par les ouverts {^ e R^/Çz i- 0}. On
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prolonge les Xi sur R^O en posant ^($) = Xz(^l~1)- on a alors

d

2^A^(o == ][> (̂2-m(0û(o
î==l

=^^(2-^)5^(0
i=l

où (^,A;(O = ̂ P^)' O11 en déduit immédiatement (1.7). On écrit alors
Si

la différence

D^^uÇx) - D^^uÇy)

= [^~l(^k){z) Wu{x - 2-^) - 0^(^ - 2-^)) ̂

et on en déduit (1.8).
D

Dans ce qui suit, la lettre C désigne indifféremment une constante
indépendante de p et on utilisera systématiquement les estimations évi-
dentes :

f C1

[ ^{Xp^p-^p ̂  ÇA6-1 et ^ ^(Àp)?-1-^ < -^

où e > 0 et À > 1.
En utilisant l'estimation (1.4)p sur le noyau Kp et (1.8), et en

rappelant (voir [1]) que \Sgu{x) - Squ(y)\ < C\x - y\\\u\\up. on a

||̂ ,,||L~ <-CA, /'^"^-M-^pdill^ll^)2"^!^^v w
< ̂ ,2-̂ -1^2-̂ 1(1111^11 )̂ INI-

w
On somme pour n > q et on obtient

(1.9) II^UL- < CAp2-çr(^ll^ll^p)ll^ll^
W

Pour estimer la norme L°° de W^\ on utilise (1.4)p et (1.7). Grâce à une
intégration par parties, il vient

d y t j \
W^(x) == 2-^ / ̂  ^l(2^1(a;-^)J<p(a;-^)^^^) )A,'S(^

^l" \ 9 /
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D'une part,

| f(D^){^\x - z))Kp(x - z) n^, z)dz < CAp IJ INI^P-
q i^j

D'autre part,

f<p-i{2^\x-z))D,(K,(x-z)f[(x^z))dz < 2^CpA^Y[ \\u,\\^
q i^j

D'après la caractérisation (0.3), on a IIA^^H^oo < CI-^^Uj^r. Au total,
on a donc

(1.10) H^HL- < cpA^i(n 11^11^)11^11.2^.
W

L'estimation de la norme L°° de W^2 va nécessiter l'emploi de la propriété
d'annulation (1.5)p. On note IA la fonction caractéristique de l'ensemble
A, et on a

W^(x)=A,u,(x) 1\-^\x-z))Kp{x-z)\[{x,z)dz
J q- \u,(x) L-i(2^)^) [n^-v^^(^))1 [n^-^+i^^))]^

J ^-Kj ] ̂ j -I

= A^.(.r){^ />Ll(2^+l(^ - z))K,(x - z) ]^(S,u,{x) - S,u,{z))
vfc<J l / L i<k

X (SqUk(x) - SqUk(z) - (x - z).\7 SqUk(x))l^-q-2 ̂ {x - z)

X fi ((x-z).^SqUi(x))]^((x-z)^Sq^Ui(x))]dz

k<i<j i>j -I

+ E / [v-^1^ - z))Kp(x - z) ̂ [(S,Ui(x) - SgUi(z))
fc>i" L . i<j
X (5g+iUfe(a;) - Sq+iUk(z) - (X - z).^Sq+lUk(x))l^-,-2^(x - Z)

x II ^v+^iW - Sq+iUi(z)) JJ((a; - z).^7Sq+iUi(x))\ dz
j<i<k i>k -I

+ f ip^(V+\x - z))Kp(x - z)l]i,+oo[(a- - z) \[(x,z)dz\.
n '
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On a, pour 0 < e < 1,

(1.11) SqU(x) - SqU(z) - (x - z) • ^7SqU(x)\ < C,\X - Z\^ \ \U\ |i-^.

En effet, il suffit d'écrire l'inégalité de Taylor :

N-l N-l

^^pu{x)-^pu(z)-(x-z)^^pu(x)) <C\x-z\2 ̂  H^ApnIlLoc
p=-l p=-l

«^-^l^^-^IHIi.^.

q-1 q-1
D'autre part, on majore ^ (Apu(x) - ^pu(z)) et {x - z) ' ^ \7/^pu(x)

p=N p=N

par C\x - z\tl~NE\\u\\^e' 11 suffit alors de choisir 7V = -log2 \x - z\ pour
en déduire (1.11). Il résulte alors de (1.11) que

H^HL- <. C^Ap\\^u, ||^oo {( { ^.^p^dp)
L VJ2-9-2 /

E( n 11^11^) iKiii+. +iiiNi^>}-><2^(, 11 ll^l|Lzpj||^||l+.+
fc^J i^{j,k} i^jk-^-1 -îciS ^ H .i-/̂  -'

D'où,

(1.12) ||^2||^oo^C^2-^r^( n ||̂ ||̂ )||̂ ||̂ ||̂ ||,.
W ^{j,fe}

On déduit donc de (1.9), (1.10) et (1.12), et de la localisation des spectres
des différents termes dans la boule (p + l)Bq que

\\Op(K^U^"^Up)\\r

^A^+I)^^ n iiu,n^) 11^11^11^,11,.
j=l W i^{j,£}

Et l'estimation (1.6)p est établie pour une constante C^ > 1 ne dépendant
que de r, £, d et des partitions utilisées.

D

II est maintenant temps d'appliquer le champ -,=-(= 9t + ^•V) à
J-JL

l'équation —v = —\/p(v,v). On régularise tout d'abord la donnée initiale
L/V

VQ en définissant

VQ,n = Pn * VQ.
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Soit (vn) la suite associée de solutions <7^°([0,r] x R^) H Lip([0,r],L9)
de (i^inc)? où î^ Gst un temps commun d'existence. On sait qu'alors, pour
s < r ,

lim \\Vn - v\\T,s = 0 et lim |K||r,r = IH|r,r,
n—»-+oo n—»-(-oo u n ,

où I I • |[r,r désigne || • ̂ L^^T]^)-

On va montrer l'existence d'une constante 63 telle que, pour tout
n 6 N*, en notant —— = 9f + ^n-V, on ait l'estimation suivante pour tout

L/uj e N :

Estimation

(1.13), (DnV
("Dt vn

T.r

< IKIkr l̂hnIlr^ '̂.J-^.

La démonstration se fait par récurrence sur j, l'estimation (1.13)o étant
évidente. On suppose que (1.13)j est vérifiée jusqu'au rang k. On dérive

alors l'équation -p-Vn = —^pÇv-n^n) et on aDt

(Dn\ (Dn\^ .fc+i

\DÏ) unVn=- [ j ^ ) ^P(^Vn)'

'Dn^La commutation de l'opérateur de pression Vp et de ( —— ) est bien

décrite par les opérateurs Op (voir la définition 1.3). En effet, on a le

LEMME 1.6. — Soit v un champ de vecteurs C^°([0,r] x R^), à
divergence nulle, et une suite (Uî)i<i<p de fonctions C^°([0, T] x R^). Alors,
(1.14)p

P
(9t + v.^)Op(Kp,ui, • • • ,up) = ̂  Op(Kp,u^ ' ' ' , (9t + ̂ .V)^, • • • ,Up)

i=l

d

4-^0p(^p,m,---,^,^').
j=i

Preuve. — On définit l'opérateur Op^(x} = f K^^x — z)
P

x ]"[ {ui(x) — Ui(z))dz où Ky'{x) = (1 — p(mx))Kp(x). On regarde alors
i=l
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d . P

v.^0pm(x) = ̂  / (9,K^)(x - z) n^^) - ̂ ))(^) - ̂ {z))dz
j=l J i=l

+ ̂  !{Q,K^(x - z) f[(u,(x) - u,(z))v^z)dz
J=l J z=l

+ E É /^(^ - ̂ ) II(̂ ) - ̂ M)((^^^)(^) - (^^^)(^))^j=i fc=i</ Î^A;
+ EÉ [^^ - z) H^W - Ui(zW9,Uk)(z)dz.

j==i fc=i */ ^fc

On intègre le deuxième terme par parties en utilisant l'annulation de la
divergence de v. Puis on passe à la limite dans Op^ et v.^Op^. Pour
obtenir (1.14)p, il suffit de remarquer que Qt passe au travers de l'opérateur
Op:

P
9tOp(Kp, ZAÏ , • • • , Up) = ̂  Op(Kp, ui, • • • , QtUi, ' • ' , Up).

i=l

D

On en déduit le lemme suivant :

LEMME 1.7. — Si on note Jip = (/^-i, /^o? • " 5 /^p)? pour tout n ç. N*,
on a
(1.15)fc

fê)^^'^^ E ̂
v / p=0|^|=fc-p

« E ^-.••-^^P"-1'--^)^)j—iî '"»jp—i

avec

^fc fc'CAP ^ piApï-
Preuve. — Elle se fait par récurrence sur fc, (1.15)o n'étant autre que

l'expression (1.2) de Vp('y,î;). On suppose que (1.15)j est vérifiée jusqu'au
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DUrang fc. On applique —— à l'expression (1.15)^. Grâce au lemme 1.6, il vient,
Uv

en notant Ci = ((5-ii, • • • , 6pi) où 6ij désigne le symbole de Kronecker,
P

C^1 = Y^ C^ _^ avec la convention que ^p est ôté si p,p < 0.
i=-l

]L( / p \ L.(

Ainsi, C^1 < —— [ Y^ liz} + -;—————7 et on conclut en remarquant
^p PW' \^i ) (P-l)^!

P
que ^ jL4 = k + 1 - p.

î=-l

D

Vu le lemme 1.7, il s'agit de montrer que les dérivées successives de
V-Fd vérifient les hypothèses (1.4)p et (1.5)p.

LEMME 1.8. — Soie Kp = 9j^ - • ' Qj^Fd. Le noyau Kp vérifie

(i) Kp est homogène de degré — d + l — p e t fgci-1 Kp(z)z(^da(z) = 0
pour \f3\ ̂  p,

(ii) il existe une constante C^> 1 telle que

^KpÇz^ < C^IQI(p+ lal)!!^!-^1-^-'0'.

Preuve. — L'estimation (ii) se montre facilement par récurrence sur
p. Pour établir la propriété d'annulation (i), on remarque, toujours par
récurrence sur p, que

9jo ' "QjpFd(x) = Çjo-jpO^M^"^ Pour tout x e R^O,

où Qjo.-.j (x) est un polynôme harmonique homogène de degré p + 1.
On en déduit que fgd-i 9j^ " •9jp^F'dÇ^)da(z) = 0 grâce à la propriété
de moyenne. On raisonne alors par récurrence sur n pour montrer que
J^d-i <9n • • • Qjp^7Fd(z)^1 ' ' • z^do-Çz) est nul pour n <: p. Cette propriété
étant vraie au rang 0, on la suppose vérifiée jusqu'au rang m < p. Une
intégration par parties montre que

( Kp(z)z11 • • • z^^daÇz) =R~1 ( Kp(z)z^ ' • • z^^dapÇz)
J\z\=l J\z\^R

- 1 Q^(z^l'-zi-)Kp(z)dz
Jl<\z\<R

- 1 z^-'z^o^Kp^dz.
Jï<\z\<R
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Les deux derniers termes sont nuls par hypothèse et on fait tendre R vers
+00 pour conclure.

D

Les lemmes 1.7 et 1.8 joints à la proposition 1.4 permettent de
conclure que l'estimation (1.13)^+1 est vérifiée. En effet, grâce à l'hypothèse
de récurrence, il vient :

fè) ̂ "'̂  ^E E ^(c^)p+l(p+l)!k\_
T,r p=0|^p|=fc-pp'/2p'

d / Px s n
J-i,---,Jp=l \i=-l

fc

—oiAp^fc-p"*''

v- / n W* .E i n [-Dî) <
-l,---,Jp=l \Z=-1 v /

^E E ^(^^^(p+i)
p=0|^|=fc-p^-

x^2 n (ii^ii^(c'3iKiir,.)^—^—y
j=-l \ W } L ) /

On remarque alors que

(1.16)

II vient

r l TT ——} < 20P+2
Z^ 11 ^,,-1-112 -^-^^^^l)2-(k-p+l)2'

(Dn^ f20d)2C2C4„ „ /„„ „ ,fc,i(fc+l)!
{•Dt) VP(V»'V") ^——^——IKII^^IKIlT,^1^,

^(IQdCîC^Yf f c+2 ^2

'àv"^^ l̂ rT^J •
Et finalement,

'Dn^ fc+i

r,r
< ll̂ ll̂ l̂l̂ llr,.)^1^^

en prenant Cs assez grand, indépendant de k.

Fin de la récurrence.
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Fin de la démonstration du théorème A

On montre simultanément, par récurrence sur j, que
, . ((Dn\3 \
W l \T^) vn) est une suite de Cauchy dans ^([O.T^C7'-6) pour

v / n
tOUt £ > 0 :

(b)
ï̂oo (^) vn = (êV " dans p/([05r] x R^n—>-{-oo

Ceci est évidemment vrai au rang j = 0. On suppose que cela est vrai
jusqu'au rang k et, grâce à la multilinéarité de Op, au lemme 1.7 et à la
proposition 1.4, on majore

'Dn\
Dt)

fc+i fe+i

T.r-e

par une somme de termes de la forme

£-1n
i=-l

^DnY-
. D t ) T.r-e T.r-e

K DnY' fDmY1

x Dt) v"-(^) v- \T,r-e

où p,i < k - p < k.

On utilise alors les estimations (1.13) pour conclure que le point (a)
est vrai au rang k + 1.

Le point (b) est alors facile à démontrer.

Enfin, les estimations (1.13) permettent de conclure la démonstration
de la première partie du théorème A.

Quant à la partie (ii) du théorème, elle se montre facilement par
récurrence à l'aide de la première partie.

D

2. Démonstration du théorème B.

On désigne ici par v la solution appartenant à L^(R,cr + L2) H
^(î^^) du système d'Euler incompressible (£'inc) dont la condition
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initiale est VQ ç. a 4- L2 avec UQ ç L°° H L^ç < +00). En particulier, 'y
appartient à H (^-^([O.r] x R2) pour tout T > 0.

On régularise tout d'abord la condition initiale VQ en définissant

^0,n = Pn * ^0-

Soit (^) la suite associée de solutions C^([0,r] x R2) pour tout T > 0.
On sait qu'alors (voir [3]), pour tout e > 0 et tout T > 0,

(2.1) lim \\Vn -v\\T,i-e = 0 et lim ||î;n||r,i = ||^||r,i.
n.—>'+oo n—>-\-oo

D'après le lemme 1.1, l'opérateur de pression s'écrit, pour tout n € N*,

-Vp(^,^) = ̂  ({QiQ^F^x - z)Wx) - v^z))Wx) - vi(z))dz.
i j J

En suivant les grandes lignes de la première partie, on étudie tout d'abord
l'opérance des opérateurs Op (voir la définition 1.3) sur des espaces de
Hôlder C1-6 où e > 0.

PROPOSITION 2.1. — Avec les notations de la définition 1.3, on
considère une suite (ui)i<i<p de fonctions Cl~ei avec EI > 0 tels que

P
^ Ci = e < 1. Alors, il existe une constante C^ indépendante de e et
i=l
de p telle que
(2.2)p

||0p(^,ui,...,up)||i_e< ((l-^^+^^-^CsApnil^lli.,..
\ i=l z / i=l

Preuve. — Cette fois-ci, on n'utilise pas un découpage de Littlewood
- Paley. Dans ce qui suit, la lettre C désigne indifféremment une constante
indépendante de p et de e^. On estime tout d'abord la norme L°° de Op.
On a

Op(^,ni,...,up)(rr)== / Kp(z)T[(ui(x)-Ui{x-z))dz
•/M<i ii

r P
+ / Kp(z)]^(ui{x)-Ui(x-z))dz,

^M>i z=i
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( / r1 \ P / /*+oo \ P+00 \ P~^p n iki IL-\\OP\\L^<CA^\( / p-^p n i k i i i - ^ + f / p'^in
1^° ^=1 Vl îî=l

^A.(^17+plï)^ INI—
Lorsque \x — y\ < 1, on a

Op(x) - Op(y) = f Kp(z) T\(ui(x) - u,(x - z))dz^p(Z) [[(Ui(x) - Ui(x - Z)
\z\<\x-y\ ^J\z\<\x-v\ ±±

r p
- / Kp(z) T[(ui(y) - Ui(y - z))dz

J\z\<\x-y\ ._:\z\<\x-y\ ^i

J'-l

+E / ^(^) Tl^iW - Ui(y - z)) tj (ui(x) - Ui(x - z))
^J\z\>\x-y\ ^ ^

x(uj(x) - Uj(y) + Uj(y - z) - Uj(x - z))dz.

;) - Op[y)\ < 2CA^ ( [ [ x y{ p^dp} f[ ||̂ ||i^

On en déduit

\Op(x)-Op(y)\<2CAp
V0 ) ii

+^A,(2||^,||^J^-^|l-^)('rœp-l-(^Qdp)^||^
\x-y\j=i W

<CA,^ll^dll-^(^l^-2/|l-£+Elal-^ll-£J-J-la;-^J-£)•
z=l x l c j=l E~e^ /

Ce qui termine la démonstration de la proposition.

D
On montre alors l'existence d'une constante CQ telle qu'on ait, pour

tout n e N* et tout j e N, l'estimation suivante :

ESTIMATION. — Pour tout £ < -———-, pour tout T > 0,

(2.3),•^)3
'Dn^

^ IKIki-^^-^KIIr,!-^^- ^
T,l-£(j+l)

'n||T,l-., ̂ ^.
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On raisonne bien sûr par récurrence sur j, l'estimation (2.3)o étant évidente.
On suppose (2.3) j vérifiée jusqu'au rang k. On rappelle que

fDn\^1 (Dn^,. .
[~Dt) '——-[-Dt) W^)'

Le lemme 1.7 et la proposition 2.1 fournissent l'estimation suivante :

pour £ < 2(TT2) et T > °'

fë)^"-^) <E E —e-^w^çp+iy.
T,l-e(k+2) p=0|/tp|=fc-p•r•^3'•

_ /_ ||/£»nY- , \
x E NI \\(^t) ^

j-i,-,jp=l \i=-l »^u^ y r,l-£(^+l)/

4(20d)2Ç5G4„ „ fCe,, „ \k+l

< ————^————\\Vn\\T,l-e l^|K||T,l-el

( fc+1)! ^fc / ÏOdeC^Y ( f c+2 y^ / 20d£C4\1' ( f c+2 \2

+2)2 A•îV Ce ) [k+l-p '(A:+2)2èîV ^ ) \k+i-p)^- • -i p=o

en utilisant la remarque (1.16) et le fait que

('-^))-^S^.\,,^^--
On en déduit (2.3)^+1 en choisissant CQ assez grand, indépendant de k.

Fin de la récurrence.

Fin de la démonstration du théorème B

De la même manière que dans la preuve du théorème A, on montre
simultanément, par récurrence sur j, que

(a) ( ( —— ) Vn ] est une suite de Cauchy dans L°°([0, F], C1-6) pour
V^ / ) n
tout e > 0 ;

(b) Ao (i^Yvn = (ê)'v dans ̂ (M x R2)-
Le point (b) s'obtient en utilisant le fait que Vn et v sont à divergence

nulle.
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r^
II suffit alors de rappeler que ||^||r,i-£ < —|M|T,I et il existe donc

une constante Cy telle que, pour tout e < ————-, pour tout T > 0,
^U + 1)

(2-4). f-^y v ^ ̂ MT^e^MT^3^ .
\ ±^L i c

T,l-£(j+l)

On pose enfin e = ———, ce qui permet de conclure la démonstration de la
J + l

première partie du théorème B.

Quant à la partie (ii) de ce théorème, en définissant ̂  comme le flot
associé à z^, on a

k-l

^t^n — 1 -F- '^n^,'^n^-^n-f^) Vn(t^n^x)).
\ uv /

On conclut grâce à la partie (i) par récurrence et passage à la limite.

D

Remarque. — II est difficile de savoir si la régularité Gevrey 3 apparaît
pour des "raisons techniques" ou si elle est optimale.

3. Front cTonde.

Dans cette troisième partie, on va illustrer les théorèmes A et B en
termes de localisation du front d'onde analytique ou Gevrey des compo-
santes de la vitesse v solution de (J^mc)-

On rappelle tout d'abord la définition suivante (voir [9]).

DÉFINITION 3.1. — Soit u e V'CR^) et s e [l,+oo[. On appelle front
d'onde Gevrey s (analytique si s = 1) de u, noté WFgU, le complémentaire
dans R^ x (R/^0) de l'ensemble des (XQ^Q) tels qu'il existe un voisinage
U de XQ, un voisinage conique F de $o et une suite bornée (u^v) de ^(R^)
égale à u dans U et vérifiant

fC(N + 1Y\N

.1) |Û7v(0| < C 1 v / j pour tout $ € F et tout N ç N*.(3.1) |û^(0|<
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Remarque. — On peut considérer UN = XN^ où (\N) est une suite
de fonctions Cg°(K) valant 1 sur U et vérifiant

(3.2) \9^XN\ < C^N)^ pour tout a et |/?| < N.

On va démontrer le résultat général suivant :

THÉORÈME 3.2. — Soit Z = (Zi, . . . , Zd) un champ de vecteurs dont
d

les coefficients sont continus, et on note Z(x,9) = ^ Zi{x)9i. Soit u une
2=1

fonction L00. On fait les hypothèses suivantes :

(i) il existe une suite (Zn) de champs de vecteurs C°° telle que
Jlmi Zn = Z dans L00, et une suite (un) de fonctions C00 telle que
lim Un = u dans L00 '

n—»'+oo

(ii) il existe deux constantes CQ et Ci, et s >_ 1 tels que, pour tout
f c e N ,

II^^^IlL-^CoC^/c!)5, z= l , - - . ,d ,
(3.3) ||̂ (div Zn}\\^ < CoC^fc!)5,

\\^(Un)\\L^^C^{k\)8.

Alors WF^u C {(^,0 e ̂ R^O/ f: Z,(^)^ = ûl.
l i=l )

Remarques 3.3

• Dans le cas du système d'Euler incompressible (-E'inc)î vue l'annu-
lation de la divergence de la solution v, les estimations (3.3) du théorème
3.2 ne sont autres que les estimations (1.13) et (2.4).

• Dans le cas d'une équation quasilinéaire

d
(Ç) 9tU+^Zi{t,x,u)9iU+Zo(t,x,u)=0,

2=1

où les Zi sont analytiques en (t,x,u) (pour i = 0, • • • ,d), le front d'onde
analytique d'une solution C1 de (Q) est inclus dans la variété caractéristi-
que {(t, x, T, $)/T + Z(t, x, u(t, x)).^ = 0}.

En effet, on régularise la donnée initiale UQ et on obtient une suite (un)
de solutions C°° associées aux données initiales régularisées. En dérivant
l'équation (Ç) (comme on l'a fait pour le système d'Euler), on obtient
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des estimations de type analytique pour la norme Lipschitz de P^(un) où
P=9t^Z(t,x,u,Q).

L'estimation de la norme L00 de P^ (div Zn) s'obtient alors gratui-
tement à l'aide de la précédente et de la formule de récurrence :

P^(divZ»)=^(-l)^ ^ C,,,̂  ^ 9^Z^
P=0 io-\-..+ip=k-p Jo,---,Jp=l

X - • - X /) • P10 Z •^ x U3Q^ ^3p

OÙ

c^o••^•>^^(p+l)•
Et on retrouve dans ce cas, de manière simple, le résultat d'Hanges et
Trêves (voir [8]).

Preuve du théorème 3.2. — Soit (xo, $o) € 'jTR^O tel que Z(xo, $o) ¥-
d

0 où Z(x^) = Y, Zi(x)^i est le symbole de Z(x,D).
î=l

On désigne par K un voisinage compact de XQ et V un voisinage
conique fermé de $o? tels que |^(a;,$)| > C\ç\ dans K x Y, pour tout
n ç. N, et C une constante indépendante de n.

Dans la suite, on travaille avec Zn et Un qu'on note, pour simplifier,
Z et u. Il s'agit d'estimer |ûjv($)| pour ^ ç. V avec UN = XN^«

ÛN(O= /e-^XNWu^dx

^-/^.^(e-^)^^^

,.̂ -< ,̂,)(a )̂).,.
On effectue de la sorte N intégrations par parties et on obtient

ÛN(O = [e-ix^RN(x^^D)(xN(x)u(x))dx^

avec

RÇx^,D)W = -^(x^D) (———.W(x)\
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et

-^(x, D) = Z(x, D) - i div Z.

On note maintenant, pour a, = (ai, • • • , a,) élément de N^,

3

Z^ -W^^Z^ÇW).
£=1

On montre alors par récurrence sur j que
(3.4),

W(W) = ^ C%^, (Z^ . div Z) (z^ . ————) Z^(W),
lA,l+lAn|+n+9=j v ^^}/

avec

^n,g ^ 3 '
A,,AnJ - ̂ .!^!n!g!'

D'autre part, toujours par récurrence sur j, on montre que

(3.5), ^'(XN)=E E ^ É fn^'(^.))^---^^
Ç=l \flq\=J-q J'l,---jg=l V=l /

i j \

avec, comme dans (1.15), C3 < ——.'

L'estimation (3.2) donne

l^i • • • Q^XN\ < WoN)^ ^ C^C^. pour q < N

car Nq/q\ < e^. On déduit de (3.5), et de l'estimation (3.3) du théorème
3.2 l'existence d'une constante C assez grande et indépendante de N telle
que,

(3.6), pour tout j < 7V, \\Z^XN)\\L^ < C^e^^W.

Il suffit maintenant de remarquer que, dans (3.4),, le terme Z^3 ' ———
^(^0

est homogène en ^ de degré —j. La formule de Leibniz assure d'autre part,
que

(3.7), \\Z^^^)\\^ < C^1-^^^-1 pour tout j e N.
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Cette estimation est montrée par récurrence sur j en utilisant (3.3). On
réunit (3.4)j, (3.6)j, (3.3) et (3.7)j pour prouver l'existence d'une constante
C indépendante de 7V et ^ telle que

11^(^,^)0^)11^0 < CTOI-1)^!)5,

et finalement

\XNU^\ < CCT-1)^!)8.

Cette dernière estimation est donc vérifiée par les fonctions Un avec une
constante C ne dépendant que des constantes CQ et Ci, et des voisinages
K et V. Elle est donc aussi vérifiée par la fonction bornée u = lim Un.

n—»'+oo

D
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