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SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES
COMPLEXES DE MODULE < 1

par Hubert DELANGE

1. Introduction.

Nous nous proposons ici de donner les démonstrations détaillées de
résultats que nous avons énoncés sans preuve il y a quelques années [3].

1.1. / étant une fonction arithmétique complexe, pour étudier la
distribution asymptotique de ses valeurs il est naturel de considérer, pour
chaque n € N*, la mesure sur C définie pour tout E C C par

p,n(E) = — nombre des m ç. N* et <, n tels que f{m) ç. E

et d'étudier le comportement asymptotique de la suite {^n}-

[tn est une mesure de probabilité (jLAn(C) = 1). En fait fjin(E) est la
probabilité pour que, si on choisit au hasard un entier entre 1 et n, chacun
ayant la probabilité — d'être choisi, f(m) appartienne à E.

n
Lorsque nous dirons qu'une suite de mesures sur C converge vers une

mesure ^ (borélienne), il s'agira de la convergence que les probabilistes
appellent "faible" et que Bourbaki appelle "vague".

S'agissant d'une suite {/4J de mesures de probabilité discrètes (donc
définies sur toutes les parties de C), sa convergence vers la mesure
borélienne [L est équivalente au fait que, quel que soit E C C dont la
frontière est de mesure ^ nulle, ^n(^) l;en^ vers ^(E). (Plus généralement,
quel que soit £1, on a

Um ^(E) > ^(È) et ÏÏin p!^E) < /,(E),

Mots-clés : Fonction multiplicative — Mesure — Convergence de mesures.
Classification A.M.S. : 11K65 - 11N64.
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o _
E et E étant l'intérieur et l'adhérence de E.)

1.2. La mesure sur C déduite d'une mesure /^ par la rotation d'angle
6 autour de 0 est par définition la mesure //^ définie par

^(E)=^e-ieE).

Dans le cas où ^ est la mesure /^ considérée plus haut, c'est la mesure
égale pour tout E C C à

— nombre des m e N* et < n tels que /(m) e e'^E
(c'est-à-dire /(m)e^ € E).

C'est encore une mesure de probabilité discrète.

Dans toute la suite, il est entendu que le mot "rotation" signifie
"rotation autour de O".

Nous dirons simplement qu'une mesure sur C est "invariante par
rotation" si elle est invariante par toutes les rotations.

Dans le cas contraire, le groupe des rotations qui la conservent est un
sous-groupe fermé du groupe de toutes les rotations, distinct de celui-ci. Il
existe donc v ç. N* tel que ce sous-groupe est formé des rotations d'angle
multiple de 2 - K / y (et est donc d'ordre v\ Nous dirons que la mesure en
question possède une symétrie d'ordre y. La symétrie d'ordre 1 signifie que
la mesure n'est conservée par aucune rotation autre que l'identité.

Il est clair qu'une mesure déduite par rotation d'une mesure non
invariante par rotation est également non invariante par rotation et a le
même ordre de symétrie.

1.3. Les fonctions arithmétiques que nous considérons ici sont les
fonctions multiplicatives complexes de module < 1. Il est entendu dans
toute la suite que f est une telle fonction.

Dans C nous désignons par D le disque ouvert \z\ < 1, de sorte que
D est le disque fermé \z\ < 1.

La mesure /jin définie plus haut est donc une mesure de probabilité
de support contenu dans D, et il en est de même de toutes les mesures que
l'on en déduit par rotation.

Nous utilisons la lettre p pour désigner les nombres premiers.
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Nous ferons usage du théorème bien connu de Halàsz [4] concernant

la moyenne - ̂  /(^')? mals nos résultats éclairent celui de Halàsz du faitx n<,x
que

1 n /*
- ̂  f{rn) = _zdp.n(z).
nrr,-1 JD

[m
n^!' ' JD

Notre résultat principal est le suivant :

THÉORÈME 1. — 1) Si on a E(VP)(I - \f(p)\) = +œ, la suite {^}
converge vers la mesure de Dirac au point 0 (c'est-à-dire que, quel que soit
p ç]0,1[, le nombre des m < n tels que |/(m)| > p est o(n)).

2) Si S(l/p)(l — |/(p)|) < +00, il y a deux cas possibles :

(a) On a E(Vp)(1 - M/^V"^)) = +00 PO"^ ^out k e N* eu tout
n réel;

(b) -H existe k e N* et n e M tels que

(i) E(v^(1 - M/^V)) < +^-
Dans le cas (a) ia suite {{^n} converge vers une mesure IJL non

concentrée au point 0 mais invariante par rotation.

Dans le cas (b), elle ne converge pas vers une mesure invariante par
rotation; il existe a ç. M et une suite {bn} de nombres réels satisfaisant à

Sup \bn' — bn\ = o(l) (n —»• oo)
rK^^n2

tels que, si u^ est la mesure déduite de u^n par la rotation d'angle On =
—(a log n+bn), la suite {/^} converg-e vers une mesure limite /^ qui n 'est pas
invariante par rotation (c'est-à-dire que, pour tout E C C dont la frontière
est de mesure fi nulle, le nombre des m <: n pour lesquels f{m) appartient
à e-^E = n^e^E est n^{E) + o(n)). La suite {0n} n'est pas unique.
Le nombre a est bien déterminé mais la suite {bn} ne l'est pas : on peut
remplacer bn par b'n a la seule condition que bn — bn tende vers une limite
finie 0, la mesure ^ subissant alors une rotation d'angle —0.

On peut apporter les précisions suivantes sur le cas (b) :

Dans ce cas, il y a une infinité de couples (A;, u) où k e N* et u ç. R
pour lesquels on a (1). Il existe q e N* et a e R tels que ces couples sont
les couples (Aç, \a) où X ç N*.
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On a a = a/q et on peut prendre

^=Yq'E^f(p)xqp~ixa).
p<n

avec À fixe quelconque ç N*.

De plus, là mesure p, possède une symétrie d'ordre q si f^^ ^ -yra
pour au moins un r ç N*, d'ordre 2q dans le cas contraire.

Si l'ordre de symétrie est 1, on a _zdp,(z) -^ 0.
J D

Le théorème 1 donne, de façon évidente, des conditions nécessaires
et suffisantes pour que la suite {/^} converge vers la mesure de Dirac au
point 0 ou pour qu'elle converge vers une mesure non concentrée au point
0 mais invariante par rotation.

On obtient, de plus, le résultat suivant :

THÉORÈME 2. — Pour que la suite {p^n} converge vers une mesure
u. non invariante par rotation, il faut et il suffit qu'il existe au moins un
k ç. N* tel que la série

^(i/pXi-/^)
soit convergente.

Cette série est alors convergente pour une infinité de k, qui sont les
multiples d'un certain q, et la mesure p. possède une symétrie d'ordre q si
fC^-Y ^ _^ p^^ ̂  moins un r ç N*, d'ordre 2q dans le cas contraire.

Ici encore, si l'ordre de symétrie de ^ est 1, on a [_ zdfi^z} -^ 0.
J~D

Après avoir démontré les théorèmes 1 et 2 nous montrerons comment
le théorème 1 explique le théorème de Halàsz, puis nous indiquerons
quelques applications de nos théorèmes.

2. Préliminaires.

2.1. Le théorème de Stone-Weierstrass montre que l'ensemble des
polynômes à coefficients complexes en z et z est dense dans l'espace des
fonctions complexes continues sur D, muni de la topologie de la convergence
uniforme.
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II résulte d'abord de là qu'une mesure ji de support contenu dans D
est complètement déterminée par la famille des intégrales ^z^^d^Çz) où

J~D
a et f3 C N.

Notons que z^^ peut se mettre sous l'une des formes z^z1^ et
|^|2^ où h et k C N.

En effet, si h = Min(a, /3), on a

z^ = z>\lhzk avec k = a - f 3 s ï a > ( 3 ,

et ^a^ = |̂ |2^ avec / c = / 3 - a s i a < / 5 .

/^ est donc déterminée par la famille des intégrales

f_ \z\2hzkd^l(z) et / ^^d^z) où h etk e N.
JD JD

Si ^ est une mesure de probabilité, il suffit de considérer les intégrales

/_ z'\lhzkd^z} o ù / i e t A ; € N e t / i + A ; > 0
JD

puisque ^z^^df^Çz) est l'imaginaire conjugué de _ z\lhzkà^{z) et
J~D J D

f_d^z)=l.
JD

Nous poserons M^^(^) = _ \z\<2hzkd^(z).
J D

On voit d'autre part qu'une suite {/^n} de mesures sur C de support
contenu dans D converge vers une mesure limite ^ si, et seulement si, pour
chaque couple (a,/3) d'entiers > 0, la suite des intégrales ^z^z^d^^)

JD
est convergente.

Si les fin sont des mesures de probabilité, la condition se réduit au
fait que, pour chaque couple (/i, k) d'entiers > 0 avec h + k > 0, la suite
{Mh,k(p"n)} est convergente. La mesure limite fji est déterminée par les
valeurs de M^ ^(/x) = lim M^ k(f^n) pour h et k > 0 et h + k > 0.

' n—>oo '

2.2. Si IJL est une mesure de probabilité sur C de support contenu dans
D, on a M^k(^) = e^M^kW (cf. § 1.2).
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Cette mesure est donc invariante par la rotation d'angle 0 si, et
seulement si,

e^M^kW = M^kW quels que soient h et k e N avec h + k > 0,

c'est-à-dire e^0 = 1 pour tout k > 0 pour lequel il existe un h e N tel que
M^(/,)^0.

On voit ainsi que la mesure ^ est invariante par rotation si, et
seulement si, M/^(/^) = 0 pour k > 0 et h quelconque e N.

Si elle n'est pas invariante par rotation, son ordre de symétrie est le
plus grand commun diviseur des k > 0 tels que M^(/^) ̂  0 pour au moins
un h C N.

Notons que, si l'ordre de symétrie est > 1, on a _zd^(z) = 0, puisque
J~D

^/i,i(^) = 0 pour tout h e N et Mo,i(/^) = _zdp,(z).
J D

On voit par ailleurs que, {/^J et {/^} étant deux suites de mesures
de probabilité, si, pour chaque n, /^ est une mesure déduite de ^n par une
rotation (pouvant dépendre de n) et si une de ces suites converge vers une
mesure invariante par rotation, il en est de même de l'autre.

Cela résulte immédiatement de ce que, pour h et k ç N,

|M^(/4J| = |M^(^)|.

C'est pour cette raison que, dans l'énoncé du théorème 1, on peut
affirmer que, dans le cas (b) du 2), la suite {fJi-n} ne converge pas vers une
mesure invariante par rotation.

2.3. D'après le théorème de Halàsz mentionné au début du §1.3, si
F est une fonction multiplicative complexe de module <, 1, une des deux
circonstances suivantes a lieu :

(a) - ̂  F(n) tend vers zéro quand x tend vers l'infini; autrement dit,
•̂  n<x

F possède une valeur moyenne nulle ;

(b) on a pour x tendant vers +00

(2) ^ ̂  F(n) = Cx- exp(zA(rr)) + o(l),x
n<x
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où C est une constante complexe non nulle, a une constante réelle, et A
une fonction réelle définie pour x > 0 assez grand et satisfaisant à

Sup \A(x') - A(x)\ = o(l) pour x tendant vers + oo.
x<x'<x2

\C\ et a sont déterminés, mais A et G ne le sont pas.

En effet, si ^(x) = - ̂  F(n), quand x tend vers l'infini \^(x)\ tend
x n<x

vers \C\ et, pour tout A > 0, ^Ç\x)/^>(x) tend vers X101. Mais on peut
remplacer A(x) par A*(.r) satisfaisant à A* (a;) = A{x) + 6 + o(l) en
remplaçant aussi C p)ar Ce~^e'.

On peut préciser lequel des cas (a) et (b) a lieu et, pour le cas (b),
indiquer la valeur de la constante a et une fonction qu'on peut prendre
pour A(.r) dans (2).

Il apparaît que l'on ne peut avoir

(3) ^(l-Re(F(p)p-iu))<+oo

que pour un u réel au plus.

S'il n'y a aucun tel n, c'est le cas (a) qui a lieu.
Si (3) a lieu pour u = a, il y a deux possibilités :

Si F(V) = -2"^ pour tout r e N*, c'est le cas (a) qui a lieu.

Si F (y) ^- -2"^ pour au moins un r e N*, on est dans le cas (b), où
on peut prendre

A(x)=Y^lïm(F(p)p-ia).
P<x

On peut exprimer ces deux possibilités en disant que, si A(x)
est donné par cette formule, quand x tend vers l'infini, le produit
x'^expÇ-iA^x))^ ̂  F{n)) tend vers une limite finie, qui est nulle si,

n<x
et seulement si, F{2r) = -2^ pour tout r e N*.

2.4. Nous aurons aussi à utiliser les deux lemmes qui suivent.

2.4.1. LEMME 1. — Soit 0{n) = Alogn+Bn, où A est un nombre réel
et {Bn} une suite de nombres réels satisfaisant à

(4) Sup \Bn'-Bn\=o{l) (n^oo).
n<n'<n2
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Pour que la suite {exp(i0(n))} soit convergente, il faut et il suffît que
A = 0 et que la suite {Bn} soit convergente.

Démonstration. — Supposons que la suite {exp(i0(n))} soit conver-
gente.

La limite est forcément de module 1, soit e^.

Pour tout À réel > 1, la suite {exp(i0{[\n}))} tend vers e^. Donc
exp(i{0([\n}) - 0(n))) tend vers 1.

Mais 0([\n]) - 6(n) = Alog([An]/n) + B^n] - Bn.

log([An]/n) tend vers logA et B^n] - Bn tend vers zéro, de sorte que
exp(î((9([An]) - 0(n))) tend vers A^.

On a donc A^ = 1 pour tout A réel > 1, d'où, par dérivation,
% A l o g A = 0 , d'où A =0.

Alors 0(n} = Bn et exp(iBn) tend vers e^.

Du seul fait que Bn-^i - Bn tend vers zéro, ceci entraîne que la suite
{Bn} est convergente.

En effet, étant donné e > 0 et < TT, il existe TVi e N* tel que, pour
n > A^i, | exp(iBn) - e^\ < 2sin . ce qui implique que Bn appartient à
l'un des intervalles

I\ = [2Â7T + (p - e, 2Â7T + ̂  + £\ , OÙ A ç Z.

Pour n > A^i, Bn et Bn-^-i appartiennent chacun à un des intervalles I\.

Mais il existe N^ e N* tel que, pour n > N^, \Bn+\ - Bn\ < 2(n - e).

Alors, si n > Max(A^i, A^), l'intervalle I\ contenant Bn+\ est le même
que celui qui contient Bn. Il existe donc un A e Z tel que, pour tout
n>Max(7Vi,^2),^e^.

Par suite, pour n1 et n" > Max(7Vi,7V2), \Bn" - Bn'\ < 2e.

On a ainsi démontré que la condition indiquée est nécessaire pour que
la suite {exp{i0(n))} soit convergente.

Il est évident qu'elle est aussi suffisante.

2.4.2. LEMME 2. — Soient z\ et z^ deux nombres complexes de module
< 1.

On a

(5) 1 - Re(z^) < 2(1 - Re^i) + 2(1 - Re^),
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(6) 1 - Rezi < 2(1 - Re(^2)) + 2(1 - Re^),

et

(7) |Im(^i + ^2 - ̂ 2)1 < (1 - Re 2;i) + (1 - Re z^).

Démonstration. — Posons z\ = x\ + î2/i et ^2 = ^2 + ^2/2-

On a
(8)
l-Re(^2) = l-^i^2+2/i2/2 = (l-^i)+(l-;r2)-(l-^i)(l-^2)+2/i2/2.

Il apparaît que (1 — a;i)(l — ^2) > 0 puisque x\ <, 1 et x^ < 1, et

2/12/2 < l (^+2 / J )< | ( ( l - ^ )+ ( l -^ ) )< ( l -^ i )+ (1 -^2 )

puisque, d'une part, y^ < 1 — x\ et 2/j <: 1 — aîj et, d'autre part,

1-^ = (i-a;^(i+a;^) < 2(l-a;i) et \-x\ = (l-a;2)(l+^2) ^ 2(1-^2).

Ceci démontre l'inégalité (5).

Maintenant, (8) donne

(9) 1 - Re(^) > (1 - a^i) + (1 - x^) - ((1 - ̂ i)(l - ̂ 2) + |2/i2/2|).

Quel que soit À > 0 on a

(1 - x,){l - x^) = À(l - x,) . ̂ (1 - x^) < ̂ (A^l - m)2 + ̂ (1 - x^)2)

et

|2/i2/2| == A|2/i| • ^|2/2| < |(A2 • yï + ^2/j),

et par suite

(1 - a;i)(l - x^) + |yi2/2| ^ ^((1 - x,)2 + y2,) + ̂ ((1 - x,)2 + yj)

^>2(l-Xl)+-^(Ï-X2')

puisque (1 - a;i)2 +y^ = l-îxi+x'î+y2 ^ 2(1 - a;i) et (1 - x^)2 +y2,=
1 - 2x2 + a;| + yj ^ 2(1 - a;2).
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En prenant À = 1/\/2 on obtient

(1 - ̂ i)(l - X2) + \yiy2\ < ̂ (1 - ̂ i) + 2(1 - :r2),

de sorte que (9) donne

l -Re(^2)>|( l -^i)-( l -^2) ,

ce qui est équivalent à (6).

Enfinonalm(^i+^2-2^2) = Vi +2/2 - (^i 2/2 +^2^/i) = 1/2(1 -^i)+
?/i(l — .3:2)5 ce qui donne immédiatement (7).

3. Démonstration du théorème 1.

/^ étant la mesure définie au début du § 1.1 à partir de la fonction /,
avec la notation Mh,k introduite au §2.1 on a

Mn^n) = t M2^/^) = 1 Y" F^{m\
^ n^l

wF^m)=\f(m)\2hf(m)k.

Fh k est une fonction multiplicative de module < 1. On peut donc lui
appliquer le théorème de Halàsz, ce qui conduit à considérer la série

y ^ -(1 — ïie(Fh,k(,p)p~^u)î où u est un nombre réel.

3.1. Cas où E(1/P)(1 - !/(?)!) = +œ.
On voit que, dans ce cas, pour h et k ç. N avec h + k > 0, on a quel

que soit u réel

^l{l-Re(F^(p)p-iu))=^

puisque 1 - Re(F^ (?)?—) > 1 - l/h)!27^ > 1 - |/(p)|,

et il en résulte, d'après le théorème de Halàsz, que la suite {Mh,k(l^n)} tend
vers zéro.

Ceci entraîne que la suite {/Xn} converge vers la mesure de Dirac au
point 0.
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3.2. Cas où E(1/P)(1 - !/(?)!) < +00.

3.2.1. Comme, d'après le théorème des accroissements finis, on a pour
tout h > 0

1 -TOI2 '^ 2^(1 -|/(P)|),

on voit que, pour tout h ç. N, la série ̂  ^(l — F^o(p)) est convergente.

D'après le théorème 2 de [l], qu'on peut d'ailleurs déduire facilement
du théorème de Halàsz, ceci entraîne que, pour tout h ç. N, la suite
{M/^o(A4i)} converge vers une limite non nulle (égale à 1 pour h = 0).

3.2.2. On voit que, quels que soient h e N, k e N* et u e R, il existe
une constante complexe Ch,k,u telle que l'on a pour x tendant vers +00

(10) ^ ̂ (1 - F^(p)p—) = E ̂  - WP-^) + C^n + 0(1).
p<x JL p<,x j-

Cela résulte de ce que

1 - ̂ ,fe(p)p-1" = 1 - /(?)'?-"' + /(P)^-^! - lAp)^)

et la série V ~f(p)kP~^u(^ ~ |/(p)|271) est absolument convergente puisque
P

|/(p)^—(i - l/h)!271)! < 2/1(1 - |/(p)|).
En considérant les parties réelles des deux membres de (10), on voit

que, pour A; € N*, quel que soit h ç. N, la série

^^(l-Re(F^(p)p—))

est convergente ou divergente en même temps que la série

^(l-Re^p--)).

3.2.3. Supposons d'abord que

y^ -(1 - Re^Qo)^"^)) = +00 pour tout k e N* et tout u réel.2-^ p

Alors, pour tout k G N* et tout h G N on a

V^ -(1 - Re(F^fc(p)p-^u)) == +oo quel que soit u réel,
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et il résulte du théorème de Halàsz que la suite {M^ k(p"n)} tend vers zéro.

Donc la suite {Mh,k(p"n)} converge vers zéro quand k > 0 et vers une
limite non nulle quand k = 0.

La suite {p^n} converge donc vers une mesure limite ^ telle que
Mh,kW = 0 pour k > 0 et M^o(^) 7^ 0 pour tout h ç N.

D'après ce qu'on a vu au §2.2, cette mesure est invariante par
rotation. Elle n'est pas concentrée au point 0 puisque Mh,o{p) ^ 0 pour
h>0.

3.2.4. Supposons maintenant qu'il existe k ç N* et u ç. R tels que

(1) ^^(i-Re(/(p)^—))<+oo.

Nous devons montrer qu'il existe a ç R et une suite {bn} de nombres
réels satisfaisant à

(11) Sup \bn'-bn\=o(l) (n-.oo)
n<n'<n2

tels que la mesure /^ déduite de fjin par la rotation d'angle On = —(û log n+
bn) converge vers une mesure fi qui n'est pas invariante par rotation.

Avant de faire cette démonstration remarquons que la suite {On} n'est
pas unique : le nombre a est bien déterminé mais la suite {bn} ne l'est pas.
On peut remplacer la suite {bn} par une suite {b^} assujettie à la seule
condition que b^ — bn tende vers une limite finie 0. La mesure p, est alors
remplacée par la mesure // déduite de p, par la rotation d'angle —6.

En effet, supposons que la mesure /^ déduite de p,n par la rotation
d'angle On = —(alogn+&n), où bn satisfait à (11), converge vers une mesure
IJL non invariante par rotation.

Quels que soient h et k G N, avec h + k > 0, la suite {M/i^(/4i)}
converge vers M^ k{p)- La mesure ^ n'étant pas invariante par rotation, il
existe h ç N et k ç N* tels que Mh,kW 7e 0.

Considérons maintenant la mesure p!^ déduite de p,n par la rotation
d'angle O'n = -(a' logn + b'n) où

(12) Sup \b^- ̂ |=o(l) (n-.oo).
rKn'^n2

Si cette mesure converge vers une mesure //, quels que soient h et
k G N avec h + k > 0, la suite {M/^(/40} est convergente.
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Si on prend h ç N et k e N* tels que M^W + 0, la suite
{^,fc(^)/M/,,fc«)}, où n est > no tel que M^k^n) ̂  0 pour n >, no,
est convergente.

Mais M^kWn) = ̂ ^(/^^(^(^ogn+B^)), où A = kÇa-a') et
5n=A;(^-^).

On a Sup |I?^ - Bn\ = o(l) et la suite {exp(î(Alogn + Bn))} est
n<rî/<n2

convergente.

D'après le lemme 1, on a A = 0, c'est-à-dire a' = a, et la suite Bn est
convergente, c'est-à-dire que bn — bn tend vers une limite finie.

Inversement, si a' = a, et bn — bn tend vers une limite finie 0, on a
(12) et, quels que soient h et k e N avec h + k > 0, M^^Wn) tend vers
M^O^e"^0, de sorte que la mesure /^ converge vers la mesure // déduite
de /^ par la rotation d'angle —0.

3.2.5. Passons maintenant à la démonstration du résultat annoncé.

Soit E l'ensemble des couples (A;, n), où k ç. N* et u ç. R, pour lesquels
on a (1), ensemble que nous avons supposé non vide.

On va voir qu'il existe q e N* et a e R tels que E est l'ensemble des
couples (Aç, Xa) où À e N*.

Remarquons d'abord que, si les couples (A;i,ni) et (^2,^2) appartien-
nent à E, le couple (Â;i + A;2, u\ + ^2) appartient aussi à E.

Cela résulte de l'inégalité (5) du lemme 2 en prenant

î = /(P)'1^1 et ^2 = fÇpf2?-^^

On remarque aussi que, si (A;i, 14) et (A;2, ^2) G E et A;i > A;2, le couple
(A;i — A;2,Zti — ^2) appartient aussi à E.

Cela résulte de l'inégalité (6) en prenant cette fois

Z^ = f^-k^-iÇu.-u^ ^ ̂  ̂  fÇp^P-^2.

On sait par ailleurs que, pour un k fixé, il y a au plus un u réel pour
lequel on a (1), c'est-à-dire pour lequel {k,u) e £'.

Donc les valeurs de k pour deux éléments distincts de E sont
différentes.

Soit (ç, a) l'élément de E pour lequel la valeur de k est la plus petite.
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La première des remarques ci-dessus montre, par récurrence sur A,
que tous les couples (Aç, Xa) où A e N* appartiennent à E.

On voit ensuite que E ne contient pas d'autres éléments.

En effet, soit (k,u) G E.

On a k > q et on peut écrire k = \q + r avec A e N* et 0 ^ r < q.

Comme (A;, u) et (Aç, Aa) appartiennent à £', si on avait r > 0, d'après
notre deuxième remarque le couple (r, u — Aa) devrait appartenir à £', en
contradiction avec le fait que q est la plus petite valeur de k pour les
éléments de E.

On a donc k = Xq. De plus u = Xa puisque Aa est l'unique valeur de
u pour laquelle (Aç, u) ç. E.

3.2.6. Si k n'est pas multiple de ç, on a

V^ -(1 - Re^^V"^)) = +00 pour tout u réel2-^ p

et par suite, quel que soit h G N,

y^ -(1 - Re(Fh kip)'^)) = +00 pour tout u réel.^ p

D'après le théorème de Halàsz, il résulte de là que, si k n'est pas
multiple de g, quel que soit h e N la suite {M^(^n)} converge vers zéro.

3.2.7. Quel que soit A e N*, on a

^(l-Rea^p-^^+œ

et par suite, pour tout h G N,

E ̂  - MF )̂̂ )) < +00.
Il en résulte, toujours d'après le théorème de Halàsz, que, si on pose

<h(aQ = E -^MF^O^-^),
P<.x

quand n tend vers l'infini le produit

n-1^ exp(-iA^(n))Mh,xM
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tend vers une limite finie, qui est nulle si, et seulement si, Fh.xqÇ^) =
_y\ra pour tOUt T çN*.

On voit d'ailleurs que l'égalité Fh^q^) = —2^xra équivaut à
^Y9r\Àq ̂  _ozÀro:

En considérant les parties imaginaires des deux membres de (10) avec
k = \q et u = Aa, on voit qu'on a quand x tend vers +00

^ ̂ -ïmÇF^p)?-^) = ̂  hmÇfÇp^p-^) - ïmC^Xa + o(l),
p<a; P<:lx

c'est-à-dire

A^Qr) = AA^) - ImC^^,Aa + o(l)

où A\(x} = y^ —ïm(f(p)xqp~^xa) (formule à retenir dans toute la suite).
Z——/ V)

P<x

II en résulte que, quand n tend vers l'infini, le produit

n"'̂  exp(-iAx(n))Mh,\q(^n)

tend vers une limite finie, qui est nulle si, et seulement si, .y^^^ = —2^ÀrQ!

pour tout r ç. N*.

3.2.8. Maintenant on voit que, étant donné Ai et À2 € N*, l'expression
A\^ 4-^2 {x) — A\^{x) — A\^(x) tend vers une limite finie quand x tend vers
+00.

En effet, Ax^x^x) - A^{x) - A^(x) = ̂  -G(Ai,À2,.r)
p^x1^

où

G(Ai, \2,x) = Im(/(p)(Àl+À2)çp-^(Àl+À2)Q-/(p)À19p-^Àla-/(p)À29p-^À2a).

En prenant dans l'inégalité (7) du lemme 2

^ = fÇp)^?-^ et Z2 = /(p)^9?"^^,

on voit que

|G(Ai,A2^)| < (1 - Rea^)^-^10)) + (1 - Re(/(p)À2^-^À2a))

et, comme les couples (Aiç,Aia) et (A2Ç,Â2a) appartiennent à £', il en
résulte que la série ̂  -G(Ai,A2,a") est absolument convergente.

P
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On déduit de là, par récurrence sur À, que, pour tout A e N*, A\(x) —
\A-^(x) tend vers une limite finie quand x tend vers +00 (évidemment nulle
pour A = 1).

Finalement, on voit que, pour tout A e N* et tout h G N, quand x
tend vers +00 le produit

n-^ exp(-îAAi(n))M^g(A4z)

tend vers une limite finie, qui est nulle si, et seulement si, /(2r)Àg = _y>ra
pour tout r e N*.

En tenant compte de ce qui a été dit aux paragraphes 3.2.1, 3.2.6 et
3.2.7, on voit que, quels que soient k et h e N, quand n tend vers l'infini le
produit

( k \
TT'^exp -î-Ai(n) j M/^(/^n)

tend vers une limite finie.

Cette limite est non nulle si k = 0. Elle est nulle si k est > 0 et non
multiple de q. Pour k = Aç, avec A e N*, elle est nulle si, et seulement si,
f^\q ̂  _y\ra p^. ̂ ^ y. € N*.

3.2.9. On a n-^exp (-^Ai(n)) M^(^) = e^071 M^ (/^), où

On = —alogn — -Ai(n) = —(alogn+ bn) avec a = a et bn = -Ai(n).

Pour n' > n,

|t,,-t,|̂  E ^(/(,)y°)|^ E ^.
' rKp^n' ' -1 TKp^n' '

II en résulte que, pour n tendant vers l'infini,

Sup \bn'-bn\=o{l).
rKn^n2

On a eiken Mh,k{n"n) = ^i,fc(/4i)î OVL ^n est ^ mesure déduite de ^n
par la rotation d'angle On'

Ainsi, quels que soient h et A; ç N, la suite {M^^(/^n)} est convergente.
Il en résulte que la suite des mesures ̂  converge vers une mesure ^ telle
que, pour h et k € N et h + k > 0,

Mh,kW = lim Mn^'n)'
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On a Mh,k(p') 7e 0 quand k = 0 et M^(^) = 0 quand k est > 0 et
non multiple de q. Quand k = Xq avec À e N*, on a M/^(^) = 0 si, et
seulement si, f(2'r)xq = -2^^ pour tout r e N*.

Si fÇ^ ^ -2^ pour au moins un r e N*, on a Mh,q(p.) + 0 pour
tout fa G N. Donc, d'après ce qu'on a vu au § 2.2, fJ, n'est pas invariante par
rotation. De plus, comme on ne peut avoir M^(jLA) ^ 0 avec k ç N* que
pour k multiple de ç, on voit que q est le plus grand commun diviseur des
k ç N* pour lesquels il existe un h ç. N tel que M^(/z) ^ 0.

Donc ^ possède une symétrie d'ordre q.

Si f^ï-Y = -2^ pour tout r e N*, on a pour tout r e N*
_2îÀra g^ ^ çg^ impair,

/(27')^ =
2^° si A est pair.

Donc Mh,\q(n) = 0 pour tout h e N si A est impair et Mh,\q(^) ̂  0
pour tout h ç. N si A est pair.

Ainsi Mh,k(p) = 0 pour tout h e N quand k € N* et n'est pas multiple
de 2q et Mh,kW i=- 0 pour tout h e N quand k e N* et est multiple de 2ç.
Donc [t n'est pas invariante par rotation et possède une symétrie d'ordre
2ç.

Si l'ordre de symétrie de ^ est 1, on a q = 1 et f{flT) 7^ -^^ pour
au moins un r G N*. Alors M/^i(^) -^ 0 pour tout h ç. N.

En particulier Mo,i(/^) = _zdfJi(z) -^ 0.
^D

3.2.10. Notons que, d'après la remarque faite au §3.2.4, comme, quel
que soit À G N*, la différence A\(x} — \A\{x} tend vers une limite finie
quand x tend vers +00, au lieu de bn = -A\(n) on peut aussi bien prendre

q

^^^^MAp)^-"0)
p^n

avec À quelconque G N*.

4. Démonstration du théorème 2.

4.1. Supposons d'abord que la suite {p.n} converge vers une mesure
p. non invariante par rotation.
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On est nécessairement dans le cas où ^-(1 - |/(p)|) < +00 et il
existe k e N* et u e M tels que l'on ait (1), puisqu'on sait que dans les
autres cas la suite {^n} converge soit vers la mesure de Dirac au point 0,
soit vers une mesure non concentrée au point 0 mais invariante par rotation.

On sait, d'après le §3.2.5, qu'il existe q e N* et a e R tels que
l'ensemble E des couples (k,u) où k e N* et u e M pour lesquels on a (1)
est l'ensemble des couples (Aç,Àa) où À e N*. De plus, d'après le §3.2.6,
si k e N* et n'est pas multiple de ç, la suite {M/^(/^)} tend vers zéro.

Quels que soient k et h e N, la suite {Mh,k(p"n)} converge vers
Mh,k(l^)- Comme ^ n'est pas invariante par rotation, il existe À; e N* et
h C N tels que M^(/z) ̂  0.

Ce k est nécessairement multiple de ç, soit k = Xq où A e N*.

On sait, d'après le §3.2.8, que le produit

n-^exp^AAi^M^G^),

où Ai(n) = ̂  -Im^p)9?"^) tend vers une limite finie.
p<n^

Comme Mh,k(^n) tend vers M^(^) ^ 0, ceci entraîne que la suite
{n'^^exp^îAA^n))} est convergente.

Mais n'^exp^îAA^n)) = exp(î0(n)) où

0(n) = —Àalogn — AAi(Ti).

Comme, pour n' > n, |Ai(n') - Ai(n)| < V^ -, on a pour n
n<p<,n' ^

tendant vers +00

Sup |Ai(n')-Ai(n)|=o(l).
n<.n/•^n2

Le lemme 1 montre que a = 0 et que la suite {Ai(n)} est convergente.

La série ̂  -Im(/(p)9) est donc convergente.

D'autre part, la série ̂  -(1 - Re(/(p)9)) est convergente puisque le
couple (ç, 0) appartient à E.

Donc la série V -(1 - /(p)9) est convergente.
P
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4.2. Supposons maintenant qu'il existe un k ç N* tel que la série
^ -(1 - /(p)^) soit convergente.

P

La série ^-(1 - ReÇfÇp)^) est convergente. Donc l'ensemble E
contient le couple (fc,0). Il existe donc q e N* tel que E est l'ensemble
des couples (Àç,0) où À e N*. En particulier k = Àoç pour un Ào e N*.

On peut appliquer les résultats du §3.2.9.

Si fi'n est la mesure déduite de f^n par la rotation d'angle On =
--Ai(n), la suite {^} converge vers une mesure ^ non invariante par

rotation et qui possède une symétrie d'ordre q si /(27')9 ^ -1 pour au
moins un r e N*, d'ordre 2q si f(2'r)q == -1 pour tout r e N*.

On sait de plus que, si l'ordre de symétrie est 1, on a _zdfji(z) ̂  0.
J D

On a vu au paragraphe 3.2.8 que, pour tout A ç. N*, la différence
A\(x) — \A^(x) tend vers une limite finie quand x tend vers l'infini.
En particulier A^Çn) - AoAi(n) tend vers une limite finie quand n
tend vers l'infini. Or A^Çn) tend vers une limite finie puisque la série
^-(1 — /(p)^09) est convergente. Donc la suite {Ai(n)} tend vers une
limite finie, soit —q6.

Alors, d'après la remarque faite au § 3.2.4, on peut remplacer On =
—-Ai(n) par On = 0 et on voit que la suite {^n} converge vers la mesure

// déduite de [i par la rotation d'angle 6. Celle-ci est encore non invariante
par rotation et a le même ordre de symétrie que p,.

Comme _zdp.\z) = e10 _zd^{z)^ si l'ordre de symétrie est 1, on a
J D J D

[ _ z d ^ ( z ) ^ 0 .
J D

4.2.1. On voit que les k ç. N* pour lesquels la série ̂  -(1 — /(p)^)
est convergente sont les multiples de q.

Il n'y a pas convergence pour k non multiple de q puisque la série des
parties réelles est divergente.

Il y a convergence pour k == Xq où A e N* : la série des parties
réelles est convergente puisque le couple (0,Aç) ç E et la série des
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parties imaginaires est convergente puisque, quand n tend vers l'infini,
A\(n) == ÀAi(n) + (A\(n) — ÀAi(n)) tend vers une limite finie.

5. Explication du théorème de Halàsz par le théorème 1.

1 n {
Nous utilisons le fait que — ^ /(m) = / zd^n{z) = Mo i(/^n).

^ m=l JD

5.1. Remarquons d'abord qu'il résulte immédiatement de là que la
fonction / possède une valeur moyenne nulle si la suite {l^n} converge vers
la mesure de Dirac au point 0.

Il en est de même si la suite {^n} converge vers une mesure fJi
non concentrée à l'origine mais invariante par rotation. Cela résulte de
ce que, pour h et k G N, la suite {Mh,k{^n)} converge vers Mh,k(^) et que
Mh,k{p') = 0 pour k G N* et h ç. N, en particulier Mo,i(/^) = 0.

Il en est encore de même s'il existe une suite de nombres réels On telle
que la mesure /^ déduite de ^n par la rotation d'angle On converge vers
une mesure ^ non invariante par rotation et d'ordre de symétrie > 1.

En effet, pour h et k e N, la suite Mh,k(^n) converge vers M^kW'
Comme M/^(/^n) = ^"^"M/i^/^), on a quand n tend vers l'infini

Mn^n) = e-^M^kW + o(l).

Mais Mh,kW = 0 pour tout h ç. N si k est strictement inférieur à
l'ordre de symétrie de JLA. En particulier Mo,i(/^) = 0.

5.2. Si on a Y^ -(1 — Re^p)?"^)) = +00 pour tout u réel, on est
P

dans un des trois cas suivants :

(a) onaE^l-lOW^œ;

(b) on a ̂  -(1 - | (/(p)|) < +oo et, quels que soient k € N* et u € R,
P

^^(l_Re(/(p)^—))=+oo;
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(c) on a ̂  -(1 - |(/(p)|) < +co et l'ensemble E des couples (k,u) où
k ç. N* et u ç. R, pour lesquels

^(l-Re^V^+oo

est formé des couples (Aç, Aa) où A e N*, avec q > 1.

Dans le cas (a) la suite {^n} converge vers la mesure de Dirac au
point 0.

Dans le cas (b) elle converge vers une mesure non concentrée à
l'origine mais invariante par rotation.

Dans le cas (c), la mesure /^ déduite de ^n par la rotation d'angle

On == - (û!logn+ -Ai(n) ) , où

Al(x)=^lîm{Wp-ia)^
P<^'

converge vers une mesure fi qui n'est pas invariante par rotation et a pour
ordre de symétrie q ou 2g.

Dans les trois cas, la fonction / possède une valeur moyenne nulle.

5.3. Supposons maintenant qu'il existe a réel tel que

^(l-Re(f(p)p-ia))<+œ.

Alors on a ^-(1 - |/(p)|) < +00 puisque 1 - Re^Gp)?"'0) >
1 — |/(p)|, et l'ensemble E contient le couple (l,a), donc est formé des
couples (A, Aa) où A e N* (on a q = 1 et a = a).

La mesure /i^ déduite de p,n par la rotation d'angle

On = -(alogn+Ai(n))

converge vers une mesure [t non invariante par rotation et dont l'ordre de
symétrie est 2 si /(27') = -^^ pour tout r e N*, et 1 dans le cas contraire.

Donc, si /(27') = -2^ pour tout r ç N*, / possède une valeur
moyenne nulle.
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D'après ce qu'on a vu au paragraphe 3.2.9, si f(T) ^ -yra p^^
au moins un r e N*, on a M^i(/^) -^ 0 pour tout h ç N, en particulier
Mo,i(^0.

Comme Mo,i(/4i) tend vers Mo^(p) quand n tend vers l'infini et
^o,i(/^n) = n^exp^A^n^Mo,!^), on a pour n tendant vers l'infini

-Mo,i(/^n) = Mo,l(/x)7^^aexp(^Al(n)) +o(l),

d'où il résulte que, pour x tendant vers +00,

1 E fW = cxia exp(zA^)) + o(l),x
n<x

oùC= Mo,i(^) + 0 et A(a;) = Ai(x) = ̂  ̂ ^(/(p)?-10).
p^^

D'après une remarque déjà faite, l'inégalité

^(a/) - A(a;)| < Y^ 1 pour x < x'
—^ Vx<p<xf "

entraîne que, quand x tend vers +00,

Sup |A(0-A(;c)|=o(l).
x<x'<,x2

6. Quelques conséquences des théorèmes 1 et 2.

Dans ce qui suit, pour simplifier le langage, nous dirons que la fonction
/ "possède une distribution limite" si la suite {/^n} correspondante converge
vers une mesure limite p.. La "distribution limite" est cette mesure p,.

Si ceci a lieu, la fonction / possède une valeur moyenne égale à
/_^(^)(=Mo,i(/.)).

JD

6.1. D'après le théorème 2, si la série ̂  -(1 - /(?)) est convergente,
la fonction / possède une distribution limite [L qui n'est pas invariante par
rotation et a pour ordre de symétrie 1 si f(2'r) -^ —1 pour au moins un
r e N*, et 2 dans le cas contraire. De plus, on sait que, si l'ordre de symétrie
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est 1, on a _zdijt(z) ̂  0, tandis que, d'après ce qu'on a vu au § 2.2, si cet
J D

ordre de symétrie est 2, on a _zdfjt(z) = 0.
J~D

Ceci explique le résultat que nous avons démontré dans [1] (théorème
2, page 275) d'après lequel, si la série ^-(1 - f(p)) est convergente, la
fonction / possède une valeur moyenne et celle-ci est nulle si, et seulement
si, /(27') = -1 pour tout r ç N*.

6.2. On voit que, si la fonction f est réelle, elle possède une distribu-
tion limite (évidemment de support contenu dans le segment [—1, +1]).

En effet, si ^-(1 — |/(j))|) = +00, la suite {/^n} converge vers la
mesure de Dirac au point 0.

Si ]^-(1 — |/(p)|) < +00, cette suite est convergente d'après le

théorème 2 car la série ̂  -(1 — /(p)2) est convergente puisque

1 - /(p)2 = (l - |/(p)|)(l + |/(p)|) < 2(1 - \f(p)\).

Ceci explique le fait, démontré par Wirsing dans [5] (Satz 1.2.2, p. 416)
que toute fonction multiplicative réelle de module <: 1 possède une valeur
moyenne.

6.3. Le cas où \f{n)\ = 1 pour tout n, de sorte que la mesure u,n est
de support contenu dans la circonférence \z\ = 1, est intéressant parce qu'il
permet d'étudier la distribution modulo 1 des fonctions additives réelles.

A la fonction additive réelle F, on associe la fonction / définie par
f(n) = exp(2mF(n)).

La fonction F possède une distribution limite modulo 1 si, et seu-
lement si, / possède une distribution limite. Elle est "distribuée uni-
formément modulo 1" si, et seulement si, / possède une distribution li-
mite invariante par rotation (donc égale à l'unique mesure portée par la
circonférence \z\ = 1 qui est invariante par rotation).

On retrouve ainsi les conditions nécessaires et suffisantes que nous
avons établies dans [2] pour que F soit distribuée uniformément modulo 1,
et pour que -F possède une distribution limite modulo 1 non uniforme.
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6.4. Supposons maintenant que / = /i/2, où /i et /2 sont deux
fonctions multiplicatives complexes de module < 1.

6.4.1. Si chacune des fonctions /i et f^ possède une distribution limite
non invariante par rotation, il en est de même de f.

En effet, d'après le théorème 2, il existe ci et 92 C N* tels que la série
S -(1 - fiÇp)171) est convergente quand m e N* est multiple de ci et la

série S -(1 - ̂ (p)771) est convergente quand m est multiple de 92-

Si m est un multiple commun de ci et 92, ces deux séries sont
convergentes. Les séries E -(1 - MAO^)) et ̂  ̂ (1 - Re^^)) sont

alors convergentes, ainsi que les séries ̂  -Im^p)771) et ̂  -Im^O^).

Comme, d'après l'inégalité (5) du lemme 2,

1 - Re(f(pr) < 2(1 - Re(f,(pr)) + 2(1 - Re^OT),

la série ̂  -(1 - Re^p^)) est convergente.

La série E-^(/(p)771) l'est aussi car, d'après l'inégalité (7) du
lemme 2,

IM/OT - (M/iOT +Im(/2(p)m))|
< (1 - Reai^)) + (1 - Re^h)771)).

La série ̂  -(1 - /(p)771) est donc convergente et le théorème 2 donne la
conclusion annoncée.

On voit d'ailleurs facilemment que l'ordre de symétrie de la distribu-
tion limite de f est un diviseur du plus petit commun multiple des ordres
de symétrie des distributions limites de /i et f^.

6.4.2. Si ni Pune ni l'autre des fonctions /i et f^ ne possède une
distribution limite invariante par rotation, il en est de même de /.

En effet, d'après le théorème 1, on a

E ̂ (1 - l/i (P)l) < +00 et ̂  ̂ (l - |/2(p)|) < +00
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et il existe deux couples (çi,ai) et (92,^2), où ci et 92 e N* et ai et
02 e R, tels que, pour tout À ç N*,

^l(l-Re(/l(p)^lp-^ÀQl))<+œet^l(l-Re(/2h)À92P-^ÀQ2))<+cx).

On a 1 - |/(p)| < (1 - |/i (p)|) + (1 - |/2(p)|) car

1 - |/(p)| = (1 - |/i (p)|) + (1 - |/2(p)|) - (1 - |/i(p)|)(l - |/2(p)|),

et il en résulte que ̂  -(1 - |/(p)|) < +00.
P

D'autre part, on voit que, pour k = q\q^ on a

^^l-ReÇf^p-^)) < +00 et ^(l-Re^p)^-^)) < +00.

L'inégalité (5) du lemme 2 montre que

^ -(1 - Re^O?)^"^)) < +00 pour u = ̂ i + qi^.

Le théorème 1 donne alors la conclusion annoncée.

6.4.3. Si la fonction /i possède une distribution limite non concentrée
au point 0 mais invariante par rotation et la fonction /2 possède une
distribution limite non invariante par rotation et d'ordre de symétrie 1,
la fonction f possède une distribution limite non concentrée au point 0 et
invariante par rotation.

En effet, d'après le théorème 1, on a V-(l - |/i(p)|) < +00 et
1 p

Y, -(1 - Re{fl(p)kp~^u)) = +00 pour tout k ç N* et tout u réel.

D'après le théorème 2, la série Y, -(1 - ̂ Cp)^) est convergente pour
P

tout k € N*, de sorte que, pour tout k e N*,

^(l-ReO^p^K+oo.

On a E ̂ (1 - l/2(p)|) < +00 puisque 1 - Re(/2(p)) > 1 - |/2(j?)|, et

on voit comme au paragraphe 6.4.2 que ̂  -(1 - |/(p)|) < +00.
P
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D'autre part, l'inégalité (6) du lemme 2 donne

1 - Re(/i(p)V-"1) ^ 2(1 - ReO^p-1")) + 2(1 - Re^p)')),

d'où

1 - Re(/(p)V) ^ j(l - Re^)^-1")) - (1 - Re^p)')).

et on voit ainsi que, pour tout k ç. N* et tout u réel,

^(l-Re(f(p)kp-^u))=+oo.

Le théorème 1 donne alors la conclusion annoncée.

Remarquons qu'il résulte du théorème 1 de [1] et de ce que nous avons
dit ici au paragraphe 6.1 que l'hypothèse sur f^ est satisfaite en particulier
si Î2 possède une valeur moyenne non nulle.

6.5. Les propositions des paragraphes 6.4.1 et 6.4.2 ont pour corol-
laires les résultats suivants :

FI et F^ étant deux fonctions additîves réelles, si chacune possède une
distribution limite modulo 1 non uniforme, il en est de même de F^ + F^ ;
si ni Pune ni Pautre n'est distribuée uniformément modulo 1, il en est de
même de F\ + F^.

En fait, nous avons démontré dans [2] que l'ensemble des fonctions ad-
ditives réelles qui possèdent une distribution limite modulo 1 non uniforme,
et l'ensemble de celles qui ne sont pas distribuées uniformément modulo 1
sont des espaces vectoriels sur le corps des nombres rationnels.
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