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SUR DES HAUTEURS ALTERNATIVES. II

par Patrice PHILIPPON^

Introduction.

Ce texte est la continuation de [P2], nous y poursuivons notre étude
des hauteurs de variétés projectives via leurs formes de Chow.

Dans un premier temps (§1) nous complétons substantiellement l'in-
terprétation géométrique des hauteurs locales établie pour les variétés com-
plexes dans [P2], §2, et la prolongeons pour les variétés définies sur Cp. Ce
dernier développement, formel, nous permet de présenter de façon plus uni-
forme les cas archimédiens et non-archimédiens dans le paragraphe suivant.

Soit K un corps de nombres, on pose PK l'ensemble des classes de
valeurs absolues équivalentes sur K. Si v ç. PK on note Ky le complété
de K pour une valeur absolue associée à v et Cy le complété d'une
clôture algébrique de Ky. Le paragraphe 2 introduit diverses tailles pour la
restriction d'une forme à une sous-variété projective V de Pyi(Cy).

Au paragraphe 2.A nous montrons quelques propriétés élémentaires
des quantités introduites. Une question intéressante est de montrer que ces
différentes notions sont équivalentes (au sens de [P2]), étendant ainsi le
classique lemme de GePfond (cf. [W], p. 109) aux anneaux de coordonnées
des variétés projectives. Nous reviendrons sur cette question dans un

(*) Ce travail a été réalisé à l'Université Friedrich Alexander (Erlangen) dans le cadre
d'une bourse de la Fondation Alexander von Humboldt.
Mots-dés : Hauteur - Taille - Maison - Distance projective - Géométrie analytique -
Variété projective - Mesure d'approximation - Intégration p-adique.
Classification A.M.S. : 11G35 - 11J17 -14G40 - 32A22.
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travail ultérieur, mais notons dès à présent que, dans le cas d'une place
archimédienne, une réponse qualitative positive est connue (voir [BGS],
§ 6.2.1, Rmq. 2). On fait aussi le lien avec la notion d'anneau taillé de [P3].

Au paragraphe 2.B nous introduisons des notions de maison et
taille sur les extensions finies de Q généralisant simultanément les notions
classiques correspondantes pour les nombres algébriques et les polynômes.
Cette notion est utile dans l'étude des questions d'approximation par
les nombres algébriques sur un corps de degré de transcendance > 0
fixé. Les notions habituellement utilisées dans ce cadre ne sont vraiment
satisfaisantes que pour les éléments du corps fixé.

Et au paragraphe 2.C nous montrons comment, pour les places
archimédiennes et lorsque V est une variété abélienne, la 2-norme || • \\^ y
(cf. §2) peut s'interpréter en termes de produits hermitiens sur les fonctions
thêta.

1. Interprétation géométrique des hauteurs locales.

Soit v ç PQ, V une sous-variété projective de dimension d et de
degré d(V) de Pn(C^) et p l'idéal de définition de V de rang n - d dans
C^[Xo,... ,XJ. On note U, =. u^ . XQ + ... + u^ . Xn (z = 1,... ,d)
des formes linéaires en Xo,. . . ,Xn et de nouvelles indéterminées uf et
^d+i = S ^d+l) • ̂  une forme de degré 6 en Xo, . . . , Xn et linéaire en

me-Mê

des indéterminées u ^ ' où m e Ms parcourt l'ensemble des monômes
en Xo,. . . ,Xn de degré 6. On note Cy[u} l'anneau des polynômes en
les indéterminées u^ (i = l , . . . , d+ 1) à coefficients dans C^, W =
(XQ, . . . , Xn) et on définit

<£(p) =: (/ € C,[n]; 3k > 0, / • 9^ c (p, (7i,.... £/d+i)),
V idéal éliminant de p. Cet idéal (£(p) est premier, principal (cf. [PI],
prop. 1.5) et nous appelons forme éliminante d^ndice (1,..., 1,6) G N^"^1

de p tout générateur de (£(p).

Soit / une forme éliminante de p (d'indice (1,..., 1,<$)), c'est un
polynôme multihomogène en u^\..., ̂ d+l) de même degré égal à 6 ' d(V)
en u^ (î = l , . . .d) et degré d(V) en u^\ Soit P e Cy[Xo,... ,Xn]
homogène de degré 6 et p : C^u^4"1)] —^ Cy la spécialisation définie par
p(Ud^i) = P. Nous supposons P ^ p de sorte que p(f) ^ 0 est une forme
résultante de V H {P = 0}.
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La quantité My(p(f)/f) ne dépend que de Y et de P et pas de
la forme éliminante / choisie, nous l'appellerons hauteur locale en v de
P sur V. A l'instar du théorème de Wirtinger, nous interprétons cette
quantité comme une intégrale sur V. Le cas complexe a été essentiellement
traité dans [P2], §2, nous formalisons la démarche adoptée dans cette
référence qui se généralisera ainsi au cas p-adique. Nous donnons également
une interprétation similaire pour les fonctions "distance" Dist^(V,.z;), où
x e Pn(CJ, introduites dans [PI], déf. 1.15.

A) Le cas complexe.

On a donc V C Pn(C) de dimension d, et la (l,l)-forme de Fubini-
Study Q, dont la puissance îî^ donne une forme volume sur V. Précisément,
dans le fibre tautologique C7^1 \ {0} -^ Pn(C) on écrit

1 n Q Ti r\

fl(x) = —— • 9<9 log ||a;|| où 9 = Y^ —— • dx, et 9 = Y^ —— • dxi,-w é^ é^
et la normalisation de ^Ad sur V est donnée par le théorème de Wirtinger :
y ^Ad = d(V). On note encore /^oo la mesure de Lebesgue sur C et Bs(l)
Jv r ^s
la boule unité de C5, on a / p®8 = —.

JB^} s\

LEMME 1. — Soit g : V —f R une fonction intégrable pour la mesure
associée à ^Ad, on a :

/^ •a^ - (̂  • /,,„„ (,s/'1') • '«n+w'"-
où Xu = {x € ^(C); U\(x} = • • • = Ud(x) = 0} lorsque cet ensemble est
fini et Xu = 0 sinon. En particulier,

logM(p(/)//) - ̂  log (l^1) . îi^) < 4(d+ 2) log(n + 1). d(V) . <5.

Démonstration. — L'évaluation du membre de droite fait l'objet de
la proposition 5 de [P2] lorsque g(x) = log(||a;[[/|a;o|)- Et la démonstration
de cette même proposition conduit à l'égalité du lemme ci-dessus, l'en-
semble des u où Xu n'est pas fini étant /^oo-négligeable. Appliquant cette
égalité à la fonction g(x) = log(|P(a;)|/||a;||6) on obtient la seconde partie

du lemme. En effet, posons \\6(x)\\2 = ^ |m(o-)|2 et N + 1 = [ }
mçMs \ ° /

alors, avec le théorème 1 et les propositions 1 et 4 de [P2],
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l^M/)//)-^)'-/,
n+l)\Y f
^+1 ) 'IB^W

<ip(î)l^^.^("+l)^)_^lJ_
.\\6(x)\\)) ^ M > -

f y" log fi^wl^. u^1)1^ - V J-
\z :?/v 11^)11 / / aï2"

est majoré par 4(d + 1) log(n + 1) • d(V) • 6. D'où le résultat, car

i f / II IIe \ N+l 1
l Iv log (|iV)ÏÏ) ' ̂ d(x) ~ g 2a < 1 + ̂ ^ + 1) • d(y) • &

Rappelons encore que pour a;o € Pn(C) on a défini dans [PI] une
"distance" Dist(V;a;o)- Plus précisément, on a un homomorphisme

0»o : C[u] ̂  C[s]

défini par M(l/,(a;o)) • ̂ (u^) = f; ^fc • s5î> et on pose
?^0

Dist(y,^o)=M(^ (/)//),

où / est une forme éliminante de p (ici, d'indice (1,..., 1)). En particulier, si
V est réduite à un point x on obtient une fonction Dist(a?, xo) = Dist(o;o, x)
sur Pn(C) x Pn(C) qui mesure la proximité de x à XQ. Notons encore îî^
la (1, l)-forme qui s'écrit dans une carte affine centrée en XQ

^W=^'99\og\\z^

où [1^11 = (|^i |2 + • • • + |^n|2)^ est la distance de x à XQ dans la carte affine
choisie. Par exemple, la multiplicité m^o (V) de V en XQ est égale au nombre
A T 1 T f (9Q\Og\\Z\\\^de Leiong lim / — — ' ) . On notera encore

P-^° JVHB^P) v -Î7r /

/ ,(.).^(.)=lim/ ^).(99!^^!l)Ad.
Jv\{xo} P^0 Jvn(Bn(r)\Bn(p)) v -Î7r /fV\{xo}

Parallèlement au lemme 1, on peut énoncer

7*—^00

LEMME 1 '. — Soit g : V —> R une fonction intégrable pour la mesure
associée à îî^, alors

/(n(n-l)/2)!^ /- / ^ ^.^n(n-i)/2^^ ^n-1)/2 ^ ^-..(1)^^ /io0 (s)î
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où Xs^ = {x e V\ ^xo(U^)(x) = ... = ^xo(Ud)(x) == 0} lorsque cet
ensemble est fini et Xs.xo = 0 sinon, est égal à

/ 9W^^(x)-^m^(V)'g(xo).
JV\{xo}

En particulier d(V) - m^ (V) = f fl^Çx) et, si XQ ^ V,
Jv\{xo}

log Dist(V, xo) - ( log Dist(rc, xo) ' Sî^(x) | ̂  12(d + 1) log(n + 1) • d(V).)ist(V, a;o) - / log Dist(a;, xo) • Sî^(x) ^ 12(d + 1) log(n

Démonstration. — On ramène, par transformation unitaire, a:o à
(1,0,..., 0), et on remarque que XQ apparaît rrixoÇV) fois dans Xs.xo pour
s en dehors d'un ensemble ^oo-négligeable. On reprend alors l'idée de la
démonstration de la proposition 5 de [P2], en un point x tel que z\ -^ 0
on paramètre l'intégrale du second membre par s^ = - ̂  s^ • Z j / z ^

J=2
(a = 1,..., d). On vérifie ainsi que ce second membre est égal à

/ 9(x)^(z)^+m^(V)'g(xo)
Jvn{zi^o}/vn{zi/o}

où

^=^ E (/^ ̂  • ̂ j • ̂ (n-1^)) •d^^^
2<i,j<n

avec ex = {(50,2,..., 5o,n); E l^ojl2^ E s o j - Z j / Z i < il. L'évaluation
^ j=2 j=2 ^

de l'intégrale sur fa; faite dans [P2], jointe à un calcul de développement
montre que ^(z) = —— ' 99 log ||z|| = Î2^(a:).

—îTT

Appliquons la première égalité du lemme à g = 1. Le cardinal de
XS.XQ est égal à d(V) pour s en dehors d'un ensemble /Xoo-négligeable, d'où
l'évaluation de / ^(x).

Jv\{xo}

Appliquons encore la première égalité du lemme à
g(x) = logM(ï^(Ud+i)(x)/Ud-^i(x)) = logDist(o;,a:o),

où Ud+i est ici une forme linéaire (i.e. 6 = 1 dans les notations du début du
paragraphe). Si XQ ^ V on obtient, avec la proposition 4 et le théorème 1
de [P2] et en notant î^ l'homomorphisme déduit de O^o en ne retenant
que l'action sur 14) (i = 1,..., d),

logM(^(/)/^(/)) - f logDist(^o) • Sî^(x)

^8(d+l)log(n4-l)-d(V).
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Mais d'après la remarque, p. 33 de [PI], on a

|logM(^ (/)//)[ < 4(d+ l)log(n+ 1). d(V),

d'où le résultat.

Appliquant le lemme 1' à g(x) = log([P(a;)|/||;r||6) on obtient une
formule approchée ayant la structure d'une formule de Bochner-Martinelli
sur V si XQ ç V.

COROLLAIRE. — Pour tout XQ e Pn(C) et P e C[Xo,... ,Xn] \ p
homogène de degré 6 satisfaisant XQ ^ V n Z, où Z est la variété des zéros
de P dans Pn(C), la quantité
TO••^••o<(^)-L.,-(^)•<nA--""-"t'

-logDist(ynZ,rco)[

est majorée par 16(d + 2) log(n + 1) • d(V) ' 6.

Démonstration. — En réalité c'est à g ' { x ) =log(|P(rr)|/M(t/d+i(a;)))
qu'on applique le lemme 1', ce qui, avec le théorème 1 de [P2], majore

| / g\x) . Sî^(x) + m^(V) . g\xo) - logM(^ o p(/)/^(/)) |
• JV\{xo} '

par 8(d + 1) log(n + 1) - d(V) ' 6. De plus, on a, par la remarque, p. 33 de
[PI]

| log M (^ (/)/?(/)) + logM(p(/)//)| < 4(d+ l)log(n + 1). d(V) . 6,

et enfin, par définition, M(îi^ o ?(/)/?(/)) =Dist(y n Z,xo). Regroupant
on obtient que

| / g\x) . ̂ (x) + m^ (V) . g'Çxo) - log Dist(y n Z, xo)
1 Jv\ïxn}fV\{xo}

-logM(p{f)/f)

est majoré par 12(d + 1) log(n -h 1) • d(V) ' 6. On conclut avec le lemme 1
et en remarquant \g(x) - g'(x)\ <, log(n + 1) - 6.

On notera que si a;o i V le terme m^(V) ' g'(xo} disparaît dans
les inégalités ci-dessus et dans l'énoncé du corollaire on n'a pas de terme
m^(V).log(|P(^)|/||^r).
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B) Le cas p-adique.

Soit maintenant V C Pn(Cp), nous voulons trouver une mesure fl.^
sur V telle que

f^y=d(V) et ^log(^p).^=logMp(p(/)//).

Nous allons commencer par interpréter Mp par intégration dans Cp, mais,
Cp n'étant pas localement compact, il n'y a a priori pas de mesure de Haar
sur le groupe (Cp, +) et nous devons définir notre intégration différemment.

Intégration sur Cp : Qp est canoniquement plongé dans Cp qui est le
complété d'une clôture algébrique de Qp. Considérons une extension finie
L de Qp dans Cp. Nous notons OL l'anneau des Zp-entiers de L et PL son
idéal maximal, nous posons £ = [L : Qp] et q = p^ le cardinal du corps
résiduel OL/PL- Le corps L est localement compact et muni d'une mesure
de Haar ̂  bien définie lorsque normalisée par /AL(OL) = 1- Ainsi, pour
g fonction de L à valeurs dans M (ou plus généralement, un corps complet

pour une valeur absolue), l'intégrale / g(x) ' /^(aQ est définie par la
JOL

formule lim ç"^ • ^ g(x) ç. R, lorsque cette limite existe et ne dépend
°̂° OL/PÊ

pas des choix des représentants x G OL des classes de OL/P^' Soit s un
entier > 1, ~D = {x e Cp; |a;|p < 1} et Bs(l) = ~D8 la boule unité dans C8?.

DÉFINITION. — Soit g : Bs(l) —> M, nous dirons que g est Bs(l)-
intégrable d'intégrale 1 = / g ' ^s G R si et seulement si pour tout

^B,(l)
e > 0 il existe une extension finie L de Qp telle que pour toute extension

L' finie, contenant L on ait : \ g - p^8 — I\ <e.
J{OL'}3

On vérifie ( g • ̂ s < sup{^); x ç B^l)} et / ^s ==
^(1) JBs(l)

[ ^ = 1 .
JD

PROPRIÉTÉS. — i) Uensemble des fonctions Bs(l)-intégrables (à
valeurs dans R) est un R-espace vectoriel sur lequel fif8 est une mesure
positive.

ii) Si P C Cp[ri,..., Ts] alors log |P|p est Bs{l)-intégrable d'intégrale
égale à logMp(P) = logmax{t e ̂ (1); |P(t)|p}.
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Démonstration. — i) est clair. Pour ii) il suffit de traiter le cas s = 1
et on est alors ramené à démontrer le résultat pour un facteur linéaire de
la forme T - to. On a dans ce cas, avec K = max { - 1; ["'^NP . A \

1 L logç -I- 1 '
/ log\t-to\p'^(t)

J(DL

^-1 • ̂  IU + (̂  • [. • Ç———1 + Ç ]̂ Si ,o ^ 0.

_logç
(g - 1)^ si to^OL.

Et donc if_log |^ - to\p ' p,p(t) = logmax{l; \to\p} en tout cas.
J D

6
Si P = a- f] (T-ti) on a par la multiplicativité de la norme de Gauss

î=l

<ç

logMp(P) == log |a|p + ̂  logmax {l; \ti\p} > logmax {t ç D; |P(^)|p},
1=1

et, avec le calcul précédent,

logMp(P) = /_log |P(^)|p . ̂ p(t) ̂  \ogmox{t e D; |P(^|p}.
»/£)

Rejnarque. — On vérifie _ g ' ^ p = 0 si g == 0 sur {x e Cp; |a:|p = 1},
l'intégrale sur Cp ci-dessus est à rapprocher de celle de Schnirelman.

Intégration sur V C Pn(Cp) : supposons V (jL {XQ = 0}, et notons
Vo Paffinoïde V H {\Xi\p ^ |Xo|p; i = l , . . . , n } (cf. [FP], § 3.4.7). Soit
B := Cp(Xi,.. . , Xn)/p l'algèbre affinoïde associée à VQ, si r e Md,n(B(l))
est telle que B soit finie sur Cp{r(Y^),... ,r(Yd)), où r(Yi) = f, u^Xj

(i = 1,..., d), et si (^1),.... u^) ç Bd(l) on a
^=r-l{u{,l\..^uw)nVo.

L'ensemble Xn est fini pour /^,-presque tout u e B^i)dW-

DÉFINITION. — Soie g : V -^ R, nous dirons que ^ est î^-

intégrable d'intégrale I = g - ̂  ç R si et seulement si la fonction
JvG(u} = E 9{x) si Xn est fini et = 0 sinon, est B^^dW-mtégrable,

xç.X^
d'intégrale I. Autrement dit,

t 9'^y=: t (Y,9(x)Y^n^d(u).
^ ^.^(l) \^ f
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Remarque. — Le mesure Q^ est globale et ne s'obtient pas comme
limite sur L, extensions finies de Qp, de mesures sur V(L). Ces dernières
relèvent de la géométrie analytique p-adique souple tandis que notre
définition s'interprète en géométrie rigide.

LEMME 2. — Avec la définition ci-dessus, on a

d ( V ) = j t ^ y et logMp(p(/)//)=^log(h^).^.

Démonstration. — Soit A e Cp, avec la notation Xu du lemme 1
considérons l'intégraleJ-/, ^l'-(e^))•^dw•^(n+lîdkl) xÇ.X^ ""P

Par définition, on a

Z.=log|À|p.^./>^+/'log(ip^p).^.
Jv Jv v IPlIp /

Fixons u € Bçn+i)d(1) te! ci116 ^u 7e 0 et notons p^ la spécialisation
correspondante, on a

^(/)//)-n^.
.Efc l̂l

Intégrons sur les indéterminées ui +1), on obtient avec N 4-1 = ( . )

/ 10g \PnWlî)\p • ̂ (N+1) = E log(|P(^)lp/IMI^
^^jv-nCi) ^e^

car /' log \U^i(x)\p . ̂ (N+l) = logmax{|m(^)|p; m e Ms} = \\x\^
^Bjv-n(l)

d'après la propriété ii). Par ailleurs, / étant de degré d{V) par rapport aux
indéterminées u^^ l'ensemble Xy, est de cardinal d(V) pour u en dehors
d'un ensemble /Ap-négligeable. Reportant dans l'intégrale I\ on a

I^=log\\\p'6'd(V)

+/ log|p(/)//|p•^n+l)^^(N+l)

^B(,4.i)d(l)xB^+i(l)

= log |A|p . ̂  d(V) + logMp(p(/)//)
encore d'après la propriété h). Comparant les deux évaluations de I\ on
vérifie la première égalité du lemme lorsque |A|p tend vers l'infini et la
seconde avec A = 1.
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On peut également définir, par analogie avec le lemme F, des mesures
^o,v P0^ ^o e Pn(Cp). Et on démontre un lemme T pendant du cas
complexe. Plus précisément, on pose

/̂ .(.) • ̂ .M =: f^_^ (ĵ ,(.)). <»(-v^),

o" ^xo = [x € V, x ^ xo; î»^(t/i)(a;) = ... = ^(Ua)(x) = 0} lorsque
cet ensemble est fini et X'^ ̂  = 0 sinon.

Soit V une sous-variété projective de P» définie sur un corps de
nombres K, de dimension d. Pour toute place v e PK on définit les mesures
"^ et "îo.v^ sur ^^r) Par

^=f2Ad ^ 0^^=^ si<;|oo,
"^=^(c,) et^,^=^^^ sit,|p.

On notera aussi fîy^ = .— . n ,̂ et si ff > 0 sur V(C^) alors
d(V)

/ g ' ^îv,v > 0.
V(C^

Soit P e C^[Xo,... , Xn] homogène de degré 6, on considère comme
dans l'introduction une forme éliminante / d'indice (1,... , 1, 6) e N^1 de
V et p la spécialisation de £/d+i en P. On note aussi ey = 1 si v = oo et
£y = 0 si î; = p, rappelons qu'on a défini dans [PI] des fonctions "distance"
Dïstv(V,x) pour tout v eP^' Récapitulant les énoncés complexes (lemmes
1 et 1') et p-adique (lemme 2) précédents on peut énoncer

PROPOSITION 1. — On reprend les notations ci-dessus, soit xn (-
Pn(C,).

i) / ^ = d(V) et I ^ = 1J^{^} Jv(c^

ii)L.,n^":o^=w-m-^
11

JV(C^\{xo}

iii) si p(f) ̂  0 (i.e. P if) on a

logM,(p(/)//)-/ ^(1^).̂  <4^(d+2)log(n+l).^.d(y)
^v{(Lv) ll'-ll'u /

iv) si XQ f. V(Cv) on a

log Dis4(V, xo)- y log Dist,(^, xo)^v,v < 12^(d+l) log(n+l).d(y)
^^(Cu)
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v) soit g(x) = \og{\P(x)\v/\\x\\^) et Z la variété des zéros de P dans
^(Cv), alors, si XQ ^ V Fl Z,

{V) ' g(xo) - f g(x) • (Q^ - ̂ ,yJ - logDis4(V H Z, xo)
Jv(c^\{xo}

m' X Q \

est majoré par 16e v{d + 2) log(n 4-1) • d{V) ' 6.

Démonstration. — Le cas v = oo se déduit directement des lemmes
1 et V et de leur corollaire. De même, lorsque v = p les assertions i) et iii)
découlent du lemme 2. Pour montrer ii) et iv) on reprend textuellement la
fin de la preuve du lemme l'tandis que pour v) c'est la preuve du corollaire
des lemmes 1 et V qu'on reproduit mot pour mot. On notera que l'analogue
de la première assertion du lemme 1' dans le cas v = p est une conséquence
immédiate de la définition de fl,^ y .

2. Tailles locales de sections globales sur les variétés projectives.

Soit v € PQ et V une variété algébrique définie sur Cy plongée dans
PnOCv), de dimension d. On note p l'idéal homogène, premier de définition
de V dans A = Cy[Xo,..., Xn\ et B = A/p l'anneau quotient.

Soit P G Cu[Xo,..., Xn] un polynôme homogène de degré <î, on pose :

H^(P) = inf{^(Ç); Q e A, Q = P(p)},

||P||v,,=sup{^^^ey},iipn.^^/i^.^M)1/',
v Jv ll**-'!! /

My,,(P) = exp ( ( log(|PCr)|,/|M|^) • ̂ (^))

où fl.v,v désigne la mesure définie à la fin du paragraphe précédent. Si P ç p
on a, par convention, My^(P) = H^^v(P) = ||P[|v,-u = 0.

Ces trois quantités ne dépendent que de la classe de P module p et
définissent donc bien des applications de B à valeurs dans l'ensemble R+
des réels > 0. Dans la suite de ce paragraphe, nous fixons la place v et, pour
alléger les notations, nous omettrons parfois les indices v. Rappelons que
nous associons également à v un nombre ey ç. {0,1} de la façon suivante :
Cv = 1 si v = oo et Ey = 0 sinon.
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A) Premières propriétés.

On a clairement flp(P) = \\P\\y = 0 si et seulement si P ç p, et
d'après la proposition l)iii) My(P) = 0 si et seulement si p(f) = 0, c'est-
à-dire encore si et seulement si P 6 p.

Si À e C: on a ffp(AP) = |A|, . ffp(P), \\\P\\y = |A|, . \\P\\y et

My(\P) = \X\v • My(P) car j Çty,v = 1. On remarquera encore que, si
P,Q € A et e est un entier > 0, on a My(PQ) = My(P) • Mv(Q) et
W\v = Wv.

La proposition suivante éclaircit les positions relatives des différentes
notions introduites.

PROPOSITION 2. — Pour v 6 -PQ et P e A fixés, Ja fonction
s "̂  ll-P||,s,v> est croissante, bornée par \\P\\v,v et satisfait

Jmg ||P||,,̂  = Mv (̂P) et, si v = oo, lim ||P||,,̂  = ||P|̂ ,,.
S—^00 '

En particulier on a, pour tout s > 0,

My,,(P) < ||P||̂  < [|p[|̂  < H^(P) . (n+ 1)^.

Démonstration. — On suit de près [HLP], §6.7-10, en utilisant le fait
que S}y est une mesure positive de masse totale 1 sur V.

\P(x)\
Notons g(x) = ̂ -^ > 0, et soit 0 < 5' < 5, on a, avec a = s / / s ,

IK^^-.^IW./^^)0.!-.^

< n°v= n-pc;v,
car (np^;)" •11-Q ^ a • ]ĵ  +(!-") (cf. [HLP], thm. 9, p. 17).

De même log^^P^y) ̂  g8/}}?^ y -1 et. après intégration contre
fîv, on a s • ïog(Mv(P)/\\P\\s,v) ̂  0 d'où My(P) < ||P||, y. Maintenant
posons g'(x) = ff(a;)/||P||v. <, 1, on a

•oe(^)4•((!^)•-)=I•^'•-l)•»''.
et^'--1)--0^^.
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D'où résulte

log(||P||,,v/Mv(P)) = log (̂ S )̂ - ̂  W . Sîv

^•/-^^-•^^•/'(W)2.^.Jv 1 - slogg' Jy
La fonction (log(/)2 étant Oy-intégrable ceci entraîne

hmJ|P||,,y/My(P) = 1.

On a clairement ||P||s,v <: \\P\\v pour tout s > 0 et la fonction
s —> ||P||s,y croissante, bornée, a une limite < ||P||v quand s tend vers
oo. De plus, si v = oo, pour tout e > 0, on a g(x) > ||P||y — e dans un
ensemble de mesure ^ > 0. Ainsi,

\\P\\sy^(\\P\\v-e)'^8 et ^ ||P||,,y > ||P||v - ̂

ce qui entraîne lim ||P||s,y = ||P||y. Enfin, on vérifie aisément ||P||y <
^(P)-(n+l)^.00

Remarques. — 1) Soit XQ ç. Pn(C^) et Z la variété des zéros de P
dans Pn(C^), on déduit du lemme 2.2 de [PI]

{M^)dw ' ̂ (V H Z,^) ^ (n + l)1^^1)^1-)5

• [Dis4(Y,a;o) + Dis4(Z,o;o)].
Si ff > 1, 0 <: rj <: 1 et Dis4(Z,a;o) ^ mi^lî^'.Dist^^,^)77}, on déduit

XÇ.V

de la preuve de la proposition 2.5 de [PI]

(M^)d(y) . DisMY n Z, x,) < H^1 • (n +1)^(^)3^
\ J V [ v \ ^ - i ) /

•Dis4(y,a;o)77,
où d(V) est le degré de V.

2) Si K C Cy est un corps de nombres, P G ^[.Xo? • • • 5 ̂ n] et V est
définie sur K, on déduit des propositions 1.12 et 1.17 de [PI]

(H + 1)-2^4-1)[X:Q]6 . ̂ p ( _ 13̂  . Q] (W . ̂  .̂ ̂ (^)^

^^)^n+l'8•••d+•"•
où les définitions de h(V)^ h(Z) = h(P) sont celles de [PI]. Dans la même
situation la proposition l)iii) sommée sur v ç. PK s'écrit

\h(V H Z) - 6 ' h(V) - hv(Z) ' d(V)\ < 4(d + 3) log(n + 1) . 6 • d(y),
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oÙhv(Z)=hy(P)= E ^''^^OgMv^P).
V€PK [K : Vj

Lorsque V = Pn on sait que

Jf(o)(P) • (^+ l)-56 < MpjP) < ||P|k < H^(P) . (n+ l)5,

il est intéressant de voir dans quelle mesure les inégalités ci-dessus peuvent
s'étendre pour une variété projective V quelconque. Dans ce cas général,
on a facilement les inégalités suivantes

My(P) < ||P||v < H^P) . (n + l)6^

à partir des définitions et avec ev = 1 si v = oo et £y = 0 sinon.

Problème de comparaison. — Existe-t-il des réels a = a-u(V), b =
by(V), c = Cv(V) > 1 tels qu'on ait

et

a-1 . b-6 . H,(P) < \\P\\y < H,(P) . (n 4-1)^

c-6 • ||P||v < My(P) < ||P||v

pour tout P G A?

Pour clarifier la situation, disons que nous voulons montrer l'existence
d'un réel Cv(V) tel que \\P\\v,v < Cy(V)6 • My^(P) pour tout P e A,
homogène de degré 6. En quelque sorte

c,(V) = sup { sup{(||P||v,,/Mv,,(P))1/6}} e R+ U {+00}
<ç

où le second supremum est pris sur Ag (les formes de degré 6 de A). On
a Cv(V) > 1 et, bien sûr, rien ne nous assure qu'avec cette définition
Cy(V) < -l-oo, mais si tel est le cas alors Cy(V) est le meilleur réel qui
convienne dans le problème de comparaison ci-dessus. Lorsque v == +00 il
est indiqué dans [BGS], §6.2.1, Rmq. 2, que Cv(V) < +00 pour toute sous-
variété V de Pyi(Cy). On souhaiterait encore estimer Cv(V)^ par exemple
quand V est définie sur un corps de nombres.

Si Cy(V) < +00 la fonction My,v définit une taille locale sur
A/p au sens de [P3]. Plus précisément, on considère la famille d'écarts
([P^l^/ll^ll^^çy^) et la valeur absolue ultramétrique (cvÇV)^1^)
pour P ç A/p. On munit la première famille de la mesure ^ly.v et on a
Ty(P) = Mv^(P) et

T.(PI, ...,?.)< max {||P,||v,,} < max {r,(P,)} . max {c^vf^}.
l<z<k Ki<k l<z<k
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Si V est définie sur un corps de nombres K et si

«w-E^f-^x-^,
vepj< L ' -J

alors on peut définir une taille globale (cf. [P3]) par

T(P) = hy(P) := ̂  I^——^.logM^P)
VÇ.VK L ' 'J

pour P ç JC[Xo,...,Xn]/p. Si À ç K* on vérifie /iy(A) = 0 et pour
Pi , . . . ,Pfe e ^[Xo,...,Xn]/p on a r^(Pi,. . . ,Pfc) ^ 1 pour au plus
un nombre fini de places v ç P K ' On peut trouver u e K* tel que
max {^(nPî)} > 1 et ainsi
l<i<k

log (T(uPi,..., uPh)) < ̂  [J^:Q"] • log max{îW);... ; T(uPfe)}
<'€'PA- [ ' -J

< log(T(Pi,..., Pfc)) + c(V) • max {^P,}.
l<Z<fc

Sans préjuger du fait Cy(V) < +00 ou non, nous mentionnons ici
deux corollaires de nos définitions. Le premier est un analogue du classique
lemme de GePFond (cf. [W], lemme 4.2.14, p. 109) pour A/p.

COROLLAIRE. — Avec les notations ci-dessus on a, pour P, Q e A,

c^V)-^^) . ||P||v,, • ||Q||v,, < \\PQ\\y^ < ||P||̂  • ||Ç||̂ ,

My^P + Q) < Mv^(P) • €,(10^ + My^Q) . c^V)^.

Démonstration. — On utilise la comparaison entre ||P||v et My(P)
donnée par c^(V), et les relations évidentes My(PQ) = MyÇP) • My(Q),
\\PQ\\V < \\P\\V ' \\Q\\V et ||P + Q\\y < \\P\\y + \\Q\\y.

COROLLAIRE. — Si / est une forme éliminante d'indice (1,..., 1,6) e
N^'4"1 de V et P ç A est homogène de degré 6, on note p la spécialisation
de Ud-\-i en P. Alors

||P||y,. > M(p(f)/f) . (n+ l)-^(^+2)^(v)^

et
||P|k. ^ M(p(f)/f) . (c,(y) • (n+ i)4^+W)^

Démonstration. — On compare M(p(f)/f) à My(P) par la propo-
sition l)iu) et ensuite on utilise la définition de Cv(V).



1058 PATRICE PHILIPPON

B) Maisons et tailles sur les extensions pures de type fini
de Q.

Nous voulons montrer dans cette section comment adapter les idées de
ce paragraphe pour étendre la notion de taille d'un nombre algébrique (sur
Z) aux éléments algébriques sur un anneau de polynômes. Plus précisément,
donnons-nous ^i, . . . ,^ des éléments algébriquement indépendants sur Q
dans un corps K (de caractéristique 0). Soit Ç un élément de K entier
sur Z[^i,... ,2^], lui est associé un unique polynôme E irréductible dans
Z[Xi, . . . ,Xd,V]telque:

w-l

^l,...,^,C)=CW+^^(^,...,^).c^=o
î=0

où ai e Z[Xi,..., Xd] et w ç N* est le degré de Ç sur Z[^i, . . . , ̂ ].

Le cas extrême d = 0 correspond aux entiers algébriques sur Z pour
lequel on peut prendre K = Q c C et on a la classique notion de maison
de ^, notée |Ç|, qui est le maximum des valeurs absolues complexes des
conjugués de Ç. Cette maison coïncide dans ce cas avec la taille de Ç et
est la quantité de base intervenant dans les mesures d'approximation par
exemple. Lorsque d > 0 on peut définir la taille de Ç comme la taille
du polynôme £', mais cette quantité ne se comporte pas assez bien pour
l'addition ou la multiplication de deux éléments Ç et ^'. Une notion moins
satisfaisante consiste à choisir une base d'une extension finie de Z[^i, . . . , Zd\
contenant Ç et à définir la taille de ^ comme le maximum des tailles
des coefficients de l'écriture de Ç sur cette base (cf. [W], chap. 1, §1).
La réduction au cas d = 0 montre la faiblesse de cette notion trop peu
canonique.

Soit v ç. PQ, on remplace maintenant Z par un anneau intègre
0 C Cy. Notons V l'hypersurface définie par E dans C^1, au-dessus de
tout x e C^ la variété Y a w points (x, î / i ) , . . . , (x, y^) où î / i , . . . , y^ sont
les solutions de E(x^Y) = 0 (comptées avec multiplicités). Nous associons
x = (l,a;i , . . . ,a;d) e C^1"1 à tout x = (a;i,... ,Xd) ç C^ et nous notons
____ w-l
|C(a;)^ = max{|î/i |^,. . . , \y^\v} (rappelons que E =YW -^- ̂  ai ' Yi avec

a,e0[Xi,.. . ,Xd]).

DÉFINITION. — Nous appellerons poids de C,
p(C) = ̂ ax_Jd°a,/(w - 2)},

et (v)-mâison de C,
^=sup{K(^;^e^(i)}.
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Si C = a e 0[^i,..., Zd\ alors E = Y - a , w = l e t dans ce cas p(a)
est simplement le degré de a en ^i , . . . , Zd tandis que

|a|^=sup{|a(^)|^; ||.r|| =1}.

On a alors pour tout (^ entier sur 0\z\,..., ̂ ], p(aÇ') = p(a) +p(C').

LEMME 3. — S'oit v CPq,x= (l,a;i,...,^) çC^4-1, w,w' eN*,
î e { 0 , . . . , w - 1}, m ç N, s e R eu <, C' des entiers sur 0[^i,..., Zd] de
degrés w et w/ respectivement.

i) k(^)|. < ("Y •K(ï)î;TS ayec^= (^i,...,^) eC^,
\ " /

ii)^I<2-..ax{l;n.ax{^;.=0,...,.-l}},

iii) KC+CQ^k, < IC^Ï.+IC7^)!. si v = oo
^m^lC^I^IÇ^IJ siv^p,

iv) KCCQ^T^ ^ K(ï)î. • W(x)\. et |C"(ï)î, = |Ç(ï)|î».

Démonstration. — i) On écrit £'(î, V) = n (^ - Vi) d'où
i=i

a^)=(-l)w-i ^ ya,...^_.,
l<Q!l<"-<Q;iu_i<W

et on majore simplement.

ii) Soit y = yi (i e {1, . . . ,w}), si î; = oo et |î/| ^ 2||a;||5 on écrit, en
divisant E(x,Y) par H^H^,

fAr< m^ f 1^(^)1 ^ ^ , \V\ , , / bl ^-^H x ^ ) - o^-i \ ii^[(—^ r l1 + n^ ' " ^NF^ ^
< max {A^}'2'^)^0<î^w-l l ||.Z;||(W-^)S J ^II^H87

Si v = p l'inégalité ultramétrique conduit à la même majoration sans
facteur 2 dès que \y\p > \\x\\^. On en déduit en tout cas le résultat annoncé.

iii) On écrit simplement |(C+CO(^)1^ < max {\yi + y'^}, car les
l<j<,w'

sommes yi + y^ (1 < i <, w , 1 < j < w') sont les racines de R(x, Y " ) où R
est un polynôme unitaire en Y" (résultant de E(x,Y) et E ' ( x , Y " - Y)
par rapport à Y), multiple du polynôme minimal de C," = Ç + ^ sur
O^i,...,^].
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iv) On a |(CC')(^)L ^ ,m^x, {1^-kL ^dis que
Kj^w7

K"̂ , = max {lyFk} = (max {1^})'" =IC(ï)î;".
Ki<w Kî<w

COROLLAIRE. — j?(C) == min {s e R; sup {ÎCML/IMIS} < +00}-
^ecg

Démonstration. — Pour s < p(C) 1! existe ï € { 0 , . . . , w — 1} tel que
\a-(x)\d°ai > (w — i)s et donc ' _ ' n'est pas borné sur C^, le lemme 3.i)

1/Y^M
entraîne que v n'est pas non plus borné sur C^. En revanche pour

IMIS
5 ^ p(C) on a ^ v _ ; l borné sur C^ pour î = 0 , . . . , w - 1, le lemme 3.ii)

\('(x)\
entraîne que —„——L est aussi borné sur C^.

II^IIS
Dans le corollaire suivant, nous noterons d^E et d^E (= w) les degrés

de E par rapport à X = (Xi, . . . , Xd) et Y respectivement.

COROLLAIRE. — Soit Ç un élément entier sur 0[^i,...,^] alors,
avec les notations introduites,

H^E) ^ (2e- . max{l;^})4^ . (d+ l)56^

^^.^•(î^^))-.
Démonstration. — On applique le lemme 3.i) et ii) (avec 5 = 0) en

remarquant
M ̂  ̂
w

(d+ l)-5^^- . HM < sup {|a,(^)|4 ^ ^(a,). ̂ + ̂ V^
5€Bd(l) \ d )

et

^(E)=max{l; max {Hv(ai)}}, d°yE = max {d°a,}.
' 0<i<w—l ' 0<z<w—l

PROPRIÉTÉS. — Soit Ç, Ç' deux éléments entiers sur 0[z\^..., Zd\ et
m C N.
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i) p(W) ̂  max^C);^)},^) <P(Ç)+P^') etp^) = m.p«),

ii) 1<+^1^^+^ siv^oc e^ maxfelCZ,} av=P,
iccz^icucz et |C"^,=TCT;".

Démonstration. — i) Soit s = max{p(^);p(<^)} alors il suit du
lemme 3.iii)

sup {^j^} < 2.max{ sup {Ç^}; sup {Î U
.ecA NIS J - 4ec^ NI? ^ec^ NIS ! !

Le premier corollaire montre d'abord que cette dernière quantité est < +00,
et ce même corollaire entraîne en retour s >, p(Ç + ( / ) . On procède
pareillement avec le lemme 3.iv) pour les autres relations.

ii) Les relations indiquées se déduisent directement du lemme 3.iii) et
iv) en prenant le supremum sur x G Bd(l).

Pour faire le lien avec la section précédente, considérons une trans-
formation unitaire r 6 Gln+i(Cv) telle que B = A/p soit finie sur Ao :=
C^T'^Xo),...,'?-"1^)], elle induit un morphisme r : V -> Pd(C^). Si
P € A = Cy[Xo,... ,Xyj est une forme de degré <ç nous appliquons les
définitions ci-dessus à C = -P e B (la classe de P dans B = A/p). L'anneau
B étant une extension finie de Ao, l'élément Ç est entier sur Ao et p(Ç) n'est
rien d'autre que le degré 6 de P. Pour la maison de C on a, en notant V
le cône de C^1 engendré par V et f : C^1 —> C^4'1 la projection induite
par r,

^ = sup{|PQ/)|, ; y e V , f(2/) ç B,(l)} = sup {^p- ; ̂  ̂ }

car P est homogène de degré 6. On en déduit l'encadrement

||P||v,^^^||P||y,.-^,.W,
où N^(V) ̂  sup{||2/||,/||f(2/)||, ; y e V}.

Dans le même ordre d'idées My^(P) se compare à

Mp^(NormeB/Ao(P)).

Revenons pour finir cette section à 0 = Z C C et ^ i , . . . , Zd € C, on
applique ce qui précède avec v = oo. Si Ç est entier sur Z[^i, . . . , Zd] on a,
avec les notations du début de la section et en utilisant le théorème 1 de
[P2] et le lemme 1.13 de [PI],

î a w > M = sup{|ao(^)| ; 11^11 = 1} > (d + l)-4-^)
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d'où |CÎ > (d + l)-4^). On définit la taille de C par

<(C)=max{log^;p(C)},

avec cette définition on a toujours t(Ç) > p(Ç) > 0. Si a € Z[^i,... ,^d]
alors t(o) coïncide avec la taille (logarithmique) usuelle de a tandis que si
d == 0 on retrouve la taille usuelle d'un entier algébrique a (on a p(a) = 0
et |a| est la maison usuelle de a) (voir [W], chap. 1, §1). En vérité, lorsque
a € Z[Xi,..., Xd], la taille de a est plus habituellement définie avec H {a)
(ou même M (a)) à la place de |a|, mais les logarithmes de ces quantités ne
diffèrent que d'un multiple de d°a et les notions de tailles correspondantes
sont donc équivalentes.

Soit maintenant C ê C un élément algébrique sur Z[^i,..., Zd] (non
nécessairement entier). L'anneau Z[^i,... ,^] étant factoriel l'idéal a des
éléments D ç Z[^i,. . . , Zd] tels que D ' Ç soit entier sur Z[^i,. . . , Zd] est
principal (voir [B], chap. VII, §3). Il existe donc un unique (au signe près)
D(Ç) e Z [2^1,.. . ,^d] engendrant a, on définit alors naturellement la taille
de C par t(Ç) = mox{t(D(Ç))',t(D(Ç) ' Ç)}. Là encore cette taille généralise
les notions usuelles des cas polynomiaux et entiers algébriques (sur Z) (voir
[W], chap. 1, §1).

Remarque. — Dans ces conditions une généralisation de la notion de
mesure d'un nombre algébrique serait, par exemple,

M(C) =exp( [ max{0; log \y\} ' Od(x))
^JvnÇCxSdW /

où 5'd(l) désigne la sphère unité de Cd et ad la mesure canonique sur 5^(1)
de masse totale 1. Ainsi, logM(^) coïncide avec la mesure ?n^(i)x5d(i)(-Ë1)
dans les notations de [P2], §1.

C) Produits hermitiens et fonctions thêta.

Reprenons les notations du début du paragraphe, lorsque s = 2 et
v = oo, on peut écrire ||P||| y = (P, P}v avec

/p Q^ - J_ . ( ^'W . M^
^WV-d(V) jy ||̂ p 'îw '

pour tout P, Q e A. Pour chaque 6 > 0, (•, ')v définit un produit hermitien
sur l'espace vectoriel des éléments homogènes de B de degré 6. Nous
montrons ici que, lorsque V est une variété abélienne, ce produit hermitien
est équivalent à celui induit par les fonctions thêta. Ce résultat semble avoir
été déjà remarqué par G. Kempf.
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Soit donc maintenant X une variété abélienne définie sur C, X est
un tore complexe C 9 / A muni d'une forme H de Riemann sur C9. La forme
H définit un fibre en droite sur X grâce auquel on peut plonger X dans
un espace projectif Pn, via une base 0 = (0o? • • • ,^n) des fonctions thêta
de facteur d'automorphie canoniquement associé à H (voir [BL], § 3.2).
Nous notons encore p l'idéal homogène, premier de définition de X dans
A = C[Xo,... ,Xn] et B l'anneau quotient. Si P,Ç e A sont de degré 6
on peut définir le produit hermitien (aussi dit de Petersson) suivant (voir
[BL], §3.4 et 8.5)

(P, Q)x,H = t P(e(z))Q(0(z)) . e-^^ . /^(z),
JCS/A

où p®9 est la mesure de Lebesgue sur C9. Cette quantité ne dépend que
des classes de P et Q modulo p et définit donc encore une application de
B x B dans M, on note ||P||̂  ̂  = <P, P)x,H e K+.

PROPOSITION 3. — -n existe des réeJs A(X), V(X) > 0 ne dépendant
que de X et H tels que

I log ||P||x,H - log ||P||2,x| < W • 6 + V(X),
lorsque P est une forme de A de degré 6.

Démonstration. — Soient P et Q deux formes de A de même degré
<5, on écrit

/pn\ [ PWWW} ^.6 ,^ f .
^^'L/A IIW •^) ^ ^

où ̂ ) = ||(9(^)||2 • e-^^). Par ailleurs, on a

r 9. ^ Offif^ V ^ ^(i)-6^ d0i(z)^dWW . ̂ (.)) = J^ ̂ , - ̂ (,)̂ ) • ||̂ )|P 5

où 5.,. désigne le symbole de Kronecker. Mais on vérifie encore
______ Q/3 Q/T

d8,(z)AdW= ^ ^(^.-^(z^dz^dze,
l^k,t<g dzk uzi

d'où
(-2î7r) • Î2(61(^)) = ^ Jfc,<(2;) • ̂  A d-Zi,

ï<k,t<,g

T f\ \^ ( 6^ 'W-W\ ^if x ~9e3~\ v
avec ^,(.) = ̂ E^ (pc^ - -l^)^) • ̂ (^ • ̂ )- posons

J(z) la matrice dont les entrées sont les fonctions Jk,i(z)i il suit de
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l'expression de Q. ci-dessus -K9 • fl,(0(z))^9 = g\ ' detJ(z) • ^(z). On a
donc

(p•Q>•t•Ï^LP(1?))•^'•da^-•"^»A••
et par ailleurs

I P Q}. - ———— . f PW)OW} Q/./^^^-dw .L/A n^)r 'w)) •
Maintenant Jjç^ == ^,fc et <I>, det J sont des fonctions à valeurs réelles >, 0,
continues, sans zéros dans C9, on fixe un domaine fondamental V c C9 de
C^/A et, P étant compact, il existe des réels a(X), j(X) > 1 tels que pour
tout z G P on ait

a(X)-1 < ^>(z) < a(X) et j(X)-1 < 7r^ . detJ(^)-1 < j (X ) .
ÎJ '

On a donc, en appliquant ce qui précède à P = Ç,

d{X) . a(X)-5 . j(X)-1. ||P||î  < \\P\\^ < d(X) . a(X)^ . j(X) . ||P|||̂ .

Le résultat s'en déduit avec 2A(X) == loga(X) et 2À'(X) = logj(X) +
log^(X).
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