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SOLUTIONS ENTIERES D^UN SYSTÈME
D^ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES

par J.-P. BÉZIVIN et F. GRAMAIN

1. Présentation des résultats.

En 1982, à la suite de travaux de M. Mignotte et du second auteur,
D.W. Masser ([MAS]) introduisait la notion de pas récurrent pour les
fonctions entières : on dit que a e Cx est un pas récurrent de la fonction
entière / si les translatées f(z-^-an), n e N, sont linéairement dépendantes
sur C(z). Cela revient à dire que / est solution d'une équation aux
différences finies à coefficients polynômiaux dans la direction a

^ A^(z)f(z+am)=0,
0<m^M

où les Am Ç. C[z] ne sont pas tous nuls.

On montre au paragraphe 2 (lemme 2.5) que les polynômes exponen-
tiels, i.e. les fonctions entières de la forme f(z) = ^ Pk{z')e^kz (où les

0^k<K
ù;/c e C et les Pk ç- ^[z\) admettent tout a ç Cx comme pas récurrent.

D.W. Masser demandait si une fonction entière ayant deux pas
récurrents linéairement indépendants sur R (voire ayant tout a ç Cx

comme pas récurrent) est un polynôme exponentiel. Il posait aussi la
question analogue pour les fonctions de plusieurs variables. La réponse
est négative, comme le montre l'exemple de la fonction entière f{z) =
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(e^ — l ) / z qui n'est pas un polynôme exponentiel (regarder par exemple le
comportement d e / à l'infini) mais vérifie pour tout a 6 Cx la relation

(z + 2a)f(z 4- 2a) - (1 + e^Çz + a)f(z + a) 4- e^/Qz) = 0.

Dans cet article nous montrons que, même si la réponse est négative,
elle n'est pas très éloignée d'être positive. Nous étudions les solutions
entières / d'un système de deux équations

^ Am(z)f(z+am)=0
\m<M0<m<M

^ Bn(z)f(z+(3n)=0^
0<n<N

où a et f3 ç Cx sont linéairement indépendants sur M, Am et Bn G C[z]
(pour m e t n e N , 0 < m < M , 0 < n < 7 V ) e t AM-STV i=- 0.

Le second auteur a montré récemment ([GRA2]) que, si les coefficients
Am et Bn sont constants, alors / est un polynôme exponentiel, et que
ce résultat se généralise au cas de plusieurs variables par le procédé du
paragraphe 3 de [GRA1]. Ici nous obtenons une réponse presque complète
à la question de D.W. Masser.

THÉORÈME 1. — Soient a et f3 ç. Cx avec a/ f3 ^ R. Les solutions
entières f de presque tout système d'équations aux différences

^ Am(z)f{z-}-am) =(/)
;m<M0<m<M

^ B^(z)f(z+f3n)=^
0<n<N

où (j) et ^ sont des polynômes exponentiels et Am et Bn e C[z], sont des
polynômes exponentiels.

Si, pour tout m, le polynôme Am est constant et si Aj^B^ ^ 0, alors
toute solution entière f est un polynôme exponentiel.

Si, pour tout m, le polynôme Am est de degré <; 1 et si Aj^B^ 7^ 0,
alors toute solution entière f est le quotient d'un polynôme exponentiel par
un polynôme de degré < max^ deg(B^).

Dans cet énoncé, "presque tout" est à prendre au sens algébrique :
la conclusion du théorème est vraie pour tout choix des coefficients des
polynômes Am et Bn dans un ouvert de Zariski non vide de l'espace de ces



ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES 793

coefficients. La condition précise à vérifier (non nullité d'un déterminant
construit à partir des polynômes Am et Bn) est donnée au paragraphe 6.

Nous conjecturons que, dans tous les cas, les solutions entières d'un
tel système non trivial (AM-SN 7^ 0) sont des quotients de polynômes
exponentiels par des polynômes.

Récipoquement, il est clair, d'après le lemme 2.5, que tout quotient
d'un polynôme exponentiel par un polynôme admet tout a e Cx comme
pas récurrent.

Le problème multiplicatif analogue (faisant intervenir f(q1'nz) au lieu
de f{z-\-am)) a été résolu par A. Boutabaa et le premier auteur ([BÉBO])
par une méthode très différente de celle présentée ici.

Si {3 tend vers 0 alors {f(z + {3} - f ( z ) ) / ( 3 tend vers f(z), on peut
donc considérer comme un cas limite du précédent le résultat suivant.

THÉORÈME 2. — Soit a e C^ les solutions entières de presque tout
système

^ Am(z)f{z-\-am) =(f)
0<m<M

^ Bn{z)fW{z)=^

0<n<N

où (f) et ^ sont des polynômes exponentiels et Am et Bn G C[z], sont des
polynômes exponentiels.

Si, pour tout m, le polynôme Am est constant et si AMB^ -^ 0, alors
toute solution entière f est un polynôme exponentiel.

Si, pour tout m, le polynôme Am est de degré < 1 et si Aj^B^ i=- 0,
alors toute solution entière f est le quotient d^un polynôme exponentiel par
un polynôme de degré <: maxyi deg(Bn).

Ce genre de questions a été récemment étudié par J.-P. Ramis
([RAM]).

L'organisation de l'article est la suivante : au paragraphe 2 nous
mettons en place le cadre formel utilisé dans les démonstrations. Nous
introduisons d'abord des opérateurs différentiels d'ordre infini permettant
de représenter les translations f(z) i—^ f(z + a), ainsi que l'a fait A.O.
Gel'fond ([GEL1] et [GEL2]). Ensuite nous définissons un cadre algébrique
inspiré de l'article [ZEI] de D. Zeilberger. Cela nous permet de nous ramener
au cas où les seconds membres </> et ^ sont nuls. Nous avons regroupé au
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paragraphe 3 la plupart des lemmes techniques utiles aux démonstrations.
Le paragraphe 4 est consacré au cas du théorème 1 où les polynômes Am et
Bn sont constants ; nous donnons deux nouvelles preuves de la proposition
1 de [GRA2]. Aux paragraphes 5, 6 et 7 nous démontrons le théorème 1
dont nous donnons des énoncés plus précis (théorèmes 5.1, 6.1 et 7.1). De
même le paragraphe 8 contient un énoncé plus précis du théorème 2 et sa
démonstration.

Le fondement de ces démonstrations est le procédé un peu paradoxal,
inspiré de [ZEI], qui consiste à ajouter aux relations vérifiées par / des
relations redondantes obtenues par multiplication par des puissances de z
des relations de départ. Rappelons que les énoncés des paragraphes 5 à 8
sont encore vrais si les équations de départ ne sont plus homogènes mais ont
pour seconds membres des polynômes exponentiels. Enfin, le paragraphe
9 donne une extension du résultat du paragraphe 5 au cas où la première
équation aux différences se réduit à l'affirmation de la périodicité de / et
où la seconde a pour coefficients non plus des polynômes mais des fonctions
entières de type exponentiel pas trop élevé. Ce paragraphe a été rejeté à
la fin de l'article car la technique utilisée est assez différente de celle des
paragraphes 5 à 8.

2. Le formalisme utilisé : nouvelles notations.

Si H est l'espace des fonctions entières sur C, on note D : H —>• H
l'opérateur de dérivation par rapport à la variable complexe, de sorte que
Df = //.

Si / e H et a C C> < , la formule de Taylor f(z + a) = 7; ^ / ^ ( z )
n>o n}

montre que l'opérateur de translation X : H —> H défini par Xf(z) =
f(z + a) peut être considéré comme l'opérateur différentiel d'ordre infini à

a71

coefficients constants X = e^0 = Y. —D".
n>Q n\

Plus généralement, si g 6 E est une fonction entière de type exponen-
tiel, dont la série de Taylor est g(t) = ^ -^-f7', on considère l'opérateur

n>o n'
g(D) = E î>"•

n^O n-

LEMME 2.1. — Si g ci E est une fonction entière de type exponentiel,
alors g(D) opère sur F espace H des fonctions entières.



ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES 795

Démonstration. — Si g(t) = ^ -^-f1 est de type exponentiel 6, on
n>0 nl

a limsup laj1772 < ^ (voir [BOA] ou [PÔL]), et sa transformée de Laplace-
Borel a un développement de Laurent ^ a^"71"1 qui converge pour \t\ >

n>o
6. Mais, si / e H , pour tout z e C fixé, les inégalités de Cauchy donnent
1/^)1 < nLR-Ma.lzl + Jî), où M(/,|^| + J?) = max{|/(C)|; |C| =
\z\ + .R}. Ainsi, pour z\ < p, on a l^/^^)! ^ lanl-R^A^/.p + R) et

il suffit de choisir R > 6 pour voir que la série ^ -^f^Çz) converge
n>o n-

normalement sur le disque [\z\ < p}, donc définit une fonction entière. D

On notera ED = {g(D) ; g e E} la C-algèbre commutative de ces
opérateurs, la multiplication étant en fait la composition. Pour a et f3 ç Cx,
avec a ^ f3, on notera X = e^ et Y = e^, et on considérera C[X,V]
la sous-algèbre de ED engendrée par les opérateurs de translation X et
Y. On supposera a et /3 linéairement indépendants sur Q de sorte que
les opérateurs X et Y soient algébriquement indépendants. En effet, si
ma + nf3 = 0 avec m et n dans Z non tous deux nuls, alors J^y71 = l.
Inversement, si l'opérateur ̂  a^X'V-7 <E C[X, Y] est nul, son action sur z^

ïj

donne 0 pour tout n e N. Il en résulte que l'on a ̂  dijÇia-^j^ = 0 pour
i j

tout n e N. Si a et f3 sont linéairement indépendants sur Q, le déterminant
de Vandermonde construit sur les ia + jf3 est non nul, donc tous les dij
sont nuls.

L'opérateur de multiplication par z, noté z : H —> H et défini par
(^/)(.z) = ^/(.z) ne commute pas avec D puisque l'on a Dz = zD + 1,
où 1 désigne l'identité de H. On note Eo[z} l'anneau engendré sur ED
par la multiplication par z. On vient de voir que cet anneau n'est pas
commutatif : si g(t} = ^ a^ G E, alors g(D)(zf) = ^ a^Çzf) =

n>0 n>0

^ anÇzD71^/) + nD72""1^)), ce qui donne la relation de commutation
n>0

(2.2) g ( D ) z = z g ( D ) + g f ( D ) .

On définit donc sur C[X,V] la dérivation r par r(a) = 0 si a e C,
r(X) = aX et r(Y) = f3Y. Cette dérivation correspond à la dérivation par
rapport à la variable complexe t des fonctions de C^^.e^}. Ainsi, pour
P G C[X} et Q e C[V], on a r{PQ) = aXP'Q+^VPQ' et cette dérivation
se prolonge de façon évidente au corps des fractions rationnelles C(X,V).
Alors la relation de commutation (2.2) se traduit dans l'algèbre C[X,V][z]
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par

(2.3) Rz = zR + rR

siRçC[X,Y}.

Par itération de la relation (2.2) on obtient immédiatement le

LEMME 2.4.—Si p ç Eetk ç N,ona^(D)^ = ^ { k ) z j g ^ k ~ ^ ( D ) .
o<j^k 3

II en résulte qu'une relation fonctionnelle ^ A^(^)/(/z+ma) = (^
0<m<M

avec des Am e C[/z] s'écrit

( ^ A^X^/)^
0<m<M

et, après commutation,

( ̂  P,(X)^)(/)^,
0<fc<s

avec des P/c G C[X] et s == max(deg(A^).

De même, la relation ^ A^(2;)/(m)(/^) = ^ s'écrit f ^ Qk(D)
0<m<M ^(Xk^s

ZÂ;)(/) = (^ °ù les Qfc sont des polynômes à coefficients complexes.

C'est cette forme des relations fonctionnelles que nous utiliserons pour
prouver les résultats annoncés au paragraphe 1. Le lemme suivant permet
de supposer que les seconds membres des systèmes considérés sont nuls.

LEMME 2.5. — Si / est un polynôme exponentiel, alors pour tout
a ç C il existe P e C[X] - {0} tel que P(X)(f) = 0.

Démonstration. — Soient / et g ç H , si P(X)(f) = Q(X){g) = 0,
alors pour tout (A,/^) e C2 on a P(X)Q(X)(\f + /^) = 0, car P(X) et
Q(X) commutent. Il suffit donc de prouver le lemme pour tout monôme
f(z) = zneuJZ. On vérifie facilement, par récurrence sur n, que P(X) =
(X - e^)^ satisfait à P(X){f) =0. D

II en résulte que si l'on a la relation [ ^ Pk(X)zk}(f) = ^, où (f)
^0<k<s /

est un polynôme exponentiel, il existe P e C[X] - {0} tel que P(X)((/)) = 0,
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et on a

( ̂  P(X)Pfc(X)^)(/)=0.
0</c<s

On pourra donc remplacer sans perte de généralité les hypothèses du
théorème 1 par

^ Pk(X)z\f)= ^ Ql(Y)^l(f)=0.
CKfc<s 0<^Kt

Comme, de plus, l'opérateur de translation X = e^0 est inversible,
d'inverse e"0'^, on pourra supposer que les polynômes P^ (resp. Qi) ne
sont pas tous divisibles par X (resp. Y).

Dans le cas du théorème 2, où l'une des équations aux différences est
remplacée par une équation différentielle, comme les polynômes exponen-
tiels sont caractérisés par le fait qu'ils sont solutions d'équations différen-
tielles linéaires à coefficients constants, on peut aussi supposer que le second
membre est nul.

3. Quelques lemmes techniques.

Afin de clarifier la démarche des démonstrations des théorèmes, nous
regroupons ici quelques lemmes.

LEMME 3.1. — Soit P e C[X] tel que P(0) ^ 0. L'idéal de C[X}
engendré par l'ensemble des T-^P) (j e N) est C[X] tout entier.

Démonstration. — Si ce n'était pas le cas, l'idéal engendré par les
r3(P) serait de la forme S'C[X] pour un polynôme S non constant. Soit
x e C un zéro de S, de sorte que r3(P)(x) = 0 pour tout j. On a x ^ 0
car P(0) 7^ 0, donc il existe y G C tel que x == e^. La fonction entière
(f){z) = P(e^) vérifie (f)^(z) = r3{P)(eaz), donc ^(y) = 0 pour tout
j e N. Il en résulte que (j) est identiquement nulle, ce qui contredit le fait
que P n'est pas le polynôme nul, puisque la fonction e^ est transcen-
dante. D

Comme C[X] est nœthérien, il résulte du lemme 3.1 qu'il existe un
entier k tel que C[X] soit engendré par {^(P) ; 0 < j < k}.
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LEMME 3.2. — Soient R e C[X,Y], f e H et K e N. Les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Rzkf = 0 pour 0 < k <, K

(ii) (r^)/ = 0 pour 0 < k < K.

Démonstration. — On la fait par récurrence sur K. Pour K == 0, c'est
clair. Le passage de K à K + 1 se fait en remarquant que la propriété (i)
à l'ordre K + 1 est la conjonction des propriétés (i) à l'ordre K pour les
fonctions / et z f ' . Mais la relation de commutation (2.3) montre que

(rKR)(zf)=z(rKR)f+(rK+lR)f.

II y a donc équivalence avec la propriété (ii) à l'ordre K + 1 pour /.D

LEMME 3.3. — Soient P e C[X,V], Q e C[X,Y] et f e H. Si, pour
tout l 6 N, on a ^(PQ1)/ == 0 pour tout entier n tel que 0 <, n < l, alors
(TkP)Q^W^2f = 0 pour tout k e N.

Démonstration. — On fait une récurrence sur k. Pour k = 0 c'est la
relation de l'hypothèse avec n = l = 0. Pour passer de k à k -I- 1, on utilise
le fait que r est une dérivation, donc vérifie la formule de Leibniz

^+l(pç/c+l)^+lp)çfe+l^ ^ ^+1^,^^_,^^

0<j<k J

En appliquant cet opérateur à Q^4"1)/2/, on obtient au premier
membre

^+l(pQ;c+l)ç/c(fc+l)/2^^

car r^+^PQ^1)/ = 0, d'après l'hypothèse avec n = l = k + 1. Au second
membre, chaque terme de la somme ̂  est nul, car (r3 P)Qk(<k+1^2 f = 0
par hypothèse de récurrence. On obtient donc

((T/C+1P)Q;C+1)Q^+1)/2/=0,

ce qui est le résultat cherché. D

LEMME 3.4. — Soient A(D,z) e Eo[z] - {0} et / e H tels que
A{D, z)f = 0. Alors, pour tout g e E- {0}, il existe B(D, z) e Eo[z] - {0}
telqueB(D,z)g(D)f=0.
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Si, de plus, A(D,z) e C[Y}[z] et g ç C[V], l'opérateur B(D,z) peut
être choisi dans C[Y}[z}.

Démonstration. — On montre en fait que, si deg^(A(D, z)) = s, alors
g{DY^A{D,z} = B(D,z)g(D), où B(D,z) e Eo[z}. Le cas où s = 0
est trivial car ED est commutatif, donc g(D)A(D) = A(D)g(D). Pour
ramener le cas du degré s + 1 à celui du degré s, il suffit de montrer
que si a <E E, alors g(D)a(D)z8^1 = a(D)zs+lg(D) + A^D.z) avec.
Ai e -KD^] et deg^(Ai) < s. Comme g(D) et a(D) commutent, c'est
ce que donne le lemme 2.4 avec k = s + 1. Il est clair que B(D,z) -^ 0
puisque g{DY+l A{D, z} ^ 0. De plus, si g et les coefficients de A(D,z)
sont dans C[V], le calcul précédent se fait dans C[V][z], donc fournit un
B(D^)eC[y][4 D

LEMME 3.5. — Soient A ç C[X} et B e C[Y}. Il existe une suite
double 7ij e N vérifiant 7^^ = 1 pour tout i e N, 7o,j = 0 pour tout j > 1,
et 7^j = 0 pour tout i > j, telle que pour tout k e N on ait

rk(AB)= ^ ^ (k)^^^-^a^f3k-^XhY^AW(X)B^\Y).
h+j<^kh^i^k-j

Démonstration. — La formule de Leibniz s'écrit

rk(AB)= ^ (^(^A)^-^).
0<z^/c

II suffit donc de vérifier, par une récurrence facile, la formule

r^A=a^ ^ 7^X\4^(X)
0^h<i

pour tout i e N, et la formule analogue pour rk~^B. D

LEMME 3.6. — Soient A un anneau commutatif et a,6,c G A. Pour z

(7î \
etj e N, avecO < i , j < n, onposeaoj = . ja^^V, a^_i = 1 et di^ = c

pour i>_\, dij = 0 pour j ^ {i — 1, z}. Alors det(û^j)o^,j<n = (ac — &)n.

Démonstration. — Le développement de ce déterminant suivant la
première ligne et la formule du binôme donnent le résultat. D

LEMME 3.7. — Soient J > 1 et K des entiers naturels et <î> =
^ AjBj, où Aj ç C[X} et Bj e C[Y} pour 1 ̂  j < J . On suppose

1<J<^J
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que a / ( 3 est irrationnel. S'il existe une fonction y algébrique sur C(X) et
non constante vérifiant r^X.î/) = 0 pour tout k ç N, 0 < k < K, alors
elle vérifie

^ A^\X)B^\y)=0
^<3<J

pour tout couple (m, n) ç N2 tel que m + n ̂  K.

Démonstration. — Elle se fait par récurrence. Pour K = 0, il n'y a
rien à démontrer. Pour passer de K à K + 1, on utilise le lemme 3.5 qui
donne

r^^X^^ ^ (^^(aX)'1^)^1-'1; 2^
Q<,h<,K+l

^ A(/l\X)B(,K+l-lt\y)=0^ —3 \—)-3
^<3<J

car, d'après l'hypothèse de récurrence, tous les autres termes donnés par le
lemme 3.5 ont une somme nulle au point (X,y). D'autre part, l'hypothèse
de récurrence donne ^ A^^B^-^Çy) = 0 pour 0 < h < K. La

^3<J
dérivation par rapport à X (qui se prolonge de manière unique à la clôture
algébrique de C(X), la dérivée de y étant notée y ' ) de ces K + 1 identités
fournit les K + 1 relations

^ A^l\X)Bf-h\y)+yf ̂  A(/l\X)B^l-h\y)=0.
l^J'<^ ^-<3<J

Ces dernières relations jointes à la relation T^+^X, y) = 0 peuvent
être considérées comme un système linéaire homogène de K + 2 équations
en les K + 2 inconnues ^ A^ (X)^^1"^ (y) dont le déterminant est

^<j<J
(aXy' - /^/)^+1, d'après le lemme 3.6 (avec a = aX, b= f3y, c= y ' ) . Or
a / / 3 (f. Q et y est algébrique sur C(X), donc aXy' - f3y -^ 0, car y n'est pas
constante. Le système considéré n'a donc que la solution nulle, et le lemme
est démontré. Q

LEMME 3.8. — Soient P(X, z) = ^ Pm(X)zrn e C[X][z] - {0} un
0^m<s

polynôme de degré s en z et f une fonction telle que P(X, z)f = 0. Alors,
pour tout A e C[4 il existe R(X, z) e C[X][z] - {0} de degré < s en z tel
que la fonction A(z)/(z) vérifie R(X, z)A/ = 0.
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Démonstration. — Quitte à décomposer A en produit de facteurs du
premier degré et à faire une récurrence sur le degré de A, on peut supposer
que A(z) = z - X avec À <E C. La relation P(X,z)f = 0 multipliée par z
s'écrit, après commutation,

PsWz^f + ^ (P^(X) - TP^+i(X))^+1/ - TPo(X)/ = 0.
l^m<s-l

En développant z^ = (z - À+A)771 par la formule du binôme, cette relation
devient

(3.9) P^X)(^-\)s+lf+ ^ S^(X)(z-\)mf=0,
CKm<:s

où les Sm € C[X}. De la même façon, la relation P(X, z)f = 0 s'écrit
(3.10)

P,(X)(z-\)sf+ ^ T^X•)(z-X)mî+( ^ \mP^X)\f=0.
Km^s-1 ^0<^m<s ^

Si ^ ÀmP^(X) = 0, la relation (3.10) est de la forme R(X, z)(z-
CKm<s

A)/ = 0, avec deg^(R) = s-1. Sinon, la relation ( ^ AmP^(X))(3.9)-
^O^m^s /

5o(X)(3.10) est de la forme R(X,z)(z - \)f = 0 avec deg^(P) = 5, le
coefficient dominant de R étant Ps(X) ^ ÀmP^(X) 7^ 0. D

CKm<s

Remarque. — Le point important de ce lemme est que l'équation
aux différences vérifiée par /\(z)f(z) est de degré au plus égal à celui de
l'équation aux différences vérifiée par /. Ce résultat n'est pas obtenu par le
calcul naïf suivant : si ^ An(z)f(z + an) = 0 alors ( ["[ {z 4- na -

0<n<^N ^0<n^N

^) ) S ^n(^)/(^ + û^n) = 0 est une relation du même type vérifiée par
/ 0^n<N

la fonction (z — X)f(z).

4. Le cas des équations aux différences
à coefficients constants.

Il s'agit de montrer que si / e H vérifie les deux équations aux
différences

P(X)f = Q(Y)f = 0,
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où X = e^ et Y = e^ avec a et (3 ç C" et a / ( 3 (f. R et où P et
Q G C[t] — {0}, alors / est un polynôme exponentiel. Le paragraphe 2
montre que l'on peut supposer P(0)Q(0) ^ 0.

Sous ces hypothèses, nous allons utiliser un théorème de J. Kelleher
et B.A. Taylor ([KETA]) rappelé ici sous le nom de lemme 4.1.

LEMME 4.1. — L'idéal de Panneau E des fonctions entières de type
exponentiel engendré par les fonctions /i,...,/n Gst E tout entier si et
seulement si il existe deux constantes c\ et c^ positives telles que, pour
tout z G C on ait

^ 1/^)1 ^cie-^l.
Ki<n

LEMME 4.2. — Soient P et Q € C[t] tels que P(0)Q(0) ^ 0 et a,f3 G
Cx avec a / ( 3 (^R. Il existe C>0 et R>0 tels que [P^) HQ^)! > C
pour tout z tel que \z\ > R.

Démonstration. — II est clair que l'on peut supposer P et Q non
constants. Il suffit alors de démontrer que supposer l'existence d'une suite
de nombres complexes Zn G C telle que \Zn tende vers l'infini, et P(eQ2;7^)
et Q{e^zn) tendent vers zéro, conduit à une contradiction. Les polynômes
P et Q n'ayant qu'un nombre fini de zéros, quitte à extraire une sous-suite
des Zn, on peut supposer que la suite des eazn (resp. e^) tend vers un
zéro a de P (resp. un zéro b de Q). Par hypothèse a et b ne sont pas nuls;
il existe donc des déterminations log a et log b des logarithmes de a et b et
des entiers jn et kn 6 Z tels que aZn — log a + ^ZTrjn et (3zn — log b + li^kn
tendent vers zéro quand n tend vers l'infini. Il en résulte que \jn et \kn
tendent vers l'infini, car il en est ainsi de \Zn , et que jn/kn tend vers a / / 3 .
C'est la contradiction cherchée, puisque a//3 n'est pas réel. D

Nous pouvons alors montrer le théorème 1 dans le cas particulier des
équations à coefficients constants : le lemme 4.2 montre que les fonctions
entières P{eaz) et Q{e(3z) n'ont qu'un nombre fini de zéros communs, de
sorte qu'il existe un polynôme A G C[z] tel que les fonctions entières de
type exponentiel /i(>) = P(e^)/A(>) et f^z) = Ç(e^)/A(» n'ont pas
de zéro commun. Par conséquent, en utilisant encore le lemme 4.2, il existe
des constantes c\ et c^ positives telles que

IAMI+ 1/2(^)1 ^cie-^l
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pour tout z e C. Alors le lemme 4.1 montre l'existence de g\ et g^ e E
telles que <7i/i + ^2/2 = 1. On a donc ^i(D)P(X)+^(D)Q(Y') = A(D).
Comme P(X)f = Q(Y)f = 0, il en résulte que / est solution de l'équation
différentielle linéaire à coefficients constants A(D)/ = 0, donc que / est un
polynôme exponentiel. D

On peut aussi donner une preuve de ce résultat à partir d'un théorème
de Gelfond ([GEL2], chapitre 5, paragraphe 7, n° 2, théorème 1, p. 347).
Ce théorème, dont la preuve repose sur la transformation de Laplace-Borel,
montre que si / et (f) ç E sont des fonctions entières de type exponentiel
telles que (j)(D) f = 0, alors / est un polynôme exponentiel. Il suffit alors de
remarquer, comme dans la démonstration de la proposition 1 de [GRA2],
que, si la fonction entière / vérifie P(X)f = Q(Y)f = 0, alors / e E, pour
appliquer le théorème de Gel'fond à (f)(z) = P(eQ;2;) ou à ^{z) = (^(e^).
Le résultat de GePfond permet même de dire que f(z) = ̂ Te{z)eez, où 0

e
décrit l'ensemble des racines communes à (f) et ^ et TQ est un polynôme de
degré inférieur (strictement) à l'ordre de 0 comme zéro de (j) et de '0.

5. Le cas où l'une des équations aux différences
est à coefficients constants.

Dans ce paragraphe, nous démontrons le cas particulier suivant du
théorème 1.

THÉORÈME 5.1. — Soient a et f3 e C" avec a/f3 i M, X = e^ et
Y = e^, et f e H vérifiant

P{X)f = 0 (5.2)
^ Q,(y)^/-0, (5.3)

0<J<*

où P e C[X} et P(0) ̂  0, Qj e C[V] pour 0 ̂  j < t, et Qt ^ 0.

Alors / est un polynôme exponentiel.

Démonstration. — Le paragraphe 4 prouvait ce résultat dans le cas
où t = 0. On suppose donc t > 1. On ajoute au système d'équations (5.2) et
(5.3), considéré comme un système "linéaire" en les inconnues /, zf,..., zij',
d'autres relations, de manière à le rendre carré : plus précisément, on ajoute
la relation (5.2) multipliée par z3 pour 1 < j <^ t — 1 et la relation (5.3)
multipliée par zk pour 1 < k < l — l , o ù ^ > l est un entier naturel. La
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relation de commutation (2.3) montre, par exemple, que la relation ^(5.2)
s'écrit

zP{X)f = P{X)zf - rP(X)f = 0

et la relation z^^.Ï)

^P(X)/ - P(X)z2f - 2rP(X)zf + r2?^)/ = 0.

On obtient ainsi un système triangulaire de t +1 relations
fÇt(r)^+^- l/+ .. . . . . . . . . . . . . . ^ o

Ot(y)^/+ ::: '.:; Qo(Y)f=Q
P(X)zt~~l+ ... . . . = 0

.. . =0
P(X)zf - rP(X)f = 0

P(X)f = 0

dont le déterminant QtÇY^P^XY est non nul. Il résulte de la théorie
des déterminants que l'on a (^(V^P^)^/ = 0 pour tout entier k
vérifiant 0 < k < l -\- t — 1. Le lemme 3.2 montre donc que l'on a
^(QtÇY^PÇ-^Y)/ = 0 pour les mêmes valeurs de A:, et le lemme 3.3 donne
alors (TA;(P(X) t))^(y)fc^+ l)/2/ = 0 pour tout k e N. Comme P^)* ̂  0,
le lemme 3.1 montre l'existence d'un entier k et de polynômes Uj G C[X],
0 < j < k, tels que ^ Ujï3^) = 1. On a donc

0<j<k

Q^Y)^k^/2f= ^ U,(X)r^P(X)t)Qt(Y)k^l^2f=0
Q<3^k

et la fonction entière / est solution du système P(X)f = Q^Y)^^/2 f =
0 de deux équations aux différences à coefficients constants : le paragraphe
4 montre que / est un polynôme exponentiel. D

6. Le cas général des équations aux différences.

Le résultat précis démontré dans cette partie est le suivant :

THÉORÈME 6.1. — Soient a et f3 e C" avec a / { 3 ^ R, X = e^ et
Y = e^0, et f une fonction entière vérifiant

^ P^(X)zmf=0!_, fm\^)Z
0<m<s^m^s

^ Qn(Y)znf=0,

0<n<t
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où Pm € C[X],(0 ^ m < s), Qn e C[Y],(0 < n < t), P,Qt ^ 0, X
ne divise pas tous les Pm et Y ne divise pas tous les Qn- On pose, pour
1 < zj <s+t

\^ (-^rn-s^j-if t i \m-s+j-ip^x) siKi^t
^-^ \ m — s - \ - j — i j
^m<^s0<m<s

Y" (-^^-^^^'Y^^QnÇY) sK+Kz<5+t .
^-^ \ n + j - i )

CKn^t

Si det(a^) G C[X,Y] est non nui, alors / est un polynôme exponentiel.

On peut vérifier que la spécialisation au point (0,0) de det(a^j) €
C[X,y] est le résultant (de Sylvester) des polynômes

^ PmWZ^ et ^ Q^o^eqz].
0<m<5 0<n<t

II en résulte qu'en général, l'hypothèse det(a^j) 7^ 0 est vérifiée. Plus
précisément, cette hypothèse est vérifiée sur un ouvert de Zariski non vide
de l'espace des coefficients des polynômes Pm et Qn-

Remarquons aussi que det(a^j) s'interprète comme le résultant de
deux polynômes dans un anneau non commutatif, suivant la présentation de
[ZEI]. Notons T l'opérateur de multiplication par z. L'anneau d'opérateurs
avec lequel nous travaillons est alors C[X,V,r], avec les relations de
commutation XV = YX, XT = TX + aX, YT = TY + f3Y. Pour
P e C[X, Y] et T la dérivation déjà introduite sur C[X, Y], on a donc PT =
TP + rP. Posons P(T) = ^ Pm^^ et Q(T) = ^ QnÇY)^.

0<m<M CKn^N

Le système que nous étudions s'écrit alors P(T)f = Q(T)f = 0, et il
est naturel de chercher à éliminer la variable T entre P et Q. Le procédé
d'élimination décrit dans [ZEI] p. 347-350 conduit à un résultant -R(P, Q)
qui n'est autre que le déterminant det(a^).

Démonstration du théorème 6.1. — Le procédé ressemble à celui du
paragraphe précédent. On suppose s et t ^ 1 et on complète le système
des deux équations en y ajoutant la première multipliée par z3 pour
1 < j < t — 1 et la seconde multipliée par zk pour \ <_ k <^ s — 1 + ^ ,
où l est un entier naturel arbitraire. On obtient ainsi les s +1 + l relations

^ ^ P^(X}zmf=zk ^ Qn(Y)znf=0
0<_m<,s 0<n<t

(avec Q < j < t — l e t 0 < k < s — 1 - { - 1 ) que l'on peut considérer comme
un système linéaire en les inconnues /,^/, ...,^s+t+^-l/, après avoir fait
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commuter les opérateurs ̂  et P^(X) (resp. zk et Qn(Y)) grâce à la relation
(2.3). L'inversion de la formule du lemme 2.4 dans le cas où g(D) = R(X, Y)
donne

zkR(X^Y)= ^ (-l).Y^^^(^y^-^
0<j<k ^

donc le déterminant du système obtenu est ^(X,V) = Qt(Yy^(X,Y}
où ^(X, Y) est le déterminant des a^ définis dans l'énoncé du théorème.5

Il en résulte, comme au paragraphe 5, que ^l(X,Y)zkf = 0 pour 0 ^
k <, s + t + l - 1, et le lemme 3.2 montre que ^^(X.Y)/ = 0 pour
0 < k ^ s-\-t+l- 1.

N()us ^^s montrer que, pour un / suffisamment grand, les zéros
y e C(X) (clôture algébrique de C(X)) communs à tous ces T^^X.V)
sont des constantes. Comme ^ e C[X,Y], il peut s'écrire ^(X,V) =
E Aj(X)Bj(Y}, où A^- e C[X] et Bj ç C[y] pour 1 < j < J .

~ ^ r ! 1 J

Considérons une telle écriture avec J minimal. Alors les Aj sont
C-linéairement indépendants; sinon, en remplaçant l'un des Aj par une
combinaison linéaire des autres, on obtient une écriture du même type
avec seulement J - 1 termes, ce qui contredit la minimalité de J . De
plus, J est indépendant de l ; en effet, une écriture minimale de <S>(X,Y)
fournit par multiplication des Bj par Q\ une écriture de <^ ; inversement,
si a ç C et Y - a divise ^(X,Y), alors Y - a divise tous les Bj car
sinon ^ Bj(a)Aj(X) = 0 est une relation de dépendance linéaire non

.̂j'̂
triviale entre les Aj.

Soit donc y e C(X) vérifiant î/' ^ 0 et r^iÇX.y) = 0 pour
0<k<s-^-t+l-l. D'après le lemme 3.7, on a ^ A{rn\X)B{n\y} =0

Kj^J 3 3

pour tout couple (m,n) e N2 tel que m + n < s + t + ^ - 1. Si l'on
choisit l'entier Z > J - (s + ^), on a donc ^ A(rn\X)B,(y) = 0 pour

i^'<^
0 < m < J-l. Or les Bj(Y) sont tous non nuls (car J est minimal) et y n'est
pas constante, donc les Bj(y) sont toutes non nulles. Le système linéaire
dont la matrice est formée des A^\X) admet donc une solution non nulle,
par suite son déterminant, qui n'est autre que le wronskien des A^, est nul.5

Cela contredit le fait que les Aj sont C-linéairement indépendants.

Ainsi les zéros communs y e C(X) aux T^^Y) pour 0 < k <
K = J - 1 sont en fait dans C ; ils sont donc en nombre fini. Soit Q ç C[Y}
le polynôme unitaire dont les racines sont ces zéros communs comptés
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avec leurs multiplicités, de sorte que r^^X.V) = Q{Y)^k{X,Y), où les
^/k(X^Y) 6 C[X][y], pour 0 ^ k < K^ sont premiers entre eux dans leur
ensemble dans C(X)[Y]. Le théorème de Bézout montre alors l'existence
de polynômes P e C[X} - {0} et Uk C C[X][V], 0 ^ k <, K, tels que

^ [4(X,y)r^(X,y) = Q(Y)P(X).
0<k<K

Mais on a rk<S>l(X,Y)f = 0 pour 0 < k ^ K, donc P(X)Q(Y)f = 0.
Alors la fonction g = Q{Y)f vérifie P{X)g = 0, et le lemme 3.4 joint à la
deuxième relation de l'hypothèse du théorème montre que g vérifie aussi
une équation aux différences à coefficients polynômiaux dans la direction
f3. Mais / étant entière, il en est de même de g et l'équation aux différences
P{X)g = 0 est à coefficients constants. Le paragraphe 5 montre donc que
g = Q(Y)f est un polynôme exponentiel. Ainsi P(X)f et Q(Y)f sont deux
polynômes exponentiels. Alors le théorème 1 dans le cas des équations à
coefficients constants (paragraphe 4) et la remarque suivant le lemme 2.5
montrent que / est un polynôme exponentiel, ce qui achève la preuve du
théorème 6.1. D

7. Le cas où Pune des équations a des coefficients
polynômiaux de degré <: 1.

Dans ce cas, on sait conclure même si le déterminant introduit au
paragraphe 6 est nul.

THÉORÈME 7.1. — Soient a et (3 ç Cx avec a//3 i R, X = e^,
Y = e^0, et f une fonction entière vérifiant

Pi(X)z/+Po(X)/=0 (7.2)

^ Qn(Y)znf=^ (7.3)
0<n<t

où Pô et Pi e C[X], Qn e C[V](0 < n < t) et PiQi ^ 0. Alors il existe un
polynôme A e C[z] — {0}, de degré <^ t tel que /\{z)f(z) soit un polynôme
exponentiel.

Démonstration. — Comme on l'a remarqué au paragraphe 2, on
peut supposer que Po(0) et Pi(0) ne sont pas nuls tous les deux. On fait
alors une récurrence sur t. Le cas t = 0 ayant été résolu au paragraphe
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5, nous supposons d'abord t = 1. Alors le déterminant introduit au
paragraphe 6 est ^(X,V) = P,(X)Qo(Y) - Po(X)Çi(V). On a vu que,
si ^(X, Y) ̂  0, alors / est un polynôme exponentiel. Si <^(X, Y) = 0, alors
^ O y X ) Qoi^}
Pi(X) = ~Q^Y) e cw n c(y) = c soit donc A e c tel ̂ e Qo = ̂ 1
et Pô = APi ; le système d'équations aux différences vérifié par / s'écrit

r p i ( x ) ( ^ + A ) / = o
\Q,(Y)(z+\)f=0

et la fonction entière (z + A)/ est un polynôme exponentiel d'après le
paragraphe 4.

Supposons maintenant t > 2 et considérons le système associé
construit au paragraphe 6 pour l = 0. On peut supposer que son déter-
minant ^>(X, Y) = 0. Ce système comprend l'équation (7.3) et l'équation
(7.2) multipliée par les z^ 0 < j < t - 1. Si l'une de ces dernières s'écrit

HkWz^ + Hk-iWz^f + ... 4- Ho(X)f = 0,

la suivante est

H^Wz^f + (Hk-^X) - rHkÇX^f

+... + (Ho(X) - rH,(X))zf - rHo(X)f = 0.

Mais, pour tout P e C[X], on a r(P)(0) = 0; il en résulte qu'en posant
a = Pi(0) et b = Po(0), on a ^(0,V) = det(a^(0,Y)), où a^(0,Y) = a
et a^+i(0,y) = b pour 1 < i ^ t, et a,+i,,(0,y) = Qw-j(Y) pour
1 ^ J < t + 1, tous les autres coefficients étant nuls. On a supposé
^(x.y) = 0, donc ^>(0, Y) = 0 et le développement de ce déterminant
suivant la dernière ligne donne

^ (-l)nanbt-nQ^n(Y)=0.
0<n<t

Comme Qt ^ 0, il est exclu que a = 0 car alors b = 0 ; il en résulte
que A = -b/a vérifie ^ A^Q^V) = 0.

0<n<A

Mais, si Q ç C[Y] et k et Z e N, on a ^V^A^z - X)1 f) =
\kQ(Y)(z - A)^ / ; en développant zn = (z - X + A)71 par la formule du
binôme, on peut écrire la relation (7.3) vérifiée par / sous la forme

^ Q^Y)(z-\)nf=^
0<n<t
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où les (% e C[y], Q^ = Qt et Q$ = ^ À^ = 0. Ainsi la fonction
0<n^t

entière g(z) = (z - \)f(z) vérifie une relation du type de (7.3) mais de
degré t — 1 en z au lieu de t. Le lemme 3.8 montre que g vérifie aussi une
relation du type de (7.2) de degré <: 1 en z ; alors l'hypothèse de récurrence
montre qu'il existe un polynôme de degré au plus t — 1 dont le produit avec
g est un polynôme exponentiel, ce qui achève la preuve du théorème. D

Remarque. — Dans cette démonstration, il était inutile de traiter
à part le cas t = 1, mais on peut penser que son examen aide à la
compréhension de la situation.

8. Le cas où l'une des équations
est une équation différentielle.

Pour établir le théorème 2, nous utilisons le même formalisme que
précédemment, mais dans une situation un peu différente. Sans perte de
généralité, on peut supposer que l'équation aux différences est dans la
direction réelle (a = 1) ; on travaille donc avec C[X,D], où X = e0,
au lieu de C[X,y]. Il faut remarquer que X et D sont algébriquement
indépendants sur C : si (^(e^D) = ̂ ciijD^30 e C[X,D] est l'opérateur

i j
nul, alors pour tout a; € C on a

(^.^(e^) =^a^Die^z^ = (j^a^e^e^ = 0.
t-j i j /

II en résulte que ̂  a^'e^ = 0 pour tout x e C ; la fonction exponentielle
ij

étant transcendante, les a^j sont donc tous nuls.

On considère donc l'algèbre de polynômes C[X,D] munie de la
dérivation r définie par r(C) = {0}, rX = X et rD = 1, qui correspond
à la dérivation usuelle d / d z sur Cje^,^]. Ainsi la relation de commutation
(2.3) est encore valable dans l'algèbre C[X, D}[z] et le lemme 3.2 est encore
vrai si R ç C[X,D}.

On a alors les outils pour démontrer le
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THÉORÈME 8.1. — Soit X=eD et f une fonction entière vérifiant

^ Pm(X)zmf=0 (8.1)
0<m<s

^ QmOW^O, (8.2)
0<n<t

où Pm G C[X](0 < m < 5), Qn e C[D](0 ̂  n < t) et P,Q, ̂  0.
On pose, pour 1 <^ z, j < s + t

E^-1)"1-^-^ _:7, - ̂ -^-'w -1 < ̂
E (-^-C^.:;)^^^^)

0<m<s

S i t + l < î < 5 + ^ .

0<n<A

Si det(a,^) e C[X, D] est non nul, alors f est un polynôme exponentiel.

Démonstration. — Comme dans la preuve du théorème 6.1, on
considère le système formé de la relation (8.1) multipliée par z3 pour
0 ^ 3 ^ t - 1 et de la relation (8.2) multipliée par ̂  pour 0<,k<s-l+l,
où / ç N.

Le déterminant de ce système est ^i(X,D) = Qt(DY^(X,D) où
^>(X,D) = det(a,j). Si <S>(X,D) i=- 0, alors <S>i(X,D) ̂  0 pour tout l ç N.

Si (pi(z) = ̂ iÇe", z), la théorie des déterminants montre que (f)l(D)znf
= 0 pour 0 < n ^ 5 + ^ + Z - l . L a variante du lemme 3.2 évoquée juste
avant l'énoncé du théorème 8.1 permet d'en déduire que ̂ (D)/ = 0 pour
0 <n < s+t+l- 1.

Mais la fonction (f)i(z) est un polynôme exponentiel que l'on peut
écrire

W=^Tk(z)ek^
kçl

où les Tk(z) e C[2;]-{0} quand k décrit un ensemble fini 1 formé de r entiers
naturels. On a ̂ (z) = ̂  T^z^, où les T^n sont les polynômes tels

kçl
que Tk^)ekz est la dérivée n-ième de Tk(z)ekz.

Soit V l'espace vectoriel engendré sur C(z) par les ^(.z), n e N.
L'espace V est contenu dans l'espace vectoriel engendré par les fonc-
tions e^ (k G J), donc sa dimension est au plus égale à r = card(J).
En fait, cette dimension est exactement r, car le système des ^(n)(^)
(0 < n < r - 1) est libre; s'il n'en était pas ainsi, ^ serait solution d'une
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équation différentielle linéaire d'ordre <: r — 1 à coefficients polynômiaux
^ A n ( z ) ( t ) / ( z ) = 0. L'expression de (j)\\ {z) et le fait que les fonc-

(Xn^r-l

fions ekz [k ç I ) sont linéairement indépendantes sur CÇz) (la fonction
exponentielle est transcendante) montrent alors que, pour tout k ç J, on a

^ AnÇz)T^n{z) = 0. Il en résulte que ^ A^)r^)e^ = 0,
0<n<r-l 0^n<r-l

c'est-à-dire que les r fonctions Tk(z)ekz', qui sont linéairement indépen-
dantes sur C, sont solutions de l'équation différentielle vérifiée par ç^. C'est
la contradiction attendue, l'espace des solutions de cette équation différen-
tielle étant de dimension au plus r — 1.

Comme V est de dimension r, il est égal à l'espace engendré sur C(z)
par les ekz {k ç I ) . Il en résulte que, si k G 1 est fixé, il existe des Hn G C(z)
telles que ekz = ^ Hn(z)(|)m Çz). Si 1 est réduit à {0}, alors ̂  est un

(Kn^r-l

polynôme. Sinon l'identité ci-dessus montre l'existence de constantes ci et
es positives telles que

E 1^)1^6-^1
CKn^r-1

pour tout z de module assez grand. Le lemme 4.1 utilisé comme au
paragraphe 4 montre alors l'existence de fonctions Un € E et d'un polynôme
M <E C[^] - {0} tels que

M(z)= ^ ^(z)^^).
0^n<r-l

On a bien sûr une telle égalité si 1 est réduit à {0}.

Comme <^ est le produit de (j) = 0o par un polynôme non nul, il est
clair que r est indépendant de l. On choisit alors / suffisamment grand pour
que s -\-t + l — 1 > r — l .de sorte que (j^\D)f = 0 pour 0 ^ n < r — 1.
On a donc

M(D)/= ^ Un(D)^n\D)f=Q
CKn^r-l

et /, solution d'une équation différentielle linéaire à coefficients constants,
est un polynôme exponentiel. D

COROLLAIRE 8.2. — Si la fonction entière f est solution d'une équation
aux différences à coefficients constants P(X)f = 0, où P G C[X] — {0},
et d'une équation différentielle ^ Qn(D)znf = 0, où Qn G C[D]

0<n<,t

(0 < n ̂  t) et Qt 7^ 0, alors / est un polynôme exponentiel.
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Démonstration. — C'est une conséquence immédiate du théorème 8.1,
car dans ce cas on a ^(X, D) = P(XyQt(D) ̂  0. D

COROLLAIRE 8.3. — Sous les hypothèses du théorème 8.1, hormis
l'hypothèse sur le déterminant de (û^j), qui peut être nul, si s = 1, il
existe un polynôme A 6 C[z] — {0}, de degré < t tel que /\{z)f{z) soit un
polynôme exponentiel.

Démonstration. — Elle est analogue à celle du théorème 7.1. D

9. Le cas des fonctions périodiques.

Le premier auteur a montré (voir la preuve dans [GRAl]) le résultat
suivant, que l'on peut comparer au résultat du paragraphe 4 : si / est une
fonction entière, périodique de période a G Cx ^ et vérifie une équation
aux différences à coefficients constants Q{e^D)f = 0 avec f3 ç Cx et
a / ' f 3 ^ Q, alors / est un polynôme exponentiel de la forme ^ clkqkz

-K<k<K
où log g = 2i7T/a.

Ce résultat se généralise de la façon suivante, où, sans perte de
généralité, on a supposé (3 = 1 et a irrationnel.

THÉORÈME 9.1. — Soit f une fonction entière périodique de période
T ^ Q. Si / vérifie une équation aux différences finies ^ (f)m(z)f{^ +

0<m<s

m) = 0, où les (f)m ê E sont des fonctions entières de type exponentiel
< 7r/[T|, avec (f)o^s 7^ O? alors f est un polynôme exponentiel de la forme

^ akqkz, où les dk G C et logç = 2î7T/T.
-K<^k<K

Démonstration. — Soit q G Cx tel que log q == 2Î7T/T, par exemple q =
g2î7r/T L'hypothèse T ^ Q se traduit par le fait que q n'est pas une racine
de l'unité. La fonction holomorphe z \—^ qz étant localement inversible,
on définit une fonction g holomorphe sur Cx en posant g^) = f(z). La
relation fonctionnelle vérifiée par / se traduit en ^ ^(^^(ç771^) = 0.

0<m<s

Mais la périodicité de / permet d'écrire ^ (/)m(z-{-lT)f(z-{-m) = 0
0<m<s

pour tout l 6 Z, donc ^ <^m(^ + ^^(^ç^) = 0- En notant log la
0<m<s
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détermination principale du logarithme, on a donc

^u(l)= Y, ^m(\ogu/\ogq+lT)g(qrnu)=0
0<,n<s

pour tout u e C-] - oo, 0] et pour tout / <E Z. Pour tout u fixé, la fonction
z \—^ ^n(^) est une fonction entière de type exponentiel < TT et elle est nulle
en tout point de Z, donc elle est identiquement nulle ([WAL] Satz 3.1, ou
[GRA2] lemme 1). Soit alors ZQ e C tel que ^o(^o)0s(^o) 7^ 0 et, pour tout
u e C-] — oo, O], choisissons z tel que log^/logç + zT = ZQ ; l'identité

^u{z)= ^ ^m{zQ)g{q7nu)=Q
0<m<s

est vraie pour tout u ^] —oo, 0] donc pour tout u e C, d'après le principe du
prolongement analytique. Ainsi la fonction / est solution de l'équation aux
différences à coefficients constants ^ <^m(^o)/(^+^) = 0, et le résultat

0^m<s

rappelé au début de ce paragraphe (qui utilise le fait que q n'est pas une
racine de l'unité) montre que / est un polynôme exponentiel. La périodicité
de / lui impose alors la forme indiquée dans l'énoncé du théorème (lemme
3.1 de [GRA1]). D

La borne TT/|T| pour le type exponentiel des (prn est optimale, comme
le montre l'exemple suivant.

Pour q C C", avec \q\ > 1, la fonction g(u) = ]~[ (1 - ̂ /^(l -
n^O

^-iç-n-i^ ̂  analytique sur Cx et on vérifie immédiatement que g{qu) +
qug(u) = 0. La fonction f(z) = g^) est entière et périodique de période
T = 2z7r/logç, où logç est la détermination du logarithme de q qui a
permis de définir qz. La période T est irrationnelle car \q\ > 1, et / n'est
pas un polynôme exponentiel car g n'est pas un polynôme. Enfin la relation
fonctionnelle vérifiée par g se traduit par g'^/^+^+g^^/2/^) = 0, où
(j)^{z) = q~zlï et (t>o(z) = q l J t z / ' 2 sont de type exponentiel | logç|/2 = TT/|T|.
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