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PERIODICITE (mod q) DES SUITES
ELLIPTIQUES ET POINTS S-ENTIERS SUR LES
COURBES ELLIPTIQUES

par Mohamed AYAD

1. Introduction.

Soit E une courbe elliptique définie sur Q par un modeéle de Weierstrass
généralisé :
(11) y2 + Ajzy + Ay = z° + A2$2 + Asx + Ag, A; eZ.

Soit M € E(Q). Pour tout entier m € Z, les coordonnées de mM
s’expriment sous la forme :

mit = (S50 53007)

ol ¢my Ui, Wi, sont des polyndémes définis par récurrence [1]. Les formules
utiles pour la suite sont rappelées dans le paragraphe 3. On pose :

Ty = d™ "0 (M), = d2™ (M), @ = d>™ wp (M),

de sorte que ces nombres sont des entiers. On notera que d’apres 3.6, on a :
@m divise @n si m divise n.

Le but du présent travail est d’étudier la périodicité (mod ¢q) de
la suite (\/I\!m) lorsque M (mod p) est non singulier pour tout diviseur
premier p de ¢q. Nous examinons plus particulierement la relation entre la
période (mod p®) et la période (mod p+?).

Mots-clés : Suites elliptiques — Points S-entiers — Courbes elliptiques — Périodicité
(mod q).
Classification A.M.S. : 11B50 — 11B83 — 11D25 — 11GO05.
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Le probleme de périodicité a été étudié pour les suites récurrentes
linéaires [3], [5], [6], [10], [11], ainsi que pour les suites de convergents
des développements en fractions continues des nombres réels dont le
développement est purement périodique [2].

M. Ward a déja étudié la périodicité (mod p) des suites elliptiques,
lorsque p est un nombre premier. L’auteur a utilisé ici une méthode de
démonstration différente de celle de Ward parce que la méthode de celui-ci
ne parait pas généralisable au cas de p™. L’auteur a cherché en vain a
comprendre ’allusion de Ward contenue dans la note en bas de la page 46
affirmant que «la périodicité pour un module arbitraire est une conséquence
facile [10]. »

Les résultats obtenus sur la périodicité peuvent étre utilisés pour
la recherche des points S-entiers sur les courbes elliptiques de rang 1
sur Q, comme nous le ferons compléetement pour les courbes d’équations
respectives y? = 23 — 13 et y? = 23 + 40 avec S = {2,3,5,7}.

2. Enoncés des principaux résultats.

Avant de revenir au probleme de la périodicité, reprenons le résultat
suivant [1] : soient K un corps, FE une courbe elliptique définie sur K par
un modele de Weierstrass généralisé :

(2.1) y? + Arzy + Agy = 23 + Agx? + Agx + Ag, A € K.
Soit v une valuation discréte sur K telle que v(Ai) > 0, alors on a le :

TaEOREME A. — Soit M € E(K) tel que M # oo. On suppose que
M (mod v) # oco. On pose :

$m(M) wm(M))
v2L(M) w3, (M) /)

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) v(¥a(M)) et u(\Ilg(M)) > 0.

mM:(

(b) Pour tout entier m > 2, on a v(¥,,(M)) > 0.

(c) Il existe un entier mg > 2 tel que v(V,,,(M)) et v(¥pm,,, (M)) > 0.
(d) II existe un entier ng > 2 tel que v(V,,,(M)) et (¢n,(M)) > 0.
(

e) M (mod v) est singulier.
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On suppose dorénavant que K = Q et que A; € Z; le modele (2.1)
étant quelconque pas nécessairement minimal.

Soit M = (z,y) = (a/d?,b/d®) avec (a,d) = 1 un point de E(Q). Pour
tout entier m, on pose

- Gy 580~ G

avec

bm =2 ¢ (M), T =d™ 10, (M), B = d>™ wn(M).
Ces nombres $m, @m, Wy, sont des entiers. Nous aurons recours au lemme
suivant [1].

LEMME A. — Soient S un ensemble fini de nombres premiers
(éventuellement vide), m # 0 un entier rationnel et M un point rationnel
de (2.1) d’ordre infini. SimM est S entier, alors M est S entier.

En d’autres termes, cela signifie que les nombres premiers qui
divisent d ne se simplifient pas dans la derniére représentation de mM
(m € Z) ci-dessus. Les nombres premiers qui peuvent se simplifier dans
cette représentation sont caractérisés par le théoreme A : ce sont les
nombres premiers p de mauvaise réduction tels que M (mod p) est singulier.
Le théoreme A admet comme conséquence le résultat suivant [1].

CoOROLLAIRE A. — Soient M un point rationnel d’ordre infini
de (2.1), S un ensemble fini de nombres premiers contenant l’ensemble T'
(éventuellement vide), des nombres premiers p de mauvaise réduction tels
que M (mod p) est singulier. Soit m € Z, m # 0. On suppose que M est
S-entier. Pour que mM soit S-entier, il faut et il suffit que

@m:inpep

avec ep entier > 1 sip € T et entier > 0sipe §—T.

Soient maintenant M un point rationnel d’ordre infini de (2.1)
et p un nombre premier fixé tel que M (mod p) est non singulier. Le
théoreme A montre que p ne divise pas deux termes consécutifs de la
suite d’entiers (\flm) Soit r 'ordre d’apparition de p dans la suite (@m),
c’est-a-dire le plus petit entier m > 1 tel que p divise @m.
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« Sip divise d, le travail de Lutz [7] montre que 7 = p; on en donnera
une preuve simple dans le paragraphe 3.

 Si p ne divise pas d, alors M (mod p) # oo et r = ordre de M dans
E(Fp)n.s Soit eg = up(\/I\'r) avec ey > 1. On se réferera tres souvent a cet
exposant. Le théoreme suivant caractérise ’ordre d’apparition de p® dans
la suite (U,,).

THEOREME B.

(i) Soit r. l'ordre d’apparition de p¢ (ot e > 1) dans la suite (\Tlm)

Alorson a:
T sie < eg,
Te =

peTe .r sie> egp.

(ii) Plus précisément, pour tout m # 0, écrivons m = r"op"in avec
h1 >0, (p,n)=1etho=0sir{methy=1sir|m. Alorson a:

vp(Upn) =0 si ho=0,

Vp('(z;m) =hy + Vp((I}r) =hi+e si hp=1.

Preuve. — Voir le paragraphe 3. (Ce résultat a été déja démontré par
Ward par une méthode quelque peu différente et sous des conditions plus
restrictives [13].)

Ce théoréme a pour conséquence immédiate que si (\flm) est périodique
(mod p®) et si 7, est une période, alors r. divise 7. De son c6té, la preuve
de la périodicité (mod p®) de la suite ((I\fm) lorsque p est impair et 7 > 3
sera déduite du résultat suivant.

THEOREME C. — Soient M un point rationnel d’ordre infini de (2.1)
et p un nombre premier impair tel que M (mod p) est non singulier. Soient r
Pordre d’apparition de p dans la suite (\Tlm) et re celui de p® pour toute > 1.
On suppose que r > 3. Pour tout (n,k) € Z X Z, on a

(2.2) ‘/I\lk’re+n = a’;"bf,fz\/l\ln (mod p®)
avec a, = \f/re+2/\fl2\flre+1 et b, = \II\J$C+1@2/\,I;TE+2-

Preuve. — Voir le paragraphe 4.
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En particulier, pour k=1etn =0,1,...,r.,,0na:
(I\lre_n = a;"be\/l\l_n = —a;"be@n (mod p°).
Nous dirons a la suite de Ward qu’il y a une certaine symétrie dans la
distribution (mod p¢) des r. + 1 premiers termes de (¥,,). Avant d’énoncer

le théoreme suivant — qui est une conséquence du théoréme C — adoptons
les notations suivantes :

o Pour tout entier e > 1, on note (Z/p°Z)* le groupe des unités de
Z/p°Z.

e Pour tout u € Z, (u,p) = 1, on note f.(u) l'ordre de u dans le
groupe (Z/p°Z)*.

o L’expression «la période de (@m) » désignera toujours dans le texte

la plus petite période de (¥,,). En fait, si 7. est la période de (¥,,)

mod p° et si 7, est une période de (¥,,) (mod p¢) alors 7. divise 7.

Avec les notations précédentes et sous les hypotheses du théoreme C, nous
avons le :

THEOREME D. — Soit k. le plus petit entier > 0 tel que :

(2.3) a¥ =1 (mod p®) et bfg = (mod p®).

Alors la suite (\f/m) est périodique (mod p®) et sa période w. vérifie
Te = keTe. De plus, ke = 0c(ae) ou ke = 26.(a.) et on a k. = 20.(ae) si et
seulement si 0, (a.) est impair et 6, (b.) est pair.

Preuve. — Voir le paragraphe 4.

On verra aussi dans ce paragraphe une méthode de calcul de la
période (mod p®) qui n’utilise pas 'ordre des éléments dans (Z/p°Z)*.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat, établissant
la relation entre 7, et mey1, qui est notre objectif principal dans ce travail.
Nous verrons dans le paragraphe 6 comment cette relation peut étre
utilisée pour la recherche des points S-entiers sur les courbes elliptiques
de rang 1 sur Q.

THEOREME E. — Soient M un point rationnel d’ordre infini de (2.1),
p un nombre premier impair tel que M (mod p) est non singulier et r
Pordre d’apparition de p dans la suite (@m) Soient a1 = @T+2/@2@T+1 et
01 = 01(ay1). Soient eq = I/p(\/I\/T), ey = l/p(a‘;)1 —1) et e; = inf(eg,e2). Alors
onam =---=T, et T =p° “m poure > e].

Preuve. — Voir le paragraphe 5.
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Ce théoreme signifie que la période (mod p€) est stationnaire jusqu’a
un certain rang e; < eq, effectivement calculable et qu’a partir de ce rang
on a : mey1 = pre. En particulier si eg = 1 alors e; = eg = 1.

Dans les deux exemples qui suivent on a p =5, ¢g = 2, e; = 1 dans le
premier cas et p = 5, g = 2, e; = 2 dans le second.

Exemple1:y?=2% -~z —5et M = (2,1).

Onar=r(b) =4, V5(@4) =2,e =2, =1m =7(5) =16 et
e = 5¢71m(5) = 571 . 16 pour e > 2.

Exemple 2 : y? = 23 — 15z et M = (4,2).

Onar:r(5)=5,u5(@5):2,eo=2,81:2,771=7r2=10et

e = 521, = 257! pour e > 3.

On observera que — dans les théorémes C, D, E — ’on a supposé que
p # 2 et r > 3. L’auteur espeére traiter ultérieurement les cas p =2, r > 3
et p quelconque, » = 2. Comme conséquence du théoreme précédent nous
obtenons le :

TutoriME F. — Soient M = (a/d?,b/d?) un point rationnel de (2.1)
et p un nombre premier impair tel que M (mod p) est non singulier. On
suppose que yp(\flp) =1, \Tlp_llflpﬂ = —1 (mod p?) et 71 = p. On suppose
aussi que les éléments \flm (1 < m < p? — 1 premier & p), sont distincts
deux a deux (mod p?). Alors on a :

1) Lasuite (U,,) est périodique (mod p™) et sa période vérifie Iy = p™

pour tout entier N > 1.

2) Pour tout entier N > 2,

(2.4) \T!pw_l_l(l\/pzv_lﬂ = —1(mod p").

3) Les entiers U,,, (1 < m < pN~=! premiers 4 p) sont distincts deux a
deux (mod p) pour tout entier N > 1.

4) U,, = +1 si et seulement si m = +1.

Preuve. — Voir le paragraphe 6.
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Comme conséquence immédiate de ce théoréme et & la lumiere du
corollaire A et de la propriété de I’ordre d’apparition des nombres premiers,
dans les suites elliptiques (voir commentaire précédent le théoréme B),
on déduit que si M vérifie les hypotheses du théoreme F et si de plus M
(mod #) est non singulier pour tout nombre premier £ de mauvaise réduction
et si on prend pour S I’ensemble des diviseurs premiers de d alors :

mM S-entier = m = £p}* - p%°,

oup; € Setoulese,...,es sont des entiers > 0.

Dans le paragraphe 6, nous traiterons complétement les points S-
entiers sur les courbes d’équation respectives y? = 22 — 13 et y? = 23 4 40
avec S = {2,3,5,7}.

Nous traiterons aussi le cas des multiples S-entiers du point
M = (1/52,(1 + 5k)/5%) sur la courbe y* = z® + 2kx + 25k* lorsque
S = {5} et k entier # 0, (k,5) = 1.

3. Rang d’apparition de p°.

Rappelons d’abord les formules donnant ¢, (M), ¥, (M),w., (M)
valables sur un corps quelconque. On omettra M dans ces formules sauf
dans (3.6).

W, =0,

U, =1,

Uy =2y + Az + As,

U3 = 32* + By + 3B4z? + 3Bgz + Bs

U, =, [2x6 + Bya® 4 5Byz* + 10Bgz® + 10Bga?
+ (B2Bg — B4Bs)x + (B4Bsg — Bg)]

ol les B; sont les polynémes classiques en les A;.
(3.1) WoWom, = ‘I’m(\l’m-#-?\l/?n—l - \I’m—2\1/$n+1)?

(3.2) Uomi1 = Uy WS — Uy 03

(3‘3) U, = _\I’—m»
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Om = ﬂf‘I’?n - q’m—l‘llm+1a
(3.4) {

Yom
Wm = 2\;m - %\Ilm(Alﬁbm + AS‘Il?n),

(35) \I/u+v\Ilu—v = \Ilu+1l1’u—1q’12; - q’v+1\pv—1ql3 (Uwv € Z)7
(36) W, (M) =T™ (M), (nM),
U,, € Z[Ay,...,As,z] sim est impair,

U,./(2y + A1z + A3) € Z[Ay, ..., Ag,z] sim pair.

Cela étant, soit M un point rationnel d’ordre infini sur la courbe :
(3.7) y2+ Arzy + Asy = 23 + Asx? + Agx + Ag, A; € Z.

Soit p un nombre premier tel que M(mod p) est non singulier (ce qui est
toujours vérifié si p divise d).

Le lemme qui suit a déja été démontré dans [7] lorsque la courbe est
définie sur un corps p-adique K, mais avec un modele de Weierstrass court.

LEMME 1. — Soit M = (a/d?,b/d?), avec (a,d) = 1, un point rationnel
d’ordre inifini de (3.7). Soit p un nombre premier tel que p divise d. Alors
p divise U,, si et seulement si p divise m, c’est-a-dire si r = r(p) = p. De
plus, Vp(@p) = 1.

Preuve. — En utilisant les propriétés de ¥,,,(M), on obtient :
mazCm D 4 O‘%(7712—1)—155%(7712_1)_1
4.4+ a9 sim est impair,
U (M) =< 2y + A1z + A3){ %mm%(mz_‘l)

1(m2_4)—
+ﬁ%(m2-4)—1$2(m 4-1

+...+/@’0}

si m est pair.
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D’ou :
1
ma2 ™D 4oy, o daim -1
3(m2-1)-1 )
+---+apd™ "1 sim est impair,
(3.8) U (M)= (2b+ Arad + A3d3){%ma%(m2—4)
"_ﬁ%(m2—4)—1dza%(’"2"4)_1

oot fodm

si m est pair.

On conclut facilement la démonstration. O

Si maintenant p ne divise pas d, alors M (mod p) # oo et

M € E(Fp)ns.- Il est clair que r = r(p) = ordre de M dans le groupe
E(Fp)n.s-

o Si la courbe a bonne réduction en p, Hasse a montré que

|E(Fp)| <p+1+2yp
doncr <p+1+2,/p.
« Sila courbe a mauvaise réduction en p :

p sip est impair et si la courbe a une
réduction additive sur F,;

2o0ud sip=2etsilacourbe a une

|EEp)ns | = réduction additive sur Fp,;

p—loup+1 danslecasollaréduction
sur [F,, est multiplicative.

Dans tous les cas, on a donc r =r(p) < p+ 1+ 2,/p.

Nous allons maintenant démontrer le théoreme B caractérisant ’ordre

~

d’apparition de p¢ dans la suite (¥,,).

Preuve du théoreme B.

Pour tout entier m # 0, on pose m = r™pMn avec hy > 0 et
(p,n) = 1. On a hy = 0 si r ne divise pas m et hg = 1 si r divise m. Nous
allons montrer que

@ 0 si hg =0,
vp(¥m) = {hl +up(W,) sihg=1.
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o Si hg = 0, le résultat est clair d’apres la discussion précédente.
e Si hg =1 et m = rp™n, on procede par récurrence sur h;.
a) Supposons que h; = 0 et m = rn. On a d’apres (3.6) :
w2, (M) = w2 (M)W (r M)

=t an e (SR )

—\IJQ(M)[ "Q_I(M)+"'+Co(\I/,2.(M))"2—1],

Le crochet représente une forme binaire en W2(M), ¢,.(M), de degré n? — 1.
En multipliant cette égalité par dz(’"z"Z‘l), on obtient :

B2, = B2[n200" 1 4 e pd G 2T cod? ()

Comme p divise (I\/T, le théoreme A montre que (p, ¢?T) = 1. De plus
(p,n) = 1, Aot v,(V2,) = v,(¥2) et vp(V,,) = v,(¥,), ce qui fonde la
récurrence.

b) Supposons que h; > 0 et que I/p(\prphln) =hy + I/p(\’I; ) et montrons
que l/p(‘I’,rph1+1n) =e+1+ l/p(\I’ ). Posons k = rp"in. D’apres (3.6), on a

B2,(M) = BE(M) |98 (M) + sp2d'6}, > (M)TE(M)
+ ._+30d2p2—2(\’1‘/i)p2_1:|

ou p divise s,_3. Puisque p divise (I\lk(M ), il est clair que la valuation
des termes figurant dans le crochet a partir du deuxiéme est supérieure
ou égale & 3. Comme p ne divise pas ak(M), on en déduit que la
valuation du crochet vaut 2. D’ou Vp(\I!pk) = up(\fli) + 2 et par suite

(\Ilpk) —l/p(\I’k)+1 =h +1+1/,,(\I! ). O

4. Périodicité des suites elliptiques.

Soit M un point rationnel d’ordre infini sur la courbe :
(4.1) y2 4+ Ajzy + Azy = 2® + Aoz’ + Asz + As, A; € Z.

Soit ¢ un nombre entier > 2, tel que M (mod p) est non singulier pour tout
nombre premier p divisant q. On a le :
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LEMME 2. — Soit ¢ = p'fl ---phs la factorisation de q en facteurs
irréductibles. Alors la suite (V,,) est périodique (mod q) si et seulement
si (¥,,) est périodique (mod pi*) pour ¢ = 1,...,s. Dans ce cas, on a

7(¢) = ppem(m(p*), ... T(p5*))-

On peut donc se borner a étudier la périodicité (mod p¢) lorsque p est
un nombre premier tel que M (mod p) est non singulier et e un entier > 1.
Supposons que p est impair et soient r ’ordre d’apparition de p et r. celui

~

de p® dans la suite (¥,,,). On suppose que 7 > 3.

Preuve du théoréme C.

Pour tout (n, k) € Z x Z, on doit démontrer que
T — knpk?3 e
(4.2) Uir4n = az"b; ¥, (mod p)
avec ao = U, 12/UoW, 11 et b, = \I,ze+1(1\’2/‘1-’7~e+2.
1) On commence par démontrer (4.2) pour k =1 et n > 0.

a) Pour n = 0, on a ¥, = 0 (mod p°) et ¥y = 0, donc (4.2) est
vraie pour n = 0. Ensuite, ¥, 1 = acb. et ¥, , = a2b. Vs, donc (4.2) est
vérifiée pour n = 1l et n = 2.

On fait la démonstration pour n = 3 et 4 en posant h = v,(d), h > 0.
De plus, en traduisant que mM est sur la courbe (4.1), il vient :

D2(T3,) + A1 (G o) (U3,) + Asd®Dn (T5,)?
= (8 V)’ + A2d® (G U)*(T7,) + Asd (G ) (T7,)” + Aed®(T7,)°.
En désignant par M le point M= (a,b), cela montre que w,, = @fn,

Um = ¢mVUim, Uy = WOy, sont les coordonnées homogenes de mM sur la
courbe

v2w + Ajduvw + Asdvw? = u® + Asd®u?w + Asd*uw?2 + Agd®ud.

Considérons cette courbe sur ’anneau Z/p°Z. L’ensemble des points non
singuliers de la courbe forme un groupe et 'ordre de M dans ce groupe est
le plus petit entier m > 1 tel que w,, = 0 (mod p®) et u,, = 0 (mod p°).
Cet ordre est donc r.. On en déduit que pour tout entier m, on a

~

¢Te+m \/I}Te+m = Amd)m‘ljm’
Ur ey = Am@m (mod p°),
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avec Ay, € Z et (A, p) = 1. En particulier pour m = 2, on a :

=03,
¢T‘e+2 \Ijre-}-z = A2 Vo,
are+2 = /\2&}2 (mOd pe), (/\Zap) =1
On en déduit que :

$TC+Z/CI\I$Q+2 = ¢)2\’I}g (mOd pe)7

(4.3) N R
Wr, s \I’i’€+2 = 0,3 (mod p°).
D’apres (3.4), la premiére relation donne :
(L\IJ%H_Z 2 _ a¥3 — ¥ Uy (mod p°)
= = = .
\Il?‘e+2 \IJ2
Comme ¥y = 1, on obtient @re+1q’re+3/‘f’%e+2 = U3/02 (mod p°), d’'ot

Upppy = W7 U/, W3 (mod p°)
= (a2b.U2)?/acb. V2
= agbe(f'i% (mOd pe),
ce qui démontre (4.2) pour n = 3.

De plus, on a

Wy, 1

W 5 Um(A16m + A307)

T ov,,
Vo W2 | — 0,02 1
_ +2¥ m—1 m=2*m+1 — —qlm(A1¢m+A3\Ij$n)7
20, 2
d’ott
N Uy 02, — ‘T’m—Q\I’?n“
Wm =

20, L L ~
—5¥m [dAl(a\Ian L R AgdSq:zn],
Wm @m+2@3n—1 - ‘/I;m—Q‘/I\"?n+1

U3, 2W, U3,

1 ~ A~ ~
-5 [dAl(a T Ui /T2)) A3d3]

~ =, ~ =,
\Ilm+2\1lm—1 - \Ijm—z\ljm+1

20, U3

AW 1 T

1 3
- 5(dAia+ Agd®) + 22
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Or, pour m = r, + 2, on obtient :

a1‘e+2 _ \Ilre+4\Il$e+1 B \I,Te \Ilge+3
TR
— 5(Arad + A3d®) + —— o Tets,
297 .,
De méme, pour m = 2 on obtient :
Gy U202 1 1~ = =
E?B- = —4# - §(A1ad+ A3d3) + 5(1141\1/1\1/3/\1}%
2

En utilisant la deuxiéme relation contenue dans (4.3) et en tenant compte
de ¥y =0,¥; =1,¥,, =0 (mod p®), on obtient :

~ —~

v, 02 1dA T, . O . 1dA,T
Tetd Teqr 4 Z T TTedn Treds U, /208 + = 173 (mod p®)
20,03 2 202 2 203

d’ou

U, (ache)?  1dAjachead¥s U,  1dA; T3

2Wy(a2bWp)3 2 2(a2b,Up)2 204 2 202

(mod p°)

et par suite

@re+4 ldAl‘f’3 Wy ld/h‘i’:’,

2Whatb, 2 202 20i 2 202

(mod p°),

d’ott \/I\ITH‘1 = a4b. U, (mod p°), ce qui démontre (4.2) pour n = 4.

b) Soit n > 4. On suppose que (4.2) est vraie pour tout ¢ tel que
0 <i < n. On va la démontrer pour n en utilisant la relation suivante déja
signalée dans le paragraphe 3 et numérotée (3.5) :

~

(44) \Ilu+v{f’u——v = (I;u-{-l(fju—l(fl% - (I\Iv-l—l\/f’v—l(flqu

e Sin =2k +1 est impair, on prend u =r. +k+1et v =k. On
obtient :

~ ~ = ~ =5 ~ ~ =~
\IlTe+1 - \I/re+k+2\Ijre+k \Ilk - \Ich+1\Ijlc—1\Il

\I/re+2k+1 Tet+k+1"



598 MOHAMED AYAD

Commen >4,onak < k+1 < k+2 < 2k+1 = n, de sorte que I’hypothese
de récurrence s’applique aux entiers k, k + 1 et k + 2, d’ou

v

Te+2k+1a‘€b€\1’1

_ k+2; & PR B 2(k+1) 1233

= af b Vi y2albe U3 — Wiy Wy_1a2F V0203, (mod p°)
et donc :

- — 2k+1p (7 3 3 33 — 2k+1p
\I/TH_%H =a, + be(\I/k+2\I/k - ‘I/k—l‘llk_;.l) =a, + be\Ilgk_H (mod pe).

e Sin =2k est pair, on prend u =r. + k+ 1 et v = k — 1 dans (4.4).
On obtient :

~ ~ = ~ =~ ~ ~ -,
‘I/Te+2k: \IITe+2 - \Ilre+k+2‘1’7'e+k‘1/k—l - "I/k—Q\I’k‘I/re_,,k_,,l'

Comme précédemment, ’hypothese de récurrence s’applique aux entiers k,
k+1et k+ 2. Donc

T 2 T = k+21 T kr .02
\Ilre+2kaebe‘l’2 = ae+ be\I’k-f-?aebe\I’k\I’k_l
T T, A2(k+1)p27,2
dot — Uy WraZ " IB20E, (mod p°),
ou
- o UpoU2  — Wy U2 _
— 2k +2¥ k-1 k=2% k41 _ 92k
U,on =02 b Wi 7, = aZ"b. Uy, (mod p®),

ce qui acheve la démonstration du théoreme dans le casou k=1 et n > 0.

Avant de poursuivre la démonstration du théoreme C dans le cas ou
k =1 et n <0 prouvons d’abord le :

LEMME 3. — On a a%¢b;2 = 1 (mod p°) et U,.,_, = —a b, (mod p°).
Preuve. — On a :

Gor.,, = 0y, 00, 0

3 _ T 313 e
Tet2 * Te Te—1 % Tet1 v = _qlre—laebe (mOdp )
D’autre part on a :

~

~ _ ~ . =~ 9
\IJQTC+1 = \Il,,-e_)_(re_;,_l) = a25+lbewre+1 = age“beaebe\lll = a;“be (mOd pe).

On en déduit que \Tlre_l = —a.""'b; }(mod p?). De plus, on a
Vritrey = V2, , = ‘I,Z(Te—1)+1
= \Il're-Q»I ‘Ilfe_l - le're—l\Ijie
=V, ., ¥3  (modp®),
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donc ag bV, , =, ,, U3 (mod p°), d'ou
age~th, = aebe(—aze—lbe_l)2 (mod p®)

et par suite a’¢b;2 = 1 (mod p¢). On en déduit que ¥
(mod p°).

— -1
Te—p = —Qg be

2) Suite de la démonstration du théoréeme C dans le cas ou k = 1
etn <0.

La relation (4.2) est vraie pour n = —1 d’apres le lemme précédent.
Montrons qu’elle est vraie pour n < —1. Si r. divise n, alors (4.2) est vraie
d’apres le théoreme B. Supposons donc que r. ne divise pas n.

e Si r ne divise pas n, alors r ne divise pas r. = n. D’apres le
théoréme B, on a Vp(@re+n) = up({I\'re_n) = Vp((‘fln) =0.

e Si r divise n, on pose n = rp'n’ avec h > 0, (p,n’) = 1 et
re = rp¥ avec k > h car r. ne divise pas n. On en déduit que
re£n = rpF £rphn’ = rph(p*~" £n’), ce qui montre que (p, p*~P +n') = 1.
Le théoreme B (ii) montre alors que :

Vp((i’rem) = ’/p(\i}re-n) = Vp(i}n)'

Si re ne divise pas n, on en conclut Vp(@Te+n) = V,,(@Te_n) = Vp(\iln) <e.
Par application de (4.2) pour —n, on a maintenant :

(I\l,«e_n = a;"be\i’_n (mod p°®) —ae_"be\fln (mod p°).

Multiplions cette congruence par T On obtient :

Te4n*

)

T . -nL T T e+v. \Ile )
Feon Urepn = g bW Wp, - (mod p©" " Fretn’)

—ae_"be(I\ln\/I\/reJrn (mod petve(¥n)),

I

Comme Vp(\fln) < e, d’apres (4.4),0on a :

(I\]re-Q—n \/I\,Te—n = @Te 1\/I\'re+1\1’2 - \/I}n—l\f/nﬂ@z
U, U, U2 (modp*)

—1\IJTe+1 37, (mOdpe+Vp(‘I/n))'
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En comparant les deux congruences vérifiées par ¥, _ \Ilre +n» ON en conclut

que —a;"b U, U, = \I’re U, +1\Il2 (mod | petvn(n )). Apres division
par \Iln, on obtient —a_"b \Ilr — \Ilre_I\IITGH\I/ (mod p°). En appliquant
le lemme précédent et (4.2) pourn =1, 0on a:

\TITH" = agbe‘i/n (mod p®),

ce qui acheve la preuve du théoreme C dans le cas ou k = 1.

3) Preuve de (4.2) dans le cas général.

Supposons que (4.2) est démontrée pour k > 0 et soit k < 0. On a

~

Tiroyn =~V gy, = —alPEE T, = oo 0

—n = ¥, (mod p®)
ce qui montre que (4.2) est démontrée pour k. On complete la démonstration

pour k > 0 par récurrence sur k, en utilisant le lemme 3. O

Remarque 1. — Plagons-nous dans le cas ou p divise d et soit
h = vp(d). Supposons que e < 2h. Alors :

ac =a” (modp°), be=(b+ %Alad)a%(pze“g’) (mod p°).

Preuve. — Reprenons la formule (3.8) utilisée dans le paragraphe 3 :
ma3(m*=1) 4 a%(mz_l)—ld%%(mz_l)_l +t O‘Odmz—l
si m est pair,
U, = (2b+A1ad+A3d3)( mai(™ =Y 4 By oy 1d2 3(m? =91
-t ﬂodm2—4)
si m est pair.
Cela montre que :
R ma3(™ =D (mod p*h) si m est impair,
v, =

Tm(2b+ Arad)az(™ =4 (mod p?*) sim est pair.

Puisque I'ordre d’apparition de p® dans (¥,,) est ro = p¢ (cf. §3), on a :

~

‘IJT5+1 == (I;pe_'_l
= acbe = (p° + 1)(b+ 1 Arad)as (@ +D*=9)
(b+ L A1ad)az (@ +D*=Y  (mod p),

I
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~

\I/Te+2 = \Ilpe+2
= a2b Uy = (p° + 2)az (DD
=243+~ (mod p®).

On en déduit que a, = 2a?"+3/(b + %Alad)\flg (mod p®). Or
Uy = 2b+ Ajad + Asd® = 2(b+ 3Ajad)  (mod p°).
Donc a, = a?"+3/(b? + Ajabd) (mod p®). Or
b* + Ajabd + Asbd® = a® + Asa’d® + Asad® + Agd®.

Donc b? + Ajabd = a® (mod p°), d’ott a. = a?° (mod p°) et par suite
be = (b+ L Ajad)a?**/2 (mod pe). 0

Avant d’entreprendre la démonstration du théoreme D, rappelons les
notations déja évoquées dans le paragraphe 2

o Pour tout entier e > 1, on note (Z/p¢Z)* le groupe des unités de
Z/p°Z.

o Pour tout v € Z;(u,p) = 1, on note f.(u) 'ordre de u dans le
groupe (Z/p*Z)*.

Preuve du théoréme D.

Soit k. le plus petit entier > 0 tel que

2
(4.6) af =1 (mod p®) et bee =1 (mod ).
D’apres le théoreme C, on a alors pour tout n € Z :
U, roin = aker bet O, = T, (mod p®).
On en déduit que la suite ((I\/m) est périodique (mod p¢) et k.r est une
période de ¥,, (mod p¢). Désignons par m, la période de ¥,, (mod p®)
(c’est-a-dire la plus petite perlode) On a évidemment 7w, < kere. De plus,

e étant une période, on a \IJ,,FMF = \Ilr = 0 (mod p®¢) donc 7¢ | .. Posons
Me = CeTe, AVEC Ce < ke. On a :

~ ~ 2 ~ ~
— c —
Uriin =V pogn = at" b0, =¥, (mod p°).
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2 2
En faisant n = 1 puis n = 2, on obtient afbe® = 1 et a2°be° = 1 (mod p°),
2
d’oll afe =1 et be° = 1 (mod p°) et par suite ¢ vérifie (4.6). Comme k, est
minimal on a k. < ¢, et finalement k. = c. et e = keTe.

Prouvons maintenant l’assertion sur le lien entre k. et 6.(a.). La
relation aZ¢b;2 = 1 (mod p®) (prouvée dans le lemme 3) montre que
6. (be) divise 26.(a.), dou k. < 20.(ac). On a a* = 1 (mod p®) et
bfz = 1 (mod p®), donc 6,(a.) divise k.. Finalement, on a k. = 6.(a.) ou
ke = 26.(a.).

La derniere assertion du théoreme D se démontre comme suit.
Supposons que ke = 26.(a.). Alors 6.(b.) ne divise pas 6.(a.). En
tenant compte de 6.(b.) | 26.(a.), posons O.(a.) = 2"u, avec u impair
et 0.(be) = 2"*! o/ on u' divise u. Si h > 1, alors bzg(ae) = bz%"z =1
(mod p®) car h+ 1 < 2h et v divise u, d’ott k. = 0.(a.), ce qui contredit
I’hypothése. On en déduit que h = 0, 8.(a.) est impair, 6.(b.) = 2u’ et v’
divise u.

Réciproquement si 0.(a.) est impair et 0.(b.) pair alors 6.(b.) ne
divise pas 0. (a.) ; donc k. = 26.(a.) ce qui achéve la preuve du théoréme D.

Remarque 2. — Ward a énoncé le résultat suivant [12, th. 28.1].
Soit (h,) une suite elliptique telle que ho et hz # 0. Alors chacune des
conditions suivantes est nécessaire et suffisante pour que h,, soit périodique
de période n.

(i) hn+n:hn, ("=0,17~--»77);
(11) hn—n = —hy, (n =0,... 777)7
(iii) hyj24n = —hn, (npair,n=0,1,...,1n/2).

Le résultat reste vrai (d’aprés Ward) si on entend par périodicité la
périodicité (mod m) et ou les égalités (i), (ii), (iii) sont remplacées par des
congruences (mod m) et olt on suppose hg et hg premiers & m.

L’exemple qui suit montre que 'on doit faire des réserves sur la
condition (iii). Considérons la suite elliptique construite a partir de la
courbe 42 = 2% + 5 et du point M = (—1,2). La suite (\Tlm) est périodique
(mod 5) de période n = 10 et on a, modulo 5 :

‘/I}OZO, {1\’121, \/I;2=4, (1\1353, ‘1\/4.:_3,
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On a (I\’n/2+1 = Vg =2 (mod 5) et U3 =1 (mod 5), ce qui contredit (iii).

En utilisant la méthode de démonstration utilisée pour le théoréme C,
on peut prouver le :

TuEoREME 1. — Soit 7 le plus petit entier > 0 tel que :

~

U,=0, U, =0;=1, Uryp=T, (mod p°).

Alors 7 est la période de (\/I\lm) (mod p®).

5. Relation entre 7, et me ;.

On suppose que p est impair dans ce paragraphe. Les lemmes qui
suivent serviront & démontrer le théoreme E, mais ils peuvent aussi
avoir un intérét en eux-mémes. Le lemme 5 sera d’ailleurs utilisé dans
le paragraphe 6.

LEMME 4. — Soit p un nombre premier impair. Pour tout u € Q, on
note vp(u) la valuation en p de u. Soit a € Q. Alorson a :

vpla-1)=e>1 = Vp(ape-l):e—}—f.

LEMME 5. — Soient k, \,e € Z, avec e > 1 tels quer. {n. On a:

Uprreys = (—Unr,_, ) EFE=D (@, )3+ (mod pPe),

Uirre y = —(=Wspo ) B (@, )3RE=D (mod pBe),

__k?’)\\'f’e+" = (—\I’IA’/’e—l \II/\T'e-}—l )%k(k_l) ( ie*’n ) (mOd pz(e_"P(‘I’n)))’
\I;n \Ijn

T T T 1 — T ~
\Ilk/)\\’l‘e+n = (_\I,ﬁ"e—n \Ili\z‘e%—n)Zk(k 1)(lll),\\7‘e+n)k (mOd p3(€—Vp(‘I’n))).
Wn \II"l \Pn ‘I’n

En particulier, si r ne divise pasn, on a :

U . . Lk(k=1) , T k
.i:\\ﬁ = (—\Il)\re—l\p/\re+1> : (&) (mOd p2€),

v, v,
\I}kkrﬂ,n _ (_ SV \PATe+n)%k(k'l)<‘I/z\re+n )k (mod pSe)
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Preuve. — Les dernieres relations, valables pour r divisant n, se
déduisent immédiatement des précédentes puisque dans ce cas v,(¥,) = 0.

Supposons que 7 ne divise pas n et que le lemme est demontre pour
k > 0 et soit k un entier < 0. En utilisant la relation \IJ = —\I!_m, on voit
que les deux premieres et la quatrieme relations sont vraies pour k. Pour la
troisieme relation on procéde comme suit. On prend (u,v) = (n, Ar.) dans
la relation de récurrence (4.4). On obtient

~ ~ ~ ~ =5 ~ ~ =
\Ijn—l-)\re\lln—/\re = ‘I’n—l-l\pn—l\p)\re - \IlAre+1‘IJ/\re—1‘Ijn,

~ ~ - ~ ~, 9
‘I,n+/\re\1’n——/\re = _‘IJ/\TC+1‘I’)\re—1lIIn (mOdp e)
et par suite

~ ~

\Iln+)\re lI’n—)\re
v, v,
qui équivaut au cas particulier ¥ = —1 de cette troisieme relation. Cela
étant prouvé, pour k < 0O on a

- _\f,mJA\f,m_l (mod p2(e—vp(\1/n>))

(I\/k/\re_,_n _ \’I\I(—k)/\re—n
v, v,
T 5 —lk(—k—l) {I\I)\ e—mn —k e—v, T
= (-On B ) (_®_> (mod p2(e=+»@a))
—n

puisqu’on a supposé que le lemme 5 est vrai pour —k (car —k > 0). On en
déduit que :

@ R - Lh(k+1) , W —k =
_-__kire+n = (—\Ilkre—1 ‘I")\re+1) ’ ( ire"'" ) (HlOd pQ(e_Vp(an)))'
v, v,

Falsant appel au cas partlcuher k = —1 prouvé ci-dessus pour remplacer
\I/n AT, /\I!n par \I/n+,\re/\lln, on obtient

E’ere . =~ ~ 3k(k+1) T \1k
et — <_\IJ)\T'e—1‘II>\Te+1) ? [_\I/Are+1\1/>\re-1 <—n,j——>L) ]
v, v,

~ ~ Lk(k+1) ~k Uy, . Nk
= (_\I//\Te—llp)\‘f‘e+1) ’ <_\II)\7‘e+1\I,)\Te—1> (#1>
v,

~ ~ Lk(k—1) , O k ~
= <—‘I’,\re_1‘1’,\re+1) ’ (%) (mod p*(e=¥»(¥m))),

n

ce qui démontre le lemme pour k < 0.



SUITES ELLIPTIQUES 605

Démontrons maintenant le lemme pour & > 0. Les relations contenues
dans le lemme 5 sont évidentes pour k£ = 0 ou 1. On peut donc supposer
que k > 2. Pour les trois premieres relations on procéde comme suit.

Dans la relation de récurrence (4.4), nous prenons successivement
(u,v) égal &

(k= DAres1, Are), (k= D)Are—1,Are), (k= 1)ATesn, Are)
et nous obtenons :

(I\Ik)\re+1(1\’(k—2))\re+1 = ‘T’(k—l)xr6+2‘f’(k—1)Are‘T’§r6

- ‘T’,\re_l (I;)\re+1 ‘T’?k—l),\re“v
\T’we_l‘f’(k—z)/\re_l = ‘f’(k—l)Are‘T’(k—l)/\re—z@?\re

- \/I\I/\re_lifl)\re_;_l ‘T’%k—l),\re_l
(I\jk/\re+n\/l;(k—2))\re+n = ‘T’(k—1),\re+n+l‘T’(k-1)/\re+n_1 ﬁ\lirea

- (I\I)\'I‘e-l‘:l\’)\'rg-{-l (I;%k—l)/\re.H{

On en déduit que :

{I\"k,\re+1 = _\/I\'/\re_l(l})\re+1\’I;(k—l))\re+1/(l\’(k—2)/\re+1 (mod p*),
‘:I\’kkre_l = _(I})\"'e—ll/I;/\TE+1\/I)(k_l)Are—l/\/I}(k_z)Are—l (mod p3e)7

~ - ~ 2
\Ilk,)\\""e+n = (WATC_1WATC+I) <\Il(k_1)>\re+n/‘lln) (mOd pz(e_yp(i’\n))).

v, \/I\I(k—Q))\re+n/<I\ln

On continue la démonstration par récurrence sur k. Pour la quatrieme
relation, on utilisera la formule de récurrence & trois indices suivante :

~

~ ~ ~ ~ ~ =~ ~ =~
\I’u+v‘I’u—v\Pt = \I’u+t\1lu—tqjv - \Ilv+t\I/v—t\IJu-

(Cette formule se déduit de (4.4) en remplacant \/I\'u+t\/1\1u_t et \/I\Jwt\’f!v_t par
leurs valeurs, et reste valable en remplacant ¥,, par ¥,, pour m = u,v,t,
u+wvuxt,vEt.) Prenons dans cette formule v = Are, u = (K — 1)Are +n
et t = n. Nous obtenons

Uirresn P h-2)Aresn U2 = Uk 1)ar s k= 1)rre Uar,

~ ~ =9
- \IJ/\Te-}—n ‘Il>\7'e—'n. W(k—l))\"'e+n ’
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d’ol1

Wirrern Yh=2Arein  Y(k=1)Aresan Y(k—1)Ar,

- (T
T, v, v, v, v,
_ \I’)\re+n (I\l)\re-n (‘Il(k—l)/\re+n)2
v, U, ¥—n '

L’hypothese p # 2 et . { n nous donne

‘T’k/\reﬂ U k—2)Aresn
v, v,
= Drrein (‘I’Am ‘I’A:e_n> (‘I’(k—pxmn )2 (mod e+ (F)
v, v, ¥,

¥y

d’ol, puisque {I\’(k_g))\re+n/‘l/n est une unité (cf. théoreme B)

\/I)k/\"'e«}—n — (_ {I\,/\Te+n {I\l)\re——n)
v, v, U,
(‘I’<k—1>m+n )2/‘I’<k—2>m+n (mod p:s(e_up(@n)))
v, v,

et on termine la démonstration par récurrence sur k. O

En faisant £ = 2 dans les deux dernieres relations contenues dans le
lemme 5, nous obtenons le résultat suivant.

COROLLAIRE 1. — Si r, ne divise pas n, alors, pour tout A € Z, on a :

\II)\re—n \Il>\7'e+n

e S = B, (mod p O,

Comme conséquence du lemme 5 nous obtenons I’énoncé suivant.

LEMME 6. — Soit r 'ordre d’apparition de p et r. celui de p® dans

la suite (V). Soit eg = vp(V¥,). On conserve des définitions de Ge,Ge1
données dans le théoréme C. Alors on a pour e > eg

2

@es1 = af (mod p™), ber; =02 (mod p°Tt).
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Preuve. — En utilisant le lemme 5, on a :

Qe41 =v re+g/“Il2 Pret1
(— re_1@r+ )zp(p Hyr \Ijé_p

Te42
T2 (=T,, )2 D(T,, ) 2P (mod p**)
TP PGP (mod p*)

Te42 Te+1
e+1)

=a? (modp
De méme, pour b1, 0n a :

bet1 = @ireﬂ\f’?/@prcn
= (-, , ¥, )PP (W2 /U2 )P (mod p*).

De plus, d’apres le théoreme C, on a :

~ ~

W Y, = —a;lbe@_l - aebe Uy = b? (mod p°).

Elevant 4 la puissance p, on en déduit que :

~

(=¥r._ ¥ryy )P = B2 (mod p°*Y).

D’autre part, on a U2 \Ilg / @re +2 = be. Puisque p est supposé¢ impair, on

a donc :

Te41

bes1 = (b22)2P=Dpp = p2° (mod p°tY). o

LEMME 7. — (On conserve les notations du lemme précédent.) Soit k.
le nombre défini dans le théoréme D (i.e. ke = m./r.). On a:

1) si eg > 1, alors pour tout e tel que 1 < e < eg, on a ke = ke_1 ou
ke :pke—l

2) si eg > 1, alors pour tout € > ey, on a Oei1(aet1) = Oc(ae) et

Oct1(bes1) = 0 (b8) = 0.(be) ou b (be)/p-

Preuve. — Supposons que e > 0 et soit 1 < e < eg. On veut comparer
ke et ke—1.Onaa) = - =ae=""=@a¢, €t by =--=b. =+ = b,
Il est clair que ¢ (ae) = Be—1(ae—1) 0u Oc(ae) = phe_1(ae—1). On ale méme
énoncé avec b, bo_1.
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On doit considérer les quatre cas suivants :

. ee(ae)ZGe—l(ae—l)y .s ee(ae)z e— 1(a€ 1)7
® {ee(be>=96_1<b6_1>; (i) {ee(be>= Ple1(be_1) ;
oy [ Oe(ae) = ple_1(ac—1), [ Belae) =P e—1(@e-1),
(i) {0e<be):ee_1<1be_1>1; (”){ c(be) = pBe1(be_1).

Nous avons vu précédemment (théoréeme D) que, pour tout ¢ > 1, on a
ki = 0i(a;) ou k; = 20;(a;).

(a) Si ket = 0c_1(ac_1), posons ke_; = p"2%u et Op_1(be_y) = p" 20w/
avec b’ < h, ¢’ < ¢ et u' | u. Dans les cas (i), (ii) on a 0.(ac) = ke = ke—1.
Dans les cas (iii), (iv) on a 0.(ae) = ke = pke—1.

(b) Si ke.1 = 20._1(ac_1) posons k._; = 2p"u avec u impair,
Oc1(be—1) = 2p"u avec B’ < h et v/ | u. Dans les cas (i), (i) on a
ke = 20.(ac) = ke—1. Dans les cas (iii), (iv) on a ke = 26, (ae) = pke—1.

2) Soient e > eg, he = 0.(ac) = cp™ avec ¢ | p—1 et h < e — 1. Soit &
un générateur de (Z/p*+1Z)*. Alors :

)\(P—l)pe-l_h

a. =& ¢ (mod p®) avec (A he) = 1.
Donc :
Ap—=1) e—1-n 1ype—1
ae=¢ ¢ tulp—1)e (mod p°*') avec p=0,1,---,p— 1.
Maintenant, le lemme 6 montre que
)‘(p—l) € _h -1 e )\(p—l) e_h
Gepr=al=¢ © L £ ¢ (mod p°*tt),

A0t 01 1(aer1) = cph = Be(ae).

Le raisonnement fait ci-dessus est encore valable si on remplace dans
les énoncés a.q1 par bey1 et ae par b? car ber1 = (b2)P (mod p¢t1). On
conclut donc que :

Oc-+1(bet1) = 0c(VE) = Oc(be) ou be(be)/p-

Cette relation entre Ocy1(bet1) et 6e(b.) montre qu’au-dela d’un certain
rang, b. est une racine (p — 1)-iéme de 'unité dans Z/p°Z.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoreme E qui
représente le résultat fondamental de ce travail.
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Preuve du théoréme E.
Soient eg = up(\/I\lT), a; = (I\’r+2/62‘/1\,7~+1 = = a,. S0it 01 = 01(ar).

o Sieg > 1, soient ey = v,(a' — 1) et e; = inf(eq, e2). On a 0;(a;) =
-+ = 0¢,(a1) = 1. On sait que k. = 0.(a.) ou ke = 260,(a.) (théoréme D).

Le lemme 7 (1) montre que k3 = -+ = ke, donc m = - =m,,. Si
de plus e; = ez < eg, le lemme 7 (1) joint au lemme 4 montre que
kei+1 =DPkeys .. key = Pkeg—1 dONC e, 41 = PTey, ..., ey = PMeg—1-

« Supposons maintenant que e > ey et montrons que k.41 = ke, ce qui
impliquera ey = pmre puisSque Teq41 = ket17e+1 = ke(pre) = p(kere) = pre.
Le lemme 7 (2) montre que O11(aet1) = Oc(ae) €t Oor1(ber1) = Be(be) ou
Oct1(bet1) = Be(be)/p. On distingue différents cas en tenant compte de la
relation k; = 6;(a;) ou k; = 26;(a;) valable aussi bien pour ¢ = e que pour
i=e+1.

(a) ke = 0c(ae) et Oeq1(betr1) = Oe(be). Dans ce cas eyq(bey1) divise
Oct1(aet1), donc key1 = ke.

(b) ke = 20.(ae) €t Oeq1(bet1) = Be(be). Dans ce cas 0.(b.) ne divise
pas 6.(a.). On a Ooi1(ber1) = Oe(be) | 20c(ae) = 20ct1(aet1). De plus
Oer1(bes1) ne divise pas Ocy1(aer1), donc key1 = 20c41(act1) = ke-

(¢) ke = Oc(ae) et Oey1(ber1) = Oe(be)/p. Alors Oe(be)/p = Oer1(bet1)
divise 20.41(@et+1) = 20.(a.). Comme 6.(b.) divise 6(a.), on

Oc(be)/p | Be(ae), 00 Oty (bey1) divise Oeq1(aer1) €t key1 = Ke.

(d) ke = 20c(ac) et Oeq1(bes1) = Oe(be)/p. Alors Oe(be)/p = Ocy1(bes1)
divise 20¢11(aet1) = 20c(ae). De plus 0.(b.)/p ne divise pas 6.(a.). Donc
fe(be)/p ne divise pas Oey1(aes1), 00 key1 = 20c41(aet1) = 20c(ace) = ke.

6. Points S-entiers sur les courbes elliptiques.

Preuve du théoréme F' .

~

1) On a m = p et vp(¥,) = 1. D’apres le théoréeme E, on a donc
Iy = p~ pour tout entier N > 1.

2) L’affirmation (2.4) est vérifiée pour N = 2 par hypothése. Supposons
que (2.4) est vraie au rang N — 1 avec N > 3, c’est-a-dire :

~

\IIPN_z_l\TIPN_zH = -1 (mod p"¥71).
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En utilisant le lemme 5 avec k = p, A =1 et e = N — 2, on obtient

~

\IJPN—1+1 = (—‘/I\/pN—z_1)p(p—'1)/2((I\pr—2+1)p(p+1)/2 (mod p3(N_2)),

~ ~

Uonv-1_q = —(—\I/PN—z_l)p(p+1)/2(\/ﬁpz\z—z+1)p(p_l)/2 (mod pg(N—Z))
d’our :

—{I\’pN—J_l(I\’pN—l_‘_l = (—\/I\IpN—2_1{I)pN~2+1)p2 (mod p3(N_2)).

Or3(N—-2)—N=2(N-3)>0,donc:

~ ~

(—\I’pN~1_1(I}pN—1+1) = (—‘IIPN—Z_I\/I;pN—Z_i_l)pz (mod pN).
Maintenant ’hypothese de récurrence nous donne :

—\’I}pN—l_l\’I;pN—l_‘_l =1 (mOd pN)

3) En tenant compte de la périodicité (mod pV) de (V,,) prouvée
dans 1), on voit qu’il est équivalent de montrer la proposition suivante :
pour tout entier N > 1 et pour tous entiers m et n premiers a p, on a
V,, =¥, (modp")=m=n (modp").

Supposons que 3) n’est pas vérifiée et soit Ny le plus petit entier > 0
tel que 3) n’est pas vérifiée, c’est-a-dire il existe m,n € Z, premiers & p tels
que m # n (mod p™°) et ¥,, = ¥,, (mod p™°). En vertu de I'hypothése
faite sur les classes (mod p?), on peut supposer que Ny > 3.

On a ¥,, = ¥, (mod p™~1), donc m = n (mod p™o—1). Posons
m=n+ApNo~l (\,p)=1,\=kptl=¢=1,---,(p—1)/2.On a:
U,=0, = \TInHkPﬂ)pwo_l = @ninNo_l (mod p™°).
On en déduit que (I;‘pNo—lJrn = T, ou \f’pro—lﬁn = VU_, (mod pMo).

Quitte a remplacer n par —n, on peut supposer qu’'on a le premier cas,
c’est-d-dire ¥¢ v, = ¥, (mod pNo). Comme 7 = p ne divise pas n,
P n
on a WU, No—1, /¥, =1 (mod p™°). En appliquant la quatrieme formule
P n
contenue dans le lemme 5 avec k = p, A = £ et r, = pNo~2 on obtient
modulo p3(No—2)

= ~

Ve, mo-tyn _ YppNo-2)4n
\Ijn \IITL
1
(_ ‘I’pro_z+n ‘I’pro_z_n ) 3p(p=1) ( ‘I’szo_2+n >p
Uy, U,

~

Il
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Cette congruence est valable (mod p™°) car 3(Ny — 2) — Ny > 0.

L’application de ce méme lemme avec k = ¢, A = 1 et r, = pNo—2
nous donne modulo p?(No—2)

~ ~ . ~
\IJIZPNO_z_M _ (_ VUono-2_p Wpno—24,\ 26(6-1) (\Ileo—2+n)£
= = —_ ),

)
|

=

v, U, Un

)
|

‘I/pNo—2_n _ (_ ‘/1\/pN0—2_n (I\IpNo—2+n ) Le(e-1) (_ \/I\leo—z_n )l
v, v, v, '
On en déduit que :

Z;;1\"0_2+n ZpNO_z—n

=

Vn ¥y
_ ( ‘/I\/pNg—-Z_n {I\/pNO—z_,_n)e(é—l)( (I\IPNO—Q_n {I\/pN0—2+n)Z
- v, v, v, v,
= (— \IJprﬁz_n ‘PPNE_2+" )lzmod J
v, v,

Ces congruences restent valables (mod p™°). Revenons au calcul de
W ,No-14n,/¥n. Nous obtenons :

~
~

~ L2 ~
q,leO_l+n _ (_ \IJpNO—Z_n \IJPNO—2+n>'2'£ p(p_l) (‘I/leO_2+n

5 3 ) (mod p™°).

=< =

v, v,

Comme r ne divise pas n, d’apres le corollaire 1 ci-dessus avec A = 1 et

re =pNo=2 ona:

& ~

pNo—2_n \I/pNO—2+n =~

= =

~ 2(No—2
v, v, _‘I’pNo—z—n\PpNO_2+n (modp( ’ ))'

Par suite, comme 2(Ng — 2) > Ny — 1, on déduit de la relation

~

_\I,pNO_,_,_I\f;pNO_QH =1 (mod pMNo~1)

prouvée dans 2), identité (2.4), la congruence :

“I/pNi—z_n \I/pzvi—z_,_n =1 (mod pNO—l).
v, v,
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Alors il vient :

(— \IJPN,O:L" ‘IIPNE_ZHL)I) =1 (mod p™°).
v, v,
D’ou, puisque (p — 1) est pair :

o~ ~

\Ile”lﬁ)_l“”‘ = (we"lio_:)J“" )p =1 (mod pj)).
\Pn \I]n

Posons X = (\/I}gpNo—z_'_n)/‘/I\/n. On a XP —1 = 0 (mod p™°). De plus
X =1 (mod p™~2), car p¥o~2 est une période de (¥,,) modulo pNo—2.
Comme (X — 1)(XP~1 4+ XP~2 + ... + X + 1) = 0 (mod pM°) et
XP 14 XP24...4X+1=p (mod p?), on a X =1 (mod pNo—1),
Cest-a-dire Wyono 24, = U, (mod pNo~1), ce qui contredit le caractére
minimal de Ng.

4) Supposons que \f’m = +1. Quitte & remplacer m par —m, on peut
supposer que m > 0. On a (m,p) = 1 car p divise \/I\Ip. Pour tout entier
N > 1, on fait la division euclidienne de m par p’v. On obtient m = pNk+ty
avec 1 <ty <pN-let (ty,p)=1.0Ona+l=1U,, = {I\ltN (mod p™).

e Sion a le signe ‘+’, on obtient 1 = U, = \TltN (mod p"). D’apreés 3),
on a donc ty = 1 pour tout N > 1, d'oum = 1.

o Sion alesigne ‘—’, on obtient —1 = {I\Jpzv._l =T, (modp"), dou
ty = pV~! —1 pour tout N > 1 d’apreés 3). On en déduit que, pour tout
N >1,onam=p"k+p" — 1, ce qui donne m = —1.

Finalement, on obtient m = £1. L’implication réciproque est évidente
puisque ¥; = let ¥_; = —1, ce qui achéve la démonstration du théoreme F.

Nous allons maintenant donner quelques exemples d’application de ce
théoreme F.

a) Multiples S-entiers de M = (1/52%,(1 + k5%)/53) sur la courbe
y? = 23 + 2kz + 25k? avec k entier # 0 et (k,5) = 1.

Le lemme A montre que 5 divise le dénominateur de mM pour tout
entier m # 0. Considérons les multiples de M qui sont S-entiers avec
S = {5}. On a le résultat suivant :

TutoriEME 2. — Soient M = (1/52, (1 + k5%)/5°) avec k entier # 0
non divisible par 5. Soit S = {5}. Alors les multiples S-entiers de M sur la
courbe y? = 23 + 2kz + 25k sont £ M.
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Preuve. — On applique le théoréme F avec p = 5. On pose
V,, =519, (M). On a :

Uy =2(1+k5%) =2 (mod 5%),
Ug = 3+ 12k5* 4 8k25% = 3 (mod 5%),
Ty = 4(1 + k5Y)(1 + 2k5° — 16k35'2 — 8k*5'6) = 4 (mod 5%).
On en déduit, par récurrence sur m, que \Tlm = m (mod 5%). Puisque ici

d =5, le point M (mod 5) est non singulier, r = r(5) = 5 et up(@5) =1
d’apres le lemme 1. De plus on a :

\/1;5_1\/1\/54.1 = (1\’4(1}6 =24 (mod 54) =-1 (mod 52).

Puisque U,, = m (mod 5%), alors les éléments ¥,,,, 1 < m < 53 — 1 sont
distincts deux a deux (mod 5%), de sorte que les hypotheses du théoréeme F
sont vérifiées. On en déduit que ¥, = +1 implique m = 1.

Supposons maintenant que mM est S-entier et posons m = 5°m/,
avece > Oet (5,m’') = 1. Sie > 1, alors 5M est S-entier. En tenant compte
de Vp(@5) = 1 et en utilisant le corollaire A, nous obtenons U5 = 45.
Quelques calculs (mod 5°) donnent :

Ty = 2(1 + k5%),

Uy = 3(1 + 4k5%),

Uy = 4(1 + k5%,

U5 = 0,03 — U3 =5 — 196k5* (mod 5°) # +5 (mod 5°).
On en déduit que e = 0, m = m/ et @m = %1, d’ou m = %1 en vertu du
théoreme F.

b) Points S-entiers sur la courbe y? = xz* — 13.

Cette courbe est de rang 1 sur QQ, sans torsion et son groupe des points
rationnels est engendré par M = (17,70) (cf. [4]). Le théoréme F s’applique
a cette courbe et a ce point pour p = 3. Pour tout nombre premier ¢,
le point M (mod £) est non singulier. On a ici d = 1 et ¥y, = U, (M).
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Quelques calculs modulo 27 nous donnent :

._.
il

, \T!z =15, @3 = -3, @4 = -2, @5 = -7,

Ug=-10, Ug=-9 Uyg=-8 Uy =-—
Upp=-12, Uy3=—11, Uy =11, TU5=12, Uig=4, U;;=8,
Vig=9, V=10, Upo=-13, Uy =6, Up=7, TVy=2,
@24 =3, @25 = -5, @26 = -1 (mod 27).

Cela montre que les éléments ¥,, pour 1 < m < 26 et (m 3) =1 _sont
distincts deux & deux (mod 27), et on a Vg(\Ilg) =1let \113 1\P3+1 \112\114 =
—1 (mod 9), ce qui vérifie les conditions du théoréme F. On en déduit que
@m = *+1 implique m = 1. On a alors le résultat suivant.

THEOREME 3. — Soient S = {2,3,5,7} et M = (17,70). Les points
S-entiers sur Ia courbe y? = 3 — 13 sont :

85289 | 22858837
5272 26-53-73)'

+M = (17,£70), +£2M = (24

Preuve. — On a \flz = 22.5.7, ce qui montre que M est d’ordre 2
dans les groupes E(Fs3),.s, E(Fs) et E(F7). Donc T, =0 (mod 2) (resp.
mod 5, mod 7) si et seulement si m = 0 (mod 2). De méme U, =0 (
mod 3) si et seulement si m =0 (mod 3).

Soit m un entier rationnel non nul. Supposons que mM est S-entier
et posons m = 2"3"2m/ avec (m/,6) = 1. Si hy > 1, alors 2M,...,2M M
sont S-entiers d’apres le lemme A. Le point 2M est effectivement S-entier
puisque \Tlg = 22.5.7. Le point 4M ne |’est pas puisque \/1}4 = 23.5.7-22858837
d’ot hy =0ouh; =1.0n a \fl3 =3-17-4861, donc 3M n’est pas S-entier
et hg = 0. L’application du lemme A montre que m’M est S-entier donc
U,, = +1, d'ott m’ = +1 d’aprés le théoreme F et par suite m = 1, £2.

c) Points S-entiers sur la courbe y? = x3 + 40.

Cette courbe est de rang 1 sur @, sans torsion (cf. [4]). Son groupe
des points rationnels est engendré par M = (6,16). Cette courbe a
mauvaise réduction en 2, 3,5 et le point M est singulier (mod 2). D’apres le
théoreme A, 2 divise V¥,,, pour tout entier m # =+1.

Cette courbe a été étudiée dans [1]; certains arguments seront
d’ailleurs repris de [1]. La méthode utilisée ici est différente puisque nous
faisons usage du théoreme F avec p = 5. Pour tout entier m # 0, on pose
U,,(6,16) = 26", avec ¥,, impair. On a le :
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LEMME 8. — Les exposants e(m) sont donnés par :

{ $(m? —1) si m est impair,
e(m) =

im?+M+2 sim=2Mn (avec M > 1 et n impair).

Preuve. — Voir [1].

THEOREME 4. — Soit S = {2,3,5,7}. Les points S-entiers sur la
courbe y? = 3 + 40 sont :

+M = (6,£16), +2M = (—2—2,1%)-

Preuve. — Soit m un entier # 0. Supposons que mM est S-entier et
posons m = 2°! - 32 . 5% . 7¢4m/ avec (m’,2-3-5-7-) = 1. Le raisonnement
fait dans [1] montre que e; = 0 ou 1, e; = e3 = e4 = 0. L’application du
lemme A montre que m’ M est S-entier, donc @m, = (:!:2)%(’"/2‘1) d’apres le
corollaire A et le lemme 8. L’entier m’ étant impair, on a m’ = £1 (mod 4).
Posons m’ = 4k + 1 et supposons que k # 0. Puisque (m’,5) = 1, on peut
rejeter lescask =1, m' =4k +1let k= —1 (mod 5), m' = 4k — 1. Reste &
considérer les cas suivants :

(i) Si £k =1 (mod 5) et m" = 4k — 1. Dans ce cas on a d’une part
m’ = 3 (mod 5) et d’autre part on a (m'? —1)/2 = 0 (mod 4), d’ou
U,y = 2571 = 41 (mod 5), ce qui contredit le 3) du théoréme F.

(ii) Sik = -1 (mod 5) et m' = 4k+1 on arrive aussi & une contradiction
puisque m’ = —3 (mod 5) et ¥,y = £1 (mod 5).

(iii) Si k =2 (mod 5) et m’ =4k + 1 on a (m'? —1)/2 =0 (mod 20),
donc U, = +23(m*-1) = 11 (mod 5%). D’autre part k = 2 (mod 5)
implique & = 2,7,—3 (mod 25), donc m' = 9,4,—11 (mod 25) et
U, Z +1 (mod 25), ce qui contredit le résultat ci-dessus.

(iv) Si &k = 2 (mod 5) et m' = 4k — 1, on a d'une part
m'’ = 2 (mod 5). D’autre part (m'?2 — 1)/2 = 0 (mod 4) donc
U, = +25(m*=1) = 41 (mod 5), ce qui est contradictoire.

(v) Si k

~

—2 (mod 5) et m' = 4k + 1, on a dune part
m/ —2 (mod 5). D’autre part (m’? —1)/2 = 0 (mod 4) donc
U,y = +25m°-1) = 4] (mod 5), ce qui est contradictoire.
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(vi) Si k= -2 (mod 5) et m' =4k —1,0n a k = —2,-7,3 (mod 5?),
donc m’ = —9,—4,11 (mod 25). D’autre part (m’? — 1)/2 = 0 (mod 20)
donc ¥,,, = +23(m°-1) = 41 (mod 52), ce qui est contradictoire.

(vii) Si k=0 (mod 5) et m’ = 4k 4+ 1. On pose k = 58X\ - N > 1 avec
()‘75)=1

o Si A est impair, alors (m2—1)/2 = 2 (mod 4) donc ¥, = £23(m*=1)
# +1 (mod 5). D’autre part, m' = +1 (mod5) donc ¥, =
+1 (mod 5), ce qui est contradictoire.

e Si X est pair on pose k = 5V - 2ME et m/ = 5N2M+2E 4+ 1 avec
M >1et (K,5) =1. Ona (m'? —1)/2 = 5VN2M+2(5NoM+1p2 4 |/
donc U, = 230"~ = 41 (mod 5V+1), ce qui est contradictoire
am/ =5V2M+2E £ 1 (mod 5V,

Finalement on obtient k = 0, m’ = &1 et m = +1, £2.

7. Quelques questions relatives aux suites elliptiques.

a) Considérons la suite de Fibonacci Fy =0, F} =1 et
F,=F, 1+ F, o pourn>2.

Désignons par r(p®) ordre d’apparition de p® dans cette suite et par 7(p°)
la période de cette suite (mod p¢). Dans [10], D.D. Wall pose la question :
«a-t-on 7(p) # m(p?) pour tout nombre premier impair ? »

Plusieurs auteurs ont abordé ce probleme et cette inégalité a été
vérifiée pour tous les nombres premiers p tels que p < 109 (cf. [14]). En fait
pour cette suite particuliére on a :

r(p) = r(p®) <= n(p) = n(p°) < F,_(3)=0 (mod p°).

P

11 est prouvé dans [15] que si 7(p) # 7 (p?), alors le premier cas du théoréme
de Fermat a lieu pour ’exposant p.

Revenons aux suites elliptiques. L’existence du rang e; dans le
théoréme E montre que si 7(p) = m(p?), alors 7(p) = r(p?), Pimplication
réciproque étant fausse.

Question. — Une suite elliptique étant donnée, existe-t-il un nombre
premier p tel que r(p) = 7(p?) ? L’ensemble de tels nombres premiers est-il
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fini? Si cet ensemble est non vide, que dire du sous-ensemble formé des
nombres premiers tels que 7(p) = 7(p?)?

b) Considérons les suites linéaires (U,,) telles que Up 42 = kUpt1+ Uy,
avec k € Z et (Up,U;) = (0,1). Soient p un nombre premier et n(p) la
période de (U,) (mod p). Pour tout £ € Z/pZ, on définit la fréquence de ¢
comme étant

fEp)=#{n]0<n<n(p)—1, Uy =£ (modp)}.

Soit F(p) l'ensemble des fréquences (mod p) des différentes classes
modulo p. A. Schinzel [9] a montré que sip > 7 et pfa(a® +4),0on a:

F(p) ={0,1,2} ou {0,1,2,3} si n(p) Z0 (mod 4),
={0,2,4} si 7w(p) =4 (mod 8),
={0,1,2} ou {0,2,3} ou {0,1,2,4}
ou {0,2,3,4} si n(p) =0 (mod 8).

J. Pihko [8] a obtenu un résultat semblable lorsque (Up,U1) = (2, a).

Question. — Une suite elliptique étant donnée, on définit comme
ci-dessus les fréquences des classes (mod p). A-t-on un énoncé semblable
pour une telle suite ?
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