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SOLUTION FORMELLE GEVREY D'UNE EQUATION
SINGULIEREMENT PERTURBEE :
LE CAS MULTIDIMENSIONNEL

par Mireille CANALIS-DURAND

1. INTRODUCTION

1.1. Présentation du probléme.

Considérons 1’équation différentielle singulierement perturbée :

d
1) e~ =G(§ z,0,€)

dx
ol G est une fonction analytique des variables £,z et a sur D = D(&g,71)
x D(0,72) x D(ag,r3) CC* x Cx Cavecry, 72, 73 >0€C"x Cx C
et Gevrey 1 en € pour € € S (S secteur d’ouverture strictement inférieure
am).

Cela veut dire qu’on associe de maniere unique a la fonction G une

série formelle en € : > T'p(&,z,0) € ou les fonctions I'p(§,z, ) sont
p>0

analytiques sur D et telles que :
dK, L>0/||T, |lp < K L? p!
Soit S = {(¢,z) € C™ x C / G(&,z,00,0) = 0} la courbe lente de
I’équation singuliere.
Nous faisons les hypothéses supplémentaires :

Mots-Clés : Equations différentielles — Développements asymptotiques — Séries Gevrey.
Classification A.M.S. : 34E05.
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o Il existe une application x — ¢(z) analytique sur un voisinage ouvert
I de 0 dans C, & valeurs dans C", telle que :

#(0) = &o
et Vz, x € I, G(¢(z),z,ap,0) = 0.

e La fonction analytique définie par u(z) = D1G(¢(z),z,a0,0)
est telle que u(0) posséde 0 comme valeur propre simple et

2 (detu(e))amo #0.

Dans cet article, sous une hypothése supplémentaire (H), détaillée
plus loin, nous allons montrer que les solutions formelles en ¢ de 1’équa-
tion différentielle singuliere sont Gevrey 1 [7]. Ce résultat constitue une
généralisation de [2] qui traite 'exemple de ’équation de Van der Pol et de
[3] qui traite du cas unidimensionnel. Pour cette généralisation, nous nous
sommes placés dans les hypothéses ot G. Wallet démontre ’existence de so-
lutions surstables [10]. Remarquons que le caractére Gevrey 1 des solutions
formelles permet également, par des procédés de sommation approchée ins-
pirés des théorémes de sommation [4], [5], [8], d’obtenir 1’existence de telles
solutions modulo une décroissance exponentielle ainsi que les véritables
solutions comme on le montre dans [2] sur un exemple .

Y. Sibuya a démontré le caractere Gevrey des solutions formelles
dans le cas ol la partie linéaire de 1'équation perturbée est inversible [9].
Nous allons montrer la propriété Gevrey dans le cas d’une partie linéaire
singuliére et ceci par des méthodes de majorations directes.

1.2. Un changement de variable.

Redressons la situation en effectuant le changement de variable :

€ €

L’équation (1) devient alors :

dz oG
(2) ezr_ = ’LL(.T)Z + a%‘(fﬁ(fﬂ)»x,ao,o) - ’(/)(.’IJ) + 6F(Z,w,a,e).
La fonction G est une fonction analytique des variables &,x et a sur

D(&o,71) x D(0,72) x D(ao,73) et Gevrey 1 en € pour € € S. De plus, la
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fonction ¢ est analytique sur I et ¢(0) = &, il existe donc un réel r, » > 0

tel que ¢(D(0,7)) C D(&,7'), 7' < %

Ainsi, 9(z) est une fonction analytique sur D(0,r) et F(Z,z,a,¢) est
une fonction analytique de Z,z et a sur D | &, %) x D(0,7) x D(0,r3) et

Gevrey lenepoure€ S, |e|< 1.
1.3. Découplage des équations.

Nous utilisons un résultat de V.I. Arnold [1] relatif aux formes
normales afin de découpler ’équation (2).

THEOREME 1. — Soit Hy le supplémentaire stable par u(0) de ker u(0).
1l existe, sur un voisinage U de 0 dans C, des fonctions analytiques A, p, A :

A:U—C avec A\(0) #0
p:U — GL,(C)
A:U— GL,_1(C)

telles que, quel que soit ¢ dans U, I'endomorphisme x — p(z)u(z)p(z)~!
se décompose dans ker u(0) + Hy sous la forme suivante :

s = (V0.

Notations. — Le théoréme 1 permet, par le changement de variable
Y = p(z)Z, de transformer ’équation (2) par projection sur ker u(0) + Hp
dans C x C" !l en:

cdu

dz = x/\(m)yl + g(x, Y1, 9, a, 6) . %
i i ouY = 7
e(—i% = A(z)g+7‘l($, ylag7 a, 6)

Nous faisons I’hypothése supplémentaire (H) :

oG

e (6(0),0,00,0) ¢ Ho.
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Ainsi, la fonction définie par s(z) = p(a:)g—g:Y (¢(x),2,0,0) |ker u(0) €St

telle que s(0) # 0. Le systeme différentiel que nous étudions s’écrit donc :

e% = zk(z)y1 +a s(z) — ¥1(z) + € G(x, 1,7, a,€)
(Ea) ._
f% = A@)g+at(z) —v2(2) + € H(z, 41,8, 0,€)

ou s, t, A, Y1 et 1 sont des fonctions analytiques de z et les fonctions G
et H sont des fonctions analytiques des variables z, y1, 7, a et Gevrey 1
en €.

2. SERIES FORMELLES

Nous allons chercher les solutions formelles de (E,). Nous appelle-

rons :
N kpl N k
y1=§ € f a=§ € ag

k>0 k>0

et dans C"~1 :
= 3 g 2
Y= Zekfk avec fr = (fiiy- I)-
k>0
Nous voulons déterminer les coefficients ax de la série a, les fonctions
fi(z) définies en tout point d’un voisinage de 0, coefficients de la série 3

et les fonctions fi(z) définies en tout point d’un voisinage de 0 dans C™~1,
coefficients de la série g.

Injectons 41, ¥ et & dans 1’équation (E,) et identifions les puissances
de e.

2.1. Le terme constant.
Nous avons :
0 = zA(z) f3 () + aos(x) — ¥1(z)

0 = Az)fo(x) + aot(z) — Y2(a).
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Comme f3(z) ne posséde pas de péle en x = 0, il vient :

o s(z) , (@)
0="20) et i) = 13 (s(x))

ou A est 'opérateur : A(v(z)) := M

fo(e) = A71 (@) (¥2(2) — aot(x)).

Remarquons que les fonctions f§ et fo sont holomorphes au voisinage de 0.

2.2. Le probléme formel associé.

Soient Z 9p(Y1,7,2,0)€P et Z hp(y1,9, z,a)eP les séries formelles

associées aux fonctlons GetH Gevrey 1 en € pour ¢ € S. Ces séries

formelles sont & coefficients analytiques en (y;,%,,a) dans un voisinage
V de (f3(0), f0(0),0, ao) dans C+2.

Le systéme (E,) se ré-écrit alors formellement (Fy) :

dyl

G = P@0E - FE)+0) @) +e Dol
W = A@)(@) - fol@)) + () e~ a0) + X lon gm0l

Et en développant les fonctions analytiques g, et h, par rapport aux

variables (y1, 7, a) au voisinage de (f2(z), fo(x), ag), on obtient le systéme
différentiel dans C{z}([e]] :

(3)
G(ill:l; = zA(z)(y1(2)— fo (2))+s(x)(a—ao)+e Z apqr(2)€P (y—fo)*(a—ao)”
p,q,720
p
& A @)~ o) HH(E) =00 e Y Frar()ePy=fo) (a-ao)"
»,q,720

ol q:= (q1,--,qn) e (y — fo):= (y1 — f5) " (2 — £§)%..-(yn — fF)I".

D’aprés les hypothéses faites sur G et H, il existe £ positif tel que
Vp,q,r > 0, les fonctions apqr €t Bpqr sont analytiques pour x dans D(0, §).
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Pour ce systeme différentiel, nous allons montrer que les solutions
formelles g1 et y dans C{z}[[¢]] et @ € C[[¢]] sont Gevrey 1 en e. Nous
aurons ainsi résolu le probléme formel associé.

3. FORMULES DE RECURRENCE

Nous nous plagons dans le cadre formel et nous étudions les équations
(3) et (4). Les fonctions analytiques k,s, fo,0pqr, Bpqr,t €t le nombre
complexe ag sont des données du probleme. Nous rappelons que nous
cherchons & déterminer les coefficients aj, de la série @, les fonctions fi(z)
définies en tout point d’un voisinage de 0, coefficients de la série y; et
les fonctions fi(x) définies en tout point d’un voisinage de 0 dans C*~!,
coefficients de la série .

3.1. Notations.

Pour k > 0, notons G4 (respectivement Hy 1) le coefficient de €* -
considéré comme une fonction de z - dans :

€ Z gp(ﬁl) ﬁa Z, &) €p
p20

( respectivement dans :
€ Z h’P(yAl’ :[7’ z, d) ep) .
p20

. Hypothése : Comme les majorations des fonctions fi, 2 < [ < n,

seront identiques, nous supposons sans perte de généralité que n = 2.
° Expression de Gg41 :
k
Gr+1 = Z Bp
p=0
ou By =akpp et pour0<p<k-—1:
k—p k—p—(q1+r) k—p
Bp = Z Z apqwerql,qz,jr,k—p + Z apqlorﬂql,o,j,-,k—p
q1+r=1 g2=1 q1+r=1
k—p

+ Z aPOQ2OQO,Q2,01k—P'
q2=1
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On notera : f;, le produit des fonctions f;, fi,...fi, et 0;, la somme

11+ ...+ k.
. _ 1_ 2_ -
Qg1,2,5rk—p = E , f 0, f i, S
Tig, -}-aia2 +0j,.=k—p
Q ; = f1—~ a:
q1,0,jr,k—p = ig, Yir

Oig, T, =k—p

- 2.
Q0,42,0,k—p = E : f igg”

Tigy=k—p

3.2. Les formules de récurrence.

THEOREME 2. — Avec les notations précédentes, les coeflicients ag,
fi(z) et fr(z) sont uniques et s’obtiennent & l'aide des formules de
récurrence suivantes :

' (0) — Gi41(0)

(5) Qg1 = S(O)
1/ -G
() (@) = {(@)A (fi—’“*> (2)
s
ot A est opérateur : A(v(z)) := M
() fer1(@) = A1 @) ('), — Hi1 — ansa )(2).
Preuve. — Identifions les termes en facteur de e¥*! dans ’équation
3):
(@) = 2M(@) fiy1 (@) + 3(2)aks1 + Grpa (z)
ainsi :
(@)= Gen@
1 _ s(z) s(x)
fia(@) = Az) x

Afin que fi_,(x) soit définie en 0, nous avons :

¥(0) — Gr41(0)
5(0)

Ak+1 =
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et

s(z 10
faz) = )‘((m))A (fk ( >s( Sm(w))

ou A est 'opérateur défini précédemment.

Identifions les termes en facteur de e**! dans ’équation (4) :

fi(@) = A@) frs1(2) + a1 t(z) + Hir (2)
ainsi :
fer1(@) = A7H(@)(f'y — His1 — age1 1)(2).

Les fonctions f} 41 et fk+1 sont holomorphes au voisinage de 0.

4. THEOREME DE MAJORATION

On va effectuer des majorations directes sur les formules de récurrence
obtenues dans le théoreme 2.

4.1. Les données du probleme.

Soit p un réel positif non nul strictement inférieur au minimum des
rayons de convergence des fonctions analytiques définies précédemment.

On prendra, pour les majorations, les normes suivantes :
Il f& ll, ==sup | fi(z) | pour z € D(0,tp)

Il e Il := Max]| ff ||, pour 2<1<mn

| Alle, == Max|| Ay ||, pour 1 <4,j <n-—1

Soit ¢ un réel dépendant de p qui vérifie les inégalités suivantes :
¢>2, ¢> p/2 et c majore les normes suivantes :

SR 5 Il s wwa s A1, 5 0o L, 5 1l Booo I,
H)\ ) sl s il
el 0 fo s W foll, 5 laol,e

De plus, c vérifie || apqr [, < cPHAFT plot | g |:= g1 + ... + gn (et de
méme pour les fonctions Bpqr).
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4.2. Les outils de la démonstration.
4.2.1. Lemme de majoration des dérivées [6].

Soit f analytique sur un disque de rayon p, soit to € [0,1[ et soit
k>0:

M
Vt7t05t<1, ”f“tps(l—t)k
Y
vito<t<1, | f], <M ELDe
y L0 > ) tp — (1_t)k+1p‘

4.2.2. Majoration de || A(f) ||

Soit f analytique sur un disque de rayon p, soit ty € ]0,1[. On a alors :

2
Vito<t<1l, |A() llsp < — I fllspr
plo

4.2.3. Combinatoire.
° Appelons Si » la quantité :

Sk,n = z 11' ZQ'Z}C'

B4tie = n, 51210621

Nous avons la majoration :

Skn <4F1 (n+1 k)l

Cette majoration se montre par récurrence sur ’entier k. Nous avons :

Son=1U(-11+2 (=4 ..+ n-2!2+n-1)11<4((n-1)

Supposons la majoration vraie jusqu’a 'ordre k, k > 2.

n—k n—k
Skttn =P U Sknt <Y U4 (n+1—1—k)
=1 =1
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or
n—k
doll(n+1-1—k)l<4(n—k)
=1

donc

n—k
Skrrn <4 N U (n4+1-1-k)! < 4F (n— k)
=1

) Appelons T, la quantité :
n—1
T =Y ¥ (n—k).
k=0

Nous avons la majoration :

en effet :

4.3. Majoration de ay, f] et fi.

Nous supposons que la constante ¢, définie précédemment, vérifie de

lus-c>£etc>i
P p pto’

D’apres les formules de récurrence (5), (6) et (7), nous avons :

1/ 3
-G 2c
0 1 BN
=) do e IS T
1/ 5
1 S 0 —G1 . " 2¢
1 )\ < S ) ou ” f]. “— (l—t)
4¢°

H=AYfo—Hi—ayt) dou | fi]I<

1-t)
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4.4. Le théoréme de majoration.

TukorEME 3. — Soient p et ¢ définis précédemment et soit ty réel,
0 < to < 1. Quel que soit t € [to, 1], les séries 3 fi(z)e*, pour 1 <i<n
k>0

sont Gevrey 1 pour x € D(0,tp) et 3 axe* est éevrey 1. Plus précisément,
k>0

quel que soit k > 1 :
Mk
1-tF

lax | < k!

Mk
e
(1-t)*

Mk
1-1)*

Il fe llep <

I fo lly, < k!

ol M = 14c%e®e.
Preuve. — D’aprés les formules de récurrence (5), (6) et (7),

I~ Gy .
a1 = 7(0) doi|agrr |< e (I 7 Ny + 1 Grn llyy)

S fll—Gk 1 . /
fen =34 (—k—s—+—> o || fia ly < € (£ g+ 1l Gt lsp)

ferr = A" (Fo — Hipr — axt) do || faga lyp < ¢ (I Fi Nl + 1l Higr Iy,
+laks1 | [t 1;,)-

On est donc amené & majorer || Gk+1 |5, €t || Hi+1 |l;,- Le choix de
la constante ¢ permet de donner une méme majoration des deux quantités
précédentes.

De plus, la preuve du théoréme va découler du lemme suivant :
LEMME 1. — Soit (u,)n une suite définie par :
uy; donné et up41 < a (n+1) up + Py, , u,a,F>0

alors

Unt1 Sug M™ (n+ 1) ot M =a+ 8.
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La preuve de ce lemme est triviale et on appliquera le résultat de ce
lemme 2 la suite ux, = Max(|| fi Il;,, | fx ll.,)-

4.4.1. Majoration de || Gk+1 |,

LEMME 2. — Soit uy = Max(|| fi llp0 I fr ll;,)- SiI'on suppose que u

k
est majoré par une quantité du type annoncé, a savoir -9 % k!, alors :
I Grsr llyy < yur oty =13c%€.
Preuve du lemme.
k
| Gr+1 ”tp < Z ” BP ”tp
p=0
k
Il Bkl < c* k!
etpour 0<p<k-1:
k—p k—p—(q1+r)
IBoll, < Do D ot el Qg g ks Il
q+r=1 g2=1
. kp
+ D PPl Qg 0k Dy
q1+r=1
k—p
+ cp+q2p!” QO,qg,O,k—p ”tp‘
g2=1
e Or:
1. g2
” Q‘Ily‘lzyjr:k_P “tp S Z ” f quf ;{z air ”
Tigy ¥Oup, Foir=k=p ’ ”
M*P v ey s
Il Qa1,02,50 k5 Il < e > R AR AR TR R

Cig, +o +0j,.=k—
19y iggy ar P
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D’apres la notation Sy, 44,+r,k—p du paragraphe (2.2.3), nous avons :

M*-P
! Qg1 ,92,5r k—p “tp < (_fT)’“_? Sq1+gz+r,k—p-

D’apres les majorations du paragraphe (2.2.3), nous avons :

k—p :
I Qa41,02,5r k- Iz < A-oF 4utaetr=l(k—p+1—q —gz—7)l.

o De méme, nous avons :

| Quosis by < 30 I Y, 05

I,
Tigy +05.=k=p

Mk—p +r—1
” qu,O,jr,k—p ”tp S m 4T (]C “p+ 1- q1 — 7')'

o Et également :

” QO,qz,OJC—P “tp < Z ” fz_

ez Iy,

Tigy =k—p

MFE-P _
I Q0,g2,0,6-p ll;, < m 427 (k—p+1—go)

En reportant les inégalités précédentes dans I’expression de B,p, il
vient :

_ p k k—p
I Byl < (c(lM t)) plc (1A_4t)k Z (4c)B+r=1

q1+r=1
k—p—(q1+r)
Y (4% (k-p+1-(q+7)— )
q2=1
p k—p
ce(l1—1t) M* _
le — 4e)2t T (k—p+1-— !
+< i ) pc(l—ﬂkm%;fc) (k—p+1-(q1+7))

_ P k k-p
+(C(1M t)> P!c(l—A:IT)E D[ (k—p+1l-g)

g2=1
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D’apres les majorations du paragraphe (2.2.3), nous avons :

P k k—p
c(1—-1t) M _
| Bp ||tp§ < I ) plc 1-oF 4c ee E (4Nt (g _pit1— (g +7))
qat+r=1

c1-t)\? Mk
+2( v ) p!cme4 (k—p).

Enfin :

M* e(l—1t) ?
Il Bp Il < 6c%ede A—0F ( pl(k —p).

Et :

Mk p=k—1 c(l _ t) p
I Grially, < F KR! + 62> —— ) pl(k — p)!
4 1=t = M

Mk.
1-v*

Ainsi @ || Ges1 [y, < v uk avec v = 13c2e8e

I Gt lly, < k! + 6%

2 k! car c < M.

4.4.2. Fin de la preuve du théoréme de majoration.

Les expressions de f; 41 et de fr41 nous donnent :

4
Cc
[ flg+1 ”tp < m(k +1) up + c3’yuk

I feta lly, < (1 + C) (k+1) uk + (c+ ) yuk.

D’apres la définition de uy et puisque ¢ > 2, nous avons :

4 3

uk+1 (] )(k 1) Uk

a-t"*

Il résulte du lemme 1 que :

t+ Sy \*
Uk41 < (—(l—_t—)) (k+1)u
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c5
(1-1)

(140568c)k+1
Uk41 < W(k + 1)L

D’apres la valeur de 7y et puisque u; = , on conclut que :

De plus, |axs1| est inférieur & || f1 ||, , ce qui termine la preuve du

’ N tp ’
théoreme.
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