DENIS FEYEL

ARNAUD DE LA PRADELLE
Capacités gaussiennes

Annales de l'institut Fourier, tome 41,n°1 (1991), p. 49-76
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1991__41_1_49_0>

© Annales de I'institut Fourier, 1991, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de I’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1991__41_1_49_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
41, 1 (1991), 49-76

CAPACITES GAUSSIENNES

par D. FEYEL et A. de LA PRADELLE

INTRODUCTION

Nous poursuivons ici I’étude commencée dans [FLP5], [FLP6], [FLP7],
en considérant les espaces de Sobolev W™ (E u) pourr > 1,p > 1, ol p est
une mesure de Radon gaussienne centrée sur un espace localement convexe
E, par exemple la mesure de Wiener. Ces espaces sont définis par récurrence
sur 7. Notons que pour nous, la différentielle f'(z,y) est définie sur £ x E
et non selon l'usage sur E x H ou H désigne ’espace de Cameron-Martin.
Cela permet d’éviter ’emploi des puissances tensorielles de H, et de rester
plus proche du calcul différentiel classique en dimension finie.

On définit alors les espaces naturels £'(E,c,,) de fonctions c,p-
quasi-continues pour la capacité c,, associée a la norme de W™ (E,p),
ce qui simplifie ’étude fine de ces fonctions (méme en dimension finie). Le
théoréme d’équivalence de normes de Meyer permet de plonger W™P(E, )
dans L'(E, c,p), d’olt résulte par exemple que toute forme linéaire > 0 sur
WTP(E, u) est représentable par une mesure.

Le résultat clef de cet article est le principe des quasi-normes du
paragraphe II (théoréme 6) montrant la quasi-continuité pour tout (r,p)
des semi-normes p-mesurables et finies p-presque partout. Entre autres
applications, on retrouve la loi du logarithme itéré hors d’un ensemble
mince.

Mots-clés : Mesures gaussiennes - Mesure de Wiener - Analyse stochastique - Espaces
de Dirichlet - Capacités.
Classification A.M.S. : 31 - 28 - 60.
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On démontre que les capacités c,, sont tendues sur les compacts, ce
qui simplifie, améliore et corrige nos résultats antérieurs ([FLP6]). Si E est
quasi-complet, il en résulte aisément ’existence de fonctions indéfiniment
différentiables & support compact (cf. 10.d).

On étudie au paragraphe III la notion de quasi-isomorphisme linéaire,
qui échange les mesures gaussiennes et les crp-quasi-continuités. Par exem-
ple, P'espace du bruit blanc est canoniquement quasi-isomorphe & ’espace
de Wiener. On a plus généralement des quasi-isomorphismes non canoni-
ques (exemple des séries de Fourier-Wiener). La notion de pseudo-isométrie
(application 15.d) permet de montrer que I’espace H de Cameron-Martin
est mince.

Au paragraphe IV, on introduit les espaces de Sobolev & valeurs vec-
torielles ainsi que les espaces de fonctions quasi-continues correspondants.
Cela permet par exemple de montrer facilement que les solutions d’E.D.S.
ont des versions dont c,,-quasi toute trajectoire est continue.

Cela permet aussi d’aborder au paragraphe V I’étude de la propriété
de Nikodym. Toute fonction c,,-quasi-continue posséde une propriété de
Nikodym plus ou moins forte vis-a-vis de tout sous-espace de Cameron-
Martin de dimension finie. A noter que méme pour les espaces de Sobolev
classiques en dimension finie, ces derniers résultats ne semblent pas connus.

Nous avons ajouté deux appendices : le premier donne une démons-
tration simplifiée du théoreme d’équivalences de normes de Meyer, et
I’étend aux fonctions & valeurs dans certains espaces de Banach, ce qui
est utile pour les propriétés de Nikodym. Le deuxiéme appendice précise

une propriété plus ou moins connue des espaces lusiniens.

Notons que la formule (P;f)' = P;(f') semble inhabituelle, ce qui est
di & ce que dans la partie droite, P; est appliqué sur ’espace E x E puisque
notre différentielle est définie sur E x E.

Les résultats de ce travail ont été partiellement résumés dans des
notes aux Comptes Rendus de Paris ([F2], [FLP5], [FLP7]).

I. RAPPELS DIVERS ET DEFINITIONS

Une fonction f sur un espace localement convexe E est cylindrique
si elle est de la forme f = ¢ o7 ol 7 est linéaire continue de rang fini. Si
I’on peut prendre ¢ a support compact, on dit que f est & base compacte.
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Enfin f est dite élémentaire si I’on peut prendre ¢ de classe C* & support
compact.

Si p est une mesure de Radon bornée sur la tribu borélienne de E,
les fonctions élémentaires sont partout denses dans L!(E, u).

Dans toute la suite, p désigne une mesure de Radon gaussienne
centrée sur un espace localement convexe E.

Si f est élémentaire, on pose
f'(z,y) = Lim;o(f(z + ty) — f(x))/t
qui est définie sur E x E et est linéaire en y. Puis, pour p €]1, +o0|,

vary(f) = / @) Pdu(@)duy);  ep(f) = vary(f) + / | IPd.

On note W'P(E, u) le complété abstrait des fonctions élémentaires
pour la norme ||f|l1, = (ep(f))}/?. On note aussi N,(f) la norme usuelle
de f dans LP.

1. PROPRIETES.

a) les contractions opérent sur W'?(E, u);

b) lapplication f — ((z,y) — f'(x,y)) se prolonge par continuité sur
W1P(E,u) a valeurs dans LP(E x E,u ® p);

c) vary(|f|) = var,(f) (caractére local);

d) si f est constante sur A C E, on a f'(x,.) = 0 pour p-presque tout
TEA;

e) W'P(E, u) s’injecte canoniquement dans LP(E, ).

On obtient les propriétés a) 4 d) en adaptant les démonstrations des
propositions 26 et 29 de [FLP6]. La propriété e) nécessite une démonstra-
tion spéciale : si f,p et ¥ sont élémentaires, on a la relation

/ / V(@) (2, y)dp(z)duy)
- / / F@) @' (3, 2) - (@) (2, 9)]du(z)du(y)

(intégration par parties en dimension finie). Soit f, une suite de fonctions
élémentaires, de Cauchy dans W'P(E, u), et tendant vers 0 dans LP(E, p).
La formule montre que la limite de la suite f; dans LP(E x E,u ® p)
est nécessairement 0. Par suite e,(f,) tend vers 0, et f, tend vers 0 dans
W1P(E, u), d’ou le e).
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On identifiera W'P(E, i) & son image canonique dans LP(E, p).
Par récurrence, on définit les espaces W™P(E,u), 7€ N,p>1:

f appartient & W™tLP(E, i) si et seulement si f € WP(E,pu) et
fre WNP(E X E,p @ p).

On pose alors
19101 = 152, + [ 157

11 est clair que les W™ (E, u) sont des espaces de Banach.

L’espace H' (premier chaos de Wiener) est ’adhérence de E’ dans
L%(p). On a N,(f) = ap||fl|lu+ pour toute f € H', avec
(0) a? =2°2T((p+1)/2)/V/7 et b, =a,
ou q est 'exposant conjugué de p. Le dual H de H' est I’espace de Cameron-
Martin.

Le semi-groupe P; d’Ornstein-Uhlenbeck associé & p peut étre défini
par la formule de Mehler (cf. [Mel], pp. 181, [Me2] et [Su]) :

(1) Pf(z) = / F(ze + ys)du(y)

pour f borélienne > 0, avec ¢, = e~ %, sy = 1/(1 — ¢?). Larelation c2+sZ = 1
montre que pour toute f u-mesurable, f(xzc; + ys:) est u ® p-mesurable et
de méme loi que f, de sorte que le théoreme de Fubini s’applique au cas
f>0o0u f € LY(E,p), et P,f est u-mesurable. Nous verrons (th. [5]) que
P, f est en fait beaucoup plus réguliere.

2. THEOREME (cf. [Su]). — Pour toutes f € LP(E,pu) et t > 0, on
a P.f € W™ (E, u) pour tout r. De plus P, opére en semi-groupe fortement
continu de contractions de W™P(E, ).

Démonstration. — On cherche d’abord une constante K telle que

”Ptfnlp < KNp(f)

On a pour f élémentaire :

2) (PufY (@) = e [ £+ s u)duty)
Pintégration par parties fournit (avec k; = ¢;/s)
(3)

(P.f) (z,u) = ki /(y,U)f(zct +ysi)du(y) = k: /i(y)f(zct + ys¢)du(y)
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ou u € H' est associé & u € H par le théoréme de représentation de Riesz,

I(Pef) (z,w)| < kebplfll e [P(1fIP)] ()7 < kebpllulla [Pi(] £IP)] ()"
puis
(P f) (@)llar < Kby [Po(| £IP) ()
soit

/ (P (2,9)Pduy) < (apbper/s:)P P 1P) ()

et le résultat par intégration en z (a, et b, sont définies plus haut).

Ainsi P, envoie L? dans W'P. Notons 13t le semi-groupe associé a la
mesure pu ® pu, on 4 la relation (évidente) Pi(f')(z,u) = (Pif) (z,u) d’ou
P’on déduit aussitot par récurrence sur 7 que P, f appartient & W™ (E, u).

P, contracte W™ (E, u) : c’est évident pour r = 0, d’ou le résultat
par récurrence a l’aide de la relation évidente (mais inhabituelle)

(Pf) = Buf)

Soit f € W™ (E, 1), quand t — 0, P, f et toutes ses dérivées jusqu’a
Pordre r convergent dans LP(E, u), d’ou la continuité forte.

II. PRINCIPE DES QUASI-NORMES

3. DEFINITIONS. —  a) Soit f une fonction > 0 s.c.i. sur E.

On pose
crp(f) = Inf{||hll;p/h > f, h € WP(E, p)} < +o0.

La convexité uniforme de W™ (E, u) assure que la borne inférieure est
atteinte des qu’elle est finie. Comme p est de Radon, on voit alors aisément
que ¢rp(sup, fa) = sup, ¢rp(fa) pour tout ensemble filtrant croissant (fy)
de fonctions s.c.i. > 0. Posant alors

crp(9) = Inf{crp(f)/ f s.ci. > |gl}
pour toute fonction g : E — R, on constate que c,, vérifie 'inégalité de
convexité dénombrable.
b) On dit que A est c,p-polaire si ¢,p(A) = 0, que A est p-mince si A
est c,p-polaire pour tout r > 0, et mince s’il est p-mince pour tout p > 1.
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Une propriété a lieu c,,-quasi-partout (resp. & peu prés partout) si elle a
lieu hors d’un ensemble c,p-polaire (resp. mince).

¢) On note L' (E, ¢,p) 'adhérence des fonctions cylindriques continues
bornées avec la semi-norme c,p.

L’espace L'(E, c,p) est le quotient de L'(E,c,,) par le sous-espace
des fonctions nulles c,,-quasi-partout. C’est un espace de Banach.

d) Un ensemble est c,p-quasi-ouvert s'il est de la forme {f > 0} avec
f € LY(E, crp). Une fonction & valeurs dans un espace topologique est c,p-
quasi-continue (resp. & peu prés continue) si les ensembles {f € G} pour G
ouvert sont c,p-quasi-ouverts (resp. si elle est c,,-quasi-continue pour tout

(r,p)).

4. Remarques. — a) Pour 1’étude générale des espaces L!(E,c), on
pourra se reporter & ([F] et [FLP1]). Ces espaces jouent le role d’espaces
de fonctions continues, en particulier, leurs duals sont des espaces de
mesures. Nous verrons plus loin que W™ (E, u) s’injecte canoniquement
dans L'(E, c;p).

b) Par définition méme, tout élément de L!(E,c,,) est majoré en
module par un élément de W™ (E, ).

c) L’application (r,p) — crp est croissante en chaque variable. En
particulier ¢cop = Np < crp. :

d) La mesure p charge tous les c,,-quasi-ouverts non c,p-polaires : il
suffit en effet de recopier la fin de la démonstration de la proposition 31 de
[FLP6].

5. THEOREME. — Pourt > 0,p > 1,7 > 0 et f u-mesurable > 0,
posons

P} f(z) = /* f(xey +yse)du(y)
et

P.f(z) = / F(@er + yse)du(y)

alors on a P} f = P, f c.p-quasi-partout. De plus c,,(P;f) < KNy(f), ou
K ne dépend que de (t,p,r). Enfin, si f € LP(E,pu), la fonction P;f est
définie hors d’un ensemble p-mince et appartient N, L(E, c,p).

Démonstration. — Si f est élémentaire, on a

crp(Bif) < Pl flllrp < KNp(f)
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ou K ne dépend que de (t,p,r). Par densité, ce résultat s’étend a toute
fonction cylindriquement mesurable et bornée. Il est clair que chaque
mesure £, P; est de Radon, de sorte que 'inégalité s’étend au cas ol f
est borélienne bornée. Soit f > 0, f bornée nulle u-presque partout, et g
borélienne bornée > f, [gdp =0. On a P} f < Pyg, et c,p(P;g) = 0, donc
Py f est nulle ¢,,-quasi-partout. Si f est > 0, soit f, = inf(n,f). On a
Crp(Pifn — Pifm) < KNp(fn — fm). Alors si Np(f) < o0, la suite P, f, est
de Cauchy dans L'(E, c,p), de sorte que sa limite simple P; f appartient &
L'(E,crp). Par suite ’ensemble {P;f = 400} est p-mince.

Si f est seulement > 0, P;f est ¢,p-quasi-s.c.i. pour tout (r,p).

Si f € LP(E, ), on applique ce qui précede & f et f~.

6. THEOREME (principe des quasi-normes). —  Soit q une fonction
sous-linéaire > 0, u-mesurable et finie u-presque partout. Alors q appartient
a W'P(E, p) pour tout p > 1. De plus q appartient & L'(E, c,,) pour tout
(r,p). Ces propriétés s’étendent & toute fonction f u-mesurable finie et
g-lipschitzienne sur le sous-espace {q < +00}.

Démonstration. — On applique le résultat de Fernique ([Fr], [Fr2]) &
la fonction ¢(z) + g(—z), donc g € N,LP(p). Alors Piq € N, L1 (¢rp) par le
théoreme 5. On a P;q(z) = [* gq(zc, + ys:)du(y) < cig(z) + 8¢ [ gdp pour
tout z, et de méme : c;q(x) < q(zcr + yst) + q(—yst), donc

ca(@) < Praz) + s, / adp.

On en déduit d’abord que ’ensemble Z = {¢ = +o00} est mince. Ensuite
l|g — €' P{*q| < e's; [ gdu converge uniformément vers 0 sur E\Z quand ¢
tend vers 0, donc g € N, LYH(E, ¢rp)-

Par ailleurs, reprenant la démonstration du théoréme 2, on a par
densité pour u € H et pour p-presque tout z

(4) (Pig) (z,u) = ky / (v, ) [a(ze + yse) — q(ze)] duy)

donc
(Pra) (2,0)] < ceapllullrNy(q)
puis
/ (Pua) 5. Pdity) < (apbyer? [ aPa

et
Np((Ptq),) < apbpcth(q)'
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Quand ¢ tend vers 0, on voit que P.q a une valeur d’adhérence faible dans
WP nécessairement égale  q, et ¢ € W'P(E, ).

Soit f g-lipschitzienne de rapport a, on a
[f(zer +yse) — fzed)| < ag(yse)
pour z et y € Ey = {¢ < +o0}, donc

[P (@) - f@)] < ac's; [ adp.

Par suite P, f converge vers f dans N,,L!(E,c,p). On a aussi

Np((Pf)) < aapaqeiNy(a),
d’ou l’on tire comme plus haut f € N,WP(E, u).

Remarques. — a) Il est amusant de noter qu’en dimension finie cela
donne une nouvelle démonstration du résultat selon lequel une semi-norme
A-mesurable sur R™ est toujours continue (A mesure de Lebesgue).

b) En particulier les translatées u-mesurables de g sont g-lipschitzien-
nes.

7. LEMME (loi de tout ou rien, cf. [Fr2]). — Soit F un sous-espace
pu-mesurable de E. Alors p(F) = 0 ou pu(F) = 1.

Démonstration. — Soit ¢ 'indicatrice de F. Calculons Py

H¢m=/wmuwmww)

pour pu-presque tout z. Siz € F, p(zc;+ys¢) = 1 ou 0 suivant que y € F ou
non. Par suite P;p(z) = u(F) pour presque tout z € F', soit Py = p(F)p.
En faisant tendre t vers 0, on a (continuité du semi-groupe) ¢ = u(F)p
p-presque partout, donc u(F) =0 ou 1.

COROLLAIRE. — Soit g une fonction sous-linéaire > 0, u-mesurable
et telle que q(z) = q(—x). Alors on a ¢ < +00 p-presque partout ou g = +00
p-presque partout.

Démonstration. — On applique le lemme 7 au sous-espace
F = {q < +o0}.
8. THEOREME. — Supposons qu’il existe un convexe compact équi-

libré K tel que u(K) > 0. Alors il existe une fonction q sous-linéaire s.c.i.
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< +00, g € N, ,LY(E, c,p), telle que les ensembles {q < t} soient compacts
dans E, et telle que pour tout (r, p) la c,p-capacité de 'ouvert G, = {g > n}
tende vers 0 quand n — +00.

De plus, H N E est dense dans H.

Démonstration. — Soit ¢ la jauge de K. L’hypothese et le corollaire
entrainent que q est finie u-presque partout. D’apres le principe des quasi-
normes, la fonction g € N, L (¢rp) €t ¢,p(Gr) tend vers 0 quand n — +oo.

Il reste & prouver que H N E est dense dans H.

On a E' C H' C L?, et par transposition L? — H — E'*. Rappelons
(cf. [FLP6], prop. 5 et rem. 6), que la composée i : L2 — E'* est en fait &
valeurs dans le complété E de E, et est compacte. Soit u € L?, & support
dans 'un des {q < t}, la résultante de la mesure up appartient & E. Toute
u € L%(E, p), est limite d’une suite de telles fonctions, donc i(u) appartient
a ’adhérence de H N E dans H.

Remarque. — En particulier si E est quasi-complet, 1’enveloppe
convexe fermée d’un compact est compacte, de sorte que le théoreme 8

s’applique puisque p est une mesure de Radon, et en ce cas, on a méme
HCE.

9. THEOREME. — Soit p une mesure de Radon gaussienne centrée
sur un espace localement convexe E. Alors chaque c,, est tendue sur les
compacts.

Démonstration. — On applique le théoreme 8 au complété E de E.
Par ailleurs, la fonction p(z) = 0 pour z € E, +00 pour = € E\E est
sous-linéaire et u-mesurable. Appliquons-lui le principe des quasi-normes :
Pensemble E\E = {p = +00} est mince. Pour tout (r,p), et tout £ > 0, il
existe donc un ouvert w de E tel que ¢rp(w) < €, et contenant E\E.On a
alors ¢,p(w U Gy) < 2¢ pour n assez grand, ou les G, sont les ouverts du
théoreme 8 relatif 3 E. Or le complémentaire de wUG,, dans E est compact
et inclus dans E.

COROLLAIRE. — Les fonctions continues bornées appartiennent a
LYE,crp).

10. Applications. — a) (loi du logarithme itéré, cf. [Fu], [T]). Soit E
I’espace des trajectoires continues & valeurs dans R, muni de sa topologie
naturelle et de la mesure de Wiener p. Soit X; la coordonnée d’indice ¢.
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Posons g4(w) = Sup,<; Xs(w)/+/(2s Log Log(1/s)). La fonction
f=Inf; g
vaut 1 p-presque partout (théoréme de Khintchine). On en déduit que
g: est finie u-presque partout, ce qui permet d’appliquer le principe des

quasi-normes, de sorte que f est & peu preés continue, donc vaut 1 hors
d’un ensemble mince.

b) Soit g, une suite de semi-normes (< +00). Posons ¢ = Liminf,, ¢,
et § = Limsup,, g,. Alors si 'on a ¢ = § < 400 u-presqzle partout, on
a aussi ¢ = g < +o00 a peu pres partout, et g est & peu prés continue.
En effet, on sait déja que § est & peu pres continue d’aprés le théoréme
ainsi que ¢’ = Sup,, ¢,. Pour ¢ > 0 on a (cf. démonstration du théoréme 6)
P,g = P;g < Liminf, Pyg, < c;q + 5;N1(q') a peu pres partout. En faisant

tendre ¢ vers 0, on trouve g < g a peu pres partout.

c) (variation quadratique, cf. [T]). Mémes hypothéses qu’au a). On
fixe a > 0, on considere la suite o, des partitions dyadiques de [0, a]. Soit
gn(w) la racine carrée de la variation quadratique de X;(w) sur o,,. La suite
g. converge u-presque partout vers y/a (théoréme de Lévy). D’apres le b)
cette suite g, converge 4 peu prés partout vers v/a.

d) (précise le résultat de Fernique, ([Fr])). Soit ¢ sous-linéaire p-
mesurable finie p-presque partout, et soit p > 0. Soit 8 > 0 tel que
exp(Bq?) € LP(p). Pour a suffisamment petit, et f = exp(ag?), on a

f'(z,u) = 2aq(2)d (z,u) f(z) € LP (1 ® p),
de sorte que f € W'P(E, u). Ensuite, on obtient f < P;[exp(ae?’q?)], de
sorte que pour a assez petit, f est c,p,-quasi-continue et majorée par un
élément de L}(E,c,,) donc f € NLY(E,¢rp) (cf. [F)).

e) Soient S l’espace de L. Schwartz, S’ son dual (distributions
tempérées), et p la mesure gaussienne centrée sur S’ telle que

/ (0, T)2du(T) = Q(p)

ol Q est une forme quadratique continue sur S (théoréme de Minlos). Alors
les ¢,p sont tendues sur les compacts de S’. En particulier, cela s’applique
au cas ou p est le bruit blanc, i.e. ot Q(¢) = [ p(z)?dz.

f) Si E est quasi-complet, considérons la semi-norme ¢ construite au
théoréme 8, et soit ¢ une fonction de classe C* & support compact dans
R. 1l est clair que la fonction ¢ o P,q appartient a N, ,W™P(E, u) pour tout
t # 0, et est a support compact.
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III. REPRESENTANTS LINEAIRES

Rappelons ([FLP6], th. 38) que tout élément de H' coincide u-presque
partout avec une forme linéaire y-mesurable et réciproquement. On a alors

11. THEOREME. — Toute forme linéaire f p-mesurable est & peu
prés continue. De plus, la restriction de f & H N E est continue, et
(f,u)r = f(u) pour tout u € H.

Démonstration. — On applique le principe des quasi-normes aux
fonctions ft et f~, de sorte que f est & peu prés continue. Pour le reste,
on invoque les démonstrations des théorémes 22 et 38 de [FLP6].

Le théoréme suivant montre I'invariance des notions quasi-topologi-
ques.

12. THEOREME. — On suppose E lusinien de dimension infinie. Si
le support de p est E, il existe une application linéaire continue injective
7 : E — RV, telle que v = m(u) soit la mesure gaussienne canonique de
RY, et une application linéaire p : RN — E, p 4 peu prés continue, telles
que :

pom =Idg partout sur E, et mop =1Idg~ a peu prés partout sur RV.
De plus, si H C E, p et ™ échangent continiiment H et £2.

Démonstration. — Considérons ’application = de l'appendice II.
L’image 7(E) est un sous-espace vectoriel borélien de RN portant v = 7(u).
RN\n(E) est v-négligeable, donc la fonction valant 0 sur 7(E) et +oo
ailleurs vaut 0 & peu prés partout (principe des quasi-normes) et RV \7(E)
est mince. Posons donc p(y) = z pour y = 7(z) : p est définie sur 7(E).
On prolonge p & ’aide d’une base de Hamel. Soit K un compact de E tel
que ¢,p(E\K) < € : m est un homéomorphisme de K sur 7(K), donc p est

crp-quasi-continue. Enfin 7 et p échangent les c,p-capacités, et évidemment
H et 2.

Nous dirons plus généralement que 7 : (E,u) — (F,v) est un quasi-
isomorphisme si 7 est linéaire & peu prés continue, v = w(u) et s’il existe
p: (F,v) — (E, ) linéaire & peu prés continue telles que pon = Idg 4 peu
prés partout sur F, et 7o p = Idp & peu pres partout sur F'.

13. THEOREME. — Soit B un espace lusinien, et soit = une appli-
cation linéaire y-mesurable de E dans B. Alors © est & peu preés continue,
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la restriction de 7 & Hg, est continue & valeurs dans Hg (si Hg C E), et

m(u) = /kurdu
(intégrale faible) pour u € H, (k,(z) = exp((u, z) — |u|?/2)).

Démonstration. — Soit o 'image de p par n. L’hypothése sur «
entraine que o est une mesure gaussienne centrée sur B. On a alors
J|7?dp = [|z|*do(z) < +oo, pour toute semi-norme |- | continue sur

B. C’est terminé si Hp est de dimension finie. On peut remplacer B par le
support de o, donc supposer que B = support(c). Soit j : B — RV définie
au théoreme 12, et soit p I’application quasi-inverse. Il est clair que jom est
p-mesurable, ses coordonnées sont & peu pres continues, donc jow est & peu
pres continue sur E. Mais alors p o j o 7 ’est aussi, mais poj = Idg a peu
prés partout, donc 7 est & peu prés continue. La relation 7(u) = [ k,7dp
se voit scalairement, d’ou la continuité de = sur H.

14. THEOREME. — Soient E lusinien, y gaussienne centrée sur E,
et soit (hy,) une suite de formes linéaires y-mesurables formant une base
orthonormale de H' supposé de dimension infinie. Alors I'application

T = (hn)nen
est un quasi-isomorphisme de E sur RN muni de la mesure gaussienne
canonique v.

Démonstration. — Soit (e,) la base de H duale de (h,,). Considérons
la suite définie par z, = X,<,hp(r)e,. Notons 7 l'injection linéaire de
lappendice II, et soit Ep le sous-espace des x € E tels que 7(z,) converge
vers 7 (x). I est clair que les fonctions h,, séparent les points de Ey, de sorte
que 7 est une injection de Ey dans R" . Par ailleurs, E, porte p, donc E\E,
est mince (principe des quasi-normes). Il existe un sous-espace F' borélien
a complémentaire mince sur lequel 7 est borélienne, comme il résulte de la
démonstration du théoréme 38 de [FLP6] et du principe des quasi-normes.
Sur Fy = F N Ey, 7 est borélienne et injective. Alors Ry = m(Fp) est un
sous-espace borélien de R" qui porte v, et est donc & complémentaire mince
(principe des quasi-normes). On définit alors I’application p en prenant 7!
sur Ry, et en la prolongeant arbitrairement & RM a l’aide d’une base de
Hamel. L’application p : RN — FE est crp-quasi-continue pour tout (r,p)
grace au théoreme 13.

15. Applications. — a) (séries de Fourier-Wiener). Dans le cas ou F
est un Banach séparable de dimension infinie, et p gaussienne centrée sur






