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CAPACITES GAUSSIENNES

par D. FEYEL et A. de LA PRADELLE

INTRODUCTION

Nous poursuivons ici l'étude commencée dans [FLP5], [FLP6], [FLP7],
en considérant les espaces de Sobolev W'r"î){E^ p,) pour r > l , p > l , o ù / ^ est
une mesure de Radon gaussienne centrée sur un espace localement convexe
E, par exemple la mesure de Wiener. Ces espaces sont définis par récurrence
sur r. Notons que pour nous, la différentielle f ' ( x , y ) est définie sur E x E
et non selon l'usage sur E x H où H désigne l'espace de Cameron-Martin.
Cela permet d'éviter l'emploi des puissances tensorielles de H, et de rester
plus proche du calcul différentiel classique en dimension finie.

On définit alors les espaces naturels ^{E.Crp) de fonctions Crp-
quasi-continues pour la capacité c^p associée à la norme de Ty^-E,/^),
ce qui simplifie l'étude fine de ces fonctions (même en dimension finie). Le
théorème d'équivalence de normes de Meyer permet de plonger W^ÇE^fji)
dans ^(E^Crp), d'où résulte par exemple que toute forme linéaire > 0 sur
W^ÇE^IJL) est représentable par une mesure.

Le résultat clef de cet article est le principe des quasi-normes du
paragraphe II (théorème 6) montrant la quasi-continuité pour tout (r,p)
des semi-normes /^-mesurables et finies /^-presque partout. Entre autres
applications, on retrouve la loi du logarithme itéré hors d'un ensemble
mince.

Mots-clés : Mesures gaussiennes - Mesure de Wiener - Analyse stochastique - Espaces
de Dirichlet - Capacités.
Classification A.M.S. : 31 - 28 - 60.
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On démontre que les capacités Crp sont tendues sur les compacts, ce
qui simplifie, améliore et corrige nos résultats antérieurs ([FLP6]). Si E est
quasi-complet, il en résulte aisément l'existence de fonctions indéfiniment
différentiables à support compact (cf. lO.d).

On étudie au paragraphe III la notion de quasi-isomorphisme linéaire,
qui échange les mesures gaussiennes et les c^p-quasi-continuités. Par exem-
ple, l'espace du bruit blanc est canoniquement quasi-isomorphe à l'espace
de Wiener. On a plus généralement des quasi-isomorphismes non canoni-
ques (exemple des séries de Fourier-Wiener). La notion de pseudo-isométrie
(application 15.d) permet de montrer que l'espace H de Cameron-Martin
est mince.

Au paragraphe IV, on introduit les espaces de Sobolev à valeurs vec-
torielles ainsi que les espaces de fonctions quasi-continues correspondants.
Cela permet par exemple de montrer facilement que les solutions d'E.D.S.
ont des versions dont Cy-p-quasi toute trajectoire est continue.

Cela permet aussi d'aborder au paragraphe V l'étude de la propriété
de Nikodym. Toute fonction Crp-quasi-continue possède une propriété de
Nikodym plus ou moins forte vis-à-vis de tout sous-espace de Cameron-
Martin de dimension finie. A noter que même pour les espaces de Sobolev
classiques en dimension finie, ces derniers résultats ne semblent pas connus.

Nous avons ajouté deux appendices : le premier donne une démons-
tration simplifiée du théorème d'équivalences de normes de Meyer, et
l'étend aux fonctions à valeurs dans certains espaces de Banach, ce qui
est utile pour les propriétés de Nikodym. Le deuxième appendice précise
une propriété plus ou moins connue des espaces lusiniens.

Notons que la formule (PtfV = Pt{f) semble inhabituelle, ce qui est
dû à ce que dans la partie droite, Pf est appliqué sur l'espace E x E puisque
notre différentielle est définie sur E x E .

Les résultats de ce travail ont été partiellement résumés dans des
notes aux Comptes Rendus de Paris ([F2], [FLP5], [FLP7]).

I. RAPPELS DIVERS ET DÉFINITIONS

Une fonction / sur un espace localement convexe E est cylindrique
si elle est de la forme / = y? o TT où TT est linéaire continue de rang fini. Si
l'on peut prendre ^ à support compact, on dit que / est à base compacte.
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Enfin / est dite élémentaire si l'on peut prendre (p de classe C°° à support
compact.

Si fi est une mesure de Radon bornée sur la tribu borélienne de E,
les fonctions élémentaires sont partout denses dans /^(E,^).

Dans toute la suite, [i désigne une mesure de Radon gaussienne
centrée sur un espace localement convexe E.

Si / est élémentaire, on pose
f ' ( x , y ) = Lïmt-.o(f(x + ty) - f(x))/t

qui est définie sur E x E et est linéaire en y . Puis, pour p €]1, +oo[,

varp(/) = / ̂ '(x^d^d^y) ; e^f) = var^(/) + / |/|̂ .

On note W^^E,^) le complété abstrait des fonctions élémentaires
pour la norme ||/||ip = (ep(/))1^. On note aussi Np(f) la norme usuelle
de / dans Lï).

1. PROPRIÉTÉS.

a) les contractions opèrent sur W^^E^p);
b) l'application f —> ((x,y) —^ f'(x,y)) se prolonge par continuité sur

W^ÇE, a) à valeurs dans Ï^^E x E, u. (g> u) ;

c) varp(|/|) = varp(/) (caractère local);

d) si / est constante sur A C -E, on a f ' ( x ^ . ) = 0 pour u-presque tout
x ç A ;

e) lyl^>(E,^) s^injecte canoniquement dans ^(E,/^).

On obtient les propriétés a) à d) en adaptant les démonstrations des
propositions 26 et 29 de [FLP6]. La propriété e) nécessite une démonstra-
tion spéciale : si /, y et ^ sont élémentaires, on a la relation

[^^W(y)f{(x,y)d^x)dfJi(y)

= 1 1 f(x}[^{x)^(y,x) - ̂ W(x,y)}d^x)da(y)

(intégration par parties en dimension finie). Soit fn une suite de fonctions
élémentaires, de Cauchy dans IV^E,^), et tendant vers 0 dans LP(E,p,).
La formule montre que la limite de la suite f'^ dans LP(E x E^ <8) u)
est nécessairement 0. Par suite €p{fn) tend vers 0, et fn tend vers 0 dans
TV^E.^.d'oùlee).
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On identifiera W^ÇE^) à son image canonique dans L^E./i).

Par récurrence, on définit les espaces Wrp(E,p,), r ç N , p> 1 :

f appartient à W^^^E.p) si et seulement si / ç W^ÇE^) et
f ç W ^ ( E x E ^ ^ ^ .

On pose alors

ll/llp+l,p=ll//llp,p+/l/?.

II est clair que les W^ÇE.ii) sont des espaces de Banach.

L'espace H ' (premier chaos de Wiener) est l'adhérence de E ' dans
L2^). On a Np(f) = dp\\f\\H' pour toute / ç H ' , avec

(0) ^ = 2^r((p 4-l)/2)/V7r et bp = a,

où q est l'exposant conjugué de p. Le dual Jf de H ' est l'espace de Cameron-
Martin.

Le semi-groupe Pi d'Ornstein-Uhlenbeck associé à [L peut être défini
par la formule de Mehier (cf. [Mel], pp. 181, [Me2] et [Su]) :

(1) Ptf(x)= ( f(xct+yst)d^y)

pour / borélienne > 0, avec ci = e-^ St = \/(1 - c^). La relation c^-h^ = 1
montre que pour toute / /^-mesurable, f(xct + yst) est p, 0 /^-mesurable et
de même loi que /, de sorte que le théorème de Fubini s'applique au cas
/ > 0 où / ç /^(E,/^), et Pif est /^-mesurable. Nous verrons (th. [5]) que
Pif est en fait beaucoup plus régulière.

2. THÉORÈME (cf. [Su]). — Pour toutes / e LPÇE.fji) et t > 0, on
à Ptf € W^ÇE, p,) pour tout r. De plus P< opère en semi-groupe fortement
continu de contractions de W^ÇE^).

Démonstration. — On cherche d'abord une constante K telle que

\\Ptf\\ip < KNp(f).
On a pour / élémentaire :

(2) (Ptfy(x,u) = Ct 1 f\xct^ys^u}d^y)

l'intégration par parties fournit (avec kt = Cf/St)
(3)

(Ptf)'(x,u) = kt (y,u)f(xct +yst)d^(y) = ̂  [ u(y)f(xct + yst)d^{y)
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où u ç. H ' est associé à u ç. H par le théorème de représentation de Riesz,

\(ptf}'^u)\ < ktbpMH^p^fnUx)1^ < ktbpMHWnUx)1^
puis

iKPt/ywii^^^^d/r]^)1^
soit

f\(W^y)Wy) < (apbpCt/s^PtWÇx)

et le résultat par intégration en x (dp et bp sont définies plus haut).

Ainsi Pt envoie Lp dans W1?. Notons Pi le semi-groupe associé à la
mesure /A (g> /^, on à la relation (évidente) Pt{f')(x,u) = (Ptf)'(x,u) d'où
l'on déduit aussitôt par récurrence sur r que Pif appartient à W^ÇE^fi).

Pt contracte WTP(E,jl) : c'est évident pour r = 0, d'où le résultat
par récurrence à l'aide de la relation évidente (mais inhabituelle)

(PJ)' = w).
Soit / ç W^^E.u), quand t —^ 0, Pif et toutes ses dérivées jusqu'à

l'ordre r convergent dans LP(E^u)^ d'où la continuité forte.

II. PRINCIPE DES QUASI-NORMES

3. DÉFINITIONS. — a) Soit f une fonction > 0 s.c.L sur E.

On pose

Crp(f) = ïnî{\\h\\rp/h > /, h ç W^iE^)} < +00.

La convexité uniforme de W^ÇE, /x) assure que la borne inférieure est
atteinte dès qu'elle est finie. Comme fi est de Radon, on voit alors aisément
que Crp(sup^ fa) = sup^ Crp(fa) pour tout ensemble filtrant croissant {fa}
de fonctions s.c.i. > 0. Posant alors

Crp(g) = înî{crp(f)/f s.c.i. >\g\}

pour toute fonction g : E —> Jî, on constate que Crp vérifie l'inégalité de
convexité dénombrable.

b) On dit que A est Crp-polâire si Crp(A) = 0, que A est p-mince si A
est Crp-polâire pour tout r > 0, et mince s'il est p-mince pour tout p > 1.
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Une propriété a lieu Crp-quasi-partout (resp. à peu près partout) si elle a
lieu hors d^un ensemble Crp-polaire (resp. mince).

c) On note C1 (E, Crp) l'adhérence des fonctions cylindriques continues
bornées avec la semi-norme Crp.

L'espace ^(E^Crp) est le quotient de ^(E^Crp) par le sous-espace
des fonctions nulles Crp-quasi-partout. C'est un espace de Banach.

d) Un ensemble est Crp -quasi-ouvert s'il est de la forme {f > 0} avec
f ç. ^(E^Crp). Une fonction à valeurs dans un espace topologique est Crp-
quasi-continue (resp. à peu près continue) si les ensembles {f ç. G} pour G
ouvert sont Crp -quasi-où verts (resp. si elle est Crp-quasi-continue pour tout
{r^p)).

4. Remarques. — a) Pour l'étude générale des espaces /^(E.c), on
pourra se reporter à ([F] et [FLP1]). Ces espaces jouent le rôle d'espaces
de fonctions continues, en particulier, leurs duals sont des espaces de
mesures. Nous verrons plus loin que W^ÇE^p.) s'injecte canoniquement
dans L^E, Crp).

b) Par définition même, tout élément de ^(E^Crp) est majoré en
module par un élément de Wrp(E,|l).

c) L'application (r,p) —> Crp est croissante en chaque variable. En
particulier Cop == Np < Crp.

d) La mesure /z charge tous les Cy-p-quasi-ouverts non Cyp-polaires : il
suffit en effet de recopier la fin de la démonstration de la proposition 31 de
[FLP6].

5. THÉORÈME. — Pour t > 0, p > 1, r >_ 0 et f ̂ -mesurable > 0,
posons

P!fW= f f(xct+yst)d^(y)

et
Pt.f{x)= [ f(xct+yst)d^{y)

J*
alors on a P^ f = P^f Crp-quasi-partout. De plus Crp(Pff) < KNp(f), où
K ne dépend que de (t,p,r). Enfin, si f ç. L ' p ( E ^ p ) , la fonction Pff est
définie hors d'un ensemble p-mince et appartient à rV.C1^, Crp).

Démonstration. — Si f est élémentaire, on a

Crp{P.tf)<\\Pt\f\\\rp<KNp{f)
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où K ne dépend que de (t,p,r). Par densité, ce résultat s'étend à toute
fonction cylindriquement mesurable et bornée. Il est clair que chaque
mesure e^Pt est de Radon, de sorte que l'inégalité s'étend au cas où /
est borélienne bornée. Soit f > 0, f bornée nulle ^-presque partout, et g
borélienne bornée > /, f gdu, = 0. On a Pff < P^, et Crp(Ptg) = 0, donc
P^ f est nulle Cy-p-quasi-partout. Si / est > 0, soit fn = inf(n,/). On a
Crp(Ptfn - Ptfm) < KNp(fn - fm)' Alors si Np(f) < oo, la suite Ptfn est
de Cauchy dans ^(EyCrp), de sorte que sa limitesimple Ptf appartient à
^{E.Crp). Par suite l'ensemble {Ptf = +00} est p-mince.

Si / est seulement > 0, Ptf est c^-quasi-s.c.i. pour tout (r,p).

S i / G ^(E,^), on applique ce qui précède à /+ et /-.

6. THÉORÈME (principe des quasi-normes). — Soit q une fonction
sous-linéaire > 0, fi-mesurable et finie fi-presque partout. Alors q appartient
à TV1^^,^) pour tout p > 1. De plus q appartient à ^(E^Crp) pour tout
(r,p). Ces propriétés s'étendent à toute fonction f fi-mesurable finie et
q-lipschitzienne sur le sous-espace {q < +00}.

Démonstration. — On applique le résultat de Fernique ([Fr], [Fr2]) à
la fonction q(x) + q(—x), donc q ç. HpL^^). Alors Pic ç. ny.p/^c^) par le
théorème 5. On a P^q(x) = J* q{xct + yst)dp,(y) < Ctq(x) + St f qdp, pour
tout x, et de même : Ctq(x) < q{xct + yst) + q(—yst), donc

Ctq(x) < P^q(x) +St qdfji.

On en déduit d'abord que l'ensemble Z = {q = +00} est mince. Ensuite
\q — etP[*q\ < etSt f qdu, converge uniformément vers 0 sur E\Z quand t
tend vers 0, donc q ç ^rp^ÇE^Crp).

Par ailleurs, reprenant la démonstration du théorème 2, on a par
densité pour u ç. H et pour /^-presque tout x

(4) (Ptq)\x,u) =kt (y,u) [q(xct + ys^ - q(xct)]du,(y)

doncdonc
\(Ptq)\x,u)\<Ctap\\u\\HNp{q)

puispuis

f\{Ptq)'(x^d^y) < (apbpCtr fq^

etet
Np((PtqY) < apbpCtNp(q).
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Quand t tend vers 0, on voit que P^q a une valeur d'adhérence faible dans
IV1^, nécessairement égale à g, et q C W^ÇE,?,).

Soit / ç-lipschitzienne de rapport a, on a

\f(xct + ysf) - f(xct)\ < aq(ysf)

pour x et y ç. EQ = {q < +00}, donc

I^PJ^) - f(x)\ < ae^t fqd^t.

Par suite Pff converge vers / dans ^^£l(£l,Cy.p). On a aussi

Np((PtfV) < aapaqCtNp(q),

d'où l'on tire comme plus haut / € ^{pWlp(E,^l).

Remarques. — a) II est amusant de noter qu'en dimension finie cela
donne une nouvelle démonstration du résultat selon lequel une semi-norme
A-mesurable sur J?71 est toujours continue (À mesure de Lebesgue).

b) En particulier les translatées ^-mesurables de q sont ç-lipschitzien-
nes.

7. LEMME (loi de tout ou rien, cf. [Fr2]). — Soit F un sous-espace
li-mesurable de E. Alors ^(F) = 0 ou ^i(F) = 1.

Démonstration. — Soit (p l'indicatrice de F. Calculons P^

Pt^{x) == y (p(xct +ysi)dp,(y)

pour /^-presque tout x. Si x ç. F, (p(xct -^-yst) = 1 ou 0 suivant que y e F ou
non. Par suite Pt^>(x) = ̂ (F) pour presque tout x € F, soit ^pPt^p = ^(F)(p.
En faisant tendre t vers 0, on a (continuité du semi-groupe) (^ = l^(F)(p
/^-presque partout, donc ^(F) = 0 ou 1.

COROLLAIRE. — Soie q une fonction sous-linéaire > 0, fi-mesurable
et telle que q(x) = q(—x). Alors on a q < +00 ^-presque partout ou q = +00
^-presque partout.

Démonstration. — On applique le lemme 7 au sous-espace

F = {q < +00}.

8. THÉORÈME. — Supposons qu'il existe un convexe compact équi-
libré K tel que fji(K) > 0. Alors il existe une fonction q sous-linéaire s.c.i.
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< +oo, q ç Hr^p^ÇE.Crp), telle que les ensembles {q < t} soient compacts
dans E, et telle que pour tout (r, p) la Crp-capacité de rouvert Gn = {q > n}
tende vers 0 quand n —> +00.

De plus, H H E est dense dans H.

Démonstration. — Soit q la jauge de K. L'hypothèse et le corollaire
entraînent que q est finie /i-presque partout. D'après le principe des quasi-
normes, la fonction q ç. ^rp^Çcrp) et Crp(Gn) tend vers 0 quand n —> +00.

Il reste à prouver que H H E est dense dans H.

On a E ' C H ' C L2, et par transposition L2 -> H -^ E'*. Rappelons
(cf. [FLP6], prop. 5 et rem. 6), que la composée i : L2 —> E'* est en fait à
valeurs dans le complété Ê de E, et est compacte. Soit u ç. L2, à support
dans l'un des {q < t}, la résultante de la mesure u^i appartient à E. Toute
u ç. L2(E^)^ est limite d'une suite de telles fonctions, donc i(u) appartient
à l'adhérence de H H E dans H.

Remarque. — En particulier si E est quasi-complet, l'enveloppe
convexe fermée d'un compact est compacte, de sorte que le théorème 8
s'applique puisque ji est une mesure de Radon, et en ce cas, on a même
H C E .

9. THÉORÈME. — Soie il une mesure de Radon gaussienne centrée
sur un espace localement convexe E. Alors chaque Crp est tendue sur les
compacts.

Démonstration. — On applique le théorème 8 au complété E de E.
Par ailleurs, la fonction p(x) = 0 pour x ç. E, +00 pour x ç. E\E est
sous-linéaire et /^-mesurable. Appliquons-lui le principe des quasi-normes :
l'ensemble E\E = {p = +00} est mince. Pour tout (r,p), et tout e > 0, il
existe donc un ouvert uj de E tel que Crp(uj) < e, et contenant E\E. On a
alors Crp(^ U Gn) < 2s pour n assez grand, où les Gn sont les ouverts du
théorème 8 relatif à E. Or le complémentaire de uUGn dans E est compact
et inclus dans E.

COROLLAIRE. — Les fonctions continues bornées appartiennent à
C^E.Crp).

10. Applications. — a) (loi du logarithme itéré, cf. [Fu], [T]). Soit E
l'espace des trajectoires continues à valeurs dans R, muni de sa topologie
naturelle et de la mesure de Wiener fi. Soit Xi la coordonnée d'indice t.
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Posons q^) = Sup^ Xs(^)/^/(2sLogLog(l/s)). La fonction
f = Inf< qt

vaut 1 /^-presque partout (théorème de Khintchine). On en déduit que
qt est finie /A-presque partout, ce qui permet d'appliquer le principe des
quasi-normes, de sorte que / est à peu près continue, donc vaut 1 hors
d'un ensemble mince.

b) Soit qn une suite de semi-normes (< +00). Posons q = Liminf^ç^
et q = Limsup^Çyi. Alors si l'on a q = q < +00 /A-presque partout, on
a aussi q = q < +00 à peu près partout, et q est à peu près continue.
En effet, on sait déjà que q est à peu près continue d'après le théorème
ainsi que q1 = Supy^ qn- Pour t > 0 on a (cf. démonstration du théorème 6)
Ptq = Pfq < Lïm'mîn Ptqn < W + SfNiÇq') à peu près partout. En faisant
tendre t vers 0, on trouve q <, q à peu près partout.

c) (variation quadratique, cf. [T]). Mêmes hypothèses qu'au a). On
fixe a > 0, on considère la suite On des partitions dyadiques de [0,a]. Soit
qn(^) la racine carrée de la variation quadratique de Xt(uj) sur an- La suite
qn converge /^-presque partout vers ^/d (théorème de Lévy). D'après le b)
cette suite qn converge à peu près partout vers \/a.

d) (précise le résultat de Fernique, ([Fr])). Soit q sous-linéaire /z-
mesurable finie ^-presque partout, et soit p > 0. Soit (3 > 0 tel que
exp(/3ç2) € ^(y^). Pour Q suffisamment petit, et / = exp(aç2), on a

f(x, u) = 2aq(x)q\x, u)f(x) ç ^(/z 0 ̂ ),
de sorte que / ç W^ÇE,^). Ensuite, on obtient / < P^[exp(Q;e2<g2)], de
sorte que pour a assez petit, / est c^p-quasi-continue et majorée par un
élément de ^{E.Crp) donc / ç Ç}rO(E,Crp) (cf. [F]).

e) Soient S l'espace de L. Schwartz, S ' son dual (distributions
tempérées), et ^ la mesure gaussienne centrée sur 5" telle que

jt{^T)2d^T)=Q^)

où Q est une forme quadratique continue sur S (théorème de Minlos). Alors
les Crp sont tendues sur les compacts de S ' . En particulier, cela s'applique
au cas où fi est le bruit blanc, i.e. où Q(^) = f ^(x^dx.

f) Si E est quasi-complet, considérons la semi-norme q construite au
théorème 8, et soit ^ une fonction de classe C°° à support compact dans
R. Il est clair que la fonction (poP^q appartient à ̂ \r,pWr'p{E^) pour tout
t ^0, et est à support compact.
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III. REPRÉSENTANTS LINÉAIRES

Rappelons ([FLP6], th. 38) que tout élément de H ' coïncide /^-presque
partout avec une forme linéaire /^-mesurable et réciproquement. On a alors

11. THÉORÈME. — Toute forme linéaire f ̂ -mesurable est à peu
près continue. De plus, la restriction de f à H H E est continue, et
{ Î - , U ) H = f(u) pour tout u ç H.

Démonstration.— On applique le principe des quasi-normes aux
fonctions /+ et /-, de sorte que / est à peu près continue. Pour le reste,
on invoque les démonstrations des théorèmes 22 et 38 de [FLP6].

Le théorème suivant montre l'invariance des notions quasi-topologi-
ques.

12. THÉORÈME. — On suppose E lusinien de dimension infinie. Si
le support de p, est E, il existe une application linéaire continue injective
TT : E —> R^^, telle que u = Tr(^) soit la mesure gaussienne canonique de
R^^, et une application linéaire p : RN — ^ E . p à peu près continue, telles
que :

p o TT = Ida partout sur -E, et TT o p = Id^N à peu près partout sur R1^.

De plus, si H C E, p et TT échangent continûment H et t2.

Démonstration. — Considérons l'application TT de l'appendice II.
L'image 7r(E) est un sous-espace vectoriel borélien de R1^ portant v = 7r(/z).
R^^^ÇE) est ^-négligeable, donc la fonction valant 0 sur ^(E) et -j-oo
ailleurs vaut 0 à peu près partout (principe des quasi-normes) et Jî^\7r(^)
est mince. Posons donc p(y) = x pour y = 7r(.r) : p est définie sur 7r(E).
On prolonge p à l'aide d'une base de Hamel. Soit K un compact de E tel
que Crp(E\K) < e : TT est un homéomorphisme de K sur Tr(J^), donc p est
Crp-quasi-continue. Enfin TT et p échangent les c^p-capacités, et évidemment
H et (2.

Nous dirons plus généralement que TT : (E^p.) —> (F^v) est un quasi-
isomorphisme si TT est linéaire à peu près continue, v = TT(/A) et s'il existe
p : (F, v) —> (£?, u) linéaire à peu près continue telles que p o TT = Id^ à peu
près partout sur -E, et TT o p = îdp à peu près partout sur F.

13. THÉORÈME. — Soit B un espace lusinien, et soit TT une appli-
cation linéaire ^-mesurable de E dans B. Alors TT est à peu près continue,
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la restriction de TT à HE est continue à valeurs dans HB (si HE C E), et

7r(u) = y kuTrdp,

(intégrale faible) pour u ç. H , (ku(x) = exp({u^x) — \u\2 / 2 ) ) .

Démonstration. — Soit cr l'image de ^ par TT. L'hypothèse sur TT
entraîne que a est une mesure gaussienne centrée sur JE?. On a alors
f iTrpd/A = J l.rpdc^.r) < +00, pour toute semi-norme | • | continue sur
B. C'est terminé si H a est de dimension finie. On peut remplacer B par le
support de cr, donc supposer que B = support (cr). Soit j : B —> R1^ définie
au théorème 12, et soit p l'application quasi-inverse. Il est clair que J'OTT est
/^-mesurable, ses coordonnées sont à peu près continues, donc J'OTT est à peu
près continue sur E. Mais alors p o j o TT l'est aussi, mais p o j = Ï(ÏE à peu
près partout, donc TT est à peu près continue. La relation 7r(u) == f ku^dp,
se voit scalairement, d'où la continuité de TT sur H.

14. THÉORÈME. — Soient E lusinien, p, gaussienne centrée sur E,
et soit (hn) une suite de formes linéaires ^-mesurables formant une base
orthonormale de H ' supposé de dimension infinie. Alors l'application

7T = (hn)nçN

est un quasi-isomorphisme de E sur RN muni de la mesure gaussienne
canonique v.

Démonstration. — Soit (en) la base de H duale de (hn). Considérons
la suite définie par Xn = Tip<nhp(x)ep. Notons TT l'injection linéaire de
l'appendice II, et soit Eo le sous-espace des x ç E tels que 7r(xn) converge
vers 7r(x). Il est clair que les fonctions hn séparent les points de £'0, de sorte
que TT est une injection de Eo dans RN. Par ailleurs, Eo porte ^, donc E\Eo
est mince (principe des quasi-normes). Il existe un sous-espace F borélien
à complémentaire mince sur lequel TT est borélienne, comme il résulte de la
démonstration du théorème 38 de [FLP6] et du principe des quasi-normes.
Sur FO = F H Eo, TT est borélienne et injective. Alors Ro = 7r(Fo) est un
sous-espace borélien de RN qui porte v, et est donc à complémentaire mince
(principe des quasi-normes). On définit alors l'application p en prenant 7r~1

sur Ro, et en la prolongeant arbitrairement à ̂ N à l'aide d'une base de
Hamel. L'application p : -R^ —> E est Cy-p-quasi-continue pour tout (r,p)
grâce au théorème 13.

15. Applications. — a) (séries de Fourier-Wiener). Dans le cas où E
est un Banach séparable de dimension infinie, et p gaussienne centrée sur
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E qui n'est portée par aucun sous-espace de dimension finie, considérons
(en)nçN une base orthonormale de AT, et posons pour x ç RN,

Pn(x) = ̂ Kk<nXkek C E.

La suite pn est une martingale vectorielle qui converge ^-presque partout
(cf. [N] p. 105) vers l'application p du théorème 14. Alors la fonction
q(x) = Supy, \pn{x)\ est finie à peu près partout sur fi^, la suite pn converge
à peu près partout vers p, et la suite \pn -p\ converge vers 0 dans C1 (E, Crp)
pour tout (r,p).

b) (bruit blanc). On prend pour E l'espace des distributions tempérées
sur X = [0, -hoo [, avec la topologie forte ou faible, et ^ la mesure gaussienne
centrée de covariance ||(/?||2 (norme de y? dans t^ÇX^dx) avec ^ e S(X),
espace de Schwartz). Soit / e L^ÇX.dx), et soit / l'élément de H ' défini
par (/,ù;} = f f(x)^(x)dx pour uj ç. H. Notons / un représentant linéaire
sur E défini au théorème 11. En particulier, si ft est l'indicatrice de [0,^],
il est clair que ft est un mouvement brownien issu de 0, et cj —)• (ft(^))t>o
est un quasi-isomorphisme de E sur (C'([0,4-oo[),^) où rj est la mesure de
Wiener. On pourrait généraliser cela à plusieurs dimensions.

c) inversement, d'après la loi du logarithme itéré (cf. n° 10), à peu près
toute trajectoire brownienne appartient à 5"(fi). On voit ainsi que l'étude
du bruit blanc équivaut canoniquement à celle de l'espace de Wiener.

d) On reprend l'exemple 10.d). Soit Y0 la puissance fractionnaire du
noyau bessélien (donc V~1 = 1 - A). On voit que T -> T * Y0 (défini /z-à
peu près partout sur S ' ) est un quasi-isomorphisme de (5",/^) sur (5",/^)
où /A (resp. p,a) est la mesure du bruit blanc (resp. la mesure de covariance
Q(^) = /(V-^dx).

e) pseudo-isométries. Supposons E lusinien, ^ de dimension infinie,
et soit r une isométrie de H sur lui-même. Considérons (en) une base
orthonormale de H, et (en) la base image par r. Soit TTe (resp. 7^) le quasi-
isomorphisme de E sur RN du théorème 14, et ps le quasi-isomorphisme
inverse. Il est clair que la restriction de pç o ^e à H vaut r. On dit que
r = ps o TTe est la "pseudo-isométrie" de base r. On voit que r conserve
/A, W^ÇE,^), Crp et toutes les notions quasi-topologiques. Inversement, on
peut montrer que tout quasi-isomorphisme TT de E sur lui-même tel que
p. = 7r(/^) est une pseudo-isométrie.

Le résultat suivant est dû à Takeda dans le cas de la mesure de Wiener
(communication orale) :

16. PROPOSITION. — Si E est lusinien, E D H , et dimH = +00,


